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Beispiel 1

Sei L = {<}.

Die Theorie der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte wird
von den folgenden Axiomen axiomatisiert:

∀x ¬(x < x)

∀x∀y∀z ((x < y ∧ y < z) → x < z)

∀x∀y (x < y ∨ x = y ∨ y < x)

∀x∀y (x < y → ∃z x < z < y) (Dichtheit)

∀x∃y∃z y < x < z (ohne Endpunkte)



Theorem
Die Theorie der dichten linearen Ordnungen ist ℵ0-kategorisch und
vollständig.

Beweis:







Der Zufallsgraph
Sei L = {R}, wobei R ein zweistelliges Relationssymbol sei.

Die Theorie T enthalte genau die nachfolgenden Axiome:

∀x ¬R(x , x)
∀x∀y R(x , y) → R(y , x)

∃x∃y x ̸= y

∀x1 . . . ∀xn∀y1 . . . ∀yn

(
n∧

i=1

n∧
j=1

xi ̸= yi

→ ∃z
n∧

i=1

(R(xi , z) ∧ ¬R(yi , z) ∧ yi ̸= z)

)

für alle n ∈ N.



∀x1 . . . ∀xn∀y1 . . . ∀yn

(
n∧

i=1

n∧
j=1

xi ̸= yi

→ ∃z
n∧

i=1

(R(xi , z) ∧ ¬R(yi , z) ∧ yi ̸= z)

)



Theorem
T ist erfüllbar und ℵ0-kategorisch. Insbesondere ist T vollständig
und entscheidbar.

Beweis:

Behauptung: Sei G0 ein beliebiger abzählbar unendlicher Graph.
Dann gibt es einen abzählbaren Graphen G1 mit G0 ⊂ G1, der
folgende Eigenschaft erfüllt: Zu zwei endlichen, disjunkten
Teilmengen X und Y von G0 gibt es ein z ∈ G1, sodass R(x , z) für
alle x ∈ X und ¬R(y , z) für alle y ∈ Y gilt.







Sei GN die Menge aller Graphen mit den Knoten {1, 2, . . . ,N}.

Für eine beliebige L-Aussage ϕ ist

pN(ϕ) =
|{G ∈ GN : G ⊨ ϕ}|

|GN |



Lemma

lim
N→∞

pN(ψn) = 1

Beweis:





Theorem (Null-Eins Gesetz für Graphen)

Für jede L-Aussage ϕ gilt entweder

lim
N→∞

pN(ϕ) = 0 oder lim
N→∞

pN(ϕ) = 1.

T axiomatisiert die Theorie {ϕ : lim
N→∞

pN(ϕ) = 1}.

Diese Theorie ist entscheidbar und vollständig.



Beweis:


