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=2 . Vollständige Theorien
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1 : L-Theorie T heipt vollständig ,
falls for einen L-salz &

entweder T & oder TF TQ gelt.

Für eine L-Struktur M
,
ist

,

die
voll Theorie"

Th (M) = [0 : d ist in L-Satz and MF D]

eine vollständige Theoriz .

· einfachere L-Theorie T s
.

d . MFT und T vollständig ist .

In diesen Fall gilt : MED < TFQ and wenn T#0 ,

dann gilt TE -0 and somit ME -0 ·
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Sei ↑ eine L-Theorie
mit mendwen Modellen.

Wenn Keine mendode Kardinalzahl ist mit KIILI,

dann gibt es ein Modell von T mit der Kardinalität

von K
.

2x sind neue

Beweis : Sei L
*

= LU <c : << K] Symbole in der

-
Sprache/Vokabular ( *

Sei T *
die L

*
-Theorie TV & C #C

p
: <p < K

,
<+P)

Wenn Mh F T
*

gilt ,
dann golt offensichtsch auch

mindestent K.
MFT mit Kardinalität von

21. 11
.

Wenn T endlich erfüllbar (e L-Theorie) & Keined-Kardinalwah mit K?ILI,

dann ex
,

ein Modell von T mit Kardinalität von min
.

K
.

Es weidh also zu zeigen ,
dass T *

endlich erfüllbar ist :

Sei also D &↑
*
endod .

Dannist 01 TUEC + <p : < +p1 <PEE)

mit I eine endurch Teilmenge von K.

Sei M ein unendliches Modell von To

Wir können die Symbol <Ca : &EI] als /11 verschiedene Elemente

von
M interpretieren . Da MFS

,
ist T &

endlich erfüllbar .
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. 3 : Sei Keine unendliche Kardinal zahl

-

und sei T eine Theorie mit Modellen

der Größe K
.

Wir sagen Tistkategoris,
Kardinalität von K

, isomorph sind .

Sei L = < +, 03 die Spend der additive Gruppen

and sei T die 1-Theorie der torsiour freien

teilbaren abels Gruppen .

Die Ascene von T

and die Axione für abelsde Gruppen zusammen mit

den Axiomen :

· Ex (x + 0 - Xd
... + X = 03 (Torsionsfreiheit)
um
n-mah

· Ey Ex Xx
...
+X =Y (Teilbarkeit)

um
n - mal

für n = 1 , 2
,

--
-- -
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. 4.: Die Theorie der torsionsfreien abelschen Gruppen

ist K-Kategorisch für alle K > No
·

Beweis: Die Modelle von T sind Vektorraume über den Körper Q .

-

· Es gilt : Wenn V ein bet. Q-VR
,

dann ist die zugrunde Liegende

additive Gruppe von V ein Modell von T
.

· Andererseite gilt : Wenn GAT wir geG & neN
,
usO

, gibt er

ein he6
,

s .

d
.

noh = g .
Wenn nokg gilt -red

, dann ist

n luck) = 0
.

Da 6 torsions frei ist
, gibt er

ganau ein he 6
, s .

d
.

Wh =g . Dieses Element

nennen wir g/n . Wir können 6 ar even Q-VR

unter do Operation y = m/) (m) betrachten .

· Zwei Q-VR sind genau
dann isomorph

,
wenn sie

dre selbe Dimension haben
.

Somit sind die Modelle T bis auf Esomorphie durch ihre

Dimension bestimmt
.

· Hat G die Dimension 1
,

dann gilt (d) = 1 + No
.

Ist K überabahibar & 161 = K
,

dann gilt dim 0 = K
.

Sodars für K>Xo alle Modelle von
T zueinander isomorph

sind .



Sei ACFp die Theorie der algebrach abgeset .
Körper

der Charakteristik p ,
wobei

p
entweder O oder eine

Primzahl ist

-Proposition2
.
2

.

5: ACFp ist K-Kategorisch für alle überabiallbaren

Kardinalzahlen K
.

Beweis : Zwei algebraisch abgeschlossene Körper sind

-

genau dann isomorph , wenn sie diselbe

Charakteristik und den selben Transzendengrad

haben.

Ein algebraisch abgeschlossenen
Körper mit

Transzenden grad & hat die Kardinalidad &t No ·

Wenn K > No ist
,
dann hat ein

algebraisch abgeschlossener Körper der Kardinalität K

ebenfalls den Transzendengrad K .

Daher sind alle algebrauch abgeschlossen Korper

mit derselben Charakteristik und derselben

über abzahlbaren Kardinalität isomorph .



&
Beispie 1

: Sei I die Leere Sprade .

Dann ist die Theore einer unendlichen

Mengen für alle Kardinalzahlen k,

k-kategorisch .

Beispiel):SeiLE roenEinbin Relation
. .

genau
zwei unendlichen klassen

.

Es ist leicht zu sehen
,
dary alle abzählbaren

Modelle von T isomorph sind.

Andererseit ist T nicht K-Kategorisch fürL No.

Um dies en zeigen , sei Mo en Modell , in dem

beide Klassen die Kardinalität K haben und sei

Me ein Modell ,
in dem eine Klasse die

Kardinalität K & die andere Kardinalität No hat.

Offensicted sind Mo & Me nicht isomorph.
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. (Vaught's Testa

bar Theore ohne

endliche Modelle
,

die K-Kategorisch fürove

unendlde Kardinalzahl KIILl ist .

Dann ist T vollständig .

Beweis: Angenommen T ist nicht vollständige
Dann gibt es

eine Satz I ,
5.d .
T #6 and # + 0 ·

Da T #2 genau
dann gilt ,

wenn TUG243 erfüllbar ist
,

sind die Theorien To = +V903 and Ty = TU9- 0] efillbar .

Da T keine endlichen Modelle hat
,

haben To and In

unendliche Modelle .

Prop .

2
.

2
.

2) Es gibt Mo & Me mit Kardinalität K
,

S .

d . Mi FTz

Da Mo & Mn sich bezügt & widersprechen , sind sie nicht

elementar äquivalent und somit nach Satz
.

1
.

1
.

10 nicht isomorph .

↳ zur K-Kategorizität von To

Satz 1 .

1
.

10 Any . I : M- N ist ein Isomorphismus
.

-

bann gilt MEN

Der Vaughts Test impliziert ,
dars alle oben Besprochen

kategorischen Theorien vollständig sind.

Insbesondere sind algebraisch abgeschlossene
Korper (ACF)

vollständig.
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. Eine L-Theorie istscheidbar ,
wenn er einen Algorithmar gibt ,

de

für einen gegebenen L-Satz of als Eingabe entscheiden kann
,

ob TE I gilt .

↓emua 2
.

2
.8 . Sei eine rekursive , vollständige und

er fillbare Theorie in einer rekursiven

Sprache L .

baun ist entscheidbar .

&

Beweis : Da Terfüllbar ist
,

sind A = 40 : TEP3 A

B = [0 : # + b} disjunkt ,

ba Trände ist
,

ist AUB die Mange aller

L-Sätze
.

Nach dem Vollständig katr satz gilt A = 50 : T + b)

& B = 20 : T + %3 .

Prop .
2

.

1
.

1
.

= ) A & B sind rekursiv aufzählbar .
Aber jede rekursiv

aufzählbar Menge mit einem rekursiv aufzählbar Komplement ist
=

rekursir .

Proposition 2
.

1
.

1 : Wenn Leine rekursive Sprade & T eine rekursive Theorie,

dann ist [0 : T + 03 rekursiv aufzählbar.



p = 0 oder p
Prinzalh ist#wollar2

.

2
. 9

.Frentscheidbar
.

Far besondere ist Th (4)
,

die Theorie ender State

für den Körper der komplexen Zahlen
,

entscheidbar .

Korollar 2
.

2
.

10
. Sei of ein Satz in der Sprache

-

der Ringe . Die folgenden Aussagen sind

aquivalent :

(2) I ist wahr in den komplexen Zahlen
.

(Em

lii) ist in jedem algebraisch abgeschlossenen Körper der

Charakteristik Null wahr .

(ii) & ist in einen algebraisch abgeschlossenen Körper der Charakterishik Null wahr.

(iv) Es gibt beliebig große Primzahlm p , S
.

d
.

10 in einem abgebraish abged.

Korper der Charakteristik p
wahr ist.

(V) Es gibt ein m
,
s

.

d . Falle p > m
, 6 in allen abgebraisch abgeschlossen

Körpern der Charakteristikp wahr ist

Beweis : · Die Äquivalenz von (i) - Eisil folgt aus der Vollstängkeit von ACFo
-

s

· (V) => Liv) ist klar .

:=)(VI : Angenommen ACFo E · Lemma 2
.

1 . 14 => Es gibt eine endlide Teilmenge

ACACFo ,
sd

. & #0 .

Wenn wir
p groß genug

wählen , dann gilt

ACFp #0 .

Sodass gilt ACEpE6 für alle hinreidend großen p .

=(ii) : Angenommen ACFo#0 · Da ACFo vollständig ist
, gild

ACFo#20 .

Also gilt wie oben ACEp #20 für hinreichend große p .
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11
. Jede injektive Polynomabbildung

von

&
"

nach K" ist surjektiv .

neN

&Beweis:
Wenn k ein endlicher Körper ,

dann ist jede

injektive Funktion F : K+ K" auch suraktiv.

·: Dies gilt auch for #p ,
den

algebraischen Abschluss des Körpers mit
p

Elementen.

Bewer: Angenommen nicht . Seien deF die Koeffizienten von f &

seien 5 Ep * /"
,

s .

d . T nicht im Bild von f Liegt .

Sei k der von ud5
erzeugte Unterkörper von #p

Dann ist flun eine injektive ,
aber nodd surjektive

Polynomabbildung von h" and K"
. Aber #p = #o

ist ein Lokal endliche Korper .
Somit ist k endlich,

· Angenommen der Satz ist falsch . Sei X = (X
- ..., Xul .

Sei f(x) = (felXe)
, ... ,

fu(Xu)) ein Gegenbeispiel ,
bei dem jede

fü K[X] einen Grad von hochster d hat
.

Es gibt einen L-Satz &u
, a /

S
.

d .
für eine Körper K gilt :

KF
n

,
d gdw . jede injektive Polynomabbildung

von K" nac Kh
,

bei

der jede
Koordinaten funktion eine Grad von

Lichten d hab
, subjektiv

ist .

Wir komme über Polynome
rom

Grad hichter & quantifizieren,

indem wir über die Koeffizienten quantifizieren .



Zum Beispiel ist 02
, 2

der Satz :

Fdoo Fa
..
Fao

, e
Fas

, o
Kann Faz

, o

#60
,
0 bo,n Ebo , V6

,, 0
Eb

,,
1 Fb 2

, 0

[) Ex Eyn Exey))[Xy5 = Saig X2"yet

Ebi, x
:

y.

5 = [bij x y25) -> (x =x y
=yn))

->AufrExty [ayx gi = un[bix: = v]

Nach der Behauptung gilt #* * bund for alle

Primzahlen p .
Nac Korollar 2

.

2
.

10 gilt dann auch

& F Guid , Widerspruch zu Annahme ,
dars es in &" eine

injektive aber widd surgektive Polycom abbilding gibt .

Ende


