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Multiplikation von C, setze i?> = —e und folglich i(ij) = (ii)j = —ej = —j.
Weiter sei ij := ae + Bi + vj mit o, 8,7 € R. Damit gilt folgt:
—j = i(ij) = i(ce + Bi + 7)) = i — Be +(if)
= ai — fe+ y(ae + Bi +7j)
= (ya = B)e+ (v +a)i +7%

Damit folgt durch Koeffizientenvergleich, dass o, 3 = 0 und v* = —1, also v ¢ R. (]
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Grundlagen der Theorie der Algebren

Definition (IR-Algebra)

Sei R-Vektorraum V' mit einer Produktabbildung V x V — V. (x,y) — xy heiBt R-Algebra,
falls Vo, 8 € R; Vx, y,z € V die Distributivgesetze gelten:

1. (ax+By)z=a-xz+ [ yz,
2. x(ay+Pz)=a-xy+ 8- xz.
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Definition (IR-Algebra)

Sei R-Vektorraum V mit einer Produktabbildung V x V — V/ (x, y) — xy heiBt R-Algebra,
falls Vo, 8 € R; Vx, y,z € V die Distributivgesetze gelten:

1. (ax+By)z=a-xz+ [ yz,
2. x(ay +Bz)=a-xy + - xz.

Sei A = (V, -) eine R-Algebra. Wir bezeichnen diese als:
® assoziativ, falls Vx,y,z € V : x(yz) = (xy)z,

® kommutativ, falls Vx,y € V : xy = yx,
¢ nullteilerfrei, falls Vx,y € V:xy =0 = (x =0V y =0),
® R-Algebra mit Einselement, falls de € V Vx € V : xe = ex = x.

Die Dimension des R-Vektorraums heit Dimension der R-Alegbra.




Grundlagen der Theorie der Algebren

Definition (Unteralgebra)
Sei U < V ein Untervektorraum der R-Algebra A = (V). Falls
Vx,ye U: xy e U

gilt, nennt man U eine R-Unteralgebra von A.
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2. Sei V ein R-Vektorraum. Dann ist V' mit der Nullabbilung als Produktabbildung eine
assoziative, kommutative R-Algebra.
3. Mat(n,R), Mat(n,C) bilden eine assoziative R-Algebra mit Einselement.
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Grundlagen der Theorie der Algebren

Konstruktion einer Algebra

1. Betrachte eine Basis B := {bs, ..., b} von V.
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Grundlagen der Theorie der Algebren

Konstruktion einer Algebra

1.
2.

Betrachte eine Basis B := {b1, ..., by} von V.

Definiere eine beliebige Abbildung B x B — V/, (b, bj) — bib;.

Fiir eine Algebra mit Einselement setze e := b; fiir i € {1, ..., n} beliebig
und bjbx = bkb; = by, Vk € {1, vl =10 4+1, .. n}.

n n
Seien x,y € V beliebig mit x = > a;b; und y = ) 3;b;. Definiere damit
i=1 j=1

VxV =V, (xvy) Zab (Z Bb;) En: a;B;(biby),

ij=1
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Grundlage der Theorie der Algebren

Sei A eine wie oben konstruierte R-Algebra. Dann gelten:
(a) A ist assoziativ <= Vi, j, k € {1,...,n} : bi(bjbx) = (bibj)bx,
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Grundlage der Theorie der Algebren

Sei A eine wie oben konstruierte R-Algebra. Dann gelten:
(a) A ist assoziativ <= Vi, j, k € {1,...,n} : bi(bjbx) = (bibj)bx,
(b) A ist kommutativ <= Vi,j € {1,...,n} : bib; = bjb;.

Beweis
Die Implikationen = folgen direkt aus den Definitionen.
Zu <=: Seien x,y € A beliebig, dann existieren eindeutige Koeffizienten o;, 3; € R, sodass

x =Y ajbjund y = %" B;b;. Damit
k=1 '

Jj=1 n
xy =Y auBi(bib) = Zﬁja,bb
ij=1 ij=1

Das zeigt die Kommutativitdt. Analog folgt die Implikation <= zur Assoziativitat.
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Konstruktion der Quaternionen

Betrachte den R-Vektorraum R* mit der Standardbasis E := {e1,e2,€3,€4}.
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Konstruktion der Quaternionen

Betrachte den R-Vektorraum R* mit der Standardbasis E := {e1,e2,€3,€4}.

ol e|e| e

€1 || & €2 €3 €4
& || &2 | —&a €4 —€3
e3 e3 —€4 —e1 €2
€4 €4 €3 —€ | —€
Definiere e :== e,/ := e, := e3 und k := ey.
Hamiltonischen Bedingungen:
=2 =k?>=jk=—e ij=—jk =

Definition (Quaternionen H)

Der R-Vektorraum R* mit der Produktabbildung, welche durch die Hamiltonischen
Bedingungen definiert ist, wird als Quaternionen H bezeichnet.
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Konstruktion der Quaternionen
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Konstruktion der Quaternionen

el i [ |k
ellel| i J k
i il —e| k | —j
JlJj|—k|—e| i
k|| k| j | —=i|—e

also

Bemerkung
Es gelten folgende Eigenschaften fiir Hi:
® M besitzt ein Einselement e,
® H ist nicht kommutativ, denn k = ij #£ ji = —k,

e [ ist assoziativ und nullteilerfrei.
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Isomorphismus zwischen Quaternionen und
Matrixalgebra
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R-Algebren-Homomorphismen

Definition (R-Algebra-Homomorphismus)

Seien A= (V,-) und B = (W,") zwei R-Algebren.
Eine R-lineare Abbildung ¢ : V — W heiBt R-Algebra-Homomorphismus, falls

Vx,y € Vi p(xy) = o(x)e(y)

gilt. Ist ¢ zudem bijektiv, so bezeichnet man diesen as R-Algebra-Isomorphismus.
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R-Algebren-Homomorphismen

Definition (R-Algebra-Homomorphismus)

Seien A = (V,-) und B= (W, ) zwei R-Algebren.
Eine R-lineare Abbildung ¢ : V — W heiBt R-Algebra-Homomorphismus, falls

Vx,y € Vi p(xy) = o(x)e(y)

gilt. Ist o zudem bijektiv, so bezeichnet man diesen as R-Algebra-Isomorphismus.

Beispiele

Die Menge C = {(Z _ab> | a, b € R} ist eine R-Unteralgebra von Mat(2,R) und die

Abbildung ¢ : C = C, a+ ib+— (Z _ab> ist ein R-Algebra-lsomorphismus.
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Matrizenalgebra H

—w

| z, w € C} ist eine assoziative, nullteilerfreie R-Unteralgebra

Die Menge H = {(%

von Mat(2,C) mit der Einheitsmatrix als Einselement.
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Matrizenalgebra H

—w

| z, w € C} ist eine assoziative, nullteilerfreie R-Unteralgebra

Die Menge H = {(%

von Mat(2,C) mit der Einheitsmatrix als Einselement.

Es gilt E € H # (). Seien A :=

wy 21 w2 22

B z1 —wy 2z —w\ ([ Az+z —(Awp + wp)
AA+B—)\<W1 21>+<W2 22>—<)\W1+W2 T2 e H.

Beweis _ _
(Zl Wl) , B := <Z2 W2> € H und X\ € R, dann gilt

Damit gilt # < Mat(2,C) und die Abgeschlossenheit der Multiplikation folgt mit
AB — <21 —W1> <22 —W2> _ <Z122 — wiwy —(Z1W2—|—W122)> cu.

w1 wy Zp Z1Wa + Wi 2o Z1Zp — WiWp
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Matrizenalgebra H

Die Menge H = {(vzv

> | z, w € C} ist eine assoziative, nullteilerfreie R-Unteralgebra

von Mat(2,C) mit der Einheitsmatrix als Einselement.

Es gilt E € H # (). Seien A :=

wy 21 w2 22

B z1 —wy 2z —w\ ([ Az+z —(Awp + wp)
AA+B—)\<W1 21>+<W2 22>—<)\W1+W2 T2 e H.

Beweis _ _
(Zl Wl) , B := <Z2 W2) € H und X\ € R, dann gilt

Damit gilt # < Mat(2,C) und die Abgeschlossenheit der Multiplikation folgt mit
ap— (2 ) (2 ) (an et e oy
w1 oz we 2 Z1Wp + W1 2o Z1Zp — W1Wo

Die Assoziativitat der Verkniipfung wird direkt von Mat(2, C) vererbt.
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Isomorphismus ® : H — H

Zuniachst gilt fir alle <Z _W> € H:
Wz

det( _ZW>) =2z —w(—w) = |z + |w|>.

3N
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Isomorphismus ® : H — H

Zuniachst gilt fir alle <Z _W> € H:
Wz

p4 —w o= . . 2 2
det(<W - ))—zz w(—w) = |z|* + |w]|*.
Sei nun angenommen AB = 0, dann folgt:

0 = det(AB) = det(A) - det(B) = det(A) =0V det(B)=0 = A=0V B=0. [J
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Isomorphismus ® : H — H

Die Abbildung a+ Bi —y—0i
o H—H, (o, ,7,0) — <'y—5i a—ﬁi)

ist ein R-Algebra-Isomorphismus
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o H—H, (o, ,7,0) — <'y—5i a—ﬁi)

ist ein R-Algebra-Isomorphismus und es gilt:

Ple)=E, o(i)= (6 _OI> =1, @)= <(1) _01> = J, Ok)= (f/ _ol> = K.

Beweis

Die Abbildung @ ist wohldefiniert und R-linear. Da fiir die Bilder von e, /, j, k die
Hamiltonischen Bedingungen /2 = J> = —E, IJ = —JI = K und folglich mit der Assoziativitit
in H auch K2 = (IJ)(=JI) = —1(JJ)I = —I(—E)I = I?> = —E gelten, folgt

Vg, p € H: ®(gp) = ®(q) ®(p).
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Isomorphismus ® : H — H

Die Quaternionen H sind eine assoziative, nullteilerfreie R-Algebra mit Einselement.
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Imaginarraum der Quaternionen
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Imaginarraum /mH

Definition (Imagindrraum von Hi)

Der dreidimensionale Untervektorraum ImH := R/ + Rj + Rk von H heiBt Imagindrraum von
H. Die Elemente von ImH heiBen rein-imaginar.
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Imaginarraum /mH

Definition (Imagindrraum von Hi)

Der dreidimensionale Untervektorraum ImH := R/ + Rj + Rk von H heiBt Imagindrraum von
H. Die Elemente von ImH heiBen rein-imaginar.

Die Untervektorraume Re und /mH von H bilden eine direkte Summe von Vektorraumen, d.h.
H=Re & /ImH.

Beweis

Da {e,i,j, k} eine Basis von H ist, gilt (Re U ImH ) = H und folglich gilt fiir g € Re N ImH
beliebig, existieren «, 8,7 d € R, sodass q = ae + Bi + vj + dk. Mit g € Re N ImH folgt
direkt a = f =+ =6 =0, also Re N ImH = {0}. O
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Imaginarraum /mH

Bemerkung
1. Die Elemente des Imagindrraums heiBen vektorielle Quaternionen.
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Bemerkung
1. Die Elemente des Imagindrraums heiBen vektorielle Quaternionen.

2. ImH ist ein R-Untervektorraum, jedoch keine R-Unteralgebra von H, denn i € ImH,
jedoch i? = —e € Re, also i? ¢ ImH.

3. Mit der Zerlegung H = Re ¢ ImH gilt
VgeHdaeR, uelmH: g=ae+ u.

Dann heiBt e der skalare Anteil (oder Realteil) und u der vektorielle Anteil (oder
Imaginarteil) von q.
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Imaginarraum /mH

Betrachte die assoziative, nullteilerfreie R-Algebra 7{. Dann gilt
VYA € H : A% — Spur(A)A + det(A)E = 0.
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Betrachte die assoziative, nullteilerfreie R-Algebra 7{. Dann gilt
VYA € H : A% — Spur(A)A + det(A)E = 0.

Beweis: Sei A := (vzv _zW> € H beliebig. Dann gilt

o g2 (Z W\ (Zz —w)\_ z2 —ww —zw —Zw) _ z2 —|w|> —2Re(z)w
T \w oz )\w z ) \zwt+zw 2Z-ww /] \2Re(z2)w 22— |w|?
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Betrachte die assoziative, nullteilerfreie R-Algebra 7{. Dann gilt

VYA € H : A% — Spur(A)A + det(A)E = 0.
Beweis: Sei A := (vzv _zW> € H beliebig. Dann gilt

()6 )G ) Gl 2508
a4 20)
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Betrachte die assoziative, nullteilerfreie R-Algebra 7{. Dann gilt

VYA € H : A% — Spur(A)A + det(A)E = 0.
Beweis: Sei A := (Z v

S > € H beliebig. Dann gilt

°A2:<Z —W> <z —W):<Z2—WW —zw—zw>
Wz Wz

(22— |w[* —2Re(z)w
ZW +zZw B <2Re(z)w 22 — |w|? )
o Spur(A)A = (z +2)A = (225:((22)); _225:((22));)
o det(A)E — <‘Z|2+ wl® 0 >

0 2>+ [w|?

z2 —ww
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Imaginarraum /mH

Fortsetzung Beweises
Damit folgt

A% — Spur(A)A = <

22— |w|> —2Re(z)w 2Re(z)z  —2Re(z)w
2Re(z2)Ww 22 — \WP) B <2Re(z)w 2Re(z)z >

_ <_’Z‘2 —Iwl® 0 ) — _det(A)E,

0 |z |wp
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Fortsetzung Beweises
Damit folgt

A% — Spur(A)A = <

22— |w|> —2Re(z)w 2Re(z)z  —2Re(z)w
2Re(z2)Ww 22 — \WP) B <2Re(z)w 2Re(z)z >

_ <_’Z‘2 —Iwl® 0 ) — _det(A)E,

0 |z —w]?
denn fiir z := x + iy € C beliebig gilt
22 —2Re(z)z = x> + 2ixy — y* = 2x(x + iy) = —(x* + y?) = —|z.
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Fortsetzung Beweises
Damit folgt

A% — Spur(A)A = <

22— |w|> —2Re(z)w 2Re(z)z  —2Re(z)w
2Re(z2)Ww 22 — \WP) B <2Re(z)w 2Re(z)z >

_ <_’Z‘2 —Iwl® 0 ) — _det(A)E,

0 |z —w]?
denn fiir z := x + iy € C beliebig gilt
22 —2Re(z)z = x> + 2ixy — y* = 2x(x + iy) = —(x* + y?) = —|z.
Damit ist
A% — Spur(A)A + det(A)E = 0.
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Imaginarraum /mH

VA€ H : A? = Spur(A)A — det(A)E.

Fiir den Imaginarraum gilt ImH = {g € H | g> € Re A g ¢ Re\ {0}}.
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Beweis
Sei g := ae + Bi + vj + dk € H. Dann gilt mit dem Isomorphismus ¢ : H — #, dass

(a4 Bi =y —=0i . . :
d(q) = <7 i a—Bi ) Damit folgt mit dem obigen Lemma
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Sei g := ae + Bi + vj + dk € H. Dann gilt mit dem Isomorphismus ¢ : H — #, dass

®(q) = <a +B - 5’). Damit folgt mit dem obigen Lemma

vy—=0I a—0i
®(q%) = 9(q)* = Spur(®(q))®(q) — det(®(q))E = 2ad(q) — (a® + 5 +7* + 6°)E
Folglich ist

q? = 071 (d(¢?)) = o7 H(2ad(q) — (@@ + 8% + 4% + 6H)E) = 2aq — (@® + B2+ 4% + §?)e.
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VA€ H : A? = Spur(A)A — det(A)E.

Fiir den Imaginarraum gilt ImH = {g € H | g> € Re A g ¢ Re\ {0}}.

Beweis
Sei g := ae + Bi + vj + dk € H. Dann gilt mit dem Isomorphismus ¢ : H — #, dass

®(q) = <a +B - 5’). Damit folgt mit dem obigen Lemma

vy—=0I a—0i
®(q%) = 9(q)* = Spur(®(q))®(q) — det(®(q))E = 2ad(q) — (a® + 5 +7* + 6°)E
Folglich ist

q? = 071 (d(¢?)) = o7 H(2ad(q) — (@@ + 8% + 4% + 6H)E) = 2aq — (@® + B2+ 4% + §?)e.
Also gilt g € ImH <= a =0, womit ¢*> = —(8%2 + 72 + §%)e = — e € Re mit
A= B2 + 42 + 62 folgt. O
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Imaginarraum /mH

Bemerkung

Jeder Untervektorraum U < H mit dim(U) = 2 und Re < U ist eine R-Unteralgebra von H
und es gilt U= C
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Bemerkung

Jeder Untervektorraum U < H mit dim(U) = 2 und Re < U ist eine R-Unteralgebra von H
und es gilt U= C

Beweis
Sei U < H mit dim(U) =2 und B := {e, v} eine Basis von U.
Seien x := aje+ Biv und y := aze + Bov in U.
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Bemerkung
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und es gilt U= C

Beweis
Sei U < H mit dim(U) =2 und B := {e, v} eine Basis von U.
Seien x := aje + f1v und y := aze + Fov in U. Dann gilt
xy = (o1e + Prv)(aze + Bav) = aroe + (0182 + froz)v + P12V
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Definiere nun ¢ : U — C durch die Basis B. Mit dem vorherigen Satz existiert
AERsp: v2=—)e.
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Bemerkung

Jeder Untervektorraum U < H mit dim(U) = 2 und Re < U ist eine R-Unteralgebra von H
und es gilt U= C

Beweis
Sei U < H mit dim(U) =2 und B := {e, v} eine Basis von U.
Seien x := aje + f1v und y := aze + Fov in U. Dann gilt
xy = (are + Brv)(aze + Bov) = araze + (a1f2 + Braz)v + P1fav?

= arage + (182 + Braz)v + B1fa(—Ae) = (a1ap — Ne + (12 + Braz)v € U
Definiere nun ¢ : U — C durch die Basis B. Mit dem vorherigen Satz existiert
A€ Rsp: v2 = —de. Setze ¢(e) :=1 und #(v) := v\ i, dann ist ¢ ein Isomorphismus, denn:
Da {1,V i} eine Basis von C ist, ist ¢ bijektiv und mit

0(v?) = d(=Ae) = —Ag(e) = —A = ¢(v) 6(v)

folgt die Behauptung. O
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Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit
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