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Vorwort zur Thematik

Der Vorlesungszyklus Mathematik 1 bis 4 fiir das Lehramt der Sekundarstufe deckt (vor
allem) Themen aus den Bereichen Analysis und lineare Algebra ab. Diese Bereiche sind
grundlegend fiir die Mathematik und werden auch im Studium des Kernfachs Mathematik als
Erstes unterrichtet. Die lineare Algebra ist dabei eine allgemeine Lehre ,linearer Strukturen®,
zu der unter anderem der Umgang mit linearen Gleichungssystemen, linearen Abbildungen,
Vektoren und Matrizen zéhlt und an die sich die sogenannte analytische Geometrie mit Punkten,
Geraden und Ebenen im Raum andockt. Die Analysis ist die Lehre vom mathematischen Umgang
mit dem Unendlichen, der letztlich immer mittels Grenziibergdngen und Grenzwerten erfolgt.
Zentrale Themen der Analysis sind reelle und komplexe Zahlen, Grenzwerte, Ableitungen und
Integrale. In der Vorlesung Mathematik 1 liegt der Schwerpunkt zunéchst auf allgemeinen
Grundlagen der Mathematik, die nicht unbedingt einem der genannten Bereiche zuzuordnen
sind, und dann auf ersten Themen der Analysis.

Das Ziel der Vorlesungen Mathematik 1 bis 4 ist, eine fachwissenschaftliche Einfiihrung
in das mathematische Arbeiten mit prizise definierten Begriffen, Lehrsétzen und vollstdndigen
Beweisen zu geben. Im Schulunterricht der Sekundarstufe relevante Themen werden dabei in
groferer Ausfiihrlichkeit behandelt. Daneben sollen ein deutlich iiber den Schulstoff hinausge-
hendes mathematisches Hintergrundwissen, die Fédhigkeit zur eigenstindigen Einar-
beitung in mathematische Themen und Konzepte, ein gewisser Uberblick iiber mathematische
Gebiete sowie ein Gefiihl fiir die Mathematik als lebendige Wissenschaft vermittelt werden.
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Kapitel 1

Grundlagen aus Logik und
Mengenlehre

In diesem initialen Kapitel geht es um Aspekte der mathematischen Logik, der mathematischen
Arbeitsweise und der Mengenlehre, die als Grundlage der gesamten modernen Mathematik be-
trachtet werden und den streng mathematische Aufbau aller weiteren Theorie erst ermoglichen.
Die Beschéftigung mit den Grundlagen ist dabei keineswegs einfach, da man auch sehr einleuch-
tende Sachverhalte weiter hinterfragen und begriinden muss.

Hier werden wir sowohl die Logik als auch die Mengenlehre hauptsichlich von einem (mehr
oder weniger) naiven Standpunkt betrachten, der fiir ein Mathematik-Studium und das wissen-
schaftliche Arbeiten in den allermeisten mathematischen Gebieten ausreicht. Es sind heutzutage
auch fundiertere Zugéinge zu Logik und Mengenlehre bekannt (sowie prinzipiell andere Heran-
gehensweisen an die Grundlagen). Solche Aspekte kénnen wir hier aber bestenfalls andeuten.
Bevor man sie im Detail verstehen kann, braucht man erst einmal mehr Erfahrung mit dem
mathematischen Denken und Arbeiten.

1.1 Aussagenlogik und Wahrheitstafeln

Grundlegend fiir (fast) alle Gebiete der modernen Mathematik ist der Umgang mit (Elementar-)
Aussagen, die entweder als wahr (w) oder als falsch (f) zu betrachten sind und denen
einer dieser beiden sogenannten Wahrheitswerte zugeordnet wird. Insbesondere bewegen sich
mathematische Aussagen nicht in Grauzonen. Ein Satz wie ,,Die Zahl 10 ist grof3.« erfiillt also
nicht den Anspruch einer mathematischen Aussage, denn ab wie grof3 man von ,grofl* spricht
wird nicht ersichtlich. (Wenn man ,,grofi“ natiirlich im Vorfeld festgelegt/definiert hat, dann ist
es etwas anderes.) Dagegen sind ,Die Zahl 10 ist grofer als die Zahl 15.“ und ,Die Zahl 10
ist mindestens so grofl wie die Zahl 10.“ Beispiele fiir sinnvolle mathematische Aussagen, von
denen die erste natiirlich falsch, die zweite wahr ist. Dass eine Aussage gilt, ist eine alternative
mathematische Sprechweise dafiir, dass die Aussage wahr ist.

Aussagen konnen im Rahmen der Aussagenlogik durch logische Grundoperationen
verneint und auf verschiedene Weisen zusammengesetzt werden. Formal notiert man verneinte
und zusammengesetzte Aussagen mit Hilfe von Junktoren genannten logischen Symbolen, die
vor oder zwischen die Aussage(n) geschrieben werden. Die fiinf wichtigsten Grundoperationen
und die Anwendung der zugehorigen Junktoren mit Platzhaltern A und B fiir Aussagen sind in
folgender Tabelle zusammengefasst (wobei die Operationen, Schreib- und Sprechweisen innerhalb
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6 KAPITEL 1. Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

eines Feldes Alternativen gleicher Bedeutung sind):

Operation Junktoren Bedeutung, Sprechweisen
Vernelgung -A nicht A
Negation
logls(?hes Und ANB A und B
Konjunktion
logl'sc':hes Qder AV B A oder B
Disjunktion
1 4 Aus A folgt B.
Folgerung — B B folgt aus A.
Implikation B+~ A A impliziert B.
B wird von A impliziert.
Konditional A—B Sei A (gegeben). Dann (gilt) B.
Subjunktion B A A (i§t) hinreicher‘ld fiir B.
B (ist) notwendig fiir A.
A (ist) dquivalent (zu) B
Aquivalenz A< B A gleichbedeutend mit B
Bikonditional A< B A (gilt) genau dann, wenn B (gilt).
A ist notwendig und hinreichend fiir B.

Die Wahrheitswerte der verneinten und zusammengesetzten Aussagen ergeben sich dabei ein-
zig und allein aus den Wahrheitswerten von A und B und werden durch folgende (in Anbetracht
der Sprechweisen naheliegende) Wahrheitstafeln festgelegt:

A B|ANB AVB A— B A<= B
Al -A w W w w W w
w f w f f w f f
f w f w f w w f

f f f f w w

Hervorzuheben ist hierbei insbesondere, dass das logische Oder nicht exklusiv ist, das heif3t,
AV B ist auch dann wahr, wenn A, B beide wahr sind (zusétzlich zu den ,echten Oder-Fillen®
natiirlich, in denen eine der Aussagen A, B wahr, eine falsch ist).

Daneben mag zunéchst iiberraschen, dass die Implikation A = B bei falscher Pramisse A
(dritte/vierte Zeile Tabellenkérper) als wahr festgelegt wird, also ,aus Falschem alles folgt“.
Beispiele sind etwa ,,3 ist ungerade = 2-4 = 8“ (wahr), ,,3 ist ungerade = 2-4 = 7 (falsch),
»3 ist gerade = 2-4 = 8% (wahr) und ,,3 ist gerade = 2-4 = 7“ (wahr). Um dies zu verstehen,
kann man auch an das Sprichwort ,Wer A sagt, der muss auch B sagen.“ denken, das als
Implikation aus den Teilaussagen ,A wird gesagt.“ und ,B wird gesagt.“ zusammengesetzt ist
(wobei die zeitliche Reihenfolge, in der etwas gesagt wird, hier keine Rolle spielen soll). Wenn man
A und B sagt (erste Zeile), ist dies im Sinn des Sprichworts ,richtig®“. Wenn man A nicht sagt,
ergibt sich keine Verpflichtung. Man kann dann B sagen (dritte Zeile) oder auch nicht (vierte
Zeile); beides wire ,richtig”. Die einzige Moglichkeit, gemifl Sprichwort ,,falsch“ zu handeln, ist
in der Tat die, dass zwar A, aber nicht B gesagt wird (zweite Zeile).

Natiirlich kann man mehrere verschiedene (oder auch gleiche) Junktoren kombinieren — wo-
bei die Reihenfolge der Auswertung genau wie bei den Grundrechenarten im Allgemeinen durch
Klammern anzuzeigen ist — und kann fiir jede logische Formel aus endlich vielen Aussagen und
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1.1. Aussagenlogik und Wahrheitstafeln 7

endlich vielen Junktoren Wahrheitstafeln ableiten. Auf die weitere Ausfithrung von Beispielen
wird hier verzichtet.

Es kommt vor, dass verschiedene logische Formeln in allen Féllen mit dem gleichen Wahr-
heitswert belegt sind. Beispiele fiir gleichbelegte Formeln, gebildet aus Aussagen A, B, C,
sind die Kommutativ- und Assoziativgesetzte (wobei gb. fiir gleichbelegt steht):

ANB gbh.mit BAA, AV B
(ANB)AC gb.mit AAN(BAC), (AvB)vC

gh. mit BV A,
gb. mit AV (BVC(C).

Dementsprechend kann man bei Formeln dieser Gestalt die Reihenfolge der Aussagen vertau-
schen und auf Klammerung verzichten. Weitere Beispiele fiir gleichbelegte Formeln sind:

(AVB)ANC (ANC)V(BAC), (ANB)VC (AVC)N(BV(C),
A= B (mA)V B, A<= B (AANB)V (=(AV B)).

gb. mit gb. mit

gb. mit gb. mit

Die beiden Regeln der oberen Zeile kann man sich dabei als eine Art ,,Distributivgesetze* fiir
A und V merken. Mit der unteren Zeile konnen die Pfeil-Symbole =— und <= durch -,
A und V ausgedriickt werden und erweisen sich im Prinzip als redundant. In der Tat ist die
Pfeil-Notation aber sehr, sehr intuitiv und in der Praxis dennoch unverzichtbar.

Es kann sich beim Ausfiillen einer Wahrheitstafel auch herausstellen, dass eine logische For-
mel fiir alle méglichen Kombinationen von Wahrheitswerten der Einzelaussagen stets wahr ist.
Solche Formeln heiflen Tautologien. Dass eine Formel eine Tautologie ist, driickt man manch-
mal durch die (eigentlich nicht vollig korrekten) Sprechweisen aus, dass die Formel (generell)
wahr ist oder (generell) gilt. Bekannte und naheliegende Beispiele fiir Tautologien, gebildet
aus Aussagen A, B, C, sind:

(=(=4)) == 4
AV (-4)
(ANB) = (AV (),

(~(AAB)) <= ((A)V (=B)) }

(=(AV B)) <= ((-A) A (=B))
(=(A = B)) <= (AN (=B))

(Gesetz der doppelten Negation),

(Satz vom ausgeschlossenen Dritten),

(De Morgansche Gesetze zur Nega-
tion der Konjunktion und Disjunktion),

(Negation der Implikation).

Weitere Beispiele fiir Tautologien, an die sich spéter diskutierte Schluf3- und Beweistechni-

ken anlehnen, sind:

(AN(A=B))=— B

(A= B)N (B=(0)) = (A=)
(A= B) <= ((-B) = (-4))
(

A<= B) <= (A= B)N(B=4))

(Modus ponens),
(Transitivitat der Implikation),
(Kontrapositions-Prinzip),

(Charakterisierung der  Aquivalenz
durch ,Hin“- und ,,Riick“-Implikation).

Die Tautologien der Form (...) <= (...) bedeuten dabei gemif der Wahrheitstafel fiir die Aqui-
valenz, dass die linke und die rechte Teilformel stets denselben Wahrheitswert haben, somit (lo-
gisch) gleichbelegt/gleichbedeutend /dquivalent sind und beliebig durch einander ausgetauscht
werden konnen. Dies gilt natiirlich genauso fiir die zuvor schon erwihnten Beispiele gleichbeleg-
ter Formeln, bei denen man einfach ,,gb. mit“ durch den Junktor <= ersetzen kann und darf,
um sie ebenfalls als Tautologien der gerade besprochenen Form zu schreiben.



8 KAPITEL 1. Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

1.2 Pradikatenlogik und Quantoren

In der mathematischen Praxis kommt man mit der Aussagenlogik allein nicht weit, sondern
bendétigt schnell die allgemeinere Pradikatenlogik oder Quantorenlogik. Pridikate sind
dabei Aussagen mit freien Variablen. Ein Beispiel ist ,,x ist grofler als die Zahl 15.“ mit einer
freien Variable . Freie Variablen sind Platzhalter fiir (noch) unbestimmte Objekte oder Zahlen,
und solang diese nicht bestimmt sind, man etwa im Beispiel den Wert von x nicht kennt, solang
kann man iiber wahr oder falsch nicht sinnvoll entscheiden. Somit kann und soll Prédikaten erst
einmal kein Wahrheitswert zugeordnet werden. Erst wenn man fiir die freien Variablen sinnvoll
konkrete Objekte oder Zahlen einsetzt, z.B. die Zahl 10 fiir x, erst dann ergeben sich wieder
individuelle Aussagen, die als wahr oder falsch zu betrachten sind.

Man kann mit einem Préidikat allerdings auch auf andere Art Aussagen ohne freie Variablen
bilden. Beispielsweise ldsst sich mit dem Priadikat ,z ist grofler als die Zahl 15.“ einerseits
die Aussage ,,Alle natiirlichen Zahlen sind grofler als die Zahl 15.¢ bilden und andererseits die
Aussage ,,Es gibt eine natiirliche Zahl, die groler als die Zahl 15 ist.“. (Erstere ist natiirlich falsch,
letztere wahr; dies hier aber nur nebenbei!) Dies sind tatséchlich Beispiele fiir das Hinzufiigen
von Quantoren, den entscheidenden logischen Operatoren der Prédikatenlogik, die bei einem
Pradikat P(z) mit einer freien Variable z die Variable ,binden“ und zu einer Aussage ohne
freie Variable fithren. Die Kombination aus Priadikat und Quantor liefert wieder eine ,einfache“
Aussage mit Wahrheitswert. In der Praxis gibt man in Kombination mit dem Quantor auch eine
Grundmenge! M von Zahlen oder Objekten an, die man fiir die Variable x einzusetzen erlaubt,
und man sagt dann, dass x in M ,lduft“. Im eben betrachteten Beispiel war diese Grundmenge
M die Menge der natiirlichen Zahlen.

Zu Schreib- und Sprechweisen fiir die beiden mafigeblichen und im Beispiel schon betrachte-
ten Quantoren halten wir fest:

Quantor Schreibweisen Bedeutung, Sprechweisen
veeM: P(x)  pyy alle/beliebiges z aus M gilt P(x).
All-Quantor /\ P(2)
i Sei z aus M (beliebig). Dann gilt P(z).
x
FreM: P(z) Es gibt ein o aus M mit P(z).
Existenz-Quantor \/ P(z)
p Fiir ein x aus M gilt P(x).
x

Naheliegenderweise wird hierbei die Aussage VxeM : P(z) als wahr betrachtet, wenn P(x)
fiir jede Zahl/jedes Objekt aus der Grundmenge M, die/das an Stelle von x eingesetzt wird, wahr

!Tatsichlich werden hier Quantoren unter Verwendung von Mengen und im nichsten Abschnitt Mengen unter
Verwendung von Quantoren erklédrt. Damit dreht man sich genau genommen im Kreis. Eine konsistente Einfithrung
der Begriffe erfordert eigentlich ein vorsichtigeres Vorgehen: Man wiirde dazu an dieser Stelle nur die ,,Mengen-
freien“ Aussagen Vx: P(zx) und Jz: P(z) einfiihren, wobei im Hintergrund ein sogenanntes Diskursuniversum
von zulédssigen Objekten steht, die fiir die Variable x eingesetzt werden kénnen. Im néchsten Schritt kénnte man
dann axiomatisch Mengen und die Elementbeziehung € einfithren — unter Verwendung solcher Quantoren iiber
das Diskursuniversum der Mengen. Schlieflich wiirde man Vo € M: P(z) und 3z € M: P(x) als abkiirzende
Schreibweisen fiir Vz: (z € M = P(z)) und 3z: (x € M = P(z)) erklidren. Sind diese Grundlagen einmal
geklart, so laufen alle fortan relevanten Quantoren aber tatsédchlich iiber Grundmengen M. Zudem ist ein rigoroser
Aufbau der Logik und Mengenlehre an dieser Stelle sowieso nicht in Reichweite, weshalb man sich {iber mehr als
den oben diskutierten praktisch relevanten Fall mit Grundmenge M kaum Gedanken machen muss.



1.2. Pradikatenlogik und Quantoren 9

ist. In allen anderen Fillen gilt YxeM : P(x) als falsch. Analog betrachtet man JzxeM: P(x)
als wahr, wenn es eine Zahl/ein Objekt in der Grundmenge M gibt, deren/dessen Einsetzen
zu einer wahren Aussage P(x) fithrt. In allen anderen Fillen gilt 3xr€M : P(x) als falsch. Be-
tont sei dabei, dass mit einer Zahl/einem Objekt/einem z jetzt und fortan immer mindestens
eine Zahl/mindestens ein Objekt/mindestens ein = gemeint ist; diese Interpretation ist in der
Mathematik allgemein iiblich.

Die Symbole V (umgedrehtes A) und 3 (gespiegeltes E) erinnern dabei an die Namen der
Quantoren. Daneben verwendet man auch die ,,vergroferten” Und- und Oder-Junktoren A und
\/, denn in der Tat kann man sich den All-Quantor als ein ,,grofiles Und* iiber alle Aussagen vor-
stellen, die aus P(z) durch Einsetzen von Zahlen/Objekten aus M entstehen. Analog entspricht
der Existenz-Quantor einem , groffen Oder®.

Gelegentlich wird auch die Notation 3lxeM : P(z) mit einem Existenz-und-Eindeutigkeits-
Quantor 3! verwendet, um auszudriicken, dass P(z) fiir genau ein Objekt (also fiir ein einziges,
aber kein weiteres) aus M wahr ist.

Fiir die Negation von Quantoren gelten die folgenden einleuchtenden Gesetzméifigkeiten
(,groBe“ Versionen der de Morganschen Gesetze aus Abschnitt 1.1)

(=(VzeM: P(x))) < (JzeM: (—P(x))),
(=(FzeM: P(z))) <= (VzeM: (-P(zx))),

die in einem &hnlichen Sinn wie die fritheren Formeln der Aussagenlogik Tautologien sind. In
Worten besagt die erste Regel, dass ,,P(x) gilt nicht fiir alle x aus M.“ gleichbedeutend mit
LFir ein x aus M gilt P(x) nicht.“ ist. Die zweite Regel driickt aus, dass ,,Fiir kein « aus M
gilt P(x).“ gleichbedeutend mit , Fiir alle x aus M gilt P(x) nicht.“ ist.

Natiirlich treten in der Mathematik auch Pridikate mit mehreren freien Variablen auf,
wobei die Variablen dann durch mehrere Quantoren gebunden werden kénnen. Beispielsweise
kann man aus einem Pradikat P(x,y) mit zwei freien Variablen z und y und aus Quanto-
ren iiber Grundmengen M und N unter anderem die Aussagen VxeM : VyeN: P(z,y) und
JyeN: VzeM: P(x,y) bilden.

Es ist dabei wichtig zu wissen, dass zwei Quantoren gleichen Typs (also V mit V und 3 mit J)
in der Reihenfolge vertauscht werden diirfen, ohne dass sich die Bedeutung der Aussage dndert.
Beispielsweise ist YzeM : VyeN: P(x,y) dquivalent zu YyeN: VzeM : P(x,y) und — in Vor-
griff auf Notation des Abschnitts 1.4 — iibrigens auch dquivalent zu V(z,y)eM xN: P(x,y).
Die Vertauschung eines All-Quantors mit einem Existenz-Quantor ist dagegen nicht (ohne Un-
terschied in der Bedeutung) moglich: Tatséichlich bedeutet YzeM: JyeN: P(x,y), dass zu
jedem z€M ein von z abhingiges y€N existiert, so dass P(z,y) gilt. Dagegen symbolisiert
JyeN: VzeM: P(x,y) die Existenz eines y€N (jetzt wirklich nur ein einziges y, das nicht von
einem z abhéngen darf), so dass fiir alle z€ M Giiltigkeit von P(z,y) besteht. Man kann sich den
Unterschied zwischen diesen beiden Aussagen klarmachen, indem man fiir P(x,y) das einfache
Pradikat ,,y ist grofler als 2 einsetzt (und als Mengen M und N die Menge der natiirlichen
Zahlen): Die Aussage VxeM: JycN: P(z,y) bedeutet dann , Fiir alle natiirlichen Zahlen = gibt
es eine natiirliche Zahl y, die grofler ist als die zuerst gegebene Zahl x.“ und ist richtig. Die
Aussage JyeN: VzeM: P(x,y) dagegen bedeutet ,Es gibt eine natiirliche Zahl y, die grofer
ist als alle natiirlichen Zahlen z.“ und ist falsch. (Dass sich wie in diesem priignanten Beispiel
unterschiedliche Wahrheitswerte ergeben, ist aber nur eine Moglichkeit. Fiir andere Préadikate
P(z,y) kommt es auch vor, dass die betrachteten Aussagen den gleichen Wahrheitswert haben.)

Wie sich die Negationsregeln auf Formeln mit mehreren Quantoren auswirken, kann man
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10 KAPITEL 1. Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

schlielich anhand des Beispiels (Formel ist Tautologie)
(=(VzeM: JyeN: P(z,y))) <= (3zeM:VYyeN: (=P(z,y)))

verstehen: Beim Hereinziehen der Negation wird jeder der Quantoren ,,umgemodelt*.

1.3 Zum Aufbau der Mathematik und logischen Schliissen

Der Grundanspruch der Mathematik als Wissenschaft ist der, nur von einem begrenz-
ten System von Grundannahmen, sogenannten Axiomen, auszugehen und alle Aussagen und
Lehrsdtze der Theorie durch liickenlose Argumentation mittels logischer Schliisse aus den
Axiomen abzuleiten. Die fiir die Herleitung einer Aussage bendtigte Argumentation nennt man
einen Beweis und spricht davon, die Aussage zu zeigen, zu beweisen, nachzuweisen oder zu
verifizieren.

Hierzu koénnen

e Definitionen (allgemein vereinbarte Abkiirzungen oder Festlegungen)

getroffen und bereits bewiesene Aussagen verwendet werden. Fiir Gleichheiten beziehungsweise
Aquivalenzen, die per Definition festgelegt werden, verwendet man dabei die Symbole :=, =:
beziehungsweise <=, <=-:, wobei der Doppelpunkt auf der Seite der neu eingefiihrten Bildung
steht. Es kommt gelegentlich vor, dass bei einer Definition nicht direkt ersichtlich ist, warum
ein eingefiithrtes Objekt in allen zuldssigen Féllen sinnvoll erklédrt oder von der richtigen Bauart
ist. In solchen Situationen ist zusammen mit der Definition die sogenannte Wohldefiniertheit
zu zeigen, das heifit, es ist im Zusammenhang mit der Definition auch die Sinnhaftigkeit des
eingefithrten Objekts zu beweisen.

Einmal bewiesene Aussagen bezeichnet man, je nach Bedeutung (deren Einschétzung etwas
subjektiv sein mag), als

e Sitze (wesentliche Erkenntnisse),

Hauptsitze/Theoreme (Sétze von besonders weitreichender Bedeutung),

Lemmata/Hilfssétze (kleinere/groBere Hilfsresultate von eher spezieller Natur),

Propositionen (Hilfsresultate von etwas allgemeinerem Nutzen),

Korollare (vergleichsweise direkte Folgerungen aus anderen Resultaten).

Das wohl wichtigste Grundprinzip des Beweisens/logischen Schlieflens (das sich an
den Modus ponens aus Abschnitt 1.1 anlehnt) besteht darin, bei zwei gegebenen Aussagen A
und B aus der Wahrheit von einerseits A und andererseits A => B auf die Wahrheit von B zu
schlieBen. Dies erklért zu einem gewissen Grad auch die Notation A = B mit dem Pfeilsymbol:
Gilt die Implikation, so kann man eben von A auf/zu B schlieflen. Niitzlich ist solch ein logischer
Schluss beispielsweise dann, wenn A = B geméf einem (bereits bewiesenen) mathematischen
Satz gilt und die Wahrheit von A deutlich leichter zu priifen ist als die von B.

Als konkretes Beispiel konnte der Satz die (vermutlich) aus der Schule bekannte Regel zur
Teilbarkeit durch 3 sein, die man in der Form

Vo € IN: ((3 teilt die Quersumme von x) <= (3 teilt x))

mit der Menge IN der natiirlichen Zahlen schreiben kann und die ein generell anwendbares,
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Teilbarkeit durch 3 darstellt. Méchte man

10



1.4. Grundlagen der Mengenlehre 11

hiermit 873 auf Teilbarkeit durch 3 priifen, so ldsst sich dies logisch wie folgt aufdroseln:
Zunichst setzt man 873 fiir x ein und erhélt nach Berechnung der Quersumme 18 von 873, dass
»(3 teilt 18) <= (3 teilt 873)“ gilt. Somit sind die Implikationen ,,(3 teilt 18) = (3 teilt 873)*
und ,,(3 teilt 18 nicht) = (3 teilt 873 nicht)“ beide wahr (vergleiche mit Abschnitt 1.1). Nun
folgt der eigentliche logische Schluss im obigen Sinn: Da ,,3 teilt 18 wahr ist (kleines Einmaleins)
und die erste der beiden genannten Implikationen wahr ist, lisst sich schlieflen, dass ,,3 teilt 873
wahr ist. Damit ist die Teilbarkeitsfrage in diesem Fall geklart. Stellt man fiir eine andere Zahl
anstelle von 873 fest, dass 3 die Quersumme nicht teilt, so lduft der Schluss natiirlich analog,
dann aber iiber die zweite Implikation, die das ,nicht“ enthélt.

Bei zukiinftigen Schliissen und Beweisen werden wir viel weniger ins Detail gehen und den
begrifflichen und formalen Aufwand dadurch deutlich verringern. Nichtsdestotrotz kann es immer
mal wieder niitzen, den gerade am Beispiel erliauterten Ablauf eines typischen logischen Schlusses
zu durchdringen und im Hinterkopf zu behalten.

1.4 Grundlagen der Mengenlehre

In diesem Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Notationen der Mengenlehre ein-
gefithrt. Wie schon zu Kapitelanfang angedeutet, beschrénken wir uns dabei groBtenteils auf eine
Betrachtung vom Standpunkt der naiven Mengenlehre. Weiterfithrendes zur axiomatischen
Fundierung der Mengenlehre und zu Griinden, warum es einer solchen bedarf, wird am Ende
dieses Abschnitts kurz und im Kleingedruckten angerissen.

Grundlegend fiir die Mengenlehre ist in jedem Fall die Vorstellung, dass eine Menge un-
terscheidbare mathematische Objekte als Elemente enthilt, wobei die Elementbe-
ziehung durch das Symbol € zum Ausdruck gebracht wird. Diese Grundvorstellung, die nicht
weiter formalisiert werden kann, gilt es zu akzeptieren. Die folgende Definition verbindet diese
Vorstellung mit Grundnotationen und der Festlegung, dass die Gleichheit von Mengen (nur) an
ihren Elementen héngt und somit Mengen durch ihre Elemente vollstindig charakterisiert sind:

Definitionen (Mengen, Mengen-Gleichheit, Mengen-Inklusion). Als eine Menge M
betrachtet man jede ,Ansammlung“ (endlich oder unendlich vieler) ,wohlunterscheidbarer ma-
thematischer Objekte* und erklirt die Aussage x € M (lies: x Element (von) M) fir wahr,
wenn das Objekt x in M enthalten ist. Darauf aufbauend definiert man fir Mengen M und N:

e Die Mengen-Inklusion M C N (lies: M Teilmenge von N; oder: M enthalten in N)
beziehungsweise dquivalent N D M (lies: N Obermenge von M; oder: N enthdlt M)
bedeutet, dass jedes Element von M auch Element von N ist, also Vx € M: x € N gilt.

e Die Mengen-Gleichheit M = N bedeutet, dass M C N und N C M gelten, also M und
N dieselben Elemente enthalten.

e Die echte oder strikte Mengen-Inklusion M ; N beziehungsweise dquivalent N 2 M
bedeutet, dass M C N, aber nicht M = N gilt.

Fiir die logischen Negationen von x € M, M C N, N D M, M = N schreibt man naheliegen-
derweise x ¢ M, M ¢ N, N p M, M # N.

Bei der Mengen-Inklusion ist auch Gleichheit erlaubt, es gilt also M C M (was natiirlich auch
als M D M geschrieben werden kann) fiir jede Menge M. Analog zu den Ungleichheitszeichen <
und > bei Zahlen werden deshalb in mancher Literatur die alternativen Symbole C, D, &, 2 fiir

11



12 KAPITEL 1. Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

die Mengen-Inklusion verwendet. Fiir die strikte Mengen-Inklusion sind auch C, D gebrauchlich
— und seltener auch nur C, D. In dieser Vorlesung halten wir uns aber an die etwas anderen
Konventionen der obigen Definition.

Insbesondere ist es nach der Definition sinnlos zu fragen, ob eine Menge dasselbe Objekt
(beispielsweise dieselbe Zahl) mehrfach enthilt, denn das Konzept der Menge sieht nur vor, dass
ein Objekt entweder als Element enthalten ist oder eben nicht. Ein Objekt ist in einer Menge
nicht ,,zweimal“ oder ,dreimal® enthalten, jedenfalls nicht in dem Sinn, dass es sich um eine
andere Menge handeln wiirde als bei nur ,,einmaligem“ Enthaltensein.

Die Veranschaulichung von Mengen und Mengen-Inklusionen kann man in geeigneten
Fillen mit Bereichen oder Umrissen in der Zeichenebene angehen: Besonders in Fillen mit end-
lich vielen Elementen ist es iiblich, die Elemente in einem Bereich/Umriss von schemati-
scher Bedeutung einzutragen oder zumindest anzudeuten. Eine zweite Darstellungsweise,
die besonders im geometrischem Kontext nutzt, mutet zunéchst dhnlich an, unterscheidet sich
aber doch deutlich: Bei dieser betrachtet man alle durch den Bereich/Umriss umschlosse-
nen Koordinatenpunkte als Elemente der veranschaulichten Menge. Hierbei handelt sich
also um Mengen mit unendlich vielen, nicht explizit angedeuteten Elementen, und es kommt
auf die genaue Form des Bereichs/Umrisses dann entscheidend an. Beispiele zur Darstellung der
Mengen-Inklusion auf beide Weisen (bei der ersten einmal mit konkreten Elementen, einmal mit
angedeuteten) zeigt Abbildung 1.

1,11} ¢ {-3,4,1,7,11} M C N fiir Mengen M und N M C N fiir Mengen M und N von
mit angedeuteten Elementen Koordinatenpunkten in der Ebene

Abb. 1: Graphische Darstellungen der Mengen-Inklusion

Bei Darstellungen mit expliziten/angedeuteten Elementen sind Bereiche ohne Elemente be-
langlos. Ragt also der blaue Bereich wie in den ersten beiden Bildern der Abbildung 2 aus dem
roten heraus, ohne dass dort ein Element steht, so gilt im Prinzip dieselbe Mengen-Inklusion, die
damit aber irritierend und weniger giinstig als in Abbildung 1 wiedergegeben ist. Stellt man da-
gegen wie im dritten Bild der Abbildung 2 Mengen von Koordinatenpunkten dar, so verhindern
die Punkte (und damit Elemente) im herausragenden Bereich offensichtlich die Inklusion.

oo @

1,11} ¢ {-3,4,1,7,11} M C N fiir Mengen M und N M ¢ N und M p N fiir Mengen M
mit angedeuteten Elementen und N von Koordinatenpunkten

Abb. 2: Unterschiede in der Mengen-Darstellung

12



1.4. Grundlagen der Mengenlehre 13

Um Mengen konkret (durch Angabe ihrer Elemente) zu beschreiben, listet man die Elemente
wie folgt zwischen geschweiften Klammern auf:

Notationen (zur Angabe von Mengen durch Angabe der Elemente). Man schreibt . ..

e () fiir die Menge, die kein Element enthdlt, die sogenannte leere Menge,

{z} fiir die Menge, die das Objekt x als einziges Element enthiilt,

e {z,y} fir die Menge, die genau die zwei Objekte x und y als Elemente enthill,

e allgemeiner {x1,x9,x3,...,Tn_1,Tn} mit irgendeiner natirlichen Zahl n fir die Menge,
die genau die n Objekte x1, x3, x3, ..., Tn_1, Ty als Elemente enthdlt,

o {z1,x2,x3,...,} fir die Menge, die genau die unendlich vielen Objekte x1, xa, x3, ... als

Elemente enthiilt,

Die Formulierung, dass ,genau® die genannten Elemente enthalten sind, bedeutet dabei, dass
aufer den Objekten in der (eventuell mit Pinktchen angedeuteten) Liste keine weiteren Objekte
Element der Menge sind.

Wird hierbei dasselbe Objekt mehrfach gelistet, so hat dies geméfl den oben schon gemach-
ten Bemerkungen keine andere Auswirkung als eine nur einfache Nennung. Im einfachsten Fall
bedeutet dies beispielsweise {x,z} = {z}.

Beispiele. Beispiele fiir Mengen mit konkret angegebenen Elementen sind:

e {5,13} (Menge mit den zwei Elementen 5 und 13),
e {rot, griin, blau} (Menge der RGB-Grundfarben; 3 Elemente),

{+,—,,:} (Menge der Grundrechenarten; 4 Elemente),
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F} (Menge der Hexadezimal-Ziffern; 16 Elemente),
o {—7,—6,-5,...,17,18} (Menge der ganzen Zahlen von —7 bis 18; 26 Elemente),

{1,2,3,4,...} (Menge der natiirlichen Zahlen; unendlich viele Elemente),

{{1,2,3,4,.. .}, {+ —,-,:},{5,13},{2,5, - }}

(Mengensystem mit 4 Mengen als Elementen; dargestellt in Abbildung 3),

Abb. 3: Darstellung des Mengensystems {{1,2,3,4,...},{+,—,,:},{5,13},{2,5,—}}

13



14 KAPITEL 1. Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

e {2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...} (Menge der Primzahlen; unendlich viele Elemente),

L4 { 7!’”’#’$’%’&7 I’ (7)707 172737"'7X7Y7Z7{7 ‘7},~}
(Menge der ASCII-Zeichen ohne Steuerzeichen; 95 Elemente).

Geht man nur vom Bild aus, so kénnte es sich in Abbildung 3 aber genausogut um das
Mengensystem {{{5,13},1,2,3,4,...},{+, —,-,:},{2,5, —}} handeln. Insofern ist bei derartigen
Bildern eine gewisse Vorsicht geboten. Auch Notationen mit Piinktchen kénnen problematisch
sein, wenn die eigentliche Bildungsregel nicht angegeben wird und nicht jedermann unbedingt
(direkt) zur gleichen Interpretation kommt. Dennoch sind Piinktchen so praktisch, dass wir sie
mit etwas Vorsicht weiterhin verwenden. Mit den im Folgenden definierten Grundoperationen
ergeben sich aber automatisch auch andere Moglichkeiten zur Angabe von Mengen:

Definitionen. Grundoperationen mit Mengen M, N und einem Mengensystem S (also einer
Menge S von Mengen) sind:

(1) Aussonderungen: Ist P(x) ein Prddikat, fir dessen Variable x die Elemente von M sinn-
voll eingesetzt werden kinnen, so enthdlt die Aussonderungsmenge {x € M | P(x)} genau
die Elemente x von M, fir die P(x) gilt.

(2) Vereinigungen: Die Vereinigungsmenge MUN von M und N enthilt alle Elemente von M
und alle Elemente von N und sonst keine weiteren Elemente. Fiir jedes x ist also x € MUN
gleichbedeutend mit (x € M)V (x € N) ist.

@ @

Abb. 4: Graphische Darstellungen der Vereinigungsmenge M U N

Allgemeiner ist die Vereinigungsmenge |JS = Jyes M = U{M | M € S} (drei gleichbedeu-
tende Schreibweisen) die Menge, deren Elemente genau die Elemente der Elemente von S
sind. Fir jedes x ist also x € Jyes M gleichbedeutend mit IM € S: x € M.

(3) (Durch-)Schnitte: Die Schnittmenge M NN von M und N ist die Menge, die alle gemein-
samen Elemente von M und N und sonst keine weiteren Elemente enthdlt. Fir jedes x ist
also x € M NN gleichbedeutend mit (x € M) A (x € N).

Abb. 5: Graphische Darstellungen der Schnittmenge 1/ MV

14



1.4. Grundlagen der Mengenlehre 15

Allgemeiner ist die Schnittmenge (1S = (\yyes M = (WM |M € S} die Menge, die genau
die Elemente enthdlt, die in allen Elementen von S enthalten sind. Fir jedes x ist also
v € (yres M gleichbedeutend mit VM € S: x € M.

(4) Mengen-Differenzen: Die Differenzmenge M \ N := {x € M|z ¢ N} ist die Menge
genau der Elemente von M, die keine Elemente von N sind.

Abb. 6: Graphische Darstellungen der Differenzmenge M \ N

Die symmetrische Differenzmenge ist MAN := (M \ N)U(N\M)=(MUN)\(MNN).

Abb. 7: Graphische Darstellungen der symmetrischen Differenzmenge M AN

Aus Regeln fiir die logischen Operatoren V und A ergeben sich entsprechende Regeln fiir den
Umgang mit den Mengen-Operatoren U und N. Fiir U beispielsweise gelten die Kommutativ-
und Assoziativgesetzte

MUN=NUM und (My U M) UMz = M; U (My U M;) = U M,
Me{Ml,MQ,M?,}

fiir N gelten diese analog, fiir das Zusammenspiel gelten die ,,Distributivgesetze*
(M1UM2)QN=(M1QN)U(MQQN) und (MlﬂMQ)UNZ(MlLJN)ﬂ(MQUN).

Insbesondere kann man beim Zusammentreffen von ausschliefilich Vereinigungen oder ausschlief3-
lich Schnitten (aber nicht beim Zusammenspiel der beiden) auf Klammern verzichten und ge-
bréuchliche Schreibweisen wie

n

U M= M UM UL UM, = U M,
i—mn ME{ M, Myi1,....Mn}

n

() Mi == My N Mypr 0 ... O M,, = N M
i=m ME{ M, Mt Mn}

15



16 KAPITEL 1. Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

fiir beliebige ganze Zahlen m,n mit m < n erkldren (wenn nétig ergéinzt um die sinnvolle
Konvention | M; := () im Fall m > n). Ist allgemeiner fiir jedes Element ¢ einer Menge
I, genannt Indexmenge, eine Menge M; gegeben? und ist S ein/das Mengensystem, das als
Elemente genau all diese M; enthélt, so verwenden wir

UMi= ] M und (M= (| M

i€l MeS i€l MeS

auch fiir beliebige Indexmengen I (wenn notig ergéinzt um | J, ¢ M; := 0).

€0

Unter Verwendung der Schnittmenge definieren wir auflerdem:

Definition (disjunkte Mengen). Zwei Mengen M und N heifien (zueinander) disjunkt,
wenn
MNON=0

gilt. Allgemeiner heiffen endliche viele Mengen My, Ms, ..., M, (mit natirlicher Zahl n) bzw.
unendliche viele Mengen My, Ma, Ms, ... (paarweise) disjunkt, wenn M; N M; = 0 fir alle
i,7 € {1,2,...,n} mit i # j bzw. alle i,j € {1,2,3,...} mit i # j gilt. Analog heiffen die in
einem Mengensystem S enthaltenen Mengen (paarweise) disjunkt, wenn M NN = fir alle
M, N €S8 mit M # N gilt.

Das Adjektiv , paarweise* wird dabei des Ofteren hinzugesetzt, um noch klarer zu stellen,
dass fiir Disjunktheit mehrerer Mengen My, Ma, ..., M, nur der Schnitt M; N M; von je zweien
leer sein muss und eben nicht der Gesamt-Schnitt M1 N My N ... N M,. Jeder andere Begriff
von Disjunktheit mehrerer Mengen ist aber uniiblich, so dass man auf das Wort ,, paarweise“
normalerweise auch verzichten kann.

Fiir disjunkte Mengen M und N bezeichnet man MUN als disjunkte Vereinigung(smenge)
von M und N und schreibt fiir M U N auch

MUN.

Der Unterschied zwischen U und U besteht also einzig darin, dass U nur zwischen disjunkten
Mengen verwendet werden darf und durch seine Verwendung die Disjunktheit dann mit anzeigt.
Analog verwendet man die Notationen U?:m M; und Jyses M. Gelegentlich wird das Symbol
U allerdings auch bei (moglicherweise) nicht disjunkten Mengen verwendet, um anzuzeigen,
dass die Mengen vor der Vereinigung durch Ersetzung/Umbenennung von Elementen disjunkt
gemacht werden. Seltener werden fiir disjunkte Vereinigungen anstelle obiger Notation auch die
Schreibweisen M + N, > M; und ), .5 M gebraucht.

Auch fiir Mengen-Differenzen und ihr Zusammenspiel mit Vereinigungen und Schnitten las-
sen sich verschiedene allgemeingiiltige Regeln angeben, die teils in den Lernwerkstidtten und
Ubungen behandelt werden. Hier halten wir vor allem eine etwas andere Sichtweise auf Diffe-
renzmengen fest:

Definition (Komplementidrmengen, Komplemente von Mengen). Fiir eine fizierte Men-
ge X, genannt die Grundmenge, und eine Teilmenge M von X nennt man M := X \ M das
Komplement von M (in X).

2Spéter werden wir in dieser Situation von einer Familie (M;);e; von Mengen oder dquivalent von einer
Abbildung I — S, i — M, sprechen.
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1.4. Grundlagen der Mengenlehre 17

Da bei der Komplement-Notation nur noch M und nicht mehr X auftritt, ist die Schreibweise
M€ mit Bedacht zu verwenden und nur dann sinnvoll, wenn die zugrundeliegende Menge X klar
ist und nicht variiert. Ein Vorteil der Komplement-Notation ist aber, dass mengentheoretische
Folgerungen aus den Verneinungsregeln der Abschnitte 1.1 und 1.2 sehr prignant angegeben
werden konnen: Tatséchlich gelten fiir Teilmengen M, N, M; einer fixierten Grundmenge X die
Regel

(M) =M
und die mengentheoretischen de Morganschen Gesetze
(MUN)¢=M°NN€, (MNN) =M UN€,
C C
(UM> s <ﬂM) =Jmf
icl icl icl icl

(mit beliebiger Indexmenge I und ergénzender Konvention ;.4 M; := X’). Mit anderen Worten
werden Vereinigungen unter Komplement-Bildung zu Schnitten und umgekehrt.

Als Néchstes wird die Liste der Grundoperationen mit Mengen noch etwas erweitert:

Definition (kartesische Produkte). Seien M und N Mengen. Die Produktmenge M x N von
M und N ist die Menge aller (geordneten) Paare (x,y) mit x € M und y € N. Dabei wird
die Gleichheit (x,y) = (Z,y) von Paaren als gleichbedeutend mit (x =) A (y =y) definiert.

Beispiel. Es ist {2,4,7}x{4,3) = {(2,4), (2,3), (4,4), (4,3), (7,4), (7,3)}.

Im Zusammenhang mit geordneten Paaren und kartesischen Produkten sei zunéichst betont,
dass (x,y) nicht dasselbe ist wie (y,z) (auBer natiirlich im Fall x = y). Dementsprechend ist
auch M x N nicht dasselbe wie N x M (auBer wenn M = N oder M = () oder N = {)). Es
kommt also auf die Reihenfolge entscheidend an; dies ist gerade das Wesen des geordneten Paars
und des kartesischen Produkts.

Man kann das kartesische Produkt im Fall von Men-
gen M und N von Zahlen auf der Zahlengeraden ver- T
anschaulichen, indem man die in M x N enthaltenen '
Paare genau wie in der Schulmathematik als Koordina-
tenpunkte in der Zeichenebene interpretiert. Tragt man
M auf der ersten und N auf der zweiten Achse des ebe-
nen Koordinatensystems auf (womit man tatséchlich
M x {0} und {0} x N zeichnet), so ergibt sich das
kartesische Produkt M x N in der in Abbildung 8 ver- S
anschaulichten Weise. M x {0}

{0} xN
MxN

N

Neben geordneten Paaren (z1,z2) braucht man oft
auch Tripel (1, 22, r3), Quadrupel (1, z2, x3, 74) und Abb. 8: Kartesisches Produkt M xN
allgemein fiir eine beliebige natiirliche Zahl n sogenann- von Mengen M, N der Zahlengeraden
te n-Tupel (x1,x9,...,2,). Diese betrachtet man als
Elemte des kartesischen Produkts mehrerer Mengen:

Definitionen (mehrfache kartesische Produkte). Seien n eine natiirliche Zahl® und My,

3Im formal eingeschlossenen Fall n = 1 trifft man die sehr naheliegende Konvention, dass ein 1-Tupel (z1)
nichts anderes als das Element x; und ein 1-faches kartesische Produkt M; nichts anderes als die Menge M ist.
Dies ergibt sich auch aus Notationsgriinden mehr oder weniger automatisch.
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18 KAPITEL 1. Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

Mo, ..., M, Mengen. Das n-fache kartesische Produkt
M1><M2><...><Mn

(manchmal auch als X;_; M; oder T]i, M; notiert) ist die Menge der n-Tupel (x1,x2, ..., Tn)

mit x; € M; fir allei € {1,2,...,n}. Dabei wird die Gleichheit (x1,x2,...,Ty) = (T1,T2,...,Tn)
von n-Tupeln als gleichbedeutend mit Vi € {1,2,...,n}: x; = Z; definiert.

Besonders héufig braucht man tatséchlich das n-fache kartesische Produkt

M =MxMx...xM

n Faktoren

einer Menge M mit sich selbst. Zu allermeist ist es bei solchen Bildungen iiblich, ((z1, z2), z3) =
(21, (2, 23)) = (x1, 22, x3) zu verstehen, also derartige iterierte Paare mit Tripeln zu identifizie-
ren. Dementsprechend gilt dann

(M1><M2)><M3:M1X(MQXMg):MlxMQXMg,

und man kann auf Klammerung verzichten.

Vor diesem Hintergrund koénnen wir das karte-
sische Produkt M x N auch im Fall einer Menge
M von Koordinatenpunkten in der Ebene und einer
Menge N von Zahlen auf der Zahlengeraden veran-
schaulichen. In diesem Fall enthalt M x N Tripel
(z,y,2) = ((z,y), z) aus ebenen Koordinaten (z,y)
und einer weiteren Zahl z, wobei die Tripel insge-
samt als rdumliche Koordinaten interpretiert wer-
den konnen. In einer 3D-Skizze ist somit M (bezie-
hungsweise M x{0}) in der Ebene der ersten beiden
Achsen und N (beziehungsweise {(0,0)}xN) auf
der dritten Achse zu zeichnen. Das Produkt M x N
ergibt sich dann, wie in Abbildung 9 dargestellt, als Abb. 9: Kartesisches Produkt M x NV einer
Zylinder-artige Menge von Koordinatenpunkten im Menge M der Ebene mit einer Menge N
3-dimensionalen Raum. der Zahlengeraden

{(0,0)}xN

Auf zwei letzte Grundoperationen mit Mengen wird hier nur kurz eingegangen:

Definition (Potenzmenge). Sei M eine Menge. Die Potenzmenge P(M) von M ist das Men-
gensystem, das genau die Teilmengen von M (inklusive () und M selbst) als Elemente enthilt.

Die wohl einfachste Potenzmenge ist P()) = {0} (bemerke aber {#} # (), ein konkreteres
Beispiel ist P({6,28,496}) = {0, {6}, {28}, {496}, {6,28},{6,496}, {28,496}, {6, 28,496} }. All-
gemein kann mit etwas Kombinatorik gezeigt werden (dazu auch spéter noch ein Exkurs): Hat
M genau n verschiedene Elemente (fiir eine nichtnegative ganze Zahl n), so hat P(M) genau 2"
verschiedene Elemente.

Axiom (Auswahl). Sei S ein System disjunkter nicht-leerer Mengen. Dann gibt es eine Teil-
menge A von Jyes M, so dass A mit jeder in S enthaltenen Menge M genau ein Element
gemeinsam hat.
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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



for(var i=scene.lights.count-1; i >= 0; i--)
  scene.lights.removeByIndex(i);

L0=scene.createLight();
L0.direction.set(-0.408248290463863,-0.408248290463863,-0.816496580927726);
L0.color.set(1,1,1);

scene.lightScheme=scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP;
scene.lightScheme=scene.LIGHT_MODE_FILE;



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();
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Bei der Auswahloperation handelt es sich tatsichlich um eine Ausformulierung des soge-
nannten Auswahlaxioms der Mengenlehre, also um eine Grundannahme der Mathematik, die
(fiir unsere und die allermeisten Zwecke) nicht zu hinterfragen ist. Die Annahme betrifft dabei
nur die pure Existenz von Auswahlmengen A mit der beschriebenen Eigenschaft. Wie die Aus-
wahl eventuell zustande kommt und ob sie konkreter angegeben werden kann, ist unerheblich.
FEtwas mehr hierzu wird unten im Kleingedruckten noch gesagt. Tatséchlich ist ein genaueres
Versténdnis des Auswahlaxioms an dieser Stelle aber nicht erforderlich.

Schlieflich soll auch auf Grenzen der naiven Mengenlehre mit der Grundvorstellung
einer Menge als Ansammlung von Objekten hingewiesen werden: Tatsdchlich wiirde man im
naiven Rahmen zun#chst davon ausgehen, dass man auch das Mengensystem S aller Mengen
(manchmal Allmenge genannt) bilden kann. Dies ist aber hochproblematisch, denn durch Aus-
sonderung kénnte man auch die Menge R := {M € S| M ¢ M} bilden, und die Frage, ob R
sich selbst enthilt, ergébe den Widerspruch R € R <= R ¢ R. Dieser als Russellsches Para-
doxon bekannte Widerspruch hat mafigeblich zur Entwicklung eines modernen Mengenbegriffs
beigetragen und das Verstédndnis dafiir geprigt, dass die naive Mengenlehre nicht ausreicht und
man tatséchlich ein prézises Axiomensystem als Grundlage der Mengenlehre braucht, in
dessen Rahmen die Bildung einer Menge aller Mengen nicht zulidssig ist.

Als prizise Grundlage der Mengenlehre und damit der Mathematik hat sich letztlich (trotz
gewisser Unvollstédndigkeitsprobleme) das Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem der Men-
genlehre, benannt nach den Mathematikern E. Zermelo (1871-1953) und A. Fraenkel (1891—
1965), bewihrt. Dieses Axiomensystem ist heutzutage sehr weitgehend akzeptiert und dhnelt
an vielen Stellen oben schon diskutierten Bildungen. Eine detaillierte Behandlung der Axiome
geht iiber den Vorlesungsstoff hinaus. Es soll allerdings auch nicht filschlicherweise der Eindruck
entstehen, dass die Axiome unzuginglich wiren oder nicht ohne Weiteres hingeschrieben wer-
den konnten. Daher seien die Axiome fiir den interessierten Leser zumindest im Kleingedruckten
festgehalten:

Die Zermelo-Fraenkel-Axiome der Mengenlehre fundieren eine Mathematik, in der alle mathematischen Objekte
Mengen sind und insbesondere auch als Elemente von Mengen nur Mengen in Frage kommen. Die Axiome basieren auf einer
Préadikatenlogik erster Stufe mit Gleichheitsrelation =, wobei alle Quantoren iiber das sogenannte Diskursuniversum aus
allen Mengen laufen. Daneben wird nur auf die undefinierte Elementrelation € aufgebaut (auf deren Grundlage ¢ und C wie
frither in diesem Abschnitt definiert werden). Die genauen Axiome lauten dann wie folgt, wobei die zweiten eingeklammerten
Absétze nicht zum Axiomensystem gehoren, sondern Zusatzerlduterungen geben:

o Extensionalitétsaxiom: Zwei Mengen M und N sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten.
Mit anderen Worten ist die Gleichheit M = N gleichbedeutend mit Vz: (z € M <= z € N).

(Wir hatten dies zuvor als Definition der Mengen-Gleichheit betrachtet. Da die Gleichheit aber schon in der zugrunde
gelegten Préadikatenlogik definiert ist, kann man sich diese Charakterisierung der Gleichheit genau genommen nur
als Axiom und nicht als Definition , wiinschen®.)

e Leermengenaxiom: Es existiert eine Menge () ohne Elemente, die also Vz: = ¢ 0 erfiillt.

(Wegen des Extensionalititsaxioms ist () dabei eindeutig bestimmt. Das Leermengenaxiom ist das einzige Axiom,
das die Existenz einer konkreten Menge fordert. Alle anderen Mengen kénnen — was zunéchst erstaunlich scheinen
mag — mit Hilfe der anderen Axiome aus der leeren Menge gebildet werden.)

e Paarmengenaxiom: Fiir alle Mengen a und b existiert eine Menge {a, b}, die genau a und b als Elemente enthélt,
fiir die also Vz: (z € {a,b} <= z=aVz =0D) gilt.
(Man kann die Menge {a,b} als ein ungeordnetes Paar von a und b auffassen, denn die Gleichheit {a,b} = {a, b}
solcher Mengen bedeutet entweder a = a Ab = b oder a = b A b = a. Hierauf aufbauend kann man aber auch das
geordnete Paar (a,b) und das kartesische Produkt mengentheoretisch definieren. Dazu setzt man (a,b) := {a, {a,b}}
oder — was technisch ein kleinen Vorteil hat — (a,b) := {{a}, {a,b}} und weist anhand dieser Definition nach, dass
die Gleichheit geordneter Paare (a,b) = (a, b) tatséichlich wie gewiinscht a = @ A b = b bedeutet.)

e Vereinigungsaxiom: Fiir jede Menge S (von Mengen) existiert eine mit (JS bezeichnete Menge, deren Elemente
genau die Elemente der Elemente von S sind, fiir die mit anderen Worten also Vz: (z € |JS < IM € S: z € M)
gilt.
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Unendlichkeitsaxiom: Es existiert eine sogenannte induktive Menge, die zum einen die leere Menge ) als Element
enthéilt und zum anderen fiir jedes ihrer Elemente z auch z U {z} als Element enthélt (wobei {z} := {z,z} und
zU{z} :=U{z,{z}} gemiB den vorigen Axiomen existieren).

(Dieses Axiom sichert die Existenz unendlicher Mengen und spielt vor allem bei der Konstruktion der natiirlichen
Zahlen IN, der wohl grundlegendsten unendlichen Menge, eine entscheidende Rolle.)

Potenzmengenaxiom: Zu jeder Menge M existiert die sogenannte Potenzmenge P (M), die genau die Teilmengen
von M als Elemente enthilt, also VT': (T C M <= T € P(M)) erfiillt.

Fundierungsaxiom/Regularititsaxiom: Jede Menge M aufler der leeren Menge enthélt ein Element N mit
MNN = () (wobei man vor Einfithrung der Schnittmenge statt M NN = @) eigentlich Vz: (x ¢ M Vx ¢ N) schreiben
muss).

(Dieses Axiom sichert, dass keine unendliche Kette von ineinander enthalten Mengen des Typs M1 5 Ma 3 M3 > ...
existieren kann (denn dann wiirde die unendliche Menge M = {My, M2, M3, ...} dem Axiom widersprechen). Das
Axiom fiihrt auch dazu, dass N ¢ N fiir jede Menge N gilt (denn bei Existenz von N mit N € N wiirde M = {N}
dem Axiom widersprechen).)

Aussonderungsaxiom: Fiir jede Menge M und jedes Préadikat P(y) mit einer freien Variable y gibt es eine Menge
{y € M| P(y)}, deren Elemente genau die Elemente = von M sind, fiir die P(x) gilt. Diese Menge {y € M | P(y)}
erfiillt also Vz: (z € {y € M | P(y)} <= = € M A P(x) ist wahr).

(Insbesondere kénnen als Konsequenz des Axioms auch Schnittmengen und — wie vorne schon gesehen — Mengen-
Differenzen definiert werden.)

Ersetzungsaxiom: Ist M eine Menge, so kann jedes Element  von M durch eine beliebige von = abhéngige Menge
N ersetzt und auf diese Weise eine neue Menge {N; |« € M} gebildet werden.

Auswahlaxiom: Fiir jede Menge S von paarweise disjunkten nicht-leeren Mengen (d.h. VM € S: M # () und
VM,N €8: M # N = M NN = () kann eine Menge A gebildet werden, die genau ein Element aus jedem Element
von S enthilt (und sonst keine weiteren Elemente).

(Dieses Axiom erméglicht es, aus jeder in S enthaltenen Menge je ein Element auszuwihlen und aus diesen Elementen
eine neue Menge zu bilden. Der entscheidende Punkt ist dabei, dass solch eine Auswahl in sehr grofier Allgemeinheit
ermdoglicht wird. Falls eine ,konkrete Regel® fiir die Auswahl angegeben werden kann oder falls S nur endlich
viele Mengen als Elemente hat, wird das Auswahlaxiom nicht benétigt und die Auswahl kann auch mit den anderen
Axiomen bewerkstelligt werden. Das Auswahlaxiom greift aber selbst dann, wenn S unendlich viele Elemente hat und
keine Regel fiir die Auswahl konstruktiv angegeben werden kann. Bei fritheren Kontroversen um die Konstruktivitit
mathematischer Beweise stand daher auch die Sinnhaftigkeit des Auswahlaxioms zur Debatte. Heutzutage wird das
Axiom aber von einer iiberwiegenden Mehrheit der Mathematiker akzeptiert, und in vielen Bereichen der modernen
Mathematik kann nicht darauf verzichtet werden.)

Die historische Entwicklung von der naiven Mengenlehre des spéten 19. Jahrhunderts zu dem

in der obigen Form um das Jahr 1930 komplettierten Axiomensystem war iibrigens ein langer
Prozess mit vielen Beteiligten. Einen ersten Hinweis, dass die naive Mengenlehre an ihre Gren-
zen stoft, mag man tatsichlich in einer als prignante Anekdote iiberlieferten Konversation

zwischen den Mathematikern und Griindervitern der Mengenlehre G. Cantor (1845-1918) und
R. Dedekind (1831-1916) sehen: , Dedekind duflerte hinsichtlich des Begriffs der Menge, er stelle

sich eine Menge vor wie einen geschlossenen Sack, der ganz bestimmte Dinge enthalte, die man
aber nicht sihe, und von denen man nichts wisse, aufler dafl sie vorhanden und bestimmt sei-
en. Einige Zeit spédter gab Cantor seine Vorstellung einer Menge zu erkennen: Er richtete seine
kolossale Figur hoch auf, beschrieb mit erhobenem Arm eine groflartige Geste und sagte mit
einem ins Unbestimmte gerichteten Blick: ;Eine Menge stelle ich mir vor wie einen Abgrund.*
(Uberlieferung nach F. Bernstein [2]).
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Kapitel 2

Abbildungen, Relationen, Zahlen

In diesem und den néchsten Kapiteln beschiftigen wir uns viel mit den grundlegenden, auch aus
der Schule bekannten Zahlbereichen (Mengen von Zahlen)

N ={1,2,3,...} (natiirliche Zahlen), Ny = {0,1,2,...},
Z=1{0,1,—-1,2,-2,3,-3,...} (ganze Zahlen),

Q (rationale Zahlen; Briiche mit Zdhler aus Z, Nenner aus IN),
R (reelle Zahlen; Zahlen der Zahlengeraden)

und den Rechengrundgesetzen auf diesen Bereichen. Fiir die Zahlbereiche gelten die Inklu-
sionen

NcINgcZcCcQcCcRCC,

wobei die ganz rechts genannten komplexen Zahlen C erst im spéteren Abschnitt 4.2 eingefiihrt
werden.

Das Ziel dieses Kapitels ist zweigeteilt: Zum einen werden allgemeine, fiir die Mathema-
tik fundamentale Konzepte wie Abbildungen/Funktionen und Relationen eingefiihrt.
Zum anderen werden mit Hilfe dieser Konzepte prézise Konstruktionen der Zahlbereiche
N, Ny, Z, Q nur auf Grundlage der (Axiome der) Mengenlehre gegeben und damit die Existenz
dieser Zahlbereiche bewiesen werden. Die Konstruktion von R (und C), die etwas mehr Analysis
braucht, wird auf das spéitere Kapitel 4 vertagt.

2.1 Abbildungen

Die gleichbedeutenden Begriffe Abbildung und Funktion sind in der Mathematik sehr

grundlegend. Tendenziell bevorzugt man die Bezeichnung Funktion in etwas konkreteren Si-

tuationen (etwa, wenn man wie in der Schulmathematik Terme angeben und Funktionsgraphen

zeichnen kann), wihrend die Bezeichnung Abbildung héufig im Abstrakten verwendet wird. Eine

scharfe Trennung oder einen echten Unterschied in der Bedeutung gibt es aber nicht.
Tatséchlich ldsst sich der Begriff wie folgt fassen:

Definition (Abbildungen). Seien X und Y beliecbige Mengen. Eine Funktion oder Abbildung
f von X nach Y oder in die Menge Y ist eine (Zuordnungs-) Vorschrift', die jedem Element x von

'Den Begriff ,,(Zuordnungs-) Vorschrift“ kénnen und werden wir in Abschnitt 2.3 noch prézisieren.
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X ein eindeutiges Element y von Y zuordnet. Man sagt, f bilde das Element x auf das zugehdorige
Element y ab, dieses y sei das Bild von x unter f oder dieses y sei der (Funktions-) Wert
von f an der Stelle x oder zum Argument x. Man nennt X die Definitionsmenge oder den
Definitionsbereich und Y das Ziel oder den Zielbereich von f. Im Fall X =Y spricht man
von einer Selbstabbildung.

Besonders betont sei bei dieser Definition das zentrale Existenz- und Eindeutigkeits-
prinzip, gemifl dem zu einem beliebigen Element x von X genau ein zugehotriges Element y
von ) existiert. Sowohl die Nicht-Existenz des Elements y als auch die Existenz mehr als eines
Elements y (zum gleichen x) werden ausgeschlossen.

Notationen (bei Abbildungen). Seien X', ) Mengen und f eine Abbildung von X nach ).

(1) Dass f Definitionsbereich X und Ziel Y hat, also eine Abbildung von X nach Y ist, driickt
man durch die Notation f: X — Y aus.

(2) Ordnet f einem Element x € X den Funktionswert y € Y zu, so schreibt man f(x) firy
oder notiert x »i> y beziehungsweise kurz © — y.

(Dabei ist es Konvention, den Pfeil — bei Angabe von Definitionsbereich und Ziel, aber den
etwas anderen Pfeil — fiir Zuordnungen der Elemente zu nutzen).

Beispiele (von Abbildungen). In der Praxis gibt man eine Abbildung f von X nach ) konkret
an, indem man neben X, Y den Funktionsterm f(x) oder die Zuordnung x — f(x) beziehungs-
weise x +— y fir alle z € X eindeutig spezifiziert. Wir betrachten hierzu folgende Beispiele:

(1) Eine Abbildung
£:1{1,2,4,5) — {-3,-2,0,4,10}

ist durch die Zuordnungen
1— -2, 2= =2 4—4, 510

gegeben und wird weiter unten in Abbildung 10 graphisch dargestellt. Die gleiche Zuord-
nungsvorschrift kann auch anders angegeben werden, z.B. durch f(z) := 22—3x oder durch
Fx) = {—2 falls ¢ < 3

6x—20 fallsz >3
mer fiir Fallunterscheidungen zu verwenden, ist allgemein iiblich und bedeutet an dieser

fiir alle z € {1,2,4,5}. Wie zuletzt eine geschweifte Klam-

Stelle einerseits f(x) := —2 im Fall < 3 und andererseits f(z) := 62—20 im Fall = > 3.

(2) Eine andere Abbildung
f:{0,5,N} - Q
erhélt man durch die Festlegungen
3 1
= =4 -
(3) Eine weitere Abbildung
fiIN—-NN

wird durch
f(n) :==n? fiir alle n € IN
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definiert. Diese Abbildung ordnet 1 +— 1, 2 — 4, 3 — 9, 4 — 16 zu. Da es unendlich viele
Zahlen in IN gibt, reichen diese vier Beispiele (oder jede andere endliche Anzahl) aber nicht
aus, um die Abbildung in Génze zu beschreiben. Zum Beispiel haben 1, 2, 3, 4 dieselben
n? fallsn <4
0 fallsn>5
fiir alle n € IN und unter h: N — IN mit h(n) := n? + (n—1)(n—2)(n—3)(n—4) fiir alle
n € IN, doch ab 5 unterscheiden sich die Werte von f, g und h.

Funktionswerte wie unter f auch unter g: IN — {0,1,4,9,16} mit g(n) := {

Man kann die Addition natiirlicher Zahlen als Abbildung
fiINxN—N
auffassen, die durch
f((m,n)) := m+n fir alle (m,n) € N x IN

festgelegt ist. Dies ist ein erstes Beispiel einer Abbildung von zwei Variablen, die bei-
spielsweise (1,2) — 3 und (4,2) — 6 zuordnet und von beiden Eintrédgen m und n der
einzusetzenden Paare (m,n) abhéngt. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir bei
solchen Abbildungen zukiinftig f(m,n) statt f((m,n)). Ubrigens ist es durchaus iiblich, die
hier betrachtete Abbildung + statt f zu nennen, und analog dazu auch bei anderen Abbil-
dungen, die sich direkt aus einer Rechenoperation ergeben, das Rechensymbol als Name der
Abbildung zu verwenden.

Eine Funktion
fR—=R

erhalt man durch die Festlegung

f(z) = 23—z fiir alle x € R..

In alternativer verbreiteter Schreibweise kann diese Funktion auch als f: R — R, z — 23—z
angegeben werden.

Eine weitere Funktion
f:X—=Y von?{::{a:EIR\l§x<%}nachy::{yER]—%<y<§}

wird durch
f(z) == —2®+62—-3 fiir alle x € X

definiert und weiter unten in den Abbildungen 13 und 14 (teilweise) graphisch dargestellt.
Um die Wohldefiniertheit dieser Funktion f sicherzustellen, muss man allerdings noch zeigen,
dass —% < —x?462-3 < % fiir alle z € X gilt: Tatséchlich erhélt man durch Umschreiben
—224+62—3 = 6—(2—3)% und Rechnen mit Ungleichungen (Dazu ab Kapitel 4 mehr!) aber
sogar —% = 6—(%)2 < —2?4+6x—3 < 6 fiir alle z € X, womit die Wohldefiniertheit von f
gesichert ist. Nebenbei sehen wir, dass g(z) := —2?+62—3 fiir z € X auch eine Funktion
g: X — Z in den kleineren Zielbereich Z := {z eR| —i <z< 6} g Y ergibt.

,Gegenbeispiele“: Die Versuche, f: IN — IN durch f(n) := n?—n fiir alle n € IN oder
g: Ng — INg durch g(0) := n und g(n) := 0 fiir alle n € IN zu definieren, geben allerdings
keine wohldefinierten Abbildungen, da f(1) nicht im Zielbereich IN liegt und ¢(0) nicht
eindeutig definiert ist. (Auch g(0) := IN geht nicht, da zwar IN C INg, aber eben nicht N € INj
gilt). Weiterhin ist auch h: R - R, x — % keine wohldefinierte Funktion, da % nicht erklart
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und deshalb der Funktionswert A (0) nicht definiert ist. (Die Variante h: R\{0} = R, z — 1
vermeidet dieses Problem natiirlich und ist wohldefiniert.)

Erste Moglichkeiten zur Veranschaulichung einer Abbildung werden in den Abbildun-
gen 10, 11, 12 und 13 gezeigt. Die entscheidende Abbildungseigenschaft verlangt dabei, dass
bei jedem Element des Definitionsbereichs X genau ein Zuordnungspfeil beginnt
und zum zugehorigen Element im Ziel weist. Dagegen bestehen fiir ein Element des Ziels prin-
zipiell alle Moglichkeiten: Dort kénnen kein Pfeil, ein Pfeil, mehrere Pfeile oder im Extremfall
einer konstanten Abbildung auch alle Pfeile enden. Enthélt der Definitionsbereich X wie in
Abbildung 10 und 11 nur endlich viele Elemente, so kann die Abbildung durch solche Zuord-
nungspfeile vollstindig dargestellt werden. Dagegen kann man fiir Definitionsbereiche X mit
unendlich vielen Elementen, wie schon bei Beispiel (3) gesagt, nur einige Félle, aber nie die
gesamte Zuordnungsvorschrift auf diese Weise darstellen. Abbildung 12 zeigt dies fiir den De-
finitionsbereich INxIN. Abbildung 13 zeigt es fiir Teilmengen von R, die als Punktmengen auf
der Zahlengeraden veranschaulicht werden (wobei die schwarzen Punkte in Abbildung 13 nur
Beispiel-Elemente und nicht alle Elemente der Mengen X und ) darstellen).

°
Abb. 10: Die Abbildung f aus Abb. 11: Eine Selbstab-
Beispiel (1) von bildung f: X — X einer
nach Y = {-3,-2,0,4,10} 5-elementigen Menge X

N /I
—|— 6
(1,5) 6 oe
(1,42 .- d Yy
(1,3X 23K (3, 3) /7 4]N 3e /
3 .2
1,2X2, 2K (3,2 (4, 2
(1,2) N (3,2)7(4,2) - 16
(1,1 (2, IV (3, 17 (4,18 (5,1 -- O
Abb. 12: Die Addition + als Abbildung des Abb. 13: Die Funktion f aus
Beispiels (4) von nach IN Beispiel (6) bildet 3 Punkte

von X C R nach Y C R ab.
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Natiirlich miissen Definitionsbereich und Ziel einer Abbildung nicht unbedingt disjunkt sein, son-
dern kénnen gemeinsame Elemente enthalten (wie es mit Ausnahme der Additions-Abbildung
tatséchlich bei allen obigen Beispielen und Bildern der Fall ist). Normalerweise stellt man diese
beiden Mengen dennoch nicht iiberlappend dar und tragt gemeinsame Elemente, so wie in den
Abbildungen 10 und 13, zweimal separat ein. Sogar wenn Definitionsbereich und Ziel iiberein-
stimmen, zieht man es der Ubersichtlichkeit halber meist vor, zwei Kopien derselben Menge
einzuzeichnen. Gelegentlich weicht man hiervon aber auch ab und verwendet alternative Dar-
stellungen wie die der Abbildung 11.

Speziell fiir eine Funktion f: X — Y von X C R nach Y C R kann man oft auch den
(Funktions-)Graph

Gy = {(z,y) € XxV|f(z) =y} C R?

als Menge von Koordinatenpunkten der Ebene darstellen. Man trigt dazu den Definitionsbereich

Abb. 14: Der Graph G; der Funktion f aus Beispiel (6) von A — {2 ¢ R|1<z<''} nach
Y={yeR| —%<y<1—23} und zwei Kurven, die nicht Graph einer Funktion von A nach Y sind

X auf der ersten, den Zielbereich ) auf der zweiten Achse des ebenen Koordinatensystems ein
und bekommt als Darstellung von G in gutartigen Fillen eine Kurve durch alle Punkte der Form
(z, f(z)) mit = € X. Die definierende Eigenschaft der Funktion verlangt dabei, dass sich wie im
ersten Bild der Abbildung 14 iiber jedem Punkt z € X' (den wir jetzt immer mit (z,0) € X' x {0}
identifizieren) genau ein Punkt von G befindet. Dass sich wie in den beiden anderen Bildern
iiber einem Punkt von X kein Punkt oder mehrere Punkte der Kurve befinden, dass die Kurve
also ,aufhort“ oder unter/iiber sich selbst ,,zuriick lduft“ ist fiir einen Funktionsgraph als Kurve
somit nicht méglich. Der entscheidende Vorteil der Graphendarstellung ist der, dass man
an Gy alle zu f gehorigen Zuordnungen ablesen kann (vergleiche die grauen Pfeile in Abbildung
14) und nicht nur die Zuordnung einiger Beispiel-Elemente. Daher wird mit G (jedenfalls im
Rahmen der Zeichengenauigkeit) die gesamte Zuordnungsvorschrift dargestellt.

Auch fiir eine Funktion f: X — Z von einem 2-dimensionalen Definitionsbereich X C R?
nach Z C R, also eine Funktion von zwei Variablen, kann man die Zuordnung einzelner
Elemente mittels Pfeilen verdeutlichen oder in gutartigen Féllen die Funktion insgesamt durch
ihren (Funktions-)Graph

Gr:={(r,y,2) € ¥XxZ| f(x,y) = 2} C R?
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26 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

darstellen (wobei wir wie in Abschnitt 1.4 wieder ((z,y),2) = (z,9,2) und R2xR = R? iden-
tifizieren). Beide Moglichkeiten werden fiir eine Beispiel-Funktion? in Abbildung 15 gezeigt.
Dabei bildet der Graph jetzt eine Fliche im 3-dimensionalen Raum durch alle Punkte der Form
(x,y, f(z,y)) mit (z,y) € X, es befindet sich aber nach wie vor iiber jedem Punkt (z,y) € X
(natiirlich identifiziert mit (z,y,0) € Xx{0}) genau ein Punkt von Gy.

Abb. 15: Abbildung einiger Beispiel-Punkte und Graph G bei einer Funktion f: X — Z von
einem 2-dimensionalen Definitionsbereich X' C R? nach Z = {z € R|—3<2<5} C R

Als letzten Fall betrachten wir Darstellungen einer Funktion f: X — Y von X C R in einen
2-dimensionalen Zielbereich Y C R2. Im gutartigen Fall spricht man bei einer solchen Funktion
von einer Kurve f in R? und stellt oft das Bild

F(X)={(y.2) €Y [Fr € X: f(x) = (y,2)} CR?

von f dar, obwohl es fiir eine Gesamtdarstellung der Funktion auch hier den (Funktions-)Graph
Gy = {(z,y,2) € XxV| f(z) = (y,2)} CR?,

braucht. Ein Beispiel fiir beide Darstellungsweisen wird in Abbildung 16 gezeigt. Tatséchlich
enthilt in diesem Fall das Bild f(X) schon relativ viel Information iiber die Funktion und
kann zudem in der Ebene R? leichter gezeichnet, interpretiert und verstanden werden als der
Graph Gy, der im Raum R? darzustellen ist. Das Bild muss sich iibrigens nicht unbedingt so
gutartig wie in Abbildung 16 verhalten, sondern kann sich auch in sogenannten Selbstschnitten
»iberkreuzen“ und/oder ,auf sich selbst zuriick laufen*. Beim Graph dagegen sind Selbstschnitte
oder Ahnliches ausgeschlossen. Vielmehr hat dieser die Eigenschaft, dass sich in jedem der
parallelen Ebenenstiicke {x}x) mit x € X genau ein Punkt von G befindet.

2Tatséchlich ist die in Abbildung 15 geplottete Funktion auf dem dargestellten Definitionsbereich X ¢ R?
durch f(z,y) := 2—2sin((z+y)3) sin((z—y)3F) fiir (z,y) € X gegeben. Die hier verwendete Sinus-Funktion sin
und die Kreiszahl m werden in der Vorlesung aber erst deutlich spéter eingefiihrt.
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Abb. 16: Abbildung einiger Beispiel-Punkte, das Bild /(") und der Graph G bei einer Funktion
f: X =Yvon X' = {rc R 0<r<5} CR in einen 2-dimensionalen Zielbereich Y C R?

Ubrigens ist der Graph G ¢ einer Funktion f: A — Y immer auch das Bild der Graphenab-
bildung X — XxY, & — (z, f(x)). Insofern haben wir mit den Graphen Gy der Abbildungen
16 bzw. 15 auch schon Beispiele fiir Bilder von Funktionen von einem 1- bzw. 2-dimensionalen
Definitionsbereich X in den 3-dimensionalen Zielbereich X x) C R3 gesehen.

Als néchstes fithren wir Konzepte im Umfeld der gerade schon diskutierten Begriffe Bild und
Graph prézise und allgemein ein:

Definitionen (Bilder, Urbilder, Graphen). Sei f: X — ) eine Abbildung von einer Menge
X in eine Menge ).

(I) Das Bild einer Teilmenge A C X unter f erklirt man als
f(A) ={yeY|FrecA: flx) =y} C ).

Oft wird dies auch (etwas informeller) als f(A) = {f(x) |z € A} geschrieben. Fiir einzelne
x € X ist das Bild f({z}) = {f(z)}. Speziell heifst Bild(f) := f(X) C Y das Bild der
Abbildung f.

(IT) Das Urbild einer Teilmenge B C Y unter f erkldrt man als
fYB)={zxecX|f(zx)eB}CX.

Fiir einzelne y € Y gilt damit® f~1({y}) = {x € X| f(x) = y}. Die definierende Eigenschaft
der Abbildung erzwingt generell f=1()) = X und auch f~1(Bild(f)) = X.

(IITI) Den (Funktions-) Graph Gy von f erklirt man als
Gy ={(z,y) € XxVY[f(z) =y} CX x V.

Oft wird dies auch (etwas informeller) als Gy = {(z, f(x)) |z € X} geschrieben, und anstelle
von Gy notiert man gleichbedeutend auch Graph(f).

3In mancher Literatur wird fiir das Urbild f~'({y}) auch f~*(y) geschrieben. Wir vermeiden dies aber fiirs
Erste, um Verwechslungen mit der demnéchst eingefiihrten Umkehrfunktion f~* vorzubeugen.
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for(var i=scene.lights.count-1; i >= 0; i--)
  scene.lights.removeByIndex(i);

L0=scene.createLight();
L0.direction.set(0.832050294337844,-0,-0.554700196225229);
L0.color.set(1,1,1);

scene.lightScheme=scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP;
scene.lightScheme=scene.LIGHT_MODE_FILE;
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Eine Veranschaulichung des Bilds f(A) und des Urbilds f~!(B) gelingt in einfachen Fillen
wie in Abbildung 17.
:,:.

/oY

A\

, N\
/ e |/(4)
/

©

Abb. 17: Bild f(A) von A C A und Urbild von B C ) unter einer Abbildung f: X — Y

ya

Bemerkungen (zu Bildern, Urbildern und Graphen).

(1) Das Bild einer Abbildung f: X — ) ist die Menge B mit den wenigsten moglichen Elemen-
ten, so dass noch Gy C X'xB gilt. Das Bild kann eine echte Teilmenge des Ziels sein.

(2) Fiir eine Abbildung f: X — Y und A C X, B C ) sagt man, f bilde (Elemente) von A
nach B ab, wenn f(A) C B gilt. Stérker sagt man, f bilde A auf B ab, wenn f(A) = B

gilt (wobei der Unterschied sich in der Préposition ,auf* anstelle von ,nach“ niederschléigt).
Insbesondere bildet f immer von X nach Y und X auf f(X) = Bild(f) ab.

(3) Manchmal spricht man bei einer Abbildung auch vom Wertebereich/Bildbereich und meint
entweder Bild oder Ziel. Wir vermeiden diese Begriffe aufgrund der Doppeldeutigkeit vorerst.

(4) Achtung! Obwohl das Urbild mit dem Symbol f~!(...) notiert wird, ist das Urbild auch
in Féllen definiert, in denen die demnéchst eingefithrte Umkehrfunktion f~1 nicht existiert.

Erste Regeln fiir (Ur-)Bilder lesen wir direkt aus den Definitionen ab: Fiir Ay C Ay C X gilt
stets f(A1) C f(Ag) und fiir By C By C Y stets f~1(B1) C f~1(Bz). Des Weiteren gilt:

Satz (Regeln fiir Bilder und Urbilder von Vereinigungen und Schnitten). Sei f: X — )
eine Abbildung von einer Menge X in eine Menge Y. Fir Teilmengen Ay, Ay von X und By, B
von Y gelten dann stets:

f(A1UAg) = f(A1) U f(A2), f(A1NAg) C f(A1) N f(A2),
FTHB1UBy) = fH(B1) U fH(By), FTHBINBy) = fH(B1) N fH(By).
Dass beim Bild des Schnitts tatséchlich nur ,,C“ und nicht ,,=* gelten kann, sieht man schon

an einer Abbildung f: {a1,a2} — {y} mit a1 # az, denn dann ist f({a1} N {az}) = f(0) = 0,
aber f({a1}) N f({a2}) = {f(a1)} N{f(a2)} = {f ()} " {f(W)} ={f(w)}

Zum Beweis des Satzes nutzen wir typische Techniken, um Mengen-Inklusionen und Mengen-
Gleichheiten nachzuweisen:

Beweis. Wir behandeln erst das Bild der Vereinigung: Fiir 7 € {1,2} gilt A; U A2 D A;, nach
Vorbemerkung zum Satz dann auch f(A; UAs) D f(A;) und daher f(A;UAs) D f(A1)U f(A2).
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Als Néchstes zeigen wir die umgekehrte Inklusion f(A;UA2) C f(A1)U f(A2) geméB Definition
der Inklusion: Sei y € f(A; U Ay). Nach Definition des Bilds gibt es dann « € A; U As mit
f(z) = y. Dabei ist x € A; oder x € As. Im ersten Fall folgt vy = f(x) € f(A41), im zweiten
Fall y = f(z) € f(A2). In beiden Fillen gilt also y € f(A1) U f(As2). Damit ist die Inklusion
f(A1UAg) C f(A1) U f(A2) und insgesamt auch f(A; U Az) = f(A1) U f(A2) gezeigt.

Beim Bild des Schnitts erhdlt man aus A; N A C A, fiir ¢ € {1,2} mit der Vorbemerkung
f(A1 U As) C f(A;) und insgesamt f(A; N Az) C f(A1) N f(As2).

Die Regel fiir das Urbild der Vereinigung ergibt sich durch schrittweise Aquivalenzumfor-
mung? mit der Definition von Urbild und Vereinigung durch

ze [T (BIUBy) <= f(z) € BIUBy <= (f(z) € B1)V (f(x) € By)
= (e fI(B))V(ref(B)) & zef H(B)UE fB)
fiir x € X. Beim Urbild des Schnitts geht man analog vor (mit N statt U und A statt V). O

Sehr wichtige Eigenschaften von Abbildungen, die ab jetzt immer wieder auftreten, sind:

Definitionen (Abbildungseigenschaften). Sei f: X — ) eine Abbildung von einer Menge
X in eine Menge ).

(I) Man nennt f injektiv oder eine Injektion, wenn zu jedem y € Y hichstens ein x € X mit
f(x) =y existiert, mit anderen Worten also, wenn fiir alle x,Z € X die Implikation

[@)=[fx) = T=2

gilt. Man nennt injektive Abbildungen auch Einbettungen und zeigt Injektivitit von f gele-
gentlich durch die Notation f: X — Y an.

(II) Man nennt f surjektiv oder eine Surjektion, wenn zu jedem y € X mindestens ein x € X
mit f(x) =y existiert, mit anderen Worten also, wenn Bild(f) =) gilt. Gelegentlich zeigt
man Surjektivitit von f durch die Notation f: X — Y an.

(IIT) Man nennt f bijektiv oder eine Bijektion, wenn zu jedem y € X genau ein x € X mit
f(x) =y ezistiert, mit anderen Worten also, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

In graphischen Darstellungen mit Zuordnungspfeilen bedeuten Injektivitit, Surjekti-
vitdt bzw. Bijektivitit, dass bei jedem Element des Ziels ) hichstens ein, mindestens ein bzw.
genau ein Pfeil endet. Fiir Definitions- und Zielbereiche ) mit endlich vielen Elementen wird dies
in den oberen Bildern der Abbildung 18 dargestellt. Wenn nicht alle (eventuell unendlich vie-
len) Elemente und/oder Zuordnungspfeile graphisch dargestellt werden konnen, gilt das Gesagte
sinngeméf fiir alle prinzipiell in Frage kommenden Elemente und Pfeile.

Auch am Graph Gy einer Funktion f: X — Y mit X C R und Y C R kann man die
Abbildungseigenschaften ablesen, was beispielhaft in den unteren Bildern der Abbildung 18
gezeigt wird: Injektivitdt bedeutet, dass sich auf jeder horizontalen Geraden in einer ,,Hohe“ y €
Y héchstens ein Punkt von G ¢ befindet. (Dies kann sich in gutartigen Féllen nur so manifestieren,
dass die Graphenkurve Gy von links nach rechts durchgehend steigt oder fillt.) Surjektivitat
liegt vor, wenn es auch immer mindestens einen solchen Punkt gibt, also jede horizontale Gerade
einer ,Hohe* y € )V den Graph Gy tatséchlich trifft. Bijektivitét erfordert beides zusammen.

4Aneinandergereihte Aquivalenzen S; <= Sy <= S5 <= ... < S,_1 < S, fiir Aussagen S1,S2,...,5n
verwenden wir ab jetzt immer als abkiirzende Schreibweise mit der auch bei Aquivalenzumformungen verbreiteten
Bedeutung, dass die auftretenden Aussagen wechselseitig dquivalent sind. In der urspriinglichen Notation der
Aussagenlogik miissten wir hierfiir streng genommen (S1 <= S2) A (S2 <= S3) A ... A (Sn—1 <= S») schreiben.
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—_

Abb. 18: Injektionen (links), Surjektionen (mittig) und Bijektionen (rechts) f: X — ) fiir
endliche Mengen X" und ) (oben) und in Graphendarstellung fiir und
Y ={y € R|1<y<6} (unten), links unten mit Bild cy

=

Bemerkungen (zu Injektionen, Surjektionen und Bijektionen).

(1)

(2)

ODb eine Abbildung injektiv/surjektiv/bijektiv ist, hangt auch bei (wie in der Schule) durch
Funktionsterme gegebenen Funktionen entscheidend davon ab, mit welchem Definitionsbe-
reich und Ziel diese betrachtet werden.

Fiir eine Injektion, Surjektion bzw. Bijektion X — ) zwischen Mengen X und Y mit
endlich vielen Elementen ist zwingend erforderlich, dass ) mindestens so viele, héchs-
tens so viele bzw. genau so viele Elemente enthilt wie X.

In Féllen mit unendlich vielen Elemente kann man natiirlich nicht durchzédhlen. Wie in
Abschnitt 2.5 noch Thema sein wird, kann man aber auch die ,,Gréfie von Mengen mit
unendlich vielen Elementen zu einem gewissen Grad iiber Injektionen, Surjektionen, Bijek-
tionen vergleichen.

Aus einer beliebigen Abbildung f: X — ) kann man durch Verkleinerung des Ziels stets
die Surjektion f: X — Bild(f) mit f(z) := f(z) fiir alle ¥ € X gewinnen. Ist f surjektiv,
so ist dabei f = f. Ist f injektiv, so ist f sogar bijektiv.

Bei einer Bijektion f: X — ) erfolgt eine Eins-zu-eins-Zuordnung (der Elemente) von
X und Y, bei einer Injektion entsprechend eine Eins-zu-eins-Zuordnung (der Elemente) von
X und Bild(f). Manchmal nutzt man dies, um die einander zugeordneten Mengen und
Elemente vollstdndig miteinander zu identifizieren.
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Beispiele (von Injektionen und Surjektionen). Bei den zuvor betrachteten Beispielen von Ab-

bildungen liegen folgende Eigenschaften vor:

e Die Abbildungen f aus den Beispielen (2) und (3) sind injektiv, aber nicht surjektiv.

e Dagegen ist f aus Beispiel (5) surjektiv, aber (z.B. wegen f(1) = 0 = f(0)) nicht injektiv.

e Die Abbildungen f der Beispiele (1), (4) und (6) sind weder injektiv noch surjektiv.
(Bei der Additions-Abbildung f des Beispiels (4) scheitert Surjektivitit aber insofern nur
knapp, dass Bild(f) = IN\ {1} sich nur um das eine Element 1 vom Ziel IN unterscheidet.)

Die Abbildungseigenschaften werden von nun immer wieder auftreten und héufig eine wich-
tige Rolle spielen. Eng verbunden mit Bijektivitét ist folgender Begriff:

Definition (Umkehrfunktionen). Seien X und ) Mengen sowie f: X — Y eine Abbildung.
FEine Abbildung g: Y — X heiffit Umkehrfunktion oder Umkehrabbildung von/zu f, wenn

folgende Aquivalenz fiir alle x € X und y € Y gilt:
f@)=y = gy ==z.

Prinzipiell bedeutet dies nichts anderes, als dass die Umkehr-
funktion aus der Funktion durch Umkehrung aller Zuordnungs-
pfeile entsteht. Diese fiir das Konzept entscheidende Anschauung
wird in einem einfachen Fall durch Abbildung 19 verdeutlicht. Bei
einer Funktion f: X — )Y von X C R nach Y C R geht der Graph
Gy = {(y,z) € R?|(z,y) € Gy} der Umkehrfunktion g: Y — X
wie in Abbildung 20 aus dem Graph Gy von f durch Spiegelung
an der ersten Winkelhalbierenden des Koordinatensystems hervor.

Bemerkung & Notation (zu/fiir Umkehrfunktionen). Seien X
und Y Mengen. Falls iiberhaupt eine Umkehrfunktion zu f: X — Y
existiert, ist diese eindeutig bestimmt und wird mit f~1: ) — X
bezeichnet.

Beweis der Findeutigkeit. Fiir zwei Umkehrfunktionen g: J — X
und g: Y — X zu f ergibt die Definition ¢g(y) = z <= g(y) = «
fir allex € X,y € Y. Fiir y € Y fithrt die Wahl z := g(y) € X zur
Aquivalenz g(y) = g(y) <= g(y) = g(y). Da die linke Seite trivial
gilt, gilt auch g(y) = g(y) fiir alle y € Y, und damit ist g =g. O

Bemerkung. Die Notationen fiir Umkehrfunktion und Urbild sind
insoweit konsistent, dass bei Existenz der Umkehrfunktion f~! die
Gleichheit f~'({y}) = {f~(y)} (mit Urbild links und Umkehr-
funktion rechts) fiir alle y € Y gilt.

Abb. 19: Die Umkehrab-
bildung einer
Bijektion f: X — Y

Abb. 20: Graphen Gy und
Ggr von f: X — Y und
f_lzyﬁXﬁir , Y CR

Satz (Bijektivitit entspricht Umkehrbarkeit). Seien X und Y Mengen und f: X — Y

eine Abbildung. Dann gilt:

f st bigektiv. <= FEs gibt eine eine Umkehrabbildung zu f.
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32 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

Beweis. ,,=—>“: Sei f bijektiv und sei y € Y beliebig. Zu y gibt es wegen der Bijektivitéit von f ein
eindeutiges € X mit f(xz) = y. Wir definieren eine Abbildung g: Y — X durch die Festlegung
g(y) := x fiir beliebiges y € Y und das erwihnte eindeutig zugehorige = mit f(x) = y. Damit
gilt offensichtlich die Aquivalenz f(z) =y <= g(y) = z fiir alle z € X und y € ), also ist g
eine Umkehrabbildung zu f.

,<=": Sei g: Y — X eine Umkehrabbildung zu f und sei y € ) beliebig. Per definierender
Eigenschaft der Abbildung g gibt es zu y genau ein x € X mit g(y) = z. Nach der Definition
der Umkehrabbildung ist aber g(y) = = dquivalent zu f(z) = y. Also gibt es zu y auch genau
ein z € X mit f(z) = y. Dies bedeutet per Definition, dass f bijektiv ist. O

Einige spezielle Abbildungen existieren fiir beliebige Mengen und @
konnen auch als weitere Beispiele von Abbildungen angesehen werden: ’l_

Definitionen & Beispiele (von speziellen Abbildungen). X

°
(1) Fiir jede Menge X ist die Identitdt oder identische Abbildung i
idy: X - X von X durch idy(x) := x fir alle x € X gegeben. Cb
Diese Abbildung nimmt die Zuordnung x — x fiir alle x € X wvor, Abb. 21: Die Identitit
ordnet also — wie in Abbildung 21 — jedem Element von X wieder ciner Menge X' mit 4
das Element selbst zu. Die Identitdt ist stets bijektiv. Elementen

(2) Fiir Mengen X, Y und ein fixiertes Element y € Y heifst X — Y, x — y die konstante
Abbildung von X nach Y mit (konstantem Funktions-) Werty. Ist f: X — Y die konstante
Abbildung mit Wert y, so notiert man® f =y und liest dies als ,f konstant gleich y*“.

(3) Fiir eine fixierte Teilmenge A C X einer (Grund-)Menge X wird die charakteristi-
sche Funktion oder Indikatorfunktion 14: X — {0,1} der Menge A durch 14(z) :=

1 fallsx e A

{0 falls x ¢ A

Etwas anders betrachtet kann man auch fir ein fixiertes Element x € X einer (Grund-)Menge X eine Abbildung
0z: P(X) — {0,1} durch §5(A) := L4 (x) fiir alle A € P(X) erhalten.

fiir alle x € X definiert.

Wir kommen nun zu weiteren Grundoperationen mit Abbildungen:

Definition (Komposition von Abbildungen). Seien X', Y und Z Mengen sowie f: X — Y
und g: Y — Z Abbildungen. Dann ist die Komposition, auch Verkettung oder Hinterein-
anderausfiihrung genannt, von f und g die Abbildung

gof: X —>2Z2
mit
(go f)(x) :=g(f(z)) fiir alle x € X .

Beispiel. Fiir f: N — Z mit f(n) := 7-3n fir n € N und g: Z — Q mit g(z) := 2%2—32+4%
fir z € Zist go f: IN — Q durch (go f)(n) = (7—3n)% — 3(7—3n) + 473" fiir n € IN gegeben.

Anschaulich bedeutet die Komposition, dass man erst den Zuordnungen von f, dann denen
von g folgt und auf diese Weise die Zuordnungen von go f erhélt; dazu vergleiche Abbildung 22.

5Das ,normale* Gleichheitszeichen wird an dieser Stelle bewusst vermieden, da die Abbildung f und das
Element y des Zielbereichs verschiedene Objekte sind. Alternativ kann man f(z) = y fiir alle z € X ausschreiben

=«

und auf die Verwendung von ,=“ verzichten.
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2.1. Abbildungen 33

°
D
Abb. 22: Die Komposition go f: X - Zvon f: X Y und g: Y — Z

Sowohl anschaulich einleuchtend als auch problemlos zu beweisen ist dann:

Satz (iiber Assoziativitit der Komposition). Fir Mengen W, X, Y, Z sowie Abbildungen
fWoX,g: X —=Yund h: Y — Z gilt

(hog)of=ho(goef).
Beweis. Fiir w € W ergibt sich mit der Definition der Komposition

((hog)o f(w) = (hog)(f(w))=hg(f(w)) =h((ge f)(w)) = (ho(ge f)(w). T

Bemerkung (zur Nicht-Kommutativitdt der Komposition). Die Frage, ob die Komposition
kommutativ ist, ob also g o f gleich f o g ist, macht nur fiir Selbstabbildungen f, g einer Menge
X Sinn. Die Antwort ist aber auch in diesem Fall im Allgemeinen ,,Nein!“. Zum Beispiel gilt
fiir die konstanten Abbildungen f: {0,1} — {0,1} mit f =0 und ¢: {0,1} — {0,1} mit g =1
offensichtlich 0 = fog#go f = 1.

Ubrigens liegt selbst fiir bijektive f,g: X — X im Allgemeinen keine Kommutativitét vor:
Zum Beispiel bei f,¢g: {1,2,3} — {1,2,3} mit f(1) := 2, f(2) := 1, f(3) := 3 und ¢(1) := 1,
9(2) =3, 9(3) = 2 st 3= (g £)(1) # (f o g)(1) =2

Satz (Abbildungseigenschaften und Komposition). Seien X', Y, Z Mengen sowie f: X — Y und
g: Y — Z Abbildungen. Dann gelten:

f, g beide injektiv = g o f injektiv, go f injektiv = f injektiv,
f, g beide surjektiv = go f surjektiv, go f surjektiv = g surjektiv,
f, g beide bijektiv = g o f bijektiv, go f byektiv = f injektiv, g surjektiv.

Beweis. Die ersten beiden Zeilen werden in den Lernwerkstitten und Ubungen behandelt. Die
dritte folgt direkt daraus. O

Definition (inverse Abbildungen). Seien X, Mengen sowie f: X — Y und g: Y — X Ab-
bildungen. Dann heiflen f und g zueinander invers und g heifit inverse Abbildung, inverse
Funktion oder kurz Inverse von/zu f, wenn gelten:

go f=idy und fog=idy.
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34 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

Bemerkung (zu Inversen). Seien X',) Mengen. Falls iiberhaupt eine Inverse zu f: X — Y
existiert, ist diese eindeutig bestimmt.

Beweis der Findeutigkeit. Sind g: ) — X und g: ) — X zwei Inverse zu f, so folgt
g=goidy=go(fog)=(gof)og=idrog=yg. O
Tatséachlich ist die Inverse nichts anderes als die Umkehrfunktion:

Satz (Umkehrfunktionen sind dasselbe wie Inverse). Seien X,) Mengen. Genau dann
ist g: Y — X die Umkehrfunktion von f: X — Y, wenn g die Inverse zu f ist.

Beweis. ,—*: Ist g die Umkehrabbildung zu f, so ergibt Einsetzen von y = f(x) bzw. z = g(y)
in der Definition, dass g(f(z)) = « fiir alle z € X und f(g(y)) = y fiir alle y € Y gelten. Damit
ist g auch die Inverse zu f.

,<—": Ist ¢ die Inverse zu f, so sind go f = idy und f o g = idy beide bijektiv. Nach
dem vorigen Satz ist dann f injektiv und surjektiv, also auch bijektiv. Damit existiert die
Umkehrfunktion f~' von f. Nach ,==* ist f~! invers zu f. Per Eindeutigkeit der Inversen ist
g = f~1, also ist g die Umkehrfunktion zu f. O

Insbesondere sind Bijektivitidt, Umkehrbarkeit (d.h. die Umkehrfunktion existiert) und
Invertierbarkeit (d.h. die Inverse existiert) einer Abbildung alle drei exakt gleichbedeutend.

Zum Abschluss des Abschnitts sammeln wir noch einige weitere Grunddefinitionen bei Ab-
bildungen ein. Zum Beispiel kann man den Definitionsbereich immer (kiinstlich) verkleinern und
bei Werten in einem kartesischen Produkt in die sogenannten Komponenten aufspalten:

Definition (Einschrinkungen). Seien X',) Mengen. Die Einschrdinkung einer Abbildung
f: X =Y auf eine Teilmenge A des Definitionsbereichs X ist die Abbildung

flat A=Y

mit dem kleineren Definitionsbereich A, aber der auf diesem unverdnderten Zuordnungsvorschrift

fla(z) == f(x) fir alle x € A.

Definitionen & Bemerkungen (zu kartesischen Produkten und Abbildungen). Sei
n € N, und seien X, Y, X1, V1, X2, Vo, ..., X, Vn Mengen. T
. le

pi: X1 xXx...x&X, = A& Xo| p2 X1 X Xy

(1) Farie {1,2,...,n} wird die i-te Projektion

des n-fachen kartesischen Produkts X1 x Xox ... XX,
durch die Festlegung p;(x1,x2,...,Ty) = x; fir alle ® é_| °
(X1, @, ..., xn) EX1xXoX ... XX, definiert; firn=2 ... , ... ,
vgl. Abbildung 23. Es wird auch py, statt p; notiert. : : :

Auch allgemein nutzt man x; mit i € {1,2,...,n}
als Standard-Bezeichnung fiir den Fintrag p;(z) des
Tupels © € X1 xXox ... xX,. Mit anderen Worten Abb. 23: Das Produkt X; x X, und die

N
. . * -

versteht man auch dann x = (r1,2,...,Ty,), wenn Projektionen und
die 5intrdge des Tupels x noch nicht explizit benannt Pa: XXXy — Xy fiir Xy, Xy C R
wurden.
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(2)

3)

(4)

Fine Funktion

i X2 XV X... XY,

mit Werten im n-fachen kartesischen Produkt Y1 xXYoX ... XY, entspricht eins-zu-eins ein-
zelnen Funktionen fi: X = Y1, fo: X = Yo, ..., fn: X = VY mit

f(x) = (fi(x), fo(x), ..., ful)) fiir alle x € X .

Man nennt fi, fo,..., fn die Komponenten(funktionen) von f und kann jedes f; mit
i€ {1,2,...,n} als f; = pi o f mit der i-ten Projektion p; von Y1 xYax ...xY, schreiben
(woraus die Existenz und Eindeutigkeit von fi, fa, ..., fn zu gegebenem f klar wird).

In Analogie zu Elementen der (Ziel-) Mengen schreibt man die Funktion mit Komponenten
fisfosooos fnoals (f1, fo,-- ., fn) und verwendet fi, fo,..., fn als Standard-Bezeichnungen
fir die Komponenten einer Funktion f mit Werten in Y1 XVoX ... XYVy.

Besonders hdufig arbeitet man im Fall Y1 = Yo = ... =Y, =Y, also fiir eine Funktion
f: X =",
mit den n Komponentenfunktionen f1, fo,..., fn: X = Y der Funktion f.

Die Diagonalabbildung X — X™ , x — (z,x,...,x) kann auch als die Abbildung (idx,idx,...,idx): X — X", deren
Komponenten alle idx sind, geschrieben werden. Sie ist stets injektiv.

Das kartesische Produkt von Abbildungen fi1: X1 — V1, fa: Xo — Vo ist die Abbildung f1 X fa: X1 XX — V1 X2,
die durch (fi1 X f2)(z1,z2) := (fi(z1), f2(x2)) fir alle (x1,z2) € X1 XXo definiert wird. Die Komponenten von fiX fa
sind py,o(fixf2) = f1opa,: XixXo = V1 und py,o(fixf2) = f20pa,: X1xXe — V2 mit den Projektionen
Px,,Px, und py,,py, der kartesischen Produkte X1 XX und Y1x)Ya. Die Produkt-Bildung x bei Abbildungen ist
assoziativ und ist analog fiir eine beliebige endliche Zahl von Funktionen (statt zweien) sinnvoll.

Als letztes besprechen wir noch kurz Mengen von Abbildungen:

Definition (Mengen von Abbildungen). Sind X',Y Mengen, so schreiben wir Abb(X,))
oder Y% fiir die Menge der Abbildungen von X mnach Y. Speziell im Fall X =) wvon
Selbstabbildungen kiirzen wir gelegentlich Abb(X) := Abb(X, X)) ab.

Bemerkungen (zur Identifikationen von (Mengen von) Abbildungen). Sei n € IN, und seien
X, YV, V1,0, ..., Y, Mengen.

(1)

Fiir jeden Definitionsbereich X = {x1,x2,...,x,} mit genau n verschiedenen
Elementen z1,xo,...,x, ist

Abb(X,Y) = V", [ (f(z1), f(z2),. .., f(2n))

eine Bijektion. Daher kann man eine Abbildung f € Abb(X,)) auf dem n-elementigen
Definitionsbereich X auch als n-Tupel (f(x1), f(z2),..., f(x,)) € Y™ ihrer Werte betrachten
und bekommt in diesem Fall eine naheliegende Identifikation von Abb(X,Y) mit Y".
In Anlehnung hieran kann man sich eine Abbildung f € Abb(IN,)) mit Definitionsbereich
IN als ,unendliches Tupel“ (f(z1), f(x2), f(z3),...) ihrer Werte vorstellen — ein Objekt,
das wir so nicht definiert haben, das aber fiir Abb(IN,)) die Schreibweise YN nahelegt.
Hierdurch wird fiir Abb(X,)) auch bei allgemeinen Definitionsbereich X’ die in der vorigen
Definition eingefiihrte und an eine Potenz erinnernde Schreibweise Y motiviert.
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36 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

(2) Der oben erwihnten Eins-zu-Eins-Entsprechung zwischen Funktionen mit Werten in Produkt Y1 xY2X ... XYy, und
dem Tupel ihrer Komponentenfunktionen liegt tatséchlich eine Bijektion

Abb(X, V1 XYaX ... xYVn) = Abb(X, V1) X Abb(X,Y2) X ... X Abb(X,Vn)
oder mit anderen Worten (und vielleicht intuitiver)
VixVax ... xVn)¥ = V¥ x V5 x L ox VY

zugrunde, die die Zuordnung f — (f1, f2,..., fn) vornimmt (mit den Komponenten f; von f). Dies erméglicht eine
hiufig verwendete Identifikation, die wir teils in die Notation fiir die Komponenten eingebaut haben. Deutlicher
noch sieht man dies an der zugehorigen Umkehrabbildung, die (f1, f2,..., fn) — (f1, f2,.-., fn) zuordnet, wobei das
Tupel der Einzelfunktionen fi, fa,..., fn (links) und die Funktion mit Komponenten f1, f2, ..., fn (rechts) in unserer
Notation nicht mehr unterscheidbar sind.

2.2 Natiirliche und ganze Zahlen, Induktion und Rekursion

Natiirlich wurde die Menge IN = {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen bereits verwendet und
ist Thnen geldufig. Dennoch moéchte man IN in der Mathematik préziser als durch eine Auflis-
tung mit Piinktchen einfithren, und prinzipiell kann man den Aufbau der Mathematik dann
auch so gestalten, dass IN vor seiner Einfiihrung nicht vorkommt. (Die Einhaltung einer derar-
tigen konsequenten Reihenfolge wire aber an vielen Stellen so umsténdlich, dass dies fiir eine
Vorlesung nicht in Frage kommt.) Die prézise Einfithrung von IN mag zunéchst penibel und
iiberfliissig scheinen, wird aber den richtigen Rahmen fiir das wichtige Beweisverfahren der
vollstdndigen Induktion, rekursive Definitionen und die Eingrenzung der entscheidenden
Eigenschaften von IN bieten. Tatséchlich fordern wir zur Einfiihrung von IN folgendes Axiom:

Axiom (Peano-Axiome der natiirlichen Zahlen). Es gibt eine Menge IN, eine injektive
Abbildung S: IN — IN und ein Element 1 € IN\ S(IN), so dass fiir alle Teilmengen M von IN gilt:
Ist 1 € M und S(M) C M, so folgt M = IN.

Es handelt sich hierbei um eine kurze und prignante Zusammenfassung eines fiinf separate
Axiome umfassenden Axiomensystems, das auf G. Peano (1858-1932) zuriickgeht. Wir disku-
tieren die Original-Axiome und erldutern damit zugleich das Vorausgehende:

e Die erste Forderung 1 € N sichert iiberhaupt die Existenz einer natiirlichen Zahl 1.

e Das zweite Axiom postuliert fiir jede natiirliche Zahl n € IN die Existenz und Eindeu-
tigkeit eines Nachfolgers S(n) € IN, den wir normalerweise als n+1 bezeichnen. Dieses
Axiom ist oben in der Wohldefiniertheit der Abbildung S: IN — IN enthalten.

e Das dritte Axiom 1 ¢ S(IN) besagt, dass 1 nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist und
begriindet die herausgehobene Rolle der 1 als erste natiirliche Zahl.

e Peanos viertes Axiom fordert S(m)=S5(n) = m=n fiir alle m,n € IN, entspricht oben
der Injektivitéit von .S und sichert die Eindeutigkeit des Vorgingers jeder natiirlichen
Zahl (sofern es iiberhaupt einen Vorgénger gibt).

e Das letzte Axiom schliefllich enthélt die oben gestellte Forderung fiir Teilmengen M von
IN und kann in Worten so formuliert werden, dass aus 1 € M und der Giiltigkeit der
Implikation n € M = S(n) € M fiir alle n € IN schon M = IN folgt. Dieses Postulat ist
als Induktionsaxiom bekannt, sichert unter anderem, dass in IN nicht ,,zu viele“ Zahlen
enthalten sind, und wird in Folge noch sehr genau diskutiert.
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2.2. Natiirliche und ganze Zahlen, Induktion und Rekursion 37

Natiirlich beschreiben diese Axiome nichts anderes als die gewohnte Struktur der natiirlichen
Zahlen, wobei die Sukzessions- oder Nachfolge-Abbildung S in Abbildung 24 veranschau-
licht wird, einfach dem ,, Weiterzéhlen* von einer natiirlichen Zahl zur néchsten entspricht und
die formale Einfithrung der 1-stelligen Zahlen durch

2:=5(1), 3:=5(2), 4:=5(3), 5:=54), 6:=5(5), 7:=5(6), 8:=5(7), 9:=5(8)

ermoglicht.

N

L2348
NN N
123456..)

]N(1ﬁ>2i>3i>4i>5i>6ﬁ>..)
N

Abb. 24: N und die Nachfolge-Abbildung S: IN — IN (zwei Moglichkeiten der Veranschaulichung)

Auch wenn all dies mehr oder weniger vertraut scheinen mag, sei an dieser Stelle trotzdem
die Warnung angebracht, dass bei IN als Menge mit unendlich vielen Elementen ganz
anderes passieren kann als bei Mengen mit nur endlich vielen Elementen. So erhélt man aus
der Injektion S: IN — IN zum einen die Bijektion S: IN — S(IN), durch die man die Elemente
von IN und S(IN) eins-zu-eins identifizieren kann. Zum anderen ist aber doch S(IN) & IN, denn
IN enthilt das Element 1 ,mehr“ als S(IN). Genau diese paradox scheinende Eigenschaft des
Unendlichen illustriert das beriihmte Gedankenspiel des Hilbert-Hotels: In diesem Hotel
gibt es unendlich viele Zimmer, fiir jede natiirliche Zahl als Raumnummer eines. Sind alle Zimmer
belegt, so ist dieses besondere Hotel aber dennoch nicht voll. Kommt némlich in dieser Situation
ein neuer Gast an, so bittet man alle bereits eingezogenen Géste, aus ihrem derzeitigem Zimmer
n in das Nachfolge-Zimmer S(n) zu ziehen, sozusagen entlang der Umzugswege im zweiten Bild
der Abbildung 24. Damit wird Zimmer 1 frei und kann durch den neuen Gast bezogen werden.

Weitere Eigenschaften von IN (und S) kénnen wir aus den Axiomen folgern. Zum Beispiel
sind bei {n € IN|S(n) # n} geméB dem dritten und vierten Axiom die Voraussetzungen des
Induktionsaxioms erfiillt. Letzteres zeigt dann, dass die angegebene Menge ganz IN ist und sich
daher jedes n € IN von seinem Nachfolger unterscheidet. In dhnlicher Weise gibt die
Anwendung des Induktionsaxioms auf S(IN) U {1} fiir jede Zahl n € IN aufer 1 die Existenz
eines Vorgingers p € IN mit S(p) = n (der gemifl dem vierten Axiom auerdem eindeutig ist).
Schon hieran kann man die Wichtigkeit des Induktionsaxioms erkennen, auf das wir demnéchst
noch genau eingehen und ohne das man solche einleuchtenden Folgerungen tatséichlich nicht®
zur Verfiigung hitte.

Ist IN einmal eingefiihrt, so ist der Aufwand zur Definition von INg und Z eher gering:
Definition (natiirliche Zahlen mit Null und ganze Zahlen). Wir setzen
Ny := INU{0}
mit einer firierten Zahl 0 ¢ IN und

6 Alle Peano-Axiome auBer dem Induktionsaxiom sind auch fiir IN mit S(n) := n42 fiir alle ungeraden n € IN
und S(n) := n fiir alle geraden n € IN erfiillt. In diesem Modell wiren aber anders als iiblich alle geraden Zahlen
ihr eigener Nachfolger. Zudem sind die Peano-Axiome aufler dem Induktionsaxiom auch fiir die positiven reellen
Zahlen R := {z € R|z > 0} anstelle von IN mit S(z) := z+1 fiir alle z € R erfiillt und ebenso fiir IN mit
S(n) := n+2 fiir alle n € IN. Dabei giibe es neben 1 aber weitere Zahlen, die keinen Vorgénger besitzen, zum
Beispiel % im ersten und 2 im zweiten Fall.
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38 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

Z =Ny U (—NN)

mit einer ,Kopie“" —IN von N, so dass die Abbildung N — —IN, die jedem n € N ein neues
Element —n € (—IN) \INg zuordnet, bijektiv ist. Wir nennen die Zahlen aus IN auch die positiven
ganzen Zahlen, die aus —IN die negativen ganzen Zahlen. Das Negative —z € 7. einer ganzen
Zahl z € 7. definieren wir erginzend (nachdem es fiir positive z schon eingefiihrt ist) durch
—0:=0 und —(—n) :=n firn € N. Die Nachfolge-Abbildung setzen wir durch die Festlegungen
S(0) :=1, S(—1) := 0 und S(—=S(n)) := —n fir n € IN (natirlich unter Beibehalt von S(n) fir
n € IN) zu einer bijektiven Abbildung S: Z — Z. fort.

Wir halten fest, dass fiir jede Zahl z € Z ein eindeutiger Nachfolger S(z) € Z und ein eindeu-
tiger Vorginger S™1(2) € Z (mit der Umkehrabbildung S=': Z — Z der Bijektion S: Z — Z)
existieren und S~1(z) # z # S(z) erfiillen. (Letzteres folgt leicht aus S(n) # n fiir alle n € IN).

Bemerkung (zur Einfiihrung von INg). Ubrigens erfiillt anstelle von (IN,1) auch (INg,0) die
Peano-Axiome (mit S: Ny — Ny erweitert durch S(0) := 1). Insofern gibt es zwischen IN und
INg bisher, wo wir nur die Nachfolge-Abbildung S und ein Anfangselement 1 bzw. 0 betrach-
ten, keinen strukturellen Unterschied, und wir héitten alternativ auch INg axiomatisch einfiithren
und IN := N \ {0} setzen koénnen. Sobald wir die Grundrechenarten angehen, entstehen aber
selbstverstindlich strukturelle Unterschiede zwischen 1 und 0 und somit zwischen IN und INj.

Auf dem Induktionsaxiom fufit das fundamentale Beweisprinzip der vollstindigen
Induktion (VI) zum Nachweis einer von n € IN abhiingigen Aussage® A(n) fiir alle
n € IN, bei dem man wie folgt vorgeht:

Induktionsanfang: Zeige | A(1) |.
(VD)

Induktionsschritt: Zeige die Implikation ‘ A(n) = A(n+1) ‘ fiir alle n € IN.

Dabei haben wir schon einmal n+1 := S(n) als die allgemein {ibliche und mittelfristig einfach
bessere Bezeichnung fiir die auf n folgende natiirliche Zahl verwendet.

Bemerkungen (zum Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion).

(1) Der Induktionsanfang wird auch Induktionsverankerung genannt. Er ldsst sich oft ver-
gleichsweise einfach und schnell erledigen, darf aber natiirlich nicht vergessen werden.

(2) Fiir den Induktionsschritt fixiert man ein beliebiges n € IN. Man betrachtet die In-
duktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung A(n) als gegeben und leitet dann unter
Verwendung dieser Annahme die Induktionsbehauptung A(n+1) her.

(3) Dass das Beweisverfahren funktioniert und tatséchlich die Giiltigkeit von A(n) fiir allen € IN
sicherstellt, ist durch das Induktionsaxiom gerechtfertigt: Sind Induktionsanfang und
Induktionsschritt gemacht, so wissen wir fiir die Menge M := {n € IN| A(n) gilt} einerseits

"Die etwas vage Einfithrung von —IN als , Kopie“ kann mengentheoretisch untermauert werden, indem man
nur von einem neuen (Vorzeichen-)Objekt © ausgeht, —IN := {©}xIN setzt und dann fiir n € IN die Notation
—n := (6,n) € —IN festlegt. Wir werden & und diese Konstruktion aber nie wieder explizit brauchen, sondern
mit dem in der Definition Gesagten auskommen.

8Genauer ist A(n) ein Pridikat mit freier Variable n, fiir die natiirliche Zahlen eingesetzt werden kénnen, und
das Ziel ist der Nachweis der Aussage VneIN: A(n).
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1 € M und andererseits n € M = S(n) € M. Wir kénnen daher per Induktionsaxiom
schliefen, dass M = IN ist. Nach Wahl von M bedeutet dies, dass A(n) fiir alle n € IN gilt.

(Diese Argumentation braucht jetzt, nachdem wir sie einmal gemacht haben, natiirlich nicht
bei jedem Induktionsbeweis wiederholt zu werden.)

Induktionsbeweise sind nicht konstruktiv, da man schon vor Beginn des Beweises wis-
sen muss, wie die zu zeigende Aussage A(n) fiir alle n € IN aussieht. Um ein ,,Gefiihl* zu
bekommen und eine sinnvolle Vermutung A(n) aufstellen zu kénnen, experimentiert man
typischerweise mit den ersten paar natiirlichen Zahlen. Ein fehlerfreier und erfolgreicher
Induktionsbeweis zementiert dann, dass eine Aussage A(n), die man fiir die ersten paar
natiirlichen Zahlen n verifiziert hat, tatsédchlich und unwiderruflich fiir alle natiirlichen Zah-
len n gilt. Mit etwas mehr Erfahrung kann man manchmal auch mit méglichen Induktions-
schritten experimentieren, um sinnvoll eine Vermutung A(n) aufstellen zu kénnen. Wie man
zur Vermutung findet, ist tatséchlich nicht vorgeschrieben und muss auch nicht (unbedingt)
dokumentiert werden.

Achtung! Vollstindige Induktion ist kein Allheilmittel, und man muss nicht jede
von n € IN abhingige Aussage A(n) mit vollstindiger Induktion beweisen. Oft
kann man solche Aussagen A(n) auch fiir jedes n € IN ohne Verwendung der vorigen Aussa-
gen A(1),A(2),...,A(n—1) zeigen und braucht dann keinen Induktionsbeweis anzusetzen.
Insbesondere ist dies der Fall, wenn man beim Versuch eines Induktionsschritts feststellt,
dass man die Induktionsbehauptung ohne Verwendung der Induktionsannahme zeigen kann.
Auch wenn man formal nichts falsch gemacht hat, empfiehlt es sich in dieser Situation trotz-
dem, das Argument noch einmal neu und induktionsfrei aufzuschreiben.

Beispiele (Beispiele fiir Beweise mit vollstdndiger Induktion). Unter leichtem Vorgriff auf noch
einzufithrende Konzepte und Rechenregeln geben wir Beispiele der Anwendung von (VI):

(1)

Wir wollen zeigen:
Fiir alle n € IN ist 32" —2" durch 7 teilbar.

Beweis. Wir argumentieren durch vollstdndige Induktion nach n € IN.

Induktionsanfang fir n = 1: Die Behauptung reduziert sich wegen 3%!1—2' = 7 zu 7 ist
durch 7 teilbar” und ist offensichtlich richtig.

Induktionsschritt von n auf n+1 fir n € IN: Wir mochten von der Induktionsannahme
»32"—2" ist durch 7 teilbar® auf die Induktionsbehauptung ,,32"+2—27+1 ist durch 7 teilbar*
schlieffen. Dazu schreiben wir

32n+2 _ 2n+1 — 93271 _ 9271 4 9271 _ 2271 — 9(32n_2n) + 7277,,

wobei einerseits nach Induktionsannahme 32" —2" und damit auch 9-(3*"—2") durch 7 teilbar
ist und andererseits 7-2" wegen des Faktors 7 durch 7 teilbar ist. Mit den beiden Summanden
ist auch die Summe 32772 -27+1 durch 7 teilbar und die Induktionsbehauptung gezeigt. [

Wir wollen zeigen, dass (wie Thnen vielleicht schon aufgefallen ist) die sukzessive Addition
der ungeraden Zahlen die Quadratzahlen ergibt, genauer

143454 ... +(2n=3) + (2n—1) = n? fiir alle n € IN.
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Beweis. Wir argumentieren durch vollstdndige Induktion nach n € IN.
Induktionsanfang fir n = 1: Die Behauptung reduziert sich zu 1 = 1% und gilt offensichtlich.

Induktionsschritt von n auf n+1 fir n € IN: Wir mochten von der Induktionsannahme
14345+ ... +(2n—3) + (2n—1) = n? auf die Induktionsbehauptung 1+3+5+...+(2n—1) +
(2n+1) = (n+1)? schlieBen. Dazu rechnen wir unter Verwendung der Induktionsannahme
im zweiten Schritt

143454+ ... +(2n—1)+(2n+1) = (14+3+5+ ... +(2n—3)+(2n—1)) + (2n+1)
=n? + (2n+1) = n®42n+1 = (n+1)?

und erhalten die Induktionsbehauptung. O

In der praktischen Anwendung treten auch etliche Varianten des Induktionsprinzips auf:
Zum Beispiel kann man eine Aussage A(z) fiir alle z € {z0, 20+1, 2042, ...} mit fixiertem zp € Z
(hdufig auch zp = 0) nachweisen, indem man den Induktionsanfang bei A(zp) und Induktions-
schritt fiir alle z € {29, 20+1, 20+2, ...} von A(z) zu A(z+1) durchfithrt. Man kann die Variable
beim Induktionsschritt selbstverstdndlich anders benennen und den Schritt etwa von A(z—1)
zu A(z) fir alle z € {z0+1, 20+2, 20+3, . . .} durchfiihren. Man kann mehrere Einzelfiille als In-
duktionsanfang behandeln oder beim Induktionsschritt in Zweierschritten von A(z) zu A(z+2)
iibergehen (niitzlich etwa dann, wenn fiir gerade und ungerade z unterschiedliches Vorgehen
geboten ist). Explizit erwidhnen wir folgende Variante mir ,,allen“ Induktionsannahmen,
die ebenfalls den Nachweis von A(n) fiir alle n € IN erlaubt:

Induktionsanfang: Zeige A(1). Vi)
Induktionsschritt: Zeige A(1) A A(2) A... A A(n) = A(n+1) fiir alle n € IN.

Da man hier mehr Annahmen zur Verfiigung hat, bietet (\ﬁ) beim Induktionsschritt mehr
Flexibilitét als (VI). Tatséchlich sind die beiden Prinzipien aber gleichwertig, denn (\71) kann
durch Anwendung des Original-Prinzips (VI) auf A(n) := A(1) A A(2) A ... A A(n) aus diesem
abgeleitet werden.

Entscheidend ist bei allen Varianten des Induktionsprinzip aber vor allem, dass durch
Induktionsanfang und -schritt ein Dominoeffekt entsteht, dass etwa durch A(zp), den
Schritt von A(zg) zu A(20+1), den Schritt von A(zp+1) zu A(z0+2), den Schritt von A(z9+2) zu
A(29+3), ... alle gewiinschten A(z) abgedeckt werden. Statt verschiedene Varianten auswendig
zu lernen, sollte man tatséchlich besser an dieses Zusammenspiel von Induktionsanfang und
Induktionsschritt im Hinterkopf behalten und sich iiberlegen, dass es funktioniert.

Weiteres Beispiel. Es folgt ein Beispiel zur Anwendung von (\71) (oder eigentlich einer weiteren
kleinen Variante davon mit Induktionsanfang bei n = 2):

(3) Wir mochten die Existenz der Primfaktorzerlegung zeigen:

Fiir alle n € IN\ {1} gibt es k € IN und Primzahlen pq,po,...,pr € IN mit n = pipa-... .

Beweis. Wir argumentieren durch vollstindige Induktion nach n € IN \ {1}.

Induktionsanfang fiir n = 2: Fiir n = 2 gilt die Behauptung mit £ = 1 und der Primzahl 2.
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Induktionsschritt von 2,3,...,n—1 auf n fiirn € N\ {1,2}: Wir haben als Induktionsannah-
me, dass die behauptete Darstellung fiir 1,2,...,n—1 jeweils existiert. Wir moéchten daraus
die Existenz der entsprechenden Darstellung von n ableiten. Im Fall, dass n eine Primzahl
ist, ist die Darstellung trivial (mit & = 1, py = n). Im Fall, dass n keine Primzahl ist,
koénnen wir n = ab mit a,b € {2,3,...,n—1} schreiben. Geméf Induktionsannahme gibt es
daher einerseits k € IN und Primzahlen p1,p2,...,pr € IN mit a = p1ps- ... pi, andererseits
¢ € N und Primzahlen q1,¢q2,...,q € IN mit b = q1¢2- ... -qe. Setzen wir pp4; := ¢; fiir alle
i€{1,2,...,0}, so ergibt sich mit

n=ab= (pip2-...pe)(Q1q2" - - .*qe) = P1P2" - - . "Phte

die behauptete Darstellung von n (mit k+¢ € IN anstelle von k). Wir erhalten also die
Induktionsbehauptung. O

Eine Version des Induktionsprinzips zur Erklarung eines von n € IN abhingigen Ob-
jekts X, fiir alle n € IN ist das Prinzip der rekursiven Definition, das wir schematisch wie
folgt festhalten:

Rekursionsanfang: Definiere X;. (RD)
Rekursionsschritt: Fiir alle n € IN definiere X, 11 unter Riickgriff auf X,,.

Hierbei ist (nur jetzt einmal, nicht bei jeder Anwendung) zu iiberlegen, dass das Objekt X,
durch diese Festlegungen tatséchlich fiir alle n € IN definiert wird. Genau dies ergibt aber die
Anwendung des Induktionsprinzips (VI) auf die n-abhéngige Aussage ,,X,, ist (wohl)definiert*
(jedenfalls sofern beim Rekursionsschritt X,,11 fiir gegebenes X,, immer wohldefiniert ist). Ana-
log zum Induktionsprinzip besitzt auch (RD) Varianten mit Rekursionsanfang bei beliebigem
zo € Z., mehreren Einzelfillen als Rekursionsanfang, Rekursionsschritt mit Riickgriff auf mehre-
re Vorgianger-Objekte, et cetera. Damit wird es moglich, viele naheliegende Definitionen praziser
als mit Piinktchen (oder auch tiberhaupt erst) hinzuschreiben:

Beispiele (zur rekursiven Definition von Rechenoperationen auf Z).

(1) Ausgehend von der bijektiven Nachfolge-Abbildung S: Z — Z kann man die Summe z+n €
Z und die Differenz z—n € Z von z € Z und n € INy erkldren, dies aber auf verschiedene
Weisen hinschreiben: Mit Piinktchen lauten die Definitionen

s+ne=S8(S(S(..(S(2)..))  und  z—n:=8"1STHSTI...(SM(2))...) .

n Anwendungen von S n Anwendungen von S~!

Mit dem Rekursionsprinzip kénnen wir dieselben Definitionen ganz prézise und frei von
Andeutungen durch Piinktchen fiir alle z € Z durch

24+0:=2z, z+ S(n) := S(z+n) fiir n € Ny, z—S(n) =S (z—n) fir n € Ny

treffen. Wenn im Vorfeld z+1 := S(z), z—1 := S71(2) vereinbart wird, konnen beide Vari-
anten etwas vertrauter hingeschrieben werden, nédmlich mit Piinktchen als

shno= (L (DDA 4. )41 und 2z —n= (L (((2=1)=1)=1)—...)—1

n Summanden 1 n Subtrahenden 1
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und mit Rekursion als
240:=z, z+(n+1) := (z4n)+1 fiir n € Ny, z—(n+1) := (z—n)—1 fiir n € Ny.
Um z + Z € Z sogar fiir beliebige 2,z € Z zu erkldren, vereinbart man im Nachhinein noch

z4+(—n):=z—-nfirnelN und z—(—n):=z+nfirnelN.

(2) Ausgehend von der Summe kann das Produkt

nz:=nz:= (...((2+2)+2)+...)+2 € Z

n Summanden z

von n € Np und z € Z erklirt werden. Die Prézisierung dieser Piinktchen-Definition durch
Rekursion fiir alle z € Z ist

0z:=0 und (n+1)z := (nz)+z fiir n € Ny
Um 2%z € Z sogar fiir beliebige z,z € Z zu erkldren, ergdnzt man die Festlegung
(—n)z :=n(—=2) fir n € N.
(3) Mit Hilfe des Produkts kénnen Potenzen

2= (.. ((z2)2)...)2z €L

~
n Faktoren z

mit Basis z € Z und Exponent n € IN definiert werden. Die prizisere rekursive Definition
fiir jedes z € Z lautet

n+1

Zh =z und z =2" .z firnelN.

Ergidnzend definiert man
2% := 1 (zumindest) fiir z € Z \ {0} .

Der Ausdruck 0° bleibt generell undefiniert (begriindet zum Beispiel dadurch, dass man
die Regeln 2° = 1 fiir alle z € Z \ {0} und 0" = 0 nicht beide konsistent fortsetzen kann).
Spiter wird es sich in manchen Zusammenhdingen als sinnvoll erweisen, 00 als 1 festzulegen.

Auf Basis der Definitionen kann man die Kommutativitéit und Assoziativitit der Ad-
dition und Multiplikation, die Distributivgesetze und weitere bekannte Rechenregeln
(z—z = 0, Klammer-Regeln, binomische Formel, et cetera) fiir den (symbolischen) Umgang
mit ganzen Zahlen herleiten. Zu einem groflien Teil kann dies mit Induktionsbeweisen nachge-
wiesen werden, was hier (abgesehen von einem Beispiel in den Ubungen) aber ausgespart werden
soll. Wir treffen ab jetzt auBlerdem die {iblichen Konventionen zur Klammereinsparung: Es
gilt Punkt- vor Strich-Rechnung, und die dadurch und durch Assoziativitét iiberfliissigen
Klammern werden weggelassen. Quotienten z:n = z/n = 2 € Z von z € Z und n € Z \ {0}
konnen im Rahmen der ganzen Zahlen natiirlich nur dann definiert werden, wenn z durch n
teilbar ist. Formal wiirde man den Quotienten = an dieser Stelle daher als die eindeutige Zahl
q € 7, sofern eine solche denn existiert, mit nqg = z festlegen.
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Weitere Beispiele (fiir rekursive Definitionen).

(4)

Die Fakultéat
nl:=n(n-1)-...-321 N

von n € INg wird rekursiv definiert durch
0':=1, (n+1)! := (n+1)(n!) fiir n € Ny.
Beispiele sind 0! = 1! =1, 2! = 2, 3! =6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40320.

Die Fibonacci-Zahlen F,, € INy mit n € INg konnen tatséchlich nicht so einfach mit
Piinktchen hingeschrieben werden. Sie sind rekursiv durch

Fy:=0, =1 und Foi1:=F_1+F, fir allen € N

definiert. Die ersten Fibonacci-Zahlen sind Fop =0, Fy =1, Fy =1, F3 =2, Fy =3, F5 =5,
Fs =8, Fy = 13, Fy = 21, Fy = 34, Fiy = 55. Uberraschenderweise kann man (z.B. mit
vollstédndiger Induktion) auch die fiir alle n € IN giiltige geschlossene Formel von Binet

)

beweisen. Etwas mehr zu Beweis und Hintergrund dieser Formel folgt in den Ubungen.

Fir k£ < £ in Z wird die Summe von ¢—k+1 Zahlen ay,ax+1,...,a0¢-1,a¢ € Z mit dem
Summenzeichen ) (nach dem Sigma genannten griechischen Buchstaben ¥) als

L

Z a; = ap+agy1+ ... +ap_1+ag €Z
i=k

abgekiirzt. Rekursiv kann man fiir gegebene a; € Z erst

0 n n—1
Zai::ao und Zai = <Zai)—|—anfﬁrn€]N,
=0 =0 =0

darauf aufbauend dann

y4 V4
Zai 1= apy; fir k < /2in Z
i=k %

Ea

Il
o

definieren. Spezialflle sind Summen von Einsen Zf: x 1={—k+1und Produkte nz=>"" , z.

Analog wird fiir k¥ < ¢ in Z das Produkt von ag,ag41,...,ar—1,a¢ € Z mit dem Produkt-
zeichen [] (nach dem Pi genannten griechischen Buchstaben II) als

L
H Q; = QRak+1 - .. Gg—10¢ € 7
i=k

abgekiirzt. Die rekursive Definition kann genau wie beim Summenzeichen ausgeschrieben

werden. Spezialfille sind Potenzen 2" = [[;"; z und Fakultéten n! = [T, 7.
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In Ergéinzung zu (6) und (7) notiert man auch .y a; == 3% a;; und [[;c; a; =[]} a;;
fiir jede endliche Indexmenge I = {i1,i2,...,4,} mit n € IN Elementen. Ergéinzend nutzt man
fiir ,leere* Summen und Produkte die Konventionen Zf:k a; =0, Hf:k: a; == 1im Fall k > ¢
sowie D ;g a;i := 0, [[;cg @i == 1. Wichtiger fiirs Rechnen mit Summen- und Produktzeichen sind
die Regeln fiir Indexverschiebung (mit &,/ € Z, v, a; € Z; entspricht Substitution j = i+v)

0 l+v 4 l+v
D a= > G [Tai= 11 @
i=k j=k+v i=k j=k+v

Indexlaufumkehr (mit k, ¢ € Z, a; € Z; entspricht Substitution j = k+£—1)

4 14 4 J4
j i=k j=k

und Verhalten bei Summen und Produkten (mit Indexmenge I, a;,b;,2 € Z, n € IN)

D (aitb) = (Zal>+<2bi>, [[(ai+b:) = (Hal><Hbz>

el el el el el el
n
> (2ai) =2 ai, [1(e) = <H@z)
el el el el

Diese Regeln (und die bei der Notation mit Indexmengen implizit unterstellte Unabhéngig-
keit von der Reihenfolge, in der die Elemente nummeriert werden) liegen in Anbetracht der
Piinktchen-Definitionen so nahe, dass wir hier auf Beweise dazu verzichten.

Stattdessen diskutieren wir als Néchstes die Thnen allen bekannte Darstellung ganzer Zahlen,
bei denen Ziffern an unterschiedlichen Positionen unterschiedliches Gewicht besitzen, also die
Darstellung in sogenannten Stellenwertsystemen:

Beispiele und Bemerkungen (zu Stellenwertsystemen).

(1) Im Dezimalsystem/dekadisches System/Zehnersystem werden die bereits erklirten
1-stelligen Zahlen 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 € INg als Ziffern verwendet. Allgemeiner erhilt man
eine (n+1)-stellige Zahl mit n € INy durch Hintereinanderschreiben solcher Ziffern z; €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} und unter Verwendung der Basis 10 := S(9) als

n
ZnZn—1 - .. 222120 1= E z-10" € INg,
i=0

wobei das Hintereinanderschreiben von Ziffern ohne dazwischen gestelltes Symbol hier aus-
nahmsweise nicht fiir das Produkt steht. Man kann dies als rekursive Definition betrach-
ten, bei der der Rekursionsanfang mit der Definition der 1-stelligen Zahlen bereits erfolgt
ist und im Rekursionsschritt fiir jedes n € IN die (n+1)-stellige Zahl zm := 2-10"+m mit
Ziffer z € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} und n-stelliger natiirlicher Zahl m definiert wird.

Werden Ziffern ohne Verkniipfungszeichen und Erlduterung verwendet und /oder
hintereinander geschrieben, so ist standardmdflig immer dieses System gemeint.
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(2) In Stellenwertsystemen mit beliebiger Basis b € IN\ {1} arbeitet man mit b Ziffern.
Man verwendet (jedenfalls heutzutage und in unserem Kulturkreis) im Fall b < 10 normaler-
weise die b ersten Ziffern 0,1, 2,...,b—2,b—1 € Z des Dezimalsystems in iiblicher Bedeutung
und muss fiir b > 10 Ziffersymbole fiir die Dezimalzahlen 10,11,12,...,6—2,b—1 € Z hin-
zufiigen. Fiir jedes n € Ny werden (n+1)-stellige Zahlen mit (im jeweiligen System zuléssi-
gen) Ziffern z; in Analogie zum Dezimalsystem durch

n

(Znzn—1-..222120)p = Zzi-bi € INg
=0

erkliart (wobei die als Subskript anzugebende Basis b geméfl Dezimalsystem benannt wird).
An verschiedenen Stellen iibliche Basen sind b = 2 (Binérsystem/Dualsystem/Zweiersystem),
b =3 (Ternérsystem), b = 8 (Oktalsystem/Achtersystem), b = 10 (Dezimalsystem aus (1)),
b = 12 (Duodezimalsystem/Zwolfersystem), b = 16 (Hexadezimalsystem/Sechzehnersystem).
Beim letztgenannten System sind als Zusatz-Ziffern A := 10, B := 11, C := 12, D := 13,
E := 14, F := 15 weitgehend {iblich.

Beispiel. Nachrechnen zeigt (11111100100)2 = (2202211)3=(3744)g =2020=(1204)12 = (7E4) .

Wie fiir die Basis 10 ist auch fiir beliebige Basen b € IN\ {1} richtig, dass jede natiirliche Zahl
eine Zifferndarstellung in dieser Basis hat und verschiedene Zifferndarstellungen ohne fithrende
Null-Ziffern zu verschiedenen natiirlichen Zahlen gehoéren. Streng genommen miisste man auch
dies natiirlich beweisen, worauf wir hier aber verzichten.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei angemerkt, dass man die natiirlichen Zahlen auch
allein aus den Axiomen der Mengenlehre aus Abschnitt 1.4 konstruieren kann, womit
sich die Peano-Axiome tatsdchlich von zusétzlichen Postulaten zu herleitbaren Eigenschaften
wandeln. Mit anderen Worten koénnen die Existenz der natiirlichen Zahlen und ihre Grundeigen-
schaften rein mengentheoretisch unterbaut werden, was im Detail aber iiber den Vorlesungsstoff
hinausgeht und hier nur im Kleingedruckten ausgefiihrt wird:

Satz (Existenz von IN). FEs existieren eine Menge N, ein Abbildung S und ein Element 1, die die Peano-Aziome erfiillen.

Beweis. Geméif dem Unendlichkeitsaxiom gibt es eine Menge U mit § € U und Vz € U: z U {z} € U. Wir erklidren IN als
Durchschnitt aller Teilmengen von U, die diese Eigenschaften von U teilen, definieren S: IN — IN durch S(n) := n U {n}
fiir alle n € IN, und setzen 1 := (0 € IN. Wegen S(n) =nU {n} # 0 =1 fiir alle n € IN ist dann 1 ¢ S(IN).

Zum Nachweis der Injektivitdt von S seien m,n € IN mit m U {m} = nU {n}. Wire m # n, so miissten m € n und
n € m gelten, und die Paarmenge {m,n} widerspriche dem Fundierungsaxiom. Also muss m = n sein, und S ist injektiv.

Ist schliefilich M C N mit 1 € M und S(M) C M, so ist auch M C U mit € M und Vz € M: z U {z} € M. Damit
ist M eine der Mengen, als deren Durchschnitt IN erklart wurde. Es folgt also IN C M und insgesamt M = IN.

Damit haben IN, S und 1 alle benétigten Eigenschaften. O

Etwas weniger formell bedeutet die Konstruktion dieses Beweises, dass wir die natiirlichen Zahlen als
1:=0, 2:=1U{1}, 3:=2U{2}, 4:=3U {3}, 5:=4U {4},
und konkreter als
L:=0, 2:={0}, 3:={0,{0}}, 4:={0,{0},{0,{0}}}, 5:={0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}},
erhalten haben.

Des Weiteren lisst sich auch eine Eindeutigkeitseigenschaft der natiirlichen Zahlen formal herleiten:

Satz ((strukturelle) Eindeutigkeit von IN). Sind die Peano-Aziome einerseits fir (N, S, 1), andererseits fir (N, S,1)
erfillt, so konnen N und IN durch eine Bijektion f: IN — IN identifiziert werden, die f(1) = Tund foS==S8of erfillt.

Da wir alle weiteren Operationen mit natiirlichen Zahlen wie Addition, Multiplikation, et cetera nur aus der Nachfolge-

Abbildung und der Eins konstruiert haben, sind IN und IN damit auch im Hinblick auf solche Operationen strukturell
vollsténdig dquivalent und unterscheiden sich héchstens durch ,,Benennungen konkreter Zahlen“.
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Beweisskizze. Wir definieren f(n) € N fiir alle n € IN, indem wir f(1) := 1 und rekursiv £(S(n)) := S(f(n)) fiir alle n € IN
festsetzen. Uber das Induktionsaxiom von (IN, S, 1) ist damit die Wohldefiniertheit einer Abbildung f: IN — N gesichert,
die per Definition f(1) = Tund foS = So f erfiillt.

Um Surjektivitit von f nachzuweisen, beobachten wir einerseits 1 € f(IN) und andererseits 7 € f(IN) = S(7) € f(IN)
(wobei letzteres gilt, weil 7 € f(IN) ja 7 = f(n) fir ein n € IN und damit auch S(n) = S(f(n)) = f(S(n)) bedeutet).
Aufgrund dieser Beobachtungen gibt das Induktionsaxiom von (]N s, 1) schon f(N) = N, und damit ist f surjektiv.

Der Nachweis der Injektivitdt von f braucht Vorbereitungen. Wir benutzen, dass Addition und Subtraktion auf IN und
Z wie zuvor besprochen rekursiv eingefiihrt werden kénnen und Standard-Rechenregeln geniigen. Da wir fiir N die gleichen
Axiome wie fiir IN haben, kénnen wir auch auf N eine Addition ¥ rekursiv einfithren und erhalten analoge Eigenschaften.
Jetzt ergibt sich aus der Vertauschbarkeit fo S = So f von f mit S, S die Vertauschbarkeit von f mit 4+, F in der Form
f(m+n) = f(m)¥ f(n) fir alle m,n € N. Um dies formal einzusehen, fiihrt man bei festem m € IN aufbauend auf der
rekursiven Definition von +, + und f vollstdndige Induktion nach n € IN durch. (Wir gehen dazu nicht ins Detail.)

Zum eigentlichen Nachweis der Injektivitdt von f sei f(m) = f(n) fiir gewisse m,n € IN. Ist m # n, so gilt entweder
n—m € IN oder m—n € IN. Wir betrachten im Fall n—m € IN erst den Subfall m=1. In diesem ist n#1, und mit 1 = f(1) =
f(n) = f(n—1)F1 (Rechenregeln und Vertauschbarkeit von f mit Addition verwendet) erhalten wir den Widerspruch, dass 1
ein Nachfolger ist. Im Subfall m # 1 bekommen wir auf &hnliche Weise 1+ f(m—1) = f(m) = f(n) = f(n—m)F1Ff(m—1).
Elimination des letzten Summanden f(m—1) auf beiden Seiten der resultierenden Gleichung fiihrt erneut auf den Wider-
spruch, dass 1 ein Nachfolger ist. Damit ist der Fall n—m € IN ausgeschlossen. Dieselbe Argumentation mit vertauschten
Rollen von m und n schlieft aber auch m—n € IN aus. Daher muss m = n gelten, und damit ist f injektiv.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass f eine Bijektion mit den gewiinschten Eigenschaften ist. O

Exkurs: Beweisstrategien

Vorausgeschickt sei die Warnung, dass es kein Patentrezept zum Finden eines mathemati-
schen Beweises gibt. Gerade aufwindige Beweise kann man nur iiber Erfahrung, Intuition, Um-
formulieren des Problems, Betrachtung aus verschiedenen Blickwinkeln und das Ausprobieren
verschiedener Ansétze angehen. Und am Ende kann man trotz allem scheitern.

Dennoch seien hier Hinweise zu generellen Strategien und hiufigen Vorgehenswei-
sen zusammengetragen. Zu einem groflen Teil lehnen sich die Hinweise aber eng an Definitionen
an, kamen auf die ein oder andere Weise schon vor und bringen iiber die systematische Zusam-
menstellung hinaus wenig wirklich Neues.

Strategien (fiir Beweise). Generell hingt das Vorgehen bei einem Beweis stark von der be-
haupteten Aussage ab. Es folgen Hinweise sowohl fiir spezielle Fille als auch allgemeiner Natur.

(1) Beweise von Aussagen mit Teilaussagen A, B:

e Implikation A = B: Dies ist der Prototyp eines logischen Schlusses. Es gibt hierfiir drei
prinzipielle Moglichkeiten:
Beim direkten Beweis nimmt man A als wahr an und argumentiert, dass B dann ebenfalls
wahr sein muss; vergleiche mit Abschnitt 1.3.
Der Beweis durch Kontraposition nutzt das Kontrapositions-Prinzip aus Abschnitt 1.1:
Man zeigt (—B) = (—A), geht also von =B aus und schliefit auf —A.
Beim indirekten Beweis oder Widerspruchsbeweis, auch Reductio ad absurdum
genannt, nimmt man A und zudem die Widerspruchsannahme —B als wahr an (typische
Formulierung: ,,Angenommen, es gilt/ist ...“) und zeigt, dass hieraus eine Absurditét/ein
Widerspruch entsteht. (Dieses Vorgehen ist iibrigens durch die Definition der Implikation
selbst gerechtfertigt: Man fithrt A A (—=B) als den einzigen Fall, in dem A = B falsch ist,
zum Widerspruch und schlieBt diesen somit aus.)
Die logischen Verneinungen bei Kontraposition und indirektem Beweis betreffen oft Aussa-
gen mit Quantoren. In solchen Fillen denke man an die zugehorigen Regeln aus Abschnitt
1.2 (auch dann, wenn die Quantoren in Worten und nicht als Formelzeichen auftreten).
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e Aquivalenz A <= B: Meist zeigt man die Hin-Richtung ,, = ¢ und die Riick-Richtung

,, <" separat. Dafiir kann jede der gerade besprochenen Strategien zum Einsatz kommen.
Seltener, aber nicht vollig ungewohnlich ist, eine Aquivalenz durch Aneinandersetzen be-
kannter oder einfacher Aquivalenzen (z.B. Aquivalenzumformungen) A <= Hy, H; <= Hy,
Hy <— Hs, ..., H, 1 < H,, H, <= B (mit Hilfsaussagen Hy, Ho, ..., H,) zu zeigen.

In fast jedem Zusammenhang kommen Fallunterscheidungen in Betracht, bei denen im
Beweis Fille mit verschiedenen Annahme einzeln abgearbeitet werden. Entscheidend ist
natiirlich, dass die Fille die Gesamtheit aller Moglichkeiten abdecken miissen.

Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise:

Zu Existenzbeweisen ldsst sich wenig Allgemeines sagen. Nur um auf eine Existenzaussage der Form
JreX: VyeY: P(z,y) zu schlieBen, bietet sich manchmal ein indirekter Beweis an, da die Widerspruchsannahme fiir
jedes x € X ein y, € Y mit ~P(z,ys) gibt und man mit den ,, Gegenbeispielen“ y; eventuell gut argumentieren kann.
Aber so etwas wird erst viel (!) spater mal vorkommen.

Bei Eindeutigkeitsbeweisen ist fiir zwei Objekte x,y mit gewissen behaupteten Eigen-
schaften die Gleichheit x = y zu zeigen. Dies kann direkt oder indirekt geschehen. Bei
letzterem nimmt man an, dass x,y mit x # y die behaupteten Eigenschaften haben und
erzeugt einen Widerspruch.

Beweise von Aussagen iiber Mengen M, N:

Mengen-Inklusion M C N: Oft zeigt man ,,zu Fu3“ die Implikation € M = x € N.
Dies kann direkt, durch Kontraposition (entspricht Nachweis N C M€, wenn M, N C X
fiir Grundmenge X') oder durch Widerspruch (entspricht Nachweis M \ N C 0)) geschehen.

Oft kann man auch abstrakt ohne Betrachtung einzelner Elemente argumentieren, zum
Beispiel durch Zusammensetzen schon bekannter Inklusionen.

Mengen-Gleichheit M = N: Meist zeigt man die Inklusionen ,,C“ und ,,D* separat.

Seltener kann man direkt die Aquivalenz z € M <= x € N nachweisen oder abstrakter
argumentieren.

Das Widerlegen solcher Aussagen ist viel einfacher. Um M ¢ N bzw. M # N zu zeigen,
muss man nur ein Element x € M \ N bzw. x € MAN (,,ein Gegenbeispiel*) angeben.

Zu Beweisen von Aussagen iiber Zahlen x,y ldsst sich nur weniger aussagekréftig sagen:

Gelegentlich weist man eine Ungleichung x < y fiir x,y € R nach, indem man x < y+-¢ fiir
alle e € R mit € > 0 (oder nur fiir alle ¢ € Q mit € > 0) zeigt. Genaueres dazu spéter noch!

Gelegentlich weist man eine Gleichheit © = y nach, indem man ,,<* und ,,>“ separat zeigt.
Anders als bei Mengen sind die beschriebenen Vorgehensweisen hier aber nicht kanonisch.
Beweise von Aussagen iiber n-Tupel z,y (z.B. Paare oder Tripel):

Gleichheit x = y von n-Tupeln: Oft zeigt man ,,zu FuB8* z; = y; fiir allei € {1,2,...,n}.
Beweise von Aussagen iiber Abbildungen f,g: X — V-

Gleichheit f = g von Abbildungen: Vorab ist zu priifen, dass f und g gleichen Definiti-
onsbereich X und je nach genauer Auffassungsweise (Dazu in Abschnitt 2.3 noch!) gleichen
Zielbereich ) haben. Man zeigt dann oft ,,zu Ful“ f(x) = g(x) fiir alle z € X.
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Injektivitdt von f: Oft zeigt man ,zu Fu“ die Implikation f(z) = f(z) = = = 7 fiir
alle z,z € X. Dies kann direkt, per Kontraposition (z # z = f(z) # f(Z)) oder indirekt
(f(x) = f(z) fiir © # 7 fithrt zum Widerspruch) geschehen und ist ein spezieller Fall eines
Eindeutigkeitsbeweises.

Surjektivitit von f: Oft gibt man sich ein beliebiges y € ) vor und zeigt ,,zu Fufl* die
Existenz eines € X mit f(x) = y. Dies ist ein spezieller Fall eines Existenzbeweises.

Bijektivitidt von f: Oft zeigt man Injektivitdt von f und Surjektivitdt von f separat.

Das Widerlegen ist meist wieder einfacher: Fiir f # ¢ muss man nur ein x € X mit
f(x) # g(x) angeben, fiir Nicht-Injektivitit von f zwei z,z € X mit z # z, f(x) = f(7), fir
Nicht-Surjektivitéit von f ein y ¢ Bild(f) (was allerdings f(x) # y fiir alle x € X’ bedeutet).

Oft kann man anstelle der Beweise ,,zu Fuf3“ auch abstrakter ohne Betrachtung einzelner
Elemente argumentieren, zum Beispiel iiber die Komposition und bereits bekannte Eigen-
schaften gewisser Abbildungen.

Beweise von ,,n-abhingigen* Aussagen A(n) fiir alle n € IN (oder von z-abhingigen
Aussagen fiir alle z € {29, z0+1, 20+2, .. .}):

Das Prinzip der vollstindigen Induktion wurde in Abschnitt 2.2 besprochen.

Das Prinzip des kleinsten Gegenbeispiels ist ecine indirekte Variante des Induktionsprinzips, die aber
relativ selten benéstigt wird. Man zeigt dabei den Induktionsanfang A(1) und macht die Widerspruchsannahme, dass
A(n) nicht fiir alle n € IN gilt. Diese Annahme erzwingt, dass einer der Induktionsschritte beim Induktionsprinzip der

Form (VI) scheitern muss. Es gibt also ein n € NN, so dass A(1), A(2), ... A(n) alle wahr sind, aber A(n-+1) falsch
(und somit n+1 das hypothetische , kleinste Gegenbeispiel“) ist. Kann man auf dieser Grundlage einen Widerspruch
herleiten, so hat man A(n) fiir alle n € IN gezeigt.

Ab und zu kann man bei Beweisen Ausdehnungsprozeduren einsetzen, also eine Aussage
im ersten Schritt fiir spezielle Objekte bzw. eine Variable in einer Teilmenge zeigen, im
zweiten Schritt unter Riickgriff auf den ersten fiir etwas weniger spezielle Objekte bzw. eine
grofere Teilmenge und erst im n-ten Schritt irgendwann allgemein bzw. fiir die ganze Menge.
Bei Aussagen iiber Zahlen kann sich dies zum Beispiel so gestalten, dass man eine Aussage
erst fiir natiirliche Zahlen, dann fiir ganze Zahlen, dann fiir rationale Zahlen und schliellich
fiir reelle Zahlen nachweist.

In einem Beweis kénnen die bisher genannten Techniken beliebig kombiniert oder auch
dieselbe Technik mehrfach angewandt werden. Allgemeine Tipps, um einen Beweis zu
finden und/oder zu verifizieren sind:

Das Ziel des Beweises bewusst aufschreiben, zum Beispiel als ,,Zu zeigen: ...* oder

,Behauptung: ... “! Dies ist am Anfang der Losung einer Beweisaufgabe immer gern gesehen.

Eine formale Priifung der Aussage vornehmen, etwa, ob gleichgesetzte Objekte iiber-
haupt vom gleichen Typ (Zahl, Paar, n-Tupel, Menge, Abbildung) sind, Argumente im
Definitionsbereich einer Abbildung liegen, bei der Komposition von Abbildungen das Ziel
der inneren Abbildung gleich dem Definitionsbereich der &ufleren Abbildung ist! Man kann
dabei auch Grenzfille abklopfen, zum Beispiel den, dass eine Menge leer oder die ganze
Grundmenge ist, eine Zahl den grofiten oder kleinsten moglichen Wert (z.B. Null) annimmt,
et cetera. Auch wenn die Aussagen der Vorlesung und der Ubungen in der Regel (formal)
korrekt sind, so hilft die Priifung doch oft beim besseren Versténdnis der Ausgangssituation.
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Sich beim Beweis einer Implikation A = B von Anfang und Ende annihern, also
sowohl iiberlegen, was mit A gezeigt werden kann, als auch, was denn reichen wiirde, um
damit B zu zeigen!

Wenn der allgemeine Fall nicht in Reichweite scheint, dann zuerst einen einfachen Fall
oder wichtigen Modellfall betrachten und erst danach dessen Losung verallgemeinern!

Teilstiicke der Argumentation immer wieder durchgehen, kritisch hinterfragen und
auf Korrektheit priifen, auch anhand von speziellen Grenz- und Modellféllen!

Je schwieriger und umfangreicher der Beweis und sein Kontext sich gestalten, desto wichtiger

werden gerade die letztgenannten Tipps.

2.3 Relationen

Relationen treten in der Mathematik in vielfdltiger Gestalt auf. Wir beginnen hier mit dem
abstrakten Konzept und wenden uns danach den wichtigen Spezialféllen zu.

Definitionen (Relationen). Seien X und Y beliebige Mengen.

(I) Eine (zweistellige) Relation R zwischen (den Elementen von) X und Y ist ein Tripel
(X,Y, G) mit einer Teilmenge G des kartesischen Produkts X xY. Wir nennen G den Graph
der Relation R und schreiben fiir diesen Gg. Fine Relation zwischen X und X bezeichnen
wir als Relation zwischen den Elementen von X oder Relation auf X.

(I) Die Menge aller Relationen zwischen X und Y
(die formal gleich {X}x{Y}xP(Xx)) ist) bezeichnen
wir mit Rel(X,Y). Wir kiirzen Rel(X) := Rel(X, X) ab.

Bemerkung. Fiir beliebige n € IN kann man eine n-stellige Relation zwi-

schen Mengen X1, Xa, ..., Xy als Tupel (X1, Xa,..., X, T) mit einer Teilmen-

ge T des n-fachen kartesischen Produkts X xXa2X ... x X, erkldren. Wir be-
handeln nur den zuvor betrachteten und mit Abstand wichtigsten Fall n = 2.

Das wesentliche Objekt in der Definition einer Relation
ist der letzte Eintrag des Tupels, also bei R € Rel(X,))
der in Abbildung 25 gezeigte Graph G C X' x). Die wahre
Bedeutung von Relationen erschliefit sich aber tatséchlich
weniger aus der Definition und mehr aus folgenden Sprech-,
Schreib- und Betrachtungsweisen:

Notation & Betrachtungsweise (fiir/bei Relationen).
Seien X, Y Mengen, x € X, y € Y und R € Rel(X,)).
Wir sagen und schreiben im Fall (z,y) € Gg, dass x mit y
beziiglich R in Relation steht, oder, dass die Aussage x Ry
gilt. Sehr oft interpretieren wir eine Relation nicht als
Tupel oder Teilmenge, sondern als eine gewisse Be-
ziehung zwischen Elementen x und y; vergleiche mit Ab-
bildung 26. Die Beziehung kommt zum Ausdruck, indem wir
R in der gerade eingefiihrten Infiz-Notation x Ry zwi-
schen x und y schreiben. In Zukunft werden wir anstelle von
R nicht nur andere Buchstaben, sondern hiufig auch anders
geartete Symbole verwenden.
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Beispiele (von Relationen).

(0)

(1)

Fiir beliebige Mengen X, ) enthélt Rel(X,Y) die Leer-Relation R = (X, ), 0) (fiir die z Ry
nie gilt) und die All-Relation R = (X, ), X x}) (fiir die x Ry immer gilt). Diese Extremfille
sind aber selten relevant.

Durch
Y L= z—y ist gerade, Y ~ z <= z—y ist ungerade

fiir y, 2 € Z werden zwei Relationen &, % € Rel(Z) erklirt, von denen fiir jedes (y, z) € Z>
eine gilt und eine nicht. Zum Beispiel gelten 2 & 4, (=2) ~ 5, (=7) & (=7) und 9 ~ 0. Die
Graphen dieser beiden Relationen sind die Mengen G = {(y, z) € Z* | z—y ist gerade} und

Gu = {(y,2) € Z*| z—y ist ungerade}.

Fiir jede Menge M ist die Gleichheit ,,=* von Elementen eine Relation (M, M, G-) auf
M mit Graph G= = Ay := {(x,y) € M? |z = y}.

Fiir jede Grundmenge X geben die Gleichheit, Ungleichheit und (strikte) Inklusion
von Mengen, also alle Symbole 00 € {=,#,C,D,5, 2}, Relationen zwischen Teilmengen
von X oder mit anderen Worten Relationen auf P(X).

Fiir jede Grundmenge X und jedes Mengensystem S (z.B. § = P(X)) ist die Element-
Beziehung , € eine Relation auf X' xS mit Graph Ge¢ = {(z, M) € XxS |z € M }. Analog
kann man ,,5¢ als Relation auf SxX verstehen.

Die Gleichheit, Ungleichheit und Kleiner-/Gréfer-(gleich-)Beziehungen zwischen
Zahlen, also alle Symbole O] € {=, #, <, >, <, >}, geben Relationen auf jedem Zahlbereich
B € {IN,INy, Z,Q,R}. Dabei sind Gleichheit und Ungleichheit generell definiert. Auch die

anderen Symbole sind Thnen prinzipiell vertraut. Prézise konnen ,,<“ und ,,>* durch
z>yY=y< z<E=z—y N fir y,z € Z

erkldrt und spéter auf y,z € Q bzw. y,z € R verallgemeinert werden. Darauf aufbauend
bedeuten y < z und z > y natiirlich nichts anderes als (y < 2) V (y = 2).

Die Gleichheit, Ungleichheit und Kleiner-/Gréfer-(gleich-)Beziehungen zwischen
Abbildungen, also alle Symbole [0 € {=,#,<,>,<,>}, geben Relationen auf Mengen
Abb(X,B) von Abbildungen (mit beliebiger Menge X und B € {IN,INy, Z, Q,R}), wobei
man fiir f,g € Abb(X,B) die meisten genannten Symbole O standardméflig im punktwei-
sen Sinn

fOg <= fOg auf X «=Vr e X: f(xr)g(x)

versteht. Lediglich bei der Ungleichheit f # g hdngt es tatséchlich vom Kontext ab, ob sie wie
gerade beschrieben als Ve € X': f(x)# g(x) oder als logisches Gegenteil Iz € X': f(x)# g(x)
der Gleichheit f = g zu verstehen ist. Speziell fiir konstante g = y unterscheidet man hierfiir
manchmal die Notationen f # y fir Ve € X': f(x)#y und f # y fir Ix € X: f(x)#y. Aus
demselben Grund, i.W. dem Unterschied zwischen Vz und 3z, ist hier die ,,<“-Relation nicht
das Gegenteil der ,,>“-Relation und die ,,>“-Relation nicht das Gegenteil der ,, <“-Relation.

Die Teilbarkeitsrelation ,,|“ ist auf jedem ganzzahligen Zahlbereich B € {INg, N, Z} sinn-
voll. Dabei bedeutet t|z mit ¢,z € B, dass ¢ ein Teiler von z ist, oder als Formel

tz <= 3IdeB:td= =z firt,z,e B.
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(8) Fiir jede feste Grundmenge X ist Disjunktheit von Teilmengen eine Relation auf P(X).

(9) Jede Funktion f: X — Y zwischen Mengen X,) induziert eine Relation R € Rel(X,))
mit gleichem Graph Gg = Gy (wobei Gy = {(z,y) € XxY| f(x) = y} definiert war) oder
dquivalent mit

xRy <= f(x)=1y firallex e X, yec ).

Die Relation R erbt von der Funktion f die entscheidende Eigenschaft, dass zu jedem x € X
genau ein y € ) mit x Ry existiert.

Tatséchlich kommt jede Relation R € Rel(X,)) mit der ,,Genau-ein-y-Eigenschaft® des
Beispiels (9) durch eine eindeutig bestimmte Abbildung f: X — ) zustande, denn man kann den
Funktionswert f(z) als das eindeutige, zu x € X gehorige y € Y mit x Ry festsetzen. Wir erhalten
eine 1-zu-1-Korrespondenz zwischen Abbildungen & — Y und Relationen in Rel(X,)) mit
der ,,Genau-ein-y-Eigenschaft“ und kénnen Abbildungen fortan als spezielle Relationen
auffassen. Dies kénnen wir auch benutzen, um den Begriff der Abbildung aus Abschnitt 2.1
— wo, wir erinnern uns, der nicht formal definierte Begriff ,,Zuordnungsvorschrift“ einging —
vollig prizise auf den Punkt zu bringen und mengentheoretisch zu unterfiittern:

Priazisierung (des Abbildungsbegriffs). Seien X und Y Mengen. Eine Abbildung f: X — Y
von X nach )Y ist eine Relation R € Rel(X,)), bei der zu jedem x € X genau ein y € Y mit
x Ry existiert. Fiir jedes x € X wird das eindeutige y mit x Ry als f(x) bezeichnet.

Bemerkungen (zum Abbildungsbegriff).

(1) Beim praktischen Umgang mit Abbildungen ist die Prizisierung des Begriffs
selten relevant. Sie zeigt aber, dass auch der Abbildungsbegriff mengentheoretisch un-
terfiittert und allein® auf die Axiome der Mengenlehre gegriindet werden kann. Manchmal
hilft die Prézisierung auch beim Umgang mit Grenzfillen. Sie klért etwa, dass von leerem
Definitionsbereich () in beliebiges Ziel ) genau eine Abbildung existiert, die leere Abbildung
() — Y, die der Leer-Relation (die in diesem Fall zugleich die All-Relation ist) entspricht.

(2) Durch die Prizisierung des Abbildungsbegriffs wird die Gleichheit f; = f2 von Abbil-
dungen f; € Abb(X1,Y1) und f2 € Abb(X2,Y2) auf die Gleichheit von Tripeln und
(Teil-)Mengen zuriickgefithrt und stellt sich als gleichbedeutend mit X; = X3, Y1 = Y2
und f1(x) = f2(x) fiir alle x € X heraus. Dies haben wir in Abschnitt 2.1, dem Einschub
zu Beweisstrategien und obigem Beispiel (6) teils schon benutzt, hatten dort aber eher nur
Gleichheit von Abbildungen mit a priori gleichem Definitionsbereich und Ziel angesprochen.
Manchmal mochte man fiir die Gleichheit tatsdchlich auch nur X} = X5 und fi(x) = fa(x)
fiir alle x € X} verlangen, eine eventuelle Nicht—Ubereinstimmung V1 # Yo der Zielberei-
che aber auen vor lassen, was formal durch die Definition einer Relation R € Rel(X,))
nur als Paar (X, G) mit G C X'x) ohne explizite Beriicksichtigung von ) erreicht werden
kann. Fiirs Erste bleiben wir aber bei der gegebenen Definition mit Beriicksichtigung von
Y. Spéter wird sich der geeignete Standpunkt aus dem Kontext ergeben.

(3) Man nennt eine Relation R zwischen Mengen X und ) linkstotal, wenn jedes z € X mit mindestens einem y € Y
beziiglich R in Relation steht. Man nennt sie rechtseindeutig, wenn jedes x € X mit hdchstens einem y € ) beziiglich

9 Allerdings braucht man Abbildungen schon zur priizisen semantischen Erklirung von Belegungen logischer
Formeln. Dies gehort vor die Mengenlehre und macht es — so jedenfalls der Wissensstand des Dozenten —
erforderlich, sich in der Logik trotz allem auf einen naiveren, metatheoretischen Abbildungsbegriff zu stiitzen.
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(4)

R in Relation steht. Beide Bedingungen zusammen ergeben die obige Forderung, dass jedes  mit genau einem y in
Relation steht, wir konnen also festhalten: Eine Funktion X — Y ist nichts anderes als eine linkstotale und
rechtseindeutige Relation zwischen X und Y.

Fiir jede linkstotale Relation R zwischen Mengen & und ) gibt es mindestens eine Abbildung f: X — Y mit Gy C Gg.

Dies ergibt sich durch Anwendung des Auswahlaxioms aus Abschnitt 1.4 auf das System der disjunkten nicht-leeren
Mengen Gr N ({z}xY) mit z € X und Festlegung von f(z) mit € X als y-Eintrag des ausgewiihlten Paars (z,y) aus
Ggr N ({z}xY). Tatsichlich ist obige Aussage sogar dquivalent zum Auswahlaxiom, denn fiir ein System S disjunkter
nicht-leerer Mengen kann man sie auf die linkstotale Relation R € Rel(S,Up;cs M) mit Gr = Up;cs({M}x M)
anwenden und erhilt erst eine Abbildung f: S — UMeSM mit Gy C Gg und daraus dann die Auswahlmenge
A :=Bild(f) C Upres M mit AN M = {f(M)} fiir jedes M € S. O

Als Néchstes fithren wir Grundoperationen mit Relationen ein, die teils schon bekannte

Operationen mit Abbildungen verallgemeinern:

Definitionen (Grundoperationen mit Relationen). Seien X',Y, Z beliebige Mengen.

(1)

(2)

(3)

Die Komposition von Relationen R € Rel(X,)) und S € Rel(), Z) ist die Relation
SoR:=RS € Rel(X, Z) mit

z(RS)z <= 3JyeY: (tRyNyS=z) firalexe X, z€ Z.
Die Umkehrrelation zu R € Rel(X,)) ist die Relation R™! € Rel(Y, X) mit
yRlz:«=azRy firadlezeX,yc).
Die komplementdre Relation zu R € Rel(X,)) ist die Relation R® € Rel(X,Y) mit
xRy <= —(x Ry) firalexre X, ye).

Dies bedeutet, dass Gre das Komplement von Gg in X' XY ist, also Gre = (GRr)° gilt.

Bemerkungen (zu den Grundoperationen mit Relationen). Seien W, X', Y, Z Mengen.

(1)

Die Komposition von Relationen verallgemeinert die Komposition von Abbildungen.

Die Umkehrrelation verallgemeinert die Umkehrfunktion und existiert immer. Im Gegensatz
zu Funktionen ist also auf der Ebene von Relationen die Umkehrbarkeit stets gegeben.

Die Komplement-Bildung hat bei Abbildungen kein Analogon.
Die Komposition ist assoziativ: Fiir R € Rel(W, X), S € Rel(X,Y), T € Rel(Y, Z) gilt
(RS)T = R(ST).

Die Umkehrung und die Komplement-Bildung sind involutorisch: Fiir R € Rel(X,)) gilt

(R ' =R = (R°.

Beispiele (zu den Grundoperationen mit Relationen).

(1)

Fiir die Relationen des fritheren Beispiels (1) gelten (&) g ,(R) o , (r%)c: A (,E,)C: 8.
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(2) Fiir die Relationen aus den Beispielen (2), (3), (4), (5), (6) vom Abschnittanfang gelten:
Umkehrrelationen zu =, #, C, ;, €, <, <sind =, #, D, 2, 3, >, > (sofern defi-
niert, aber ansonsten egal, ob zwischen Elementen, Mengen, Zahlen, Abbildungen). Kom-
plementir zu =, C, €, <, < sind #, ¢, &, >, > (sofern definiert bei Elementen,
Mengen, Zahlen — aber, wie in Beispiel (6) erklért, nicht unbedingt bei Abbildungen).

(3) Die nichstkleinere ganze Zahl zu einer reellen Zahl © € R, also die eindeutige Zahl
z € Z mit z < x < z+1, schreibt man mit der sogenannten Gauf3-Klammer als |z]| € Z.
Die Abrunden-Funktion A: R — Z, x — |z ist surjektiv, aber nicht injektiv und nicht
bijektiv und als Funktion nicht umkehrbar. Die Umkehrrelation existiert aber immer und
ist in diesem Fall die Relation A~! € Rel(Z,R) mit G4-1 = {(z,7) € ZxR |z <r < z+1}.
Die Graphen von A und A~! werden in Abbildung 27 gezeigt.

Za ) RA |
4 ’
{ /7 7/
. —
7 GAflj /
7/ . 7/
° M—
7/ 7/
. .’—eGA I

Abb. 27: Der Graph G 4 der Abrunden-Funktion A € Abb(R, Z)
und der Graph G 41 ihrer Umkehrrelation A~! € Rel(Z, R)

Die beiden wirklich wichtigen Klassen von Relationen werden nun in Kiirze iiber die Giiltig-
keit (einiger) der folgenden Eigenschaften definiert.
Definitionen (Relationseigenschaften). Fine Relation R auf einer Menge X heif§t ...
(1) reflexiv, wenn x Rx fir alle x € X gilt,
(2) symmetrisch, wenn fir alle z,y € X gilt:
xRy — yRx,

(3) asymmetrisch, wenn es kein Paar (x,y) € X? mit x Ry und y Rx gibt,
(4) antisymmetrisch, wenn fir alle x,y € X gilt:

(rRy und yRzr) — x =1y,
(5) transitiv, wenn fir alle z,y,z € X gilt:

(xRy undyRz) = zRz.

Bemerkungen (zu den Relationseigenschaften). Fiir R € Rel(X') sieht man problemlos:

(1) Ist R symmetrisch, so gilt fiir alle z,y € X automatisch auch: z Ry <= y Rx. Deshalb ist
R genau dann symmetrisch, wenn R~ = R gilt.
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54 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

(2) Asymmetrie und Symmetrie von R schlieflen einander aus (auler wenn R = ().

(3) Asymmetrie und Reflexivitét von R schliefen einander aus (aufler wenn X = (). Antisym-
metrie kann man als schwéchere Form von Asymmetrie sehen, die Reflexivitdt noch erlaubt.

(4) Alle fiinf gerade definierten Eigenschaften iibertragen sich von R auf R™! (und wegen
(Rfl)*1 = R natiirlich auch von R™! auf R).

2.3.1 Ordnungsrelationen
Wir kénnen nun eine wichtige Klasse von Relationen definieren und diskutieren:
Definitionen (Ordnungsrelationen).

(I) Eine Ordnungsrelation, partielle Ordnung oder Halbordnung auf einer Menge X ist
eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf X.

(IT) Eine strikte Ordnungsrelation, strikte partielle Ordnung oder strikte Halbordnung
auf einer Menge X ist eine asymmetrische und transitive Relation auf X.

Bemerkungen (zu Ordnungsrelationen).

(1) Achtung! Eine strikte Ordnungsrelation ist nicht etwa eine Ordnungsrelation mit Zusatzei-
genschaft. Vielmehr kann R € Rel(X) auf X # (), weil Reflexivitéit und Asymmetrie einander
ja ausschlieflen, nie zugleich Ordnungsrelation und strikte Ordnungsrelation sein.

(2) Es besteht aber eine 1-zu-1-Korrespondenz zwischen Ordnungsrelationen und strik-
ten Ordnungsrelationen durch folgende zueinander inverse Operationen: Zu jeder Ord-
nungsrelation < auf X gehort eine strikte Ordnungsrelation < auf X mit ,, weggelassenen
Gleichheitsfillen, also mit x <y <= (z Sy Ax # y) fir z,y € X. Umgekehrt gehort zu
jeder strikten Ordnungsrelation < auf X eine Ordnungsrelation < auf X mit ,hinzugefiigten
Gleichheitsfillen®, also mit x <y <= (z <y Va = y) fir z,y € X.

(3) Da sich alle relevanten Eigenschaften {ibertragen, ist die Umkehrrelation einer (strikten)
Ordnungsrelation wieder eine (strikte) Ordnungsrelation.

Beispiele (fiir Ordnungsrelationen). In den fritheren Beispielen (2), (3), (5), (6), (7) gilt:

(1) Die Relationen =, C, D, <, > sind Ordnungsrelationen, aber (aufler auf leerer Grund-
menge) keine strikten Ordnungsrelationen.

(2) Die Relationen G, 2, <, > sind strikte Ordnungsrelationen, aber (aufler auf leerer

Grundmenge) keine Ordnungsrelationen.

(3) Die Ungleichheitsrelation # ist symmetrisch, ist aber (jedenfalls auf einer Grundmenge mit
mindestens zwei Elementen) weder reflexiv noch asymmetrisch noch antisymmetrisch noch
transitiv und damit weder Ordnungsrelation noch strikte Ordnungsrelation.

(4) Fiir die Praxis wenig relevante, aber vielleicht illustrative Beispiele mit Parameter 6 € R, 6 >
0 sind die strikte (!) Ordnungsrelation <° € Rel(R) und die Ordnungsrelation <’ € Rel(R),
die durch z <% y = 246 < yund z <%y = (246 < yVz = y) fiir =, y € R definiert sind.
Anschaulich spielt § hier die Rolle eines Mindestabstands: Auf der Zahlengeraden bedeutet
x <%y, dass y um mindestens J rechts von z liegen muss, und = <®y, dass y um mehr als &
rechts von z liegen oder alternativ exakt gleich x sein muss.
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()

Die Teilbarkeitsrelationen ,,|“ auf IN und INy sind Ordnungsrelationen, aber keine strikten
Ordnungsrelationen. Die Teilbarkeitsrelation ,,|“ auf Z dagegen ist zwar reflexiv und tran-
sitiv, aber weder asymmetrisch noch antisymmetrisch (wie man z.B. an (—1)|1 und 1|(—1)
sieht) und damit weder Ordnungsrelation noch strikte Ordnungsrelation.

Definitionen (Totalordnungen und Ketten). Sei X' eine Menge.

@

(IT)

FEine Ordnungsrelation < auf X heifst eine Totalordnung, totale Ordnung oder lineare
Ordnung auf einer Teilmenge T von X, wenn (x <y)V (y <z) fir alle x,y € T gilt. Wir
nennen T dann eine total/linear geordnete Teilmenge von X oder eine Kette in X .

Wir verwenden dieselben Begriffe fiir eine strikte Ordnungsrelation < auf X, wenn sie fir
die ,nicht-strikte“ Ordnungsrelation < auf X mit x <y :<= ((x Qy) V (z = y)) fir alle
x,y € X erfillt sind. Speziell ist < genau dann eine strikte Totalordnung, wenn fir alle
z,y € T eine (und dann automatisch genau eine) der drei Aussagen x <y, y<lz, x =y gilt.

Bemerkungen (zu Totalordnungen). Sei X eine Menge.

(1)

(3)

Bei einer Totalordnung < auf A koénnen zwei Elemente x,y € X stets auf irgendeine Weise
verglichen werden: Es gilt stets x <y oder y < x. Bei einer allgemeinen Ordnungsrelation
dagegen kann es passieren (vergleiche die folgenden Beispiele), dass fiir zwei Elemente z,y €
X weder x <y noch y <z gilt, also iiberhaupt kein Vergleich zwischen = und y gezogen
werden kann. Diese Moglichkeit, dass man in manchen Féllen eben gar nicht vergleichen
kann, ist der Grund, warum man auch von nur partiellen Ordnungen oder Halbordnungen
spricht. Analog verhilt es sich natiirlich bei strikten Ordnungsrelationen.

Die Umkehrrelation einer (strikten) Totalordnung ist eine (strikte) Totalordnung. Dies folgt
nach vorigen Bemerkungen quasi durch ,,scharfes Ansehen“ der Totalordnungs-Eigenschaft.

In den Ubungen zeigen Sie fiir Komplemente: < € Rel(X) ist genau dann eine Totalordnung
auf X, wenn <° eine strikte Totalordnung auf X ist. Umgekehrt damit auch: < € Rel(X)
ist genau dann eine strikte Totalordnung auf X', wenn <¢ eine Totalordnung auf X ist.

Beispiele (fiir Totalordnungen und nicht-totale Ordnungen).

(1)

(2)

Die Relationen <, > sind Totalordnungen und <, > strikte Totalordnungen auf
den reellen Zahlen R, insbesondere auch auf IN, INg, Z, @ und jeder Teilmenge 1" C R.

Zwischen Paaren, Tripeln oder Tupeln von Zahlen oder mit anderen Worten auf B™
mit B € {IN, Ny, Z,Q, R} und n € N\ {1} gibt es keine kanonische Totalordnung oder
jedenfalls keine, die so kanonisch wire wie < oder > zwischen einzelnen Zahlen.

Fiir n = 2 kann man zwar Ordnungsrelationen <yomp und Siomp auf B? komponenten-
weise durch

$§kompy:<:> ($1§y17$2§y2) fiir :L‘ayGIB2a

T Skomp ¥ = ((r1 < y1, 22 <y2) V (1 = y1, T2 = ¥2) fiir z,y € B?
erkldren, aber <yomp und Syomp sind keine Totalordnungen auf B2. Nichtsdestotrotz gibt
es fiir diese Relationen aber Ketten in B2 wie {(3,2), (6,2), (7,4), (8,9)} (nur fiir <xomp) und

{z € B*|21 = 22} (fiir <komp und Skomp), bei denen eine (strikte) Ordnung der Elemente
beziiglich beider Eintréige zugleich vorliegt oder vorgenommen werden kann.
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56 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

Alternativ erhélt man durch die sogenannte lexikographische Ordnung (die sich an die
iibliche Sortierung von Worten zun#chst nach dem ersten Buchstaben, dann nach dem zwei-
ten, dem dritten und den folgenden anlehnt)

T <jex Y = ((x1 <) V(x1 =v1, v2 < y2)) fiir x,y € B

tatséichlich eine Totalordnung <., auf B2, bei der die Priorisierung allein aufgrund des
ersten Eintrags aber nicht unbedingt natiirlich anmutet.

Selbstverstandlich kann man bei diesen Bildungen auch die Umkehrrelationen, die zugehori-
gen strikten Ordnungsrelationen und Verallgemeinerungen auf B™ mit beliebigem n € IN\{1}
betrachten und erhélt dafiir weitgehend analoge Eigenschaften.

(3) Die Relationen <, >, <, > auf Abb(X,T) mit 7" C R, also zwischen Abbildungen,
sind dagegen keine (strikten) Totalordnungen, jedenfalls sofern X und 7" mindestens
zwel Elemente haben: Sind nédmlich f,¢g € Abb(X,T) mit f(z) < g(x) fiir ein x € X und
9(T) < f(Z) fir ein anderes = € X, so gilt weder f < g noch g < f (bzw. weder f < g noch
g < f noch f = g). Nichtsdestotrotz gibt es fiir diese Relationen aber Ketten in Abb(X,T),
etwa die Teilmenge aller konstanten Abbildungen X — T

(4) Die Relationen C, D, &, 2 sind keine (strikten) Totalordnungen auf P(X), sofern
die Grundmenge X zwei verschiedene Elemente x # 7 enthéilt, denn fiir {z}, {Z} € P(X)
gilt dann weder {z} C {Z} noch {Z} C {z} (bzw. weder {z} & {Z} noch {Z} & {x} noch
{z} = {Z}). Es gibt aber fiir diese Relationen (viele) Ketten in P(X), z.B. ist fir X = IN
das Mengensystem

{@, {_3}7 {_37 5}7 {_37 57 0}, {—3, 5? 0’ 87 _2}7 {_37 57 07 87 _27 4}: {_37 57 07 87 _27 4: 17 27 3}}

ein Beispiel einer Kette in P(IN). Es gibt in P(IN) neben solchen endlichen auch unend-
liche Ketten von analoger Natur.

Definitionen (Schranken und grofite/kleinste/maximale/minimale Elemente). Sei <
eine Ordnungsrelation auf einer Menge X und T eine Teilmenge von X.

(I) Wir nennen s € X eine obere Schranke bzw. untere Schranke fir T in X, wenn x < s
bzw. s A x fir alle x € T gilt. Ist eine obere Schranke bzw. untere Schranke fiir T selbst
Element von T, so heif§t sie ein grofites Element bzw. kleinstes Element von T.

(II) Wir nennen m € T' ein maximales Element bzw. minimales Element von T, wenn fir
jedes x € T mit m <z bzw. x Im schon x =m gilt.

Bemerkungen (zu den vorausgehenden Begriffen). Sei < Ordnungsrelation auf X und 7' C X.

(1) Falls ein groftes/kleinstes Element von T existiert, ist dieses immer eindeutig und
ist auch das eindeutige maximale/minimale Element von 7" und die kleinste obere/
grofite untere Schranke fiir 7' (wobei s, € X kleinste obere/grofite untere Schranke fiir 7'
heifit, wenn s, selbst obere/untere Schranke fiir 7" ist und s, <'s bzw. s s, fiir alle oberen/
unteren Schranken s € X fiir T erfiillt).

Beweis. Es existiere ein grofites Element g € T von T'. Wir begriinden, dass ...

e dieses grofite Element eindeutig ist: Ist auch g € T ein grofites Element von T, so gilt
sowohl g < g als auch g < g, und die Antisymmetrie von < gibt g = g.
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e ¢ die kleinste obere Schranke fiir T ist: Per Definition ist g obere Schranke fiir T" und
g < s fiir jede obere Schranke s € X fiir T'. Also ist g die kleinste obere Schranke fiir 7.

e ¢ das eindeutige maximale Element von T ist: Da jedes x € T mit g Jx zusétzlich x g
und dann per Antisymmetrie auch x = g erfiillt, ist g ein maximales Element von T
Ist auch m € T ein maximales Element, so gilt mit m < g sofort auch m = g. Daher ist
g tatsdchlich das eindeutige maximale Element von 7.

Existiert stattdessen ein kleinstes Element von 7', so kann man analog argumentieren oder
durch Ubergang zu <! auf das Vorige reduzieren. O

Fiir total geordnetes T sind maximale/minimale Elemente von T dasselbe wie
groBite/kleinste Elemente von 7. Insbesondere greift (1) dann auch fiir ein maximales/
minimales Element.

Beweis. Gemifl Bemerkung (1) ist ein groBtes Element von T stets auch ein maximales
Element von T. Wir zeigen, dass umgekehrt ein maximales Element m € T von T stets
auch ein grofites Element von T ist: Sei dazu x € T beliebig. Da T total geordnet ist, gilt
entweder x <m oder m < z. Im zweiten Fall folgt © = m per Maximalitit von m und damit
x <m gemif der Reflexivitdt von <. Also gilt tatsichlich z < m fiir jedes x € T', und m ist
ein groftes Element von T'.

Analog oder durch Ubergang zu <~! behandelt man kleinste und minimale Elemente. [

Beispiele (von grofiten und maximalen Elementen).

(1)

Beziiglich der Totalordnung < auf R ist das grofite /kleinste Element einer Teilmenge im {ibli-
chen Sinn zu verstehen, zum Beispiel ist 5 das grofite Element von {z € R |2<0} U {5} U{2}.
Es gibt Teilmengen ohne grofites Element, aber mit oberer Schranke, etwa {z € R |x<0},
und auch Teilmengen ohne obere Schranke, zum Beispiel IN.

Eine groftes/kleinstes Element beziiglich der Totalordnung > ist ein kleinstes/grofites Ele-
ment im herkémmlichen Sinn. Um Verwirrung zu vermeiden, wendet man die obigen Begriffe
in diesem Wortlaut daher nur auf < und #hnliche, ,nach oben gerichtete* Relationen an.

Wir betrachten T := {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2)} C IN? beziiglich der Ordnungsrelatio-
nen <komp, Skomp, <lex aus einem fritheren Beispiel (2). Dieses T" hat beziiglich <yomp genau
(1,4) und (2,2) als maximale Elemente und (2, 4) als kleinste obere Schranke, hat beziiglich
Skomp genau (1,2), (1,3), (1,4) und (2,2) als maximale Elemente und (3,5) als kleinste
obere Schranke und hat beziiglich der Totalordnung <., das grofite Element (2,2).

Beziiglich der Ordnungsrelation C hat die Teilmenge T" := {{1}, {1, 2}, {1,2,3},{2,3},{2,4}}

von P({1,2,3,4,5}) genau {1,2,3} und {2,4} als maximale Elemente. Obere Schranken fiir
T sind genau {1,2,3,4} und {1,2,3,4,5}. Ein grofites Element von 7' gibt es nicht.
Betrachten wir 7' := {z € R |z < 0} beziiglich der Ordnungsrelation <® € Rel(R) mit Parameter § € R, § > 0, aus

einem fritheren Beispiel (4), so sind die maximalen Elemente fiir 7' genau die m € R mit —§ < m < 0 und die oberen
Schranken fiir 7" genau die m € R mit m > §. Ein groites Element von T" gibt es nicht.

Es folgt ein allgemeines Resultat iiber Ordnungsrelationen, dessen Bedeutung sich nicht

unbedingt auf den ersten Blick erschliefit, das aber spéter wichtige Anwendungen hat:

Lemma (Zornsches Lemma). Sei < eine Ordnungsrelation auf einer Menge X. Wenn fiir
jede Kette in X eine obere Schranke in X existiert, dann gibt es ein maximales Element von X .
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Der Beweis des Zornschen Lemmas verwendet ganz wesentlich das Auswahlaxiom der Men-
genlehre und kann entweder mit Hilfe sogenannter Ordinalzahlen oder elementar gefithrt werden.
Beides geht iiber den Vorlesungsstoff hinaus, weshalb wir die elementare Argumentation nur als
Kleingedrucktes angeben:

Beweis. Sei K das Mengensystem aller Ketten in X', auf dem wir die Mengen-Inklusion ,,C“ als Ordnungsrelation betrachten.

Wir zeigen zunéchst, dass die Behauptung des Lemmas folgt, sobald die Existenz eines maximalen Elements von C
nachgewiesen ist. Sei also M € K ein maximales Element von K. Dann existiert fiir die Kette M in X nach Voraussetzung
des Lemmas eine obere Schranke s in X. Um zu zeigen, dass s auch ein maximales Element von X ist, sei weiter x € X’ mit
s <z. Dann ist auch M U {z} eine Kette in X (denn Reflexivitéit gibt <z, die Schrankeneigenschaft von s gibt m < s fiir
alle m € M und mit Transitivitét folgt m <« fir alle m € M). Also ist M U {z} € K, und wegen der Maximalitét von M
folgt M = M U {z}, also z € M. Wegen der Schrankeneigenschaft von s bedeutet dies z < s und wegen Antisymmetrie von
< dann x = s. Damit ist s das gewiinschte maximale Element von X.

Im Hauptteil des Beweises zeigen wir nun die Existenz eines maximalen Elements M von K. Dazu verwenden wir erst das
Auswahlaxiom, um auf die Existenz einer Auswahl-Abbildung f: P(X)\ {0} — X mit f(T) € T fiir alle nicht-leeren T C X
zu schliefen. (Genauer kann die Existenz von f dadurch begriindet werden, dass Bemerkung (4) zum Abbildungsbegriff aus
dem aktuellen Abschnitt 2.3 auf die umgekehrte Element-Relation ,,5“ zwischen P(X) \ {0} und X angewandt wird.) Als
Nichstes vereinbaren wir fiir Ketten T € K die Notation T := {z € X|TU{z} € K} und definieren dann eine Abbildung
g: K — K, die eine Kette wenn moglich um ein mit Hilfe von f ausgewahltes Element erweitert, durch

T falls T" maximales Element von K
9(T) = {

TU {f (T\ \ T) } andernfalls

fiir alle T' € K. Formal ist die Abbildung g wohldefiniert, weil es fiir nicht-maximales T" eine Kette T e K mit T G T gibt
und mit T G T C T dann T\ T # (), Wohldefiniertheit von f(f \T) € T\T und TU {f(f \T)} € K sichergestellt sind.
Fiir den weiteren Beweis nennen wir ein System von Ketten 7 C K einen Turm, wenn es folgende Eigenschaften hat:
(A) Esgilt 0 e T.
(B) Fiir jedes T € T ist g(T) € T.
(C) Fiir jede Kette (von Ketten) S C T ist JS € T.

Nun argumentieren wir in aufeinander aufbauenden Schritten:

1) Behauptung. Das Mengensystem K aller Ketten ist ein Turm.
Die Eigenschaften (A) und (B) sind fiir K klar. Fiir (C) ist zu zeigen, dass fiir eine Kette von Ketten S C K auch JS
eine Kette ist, also |JS € K gilt. Seien dazu z,7 € |JS. Es gibt dann T,’f €ESmitz € Tund T € T, und wegen der
Ketteneigenschaft von S gilt T C T oder T C T. Somit gilt ,% € T oder z,% € T. Als Elemente einer Kette (T oder
T) erfiillen z,Z dann z < T oder < x. Damit ist |JS eine Kette.

2) Behauptung. Ein beliebiger Durchschnitt von Tiirmen ist wieder ein Turm.
Dies ist klar, das sich die drei Eigenschaften (A), (B), (C) problemlos auf den Durchschnitt iibertragen.

3) In Anbetracht der Schritte 1) und 2) kénnen wir einen ,kleinsten“ Turm 7o als Durchschnitt aller Tirme 7 C K
erhalten. Damit definieren wir

V:={VETIVT €To: (TCV)V(VCT)} und Tv :={TeTo|(TCV)V(g(V)CT)} firVeV.

4) Behauptung. Fiir jedes V € V ist Ty ein Turm.

Die Eigenschaft (A) ist klar. Fiir (B) betrachten wir T € Ty, C To und bemerken g(T') € To (da 7o ein Turm ist). Es
tritt nun einer der drei Félle T C V C g(T), T ¢ V,V ¢ g(T) ein. Im Fall T C V C ¢g(T) gilt, da sich g(T) von T
um hochstens ein Element unterscheidet, (V' = g(T')) V (T = V) und damit insbesondere (g(T) C V) Vv (g(V) C ¢g(T)),
was g(T) € Ty bedeutet. Im Fall T ¢ V gilt wegen T € Ty notwendig g(V) C T C ¢g(T) und g(T) € Tv. Im Fall
V ¢ g(T) gilt wegen V € V notwendig g(T') C V und damit g(T') € Ty. Also gilt g(T) € Ty in allen Fillen, und die
Eigenschaft (B) ist fiir 7Ty gezeigt. Fiir die Eigenschaft (C) betrachten wir eine Kette von Ketten S C 7y C To und
bemerken |JS € 7o (da 7o ein Turm ist). Nach Definition von Ty gilt entweder 3T € S: g(V) C T, somit g(V) C US
und JS € Ty, oder es gilt VI' € S§: T C V, somit |JS C V und erneut |JS € Ty . Damit ist (C) fiir 7Ty gezeigt.

5) Behauptung. Fiir alle V € V gilt Ty, = To.
Dies folgt, da einerseits Ty geméB 4) ein Turm mit 7y C 7o C K und andererseits 7o der Schnitt aller Tiirme C K ist.

6) Behauptung. Auch V ist ein Turm.

Die Eigenschaft (A) ist klar. Fiir (B) betrachten wir V' € V C 7o und bemerken wieder g(V') € To. Fiir jedes T' € 7o gilt
dann 7" C V oder V g T'. Im ersten Fall folgt trivial T C g(V'). Im zweiten Fall benutzen wir T' € To 2 Ty und erhalten
g(V) C T. Insgesamt gilt fiir alle T € To also (T" C g(V)) V (9(V) C T), wir erhalten g(V) € V, und die Eigenschaft
(B) ist fiir V gezeigt. Fiir die Eigenschaft (C) betrachten wir eine Kette (von Ketten) S C V C 7o und bemerken wieder
US € To. Nach Definition von V gilt fiir jedes T' € To entweder 3V € S: T C V und somit T' C |JS, oder es gilt
VYV € S§: V C T und somit |JS C T. Insgesamt gilt VI' € To: (T Cc US) VvV (US C T)), womit S € V und (C) fiir V
gezeigt sind.
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7) Behauptung. Es gilt V = To.
Dies folgt, da einerseits V gemé$ 6) ein Turm mit V C Top C K und andererseits 7o der Schnitt aller Tiirme C K ist.

8) Behauptung. To ist eine Kette (von Ketten).

Fir T,V € To Dy gilt (T'C V) v (V C T) nach Definition von V.

9) Behauptung. Es gibt ein maximales Element M von K.
Da 7o nach 8) eine Kette von Ketten und per Definition ein Turm ist, folgt M := Uper, T' € To geméB Eigenschaft (C)
des Turms To. Weiter gilt g(M) € To gemifl Eigenschaft (B) des Turms 7o, und gem#f Konstruktion von M ergibt sich
g(M) C M. Nach Konstruktion von g gilt aber andererseits TS ¢(7T'), wann immer 7' € K nicht-maximales Element
von K ist. Somit verbleibt fiir M € Ty C K nur die Moglichkeit, dass M maximales Element von K ist.

Damit ist der Beweis komplett. O

Als Nichstes kommen wir zu Ordnungseigenschaften der natiirlichen und ganzen
Zahlen beziiglich der Totalordnung < und der zugehdorigen strikten Totalordnung <. Wir halten
fest (wobei wir jetzt ,kleinste Zahl“ fiir ,kleinstes Element“ verwenden):

In IN bzw. INg ist 1 bzw. 0 die kleinste Zahl. Eine grofite Zahl gibt es in IN und INg nicht.

*
In Z gibt es weder eine kleinste noch eine groéfite Zahl. ()

Diese einleuchtenden Aussagen lassen sich auch auf Grundlage der bisherigen Definitionen ve-
rifizieren: Zum Beispiel iibersetzt man die Aussage, dass 1 die kleinste Zahl in IN ist, mit den
Definitionen des kleinsten Elements und der Relation < auf Z (siehe das frithere Beispiel (5))
in die zu ihr d4quivalenten Aussagen Vn€IN: 1<n und Yn€IN: n—1 € INg. Letztere erkennt man
dann aufgrund des frither zu Nachfolgern und Vorgéngern ganzer Zahlen Gesagten als richtig.
Dass es keine grofite Zahl in IN gibt, liegt natiirlich einfach an n+1 > n fir alle n € IN. Mit
denselben Argumenten bestéitigt man die anderen obigen Aussagen sowie fiir jedes z € Z, dass

z+1 die kleinste Zahl in {y € Z |z < y} und z—1 die grofite Zahl in {y € Z|y < z} (x%)

ist. Eng verwandt ist auch:

Proposition (iiber grofite und kleinste Elemente in Mengen ganzer Zahlen). In jeder
nicht-leeren Teilmenge von 7., die eine obere Schranke in 7. besitzt, existiert eine grofite Zahl,
und in jeder nicht-leeren Teilmenge von Z., die eine untere Schranke in 7. besitzt, existiert eine
kleinste Zahl. Insbesondere haben IN und g die (unten weiter diskutierte) Wohlordnungseigen-
schaft, gemdfs der in jeder ihrer nicht-leeren Teilmengen eine kleinste Zahl existiert.

Beweis. Wir zeigen erst die Existenz kleinster Zahlen in T fiir ) # T' C Z mit unterer Schranke
zg fiir T in Z. Dazu argumentieren wir indirekt: Angenommen, es gibt keine kleinste Zahl in
T. Dann zeigen wir durch Induktion, dass jedes z € {20, 2041, 2042, ...} untere Schranke fiir T
ist. Der Induktionsanfang fiir z = z( ist per Voraussetzung gegeben. Fiir den Induktionsschritt
sel z € Z untere Schranke fiir 7', also T' C {y € N |z < y}. Zudem ist aber z ¢ T (denn sonst
wére z kleinste Zahl in T') und damit sogar ' C {y € N |z < y} = {y € IN|2+1 < y}, wobei die
Gleichheit aus (*x) resultiert. Dies bedeutet, dass z+1 untere Schranke fiir 7" und der Indukti-
onsschritt komplett ist. Insgesamt sind dann aber alle unteren Schranken zg, zo+1, 20+2,... ¢ T,
da man sonst eine kleinste Zahl in T bekédme. Dies steht im Widerspruch zu T # () und beweist
insgesamt die Existenz der kleinsten Zahl in 7.

Die Existenz der grofiten Zahl in T fiir () # T C Z mit oberer Schranke ergibt sich analog
oder durch Anwendung des Vorigen auf {—z |z € Z}.

Die Wohlordnungseigenschaft von IN und Ny folgt, da dort gem&f (x) 1 bzw. 0 kleinstes
FElement und damit untere Schranken fiir jede Teilmenge ist. O
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Definition (Wohlordnungen). FEine Ordnungsrelation auf einer Menge X heifit eine Wohlordnung auf X, wenn sie
eine totale Ordnung auf ganz X ist und beziiglich ithr jede nicht-leere Teilmenge von X ein kleinstes Element besitzt.

Gemif der vorigen Proposition ist die Standard-Ordnung ,,<“ eine Wohlordnung auf IN und INg. Auf Z ist ,<“ zwar
keine Wohlordnung, man kann auf Z und jeder Menge, die in Bijektion zu IN steht, aber ohne Probleme eine Wohlordnung
erzeugen. Auf Z sieht eine mogliche Wohlordnung < zum Beispiel so aus, dass

041<4-19249-24939-3d49-44...

gilt. Auf R und anderen ,groflen“ Mengen dagegen kann man eine Wohlordnung nicht konstruktiv erhalten. Ihre pure
Existenz ist dennoch sichergestellt durch:

Satz (Wohlordnungssatz von Zermelo). Fliir jede Menge X gibt es eine Wohlordnung auf X.
Der Beweis basiert auf dem Zornschen Lemma und wendet dieses Lemma in typischer Manier an:
Beweisskizze. Wir betrachten die Menge von Definitionsbereichen und Graphen von Wohlordnungen
W= {(D,G) € P(X)xP(X?)| (D, D,G) ist eine Wohlordnung auf D}

(wobei das Tripel (D, D, G) wie urspriinglich definiert fiir die Relation auf D mit Graph G C D? steht) und erkliren eine
Ordnungsrelation @ € Rel(W) durch

(D,G) @ (D,G) = ((DC D)A(GCG)A(VzeD: VyeD\D: (z,y) € G))

fiir alle (D, G), (f),é) € W. Grob gesagt bedeutet (D,G) & (5,@) damit, dass die Relation R = (ﬁ, f),é) die Relation
R = (D, D, G) so fortsetzt, dass die Elemente von D \ D beziiglich R eréBer oder gleich® den Elementen von D sind.
Wir zeigen nun, dass die Voraussetzung des Zornschen Lemmas fiir W mit der Relation @ erfiillt ist, dass also fiir jede
Kette K C W eine obere Schranke in W existiert. Dazu setzen wir fiir eine solche Kette D := |J{D| (D, G) € K} C P(X)
und Gk = U{G|(D,G) € K} C P(X?). Damit ist Gx C (Dx)? der Graph einer Relation Rx € Rel(Dx), und es
ist nicht schwer zu sehen, dass Rx eine Totalordnung auf Dy ist (denn zum Nachweis von Reflexivitit, Antisymmetrie,
Transitivitdt und Totalordnungs-Eigenschaft operiert man mit hochstens drei Elementen von Dy und kann sich mit der
Ketteneigenschaft immer darauf zuriickziehen, dass diese alle im Definitionsbereich D nur eines (D,G) € K liegen). Etwas
schwieriger ist der folgende Nachweis, dass Ryx sogar eine Wohlordnung ist: Sei ) # T' C Dy. Wir wihlen ¢t € T. Dann gilt
t € D fiir ein (D,G) € K, und T N D # 0 besitzt beziiglich der Wohlordnung (D, D, G) ein kleinstes Element z € T N D.
Wir zeigen, dass dieses = schon das kleinste Element von T beziiglich R ist. Sei dazuy € T C Dy. Dann gilt y € D fiir ein
(D,G) € K. Wir unterscheiden nun die Fille y € D und y ¢ D. Im Fall y € D ist y € TN D und gem&f Wahl von z somit
(z,y) € G C Gi.Im Fall y ¢ D erinnern wir uns, dass K eine Kette ist. Day € D\ D ja D C D und damit (D, G) @ (D, G)
ausschlieBt, muss (D, G) @ (D, G) gelten. Die letzte Bedingung aus der Definition von & liefert fiir z € D und y € D\ D
dann (z,y) € GC Gic. Somit ist (z,y) € Gx oder mit anderen Worten = Rx y in allen Fillen gezeigt, = ist also beziiglich
Ry kleinstes Element von T'. Insgesamt erhalten wir, dass Rx eine Wohlordnung auf Dy, also (Dx,Gx) € W ist. Man
priift nun problemlos, dass (D, G) & (Dx, Gx) fir alle (D, Q) € K gilt und somit (Dx,Gx) eine obere Schranke fiir K ist.
Insgesamt ist die Voraussetzung des Zornschen Lemmas erfiillt, und dieses liefert nun die Existenz eines maximalen
Elements (D,G) von W, fiir das R = (D, D, G) eine Wohlordnung auf D C X ist. Angenommen, es ist D & X. Dann
kénnten wir ein zg € X \ D wihlen, dieses zg durch die Festlegungen Dy := DU{zo}, Go := GU(Dox{z}) als neues
groftes Element hinzufiigen und erhielten (Do, Go) € W mit (D,G) & (Do, Go), aber (Do,Go) # (D,G). Da dies im
Widerspruch zur Maximalitit von (D, G) stiinde, muss tatsidchlich D = X gelten. Dies bedeutet aber, dass R tatséchlich
eine Wohlordnung auf ganz X ist. O

Tatséchlich stellen sich das Auswahlaxiom, das Zornsche Lemma und der Wohlordnungssatz sogar als zuein-
ander dquivalent heraus. Da wir mit den vorausgehenden Beweisen schon gesehen haben, dass das Auswahlaxiom das
Zornsche Lemma und das Zornsche Lemma den Wohlordnungssatz implizieren, ist fiir die Aquivalenz nur noch zu zeigen,
dass der Wohlordnungssatz das Auswahlaxiom impliziert. Da mittels Wohlordnung sehr kanonisch (kleinste) Elemente aus-
gewihlt werden konnen, ist letzteres tatséchlich vergleichsweise einfach: Fiir ein beliebiges System S disjunkter nicht-leerer
Mengen liefert der Wohlordnungssatz die Existenz einer Wohlordnung auf | J S, und beziiglich dieser existiert in jeder Menge
M € 8, die ja nicht-leere Teilmenge von | J S ist, ein kleinstes Element z,; (das durch seine Eigenschaft zu einem gewissen
Grad konstruktiv charakterisiert ist). Gemifl dem Ersetzungsaxiom kann nun die Menge {zp|M € S} gebildet werden.
Diese hat dann die Auswahleigenschaft, dass sie mit jeder der in S enthaltenen Mengen genau ein Element gemeinsam hat.

2.3.2 Aquivalenzrelationen
Die zweite wichtige Klasse spezieller Relationen ist folgende:

Definition (Aquivalenzrelationen). Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X ist eine
reflerive, symmetrische und transitive Relation auf X.
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Bemerkung. Fiir die Umkehrrelation und Selbst-Komposition einer Aquivalenzrelation ~ gel-
ten stets ~~1 = ~ (folgt aus Symmetrie) und ~~ = ~ (folgt aus Reflexivitit und Transitivitt).

Wir werden in Kiirze konkrete Beispiele von Aquivalenzrelationen diskutieren, beschiiftigen
uns aber zuvor mit der entscheidenden abstrakten Eigenschaft, dass sogenannte Aquivalenzklas-
sen gebildet werden koénnen und die niitzlichen Eigenschaften des néchsten Satzes aufweisen:

Definitionen (Aquivalenzklassen und Quotienten). Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer
Menge X.

(I) Die Aquivalenzklasse von x € X beziiglich ~ (oder auch: von ~ zu x € X) ist
[z]v ={yeX|y~a}CX.
Ist die betrachtete Aquivalenzrelation im Kontext klar, so notieren wir auch [x] fir [z]~.

(IT) Die Quotientenmenge X/~ (lics: X modulo ~) von X beziiglich der Aquivalenzrelation
~ ist die Menge aller Aquivalenzklassen von ~, also

X[ i={[z] |z € X} CP(X).

(IIT) Die kanonische Projektion oder Quotientenabbildung von X nach X/~ ist die stets
surjektive Abbildung
Pt X = X/~ 2]

FErgibt sich die Aquivalenzrelation aus dem Kontext, so schreiben wir auch p fir p~.

Satz (zu Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen). Sei X' eine Menge mit x,y € X.
Fiir eine Aquivalenzrelation ~ auf X gilt

Yy~ = yehl. = =[] = [l #0]

und fir die komplementdre Relation 4 := ~¢ dementsprechend
yrteo =yl = P # 2l = Nzl =0.

Beweis. Wir zeigen nur die obere Zeile von Aquivalenzen, da sich die untere durch Negation
daraus ergibt. Da y ~ x <= y € [z]|. per Definition der Aquivalenzklasse [z]. gilt, werden wir
tatséichlich nur als Ringschluss die drei Implikationen in

g~z 2% o =lale B enple£0 2y

nachweisen:

e Implikation (1): Es gelte y ~ x. Wir verifizieren [y]. C [z]~ und [y]~ D [z]~ separat. Fiir
,C“ sel z € [y]~, also z ~ y. Zusammen mit y ~ z und Transitivitdt von ~ folgt z ~ z,
also wie bendtigt z € [z].. Fiir ,D“ bemerken wir, dass per Symmetrie von ~ auch x ~ y
gilt, und greifen dann auf ,,C“ mit vertauschten Rollen von x und y zuriick.

e Implikation (2): Hierfiir ist nur [z]. # 0 sicherzustellen. Dies ist aber gegeben, weil Refle-
xivitdt ¢ ~ x und damit = € [z]. garantiert.

61



62 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

e Implikation (3): Sei z € [y]. N [z]~, also z ~ 2 und z ~ y. Per Symmetrie gilt auch y ~ z.
Mit Transitivitdat folgt aus y ~ z und z ~ x dann y ~ . O

Bemerkungen (zu Aquivalenzklassen). Insbesondere ergibt sich aus dem Satz:

(1) Jede Aquivalenzklasse [z]. kann auch als [y]. mit beliebigem y € [z].. geschrieben werden.
Man hat bei der Darstellung einer Aquivalenzklasse durch ein Element und die eckigen
Klammern in der Regel also eine Wahl, welches Element man nennt. Man sagt daher haufig,
dass ein y € [z]~ (wie auch z selbst) ein Repriisentant der Aquivalenzklasse [z]. ist.

(2) Verschiedene Aquivalenzklassen sind stets disjunkt, also ist die Quotientenmenge X/~ ein
System disjunkter Mengen. Da jedes Element = € X in einer Aquivalenzklasse liegt (ndmlich
in z € [z].), bedeutet dies insgesamt

x=J/~) =tz € X}

Mit anderen Worten bringt eine Aquivalenzrelation stets eine Partition/(disjunkte) Zer-
legung der Grundmenge in Aquivalenzklassen mit sich.
Auch umgekehrt erhélt man aus einer Partition X' = U{M | M € S} einer Menge X mittels eines Systems S disjunkter
Mengen, durch die Festlegung

acesay:(zrﬂMES:(:peM/\yEM) fir z,y € X
eine Aquivalenzrelation 653 € Rel(X).

Dabei ergeben sich als Aquivalenzklassen von ESB gerade die in S enthaltenen Mengen und aus einer Partition in

X/~

Aquivalenzklassen erhilt man die Aqulvalenzrelatlon zuriick, es gelten also stets X'/ 69 =S und ¢35 = ~. Somit sind
die beschriebenen Ubergange von Aquivalenzrelation zu Partition und von Partition zu Aqulvalenzrelatlon zueinander
invers, und man kann Aquivalenzrelationen auf X tatsiichlich 1-zu-1 mit Partitionen von X identifizieren,
wenn man mochte.

Beispiele (von Aquivalenzrelationen).

(0) Die All-Relation auf X ist eine (triviale) Aquivalenzrelation. Bei dieser ist [x] = X fiir alle
x € X, ganz X ist also die einzige Aquivalenzklasse.

(1) Die Gleichheitsrelation ,,=* des friiheren Beispiels (2) ist eine Aquivalenzrelation auf M und
kann als stark vereinfachter Prototyp einer solchen Relation angesehen werden. Bei = haben
alle Aquivalenzklassen [z]= = {z} mit x € M genau ein Element. Die Quotientenabbildung

M — M /= ist bijektiv und erlaubt die kanonische Identifikation von M /= mit M.

(2) Sehr zentrale Beispiele von Aquivalenzrelationen sind die Modulo-n-Relationen
I auf Z, die fiir jede feste Zahl n € Z durch

Yy~ n|(y—z) <= I €Z: y—x=nz fir z,y € Z

erklart werden (und deren Reflexivitét, Symmetrie und Transitivitdt man leicht priift). Ty-
pischerweise betrachtet man nur n € IN\ {1}, da =7 = 2 gilt, 2 die Gleichheitsrelation und
L die All-Relation ist. AuBerdem ist 2 die Relation 8 des fritheren Beispiels (1) (wohingegen
die Relation % von frither keine Aquivalenzrelation und hier irrelevant ist). Man verwendet

bei den Modulo-Relationen die allgemeinen Schreibweisen
y=x modn fiir Yy~

(gelesen ,,y gleich  modulo n* oder ,,y kongruent x modulo n*) und
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Z/nZ  fix  Z/%.
Konkret gelten beispielsweise 25 = 7 mod 9 und 3-6385+4 = —11 mod 3.

Die Aquivalenzklassen modulo 2 sind

0lz/0z = {- -, —6,—4,-2,0,2,4,6,.
1z/0z = {..-,—5,-3,-1,1,3,5,7,.

} = [2]Z/2Z = [_2]Z/2Z7
-} = Blzez = [-lz/2z

und geben die in Abbildung 28 gezeigte Zerlegung Z = [0]z/27 U[1]z/9z von Z in die
Mengen der geraden und ungeraden Zahlen.

(0000000000000 DOOD® )z

Abb. 28: Die Zerlegung Z = (0727 U [1]7/2z der ganzen Zahlen modulo 2

Die Aquivalenzklassen modulo 3 sind

[O]Z/SZ = { -, —9,-6,-3,0,3,6,9,.. } = [3]2/3Z = [_S]Z/?)Z )
[1]Z/3Z = { oy —8,-5,-2,1,4,7,10, .. } = [4]Z/3Z = [_Q]Z/3Z )
R2lzssz ={---»—7,-4,-1,2,58,11,...} = [5]z/3z = [~ 1]z/32

und geben die in Abbildung 29 gezeigte Zerlegung Z = [0]z/32 U [1]z/32U [2]z/37 in drei
Aquivalenzklassen mit je unendlich vielen Elementen, die bei Division durch 3 Rest 0,
1 bzw. 2 ergeben.

(9000000000000 -

Abb. 29: Die Zerlegung Z = [0]z,/37,U [1]7/32 U der ganzen Zahlen modulo 3

Analog ist Z in Aquivalenzklassen modulo 4,5,6,7,8,9,... zerlegt. Ein Beispiel fiir eine
A quivalenzklasse modulo 9 ist

[7]Z/QZ ={...,—38,-29,—-20,—-11,-2,7,16, 25,34, 43,52,61,70,79, ...} .

Ein Beispiel einer Aquivalenzrelation 1T auf IN erh#lt man durch

m . n <= m und n besitzen gleich viele Teiler in IN fiir m,n € IN.

Beispiele von Aquivalenzklassen beziiglich L sind
{1} (genau 1 Teiler),
{2,3,5,7,11,13,17,19, ...}
{4,9,25,49,121,169, ...}

(genau 2 Teiler; Primzahlen p € P),

(
{6,8,10,14,15,21,22,...} (genau 4 Teiler; Zahlen p* oder pg mit p # ¢ in P),

(

(

genau 3 Teiler; Zahlen p? mit p € P),

{16,81,625,2401, 14641, ...}
{12,18,20, 28,32, 44, 45, ...}

genau 5 Teiler; Zahlen p* mit p € P),
genau 6 Teiler; Zahlen p® oder p?q mit p # ¢ in P).
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(4)

Insgesamt zerlegt die Aquivalenzrelation %% die natiirlichen Zahlen— wie in Abbildung 30
angedeutet — in die Aquivalenzklasse {1} mit einem Element und unendlich viele weitere
Aquivalenzklassen mit jeweils unendlich vielen Elementen.

Y

Abb. 30: Die Zerlegung von N in die

Aquivalenzklassen der Relation £J

Fiir jede Menge X wird durch
foxg<:Iy e R\{0}: Vx € X: g(x) = vf(x) fiir f,g € Abb(X,R)

eine Aquivalenzrelation oc auf Abb(X,R) definiert. Im Fall X = R enthilt die Aquivalenz-
klasse von idg beziiglich o< alle linearen Funktionen R — R, z — max mit (Steigungs-)
Parameter m € R\{0}, und die Aquivalenzklasse von R — R, z ++ 22 beziiglich oc enthilt
alle quadratischen Funktionen R — R, x + ax? mit (Offnungs-)Parameter a € R\{0}.

Beziiglich der Aquivalenzrelationen 23 auf P(IN) mit

M2 N = Mn{1,2,3} = Nn{1,2,3} fir M, N CIN

enthilt die Aquivalenzklasse der Menge der ungeraden Zahlen
{1,3,5,7,9,..} ] ={M e P(IN)|1le M,2¢ M,3ec M}
sowohl endliche Mengen wie {1,3}, {1,3,8}, {1,3,7,19}, {1,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13}

als auch unendliche Mengen wie IN\{2}, PA{1,2} und {1,3,5,7,9,...} selbst. Insgesamt
besteht P(IN)/ 23 aus 8 Aquivalenzklassen mit jeweils unendlich vielen Elementen.

Beziiglich der Aquivalenzrelationen 2 auf P(IN) mit
M = N :<= MAN hat nur endlich viele Elemente fir M,N c IN
enthilt die Aquivalenzklasse der Menge IP € IN der Primzahlen
[P] = {PA{ni,no,ng,...,ni} |k € No, ny,n9,ns,...,np € N}

nur unendliche Mengen wie zum Beispiel {19, 23,29,31,37,41...} (Primzahlen ab 19) und
{1,3,5,7,...,101,103,107,109,113,127, ...} (ungerade Zahlen bis 103, Primzahlen ab 107).

Hier enthilt P(IN)/ 2 unendlich viele Aquivalenzklassen mit je unendlich vielen Elementen.
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(7) Jede Funktion f: X — Y zwischen Mengen X und ) induziert eine Aquivalenzrelation .
auf A durch
xrjiy:{:>f($):f(y) fiir alle x,y € X.

(Reflexivitét, Symmetrie, Transitivitéat besagen hier f(z)=f(z), f(x)=f(y) = f(y)=f(z)
und (f(z)=f(W) A fly)=f(2)) = f(x)=f(2) fiir alle x,y, 2€ X und gelten offensichtlich.)

Spezialfille dieser Bildung haben wir in den Beispielen (3) und (5) gesehen: Die Relation
ergibt sich fiir die Funktion f: IN — IN, die n € IN auf die Anzahl der Teiler von n abbildet.
Die Relation 23 ergibt sich fiir f: P(IN) — P({1,2,3}), M — M N {1,2,3}.

Etwas allgemeiner kann man iibrigens auch fiir f: X — ) und fiir eine beliebige Aquivalenzrelation = auf dem Ziel
Y anstelle der Gleichheitsrelation durch

:Jcéy:(:}f(:p)%f(y) fir alle z,y € X

eine Aquivalenzrelation é auf X erhalten.

Mit Aquivalenzrelationen bringt man in der Mathematik ganz allgemein und formal kor-
rekt zum Ausdruck, dass man in Relation stehende Elemente miteinander und mit ihrer
Aquivalenzklasse identifizieren kann, jedenfalls im Hinblick auf gewisse, an der entspre-
chenden Stelle relevante Eigenschaften. Ist speziell fiir Elemente x € X nur der Funktionswert
f(x) € Y unter einer fixierten Abbildung f: X — ) relevant, so wird genau dies im néchsten
Satz formalisiert:

Satz (iiber die Faktorisierung einer Abbildung beziiglich einer Aquivalenzrelation).
Seien X und ) Mengen, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und f: X — Y eine Abbildung mit
der Eigenschaft

y~x= f(y) = f(x) fiir alle xz,y € X .

Dann gibt es genau eine Abbildung fi: X/~ — Y mit
f«([z]) = f(z) fir alle x € X .

Beweis. Wir zeigen, dass f.: X/~ — Y durch f.([z]) := f(x) fir x € X wohldefiniert wird,
dass also fir z,y € X aus [y] = [z] stets f(y) = f(z) folgt. Da [y] = [z] gem&B dem vorigen
Satz y ~ x bedeutet, ist genau dies aber durch die vorausgesetzte Eigenschaft gesichert. Mit der
Wohldefiniertheit ist dann auch die Existenz und Eindeutigkeit von f, klar. O

Beispiel (zum Satz tiber die Faktorisierung). Wir betrachten die Abbildung r: Z — {0,1,2},
die ganze Zahlen auf ihren Rest bei Division durch 3 abbildet, also r(z) =  mod 3 mit r(x) €
{0,1,2} oder mit anderen Worten = = 3|x/3]+r(z) fur alle z € Z erfillt. Die zugehorige
Relation L im Sinn von Beispiel (7) ist die Modulo-3-Relation.

Da (y = x mod 6) = (y = z mod 3) = r(y) = r(z) gilt, greift der Satz sowohl fiir die Mo-
dulo-6- als auch die Modulo-3-Relation und gibt eine eindeutige Abbildung r,: Z/6Z — {0, 1,2}
mit 7. ([2]z/6z) = r(z) beziehungsweise r.: Z/3Z — {0,1,2} mit 7.([z]z/37) = r(z) fir alle
x € Z. Konkret sieht man an

r(=2)=1, r(=1) =2, r(0) =0,
ro([=2])) =1, r([-1]) =2, r([0]) =0, r([1]))=1, r([2]) =

(fiir Aquivalenzklassen entweder modulo 6 oder modulo 3), dass der Ubergang von 7 zu 7,
naheliegend und eher eine Formalitét ist. Entscheidend ist aber, dass z.B. mit 4 = —2 mod 6
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66 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

auch [4] = [—2] ist und dies r(4) = r(—2) erzwingt: Wire namlich mal hypothetisch r(4) # r(—2),
so konnte man den Wert von 7, auf [4] = [—2] nicht wie bendtigt festlegen. Dass auf diese
Weise tatséchlich keine Probleme entstehen (weil die Abbildung ndmlich auf allen Elementen
einer Aquivalenzklasse denselben Wert hat), das wird in diesem Beispiel durch die erwdhnten
Implikationen (y = x mod 6) = (y = z mod 3) = r(y) = r(z) sichergestellt — und genauso
im allgemeinen Fall durch die Voraussetzung y ~ = = f(y) = f(x).

Tatséchlich kann die hier betrachtete Abbildung r nach allen Modulo-n-Relationen mit durch
3 teilbarem n faktorisieren, aber nicht nach irgendwelchen anderen Modulo-Relationen: Die
Faktorisierung modulo 2 scheitert zum Beispiel daran, dass dann tatsdchlich [0] = [2], aber
7(0) =0 # r(2) = 2 ist und kein sinnvoller Wert von r, auf [0] = [2] festgelegt werden kann.

Bemerkungen (zum Satz iiber die Faktorisierung).

(1) Die Voraussetzung y ~ = f(y) = f(x) fiir alle 2,y € X bedeutet, dass f auf Aquivalenz-
klassen von ~ konstant ist. Mit £ aus Beispiel (7) kann die diese Voraussetzung dquivalent

alse~y=z L y fiir alle x,y € X oder auch als G C G geschrieben werden. Insbeson-

dere ist £ die Relation mit den groBten Aquivalenzklassen und dem gréfiten Graph, fiir die
der Satz anwendbar ist.

(2) Im Satz ist ...

e f. genau dann injektiv, wenn ~ = £ (also y ~ z <= f(y) = f() fiir alle z,y € X) gilt,
e Bild(f.) = Bild(f) und insbesondere f, genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist.

Beweis. Ist f, injektiv, so erhalten wir f(y) = f(z) = y ~ =z fiir alle z,y € X aus den
Schliissen f(y) = f(z) ~ f«([y]) = f<([z]) ~ [y] = [2] ~ y = 2. Da die Umkehr-Implikation
im Satz vorausgesetzt wird, ist damit y ~ x <= f(y) = f(z) fiir alle z,y € X gezeigt.

Gilt y ~ z <= f(y) = f(z) fur alle z,y € X, so erhalten wir f.([y]) = f«([z]) = [y] = [z]
fir alle z,y € & durch die Schliisse fi([y]) = f«([z]) ~ f(y) = f(x) ~» y ~ 2 ~ [y] = [z].
Damit ist f, injektiv.

Die Gleichheit Bild(f,) = Bild(f) liest man aus f.([z]) = f(z) fiir alle z € X ab und erhilt
dann auch die Aussage zur Surjektivitit. O

(3) Die Schlussfolgerung des Satzes kann abstrakter so formuliert werden, dass genau eine
Abbildung f.: X/~ — Y mit

Jeop=Ff

(fiir die Quotientenabbildung p: X — X'/~) existiert. Damit wird die Abbildung f gewisser-
mafen in die ,,Faktoren“ f, und p zerlegt, was die Verwendung des Begriffs ,,Faktorisierung“
(teils) erklirt. Insbesondere kénnen wir durch die Wahl ~ = £ und gemisB der vorigen Be-
merkung jede Abbildung f als Hintereinanderausfithrung der Surjektion p und
der Injektion f, schreiben.

Man kann sich die Situation des Satzes anhand des rechts gezeigten

Diagramms verdeutlichen und merken. Die Gleichheit f = f. op X f y
bringt man dabei auch so zum Ausdruck, dass man von einem i
kommutativen Diagramm spricht, d.h. einem Diagramm, in pl . f
dem der direkte Weg von X nach ) mit f derselben Abbildung X /N

entspricht wie der Weg von X iiber X'/~ nach J mit p und f,.
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~

(4) Wie in Beispiel (7) kann man auch im Satz eine beliebige Aquivalenzrelation = auf dem Ziel Y zulassen und erhélt
dann folgende leicht allgemeinere Version: Seien X und Y Mengen, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und & eine
Aquivalenzrelation auf ) sowie f: X — ) eine Abbildung mit der Eigenschaft

y~z = f(y) = f(z) fiir alle z,y € X
was mit anderen Worten y ~ z =y é z fiir die Relation é aus Beispiel (7) X —f> A%
bedeutet. Dann gibt es genau eine Abbildung fi«: X/~ — Y/, die
fe([z]~) = [f(2)]~ fiir alle z € X le \me
oder mit anderen Worten f. o p~. = px~ o f erfiillt und das rechts gezeigte Dia- X/~ > Y/
gramm kommutativ macht. f

2.4 Rationale Zahlen

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Moglichkeit zur formalen Einfiithrung der ratio-

nalen Zahlen, also der Briiche mit ganzzahligem Zé&hler und Nenner, letzterer ungleich Null.

Die Darstellung solcher Briiche ist bekanntlich nicht eindeutig, zum Beispiel ist % = % = :—ig,

es konnen also die drei Zihler-Nenner-Paare (3,2), (6,4), (—18,—10) (und viele weitere) zur
Darstellung desselben Bruchs herangezogen werden. Der Zusammenhang, dass zwei Paare den-
selben Bruch darstellen, gibt tatsichlich eine Aquivalenzrelation auf Zihler-Nenner-Paaren, und
verschiedene Zihler-Nenner-Paare konnen als verschiedene Représentanten desselben Bruchs
betrachtet werden. Deshalb liegt es nahe, mit einer geeigneten Aquivalenzrelation zu arbeiten:

Proposition. Durch die Festleqgung
(z,m) ] (y,m) == mz =ny fir alle (z,n), (y,m) € Zx(Z\{0})
ist eine Aquivalenzrelation auf Zx(Z\{0}) gegeben.
Beweis. Wir zeigen die definierenden Eigenschaften (wobei (z,n), (y,m), (z,¢) € Zx(Z\{0})):
e Reflexivitit: (z,n) 2 (z,n) bedeutet nz = nz und gilt fir alle (z,n) € Zx(Z\{0}).

e Symmetrie: Es gilt sogar (z,n) 2 (y,m) <= (y,m) ] (z,n), denn die ausgeschriebene
linke Seite mz = ny und die ausgeschriebene rechte Seite ny = mz besagen dasselbe.

e Transitivitdt: Wir zeigen ((z,n) 2 (y,m)A(y,m) 2 (0, z)) = (z,n) 2 (¢, x): Die Préamisse
bedeutet mz = ny und fy = mxz, und daraus folgt mfz = ¢mz = Iny = nly = nmx = mnx.

Wegen m # 0 erhalten wir £z = nx, also wie erforderlich (z,n) 2 (x,0). O

Definition (rationale Zahlen). Wir definieren die Menge der rationalen Zahlen
Q == (Zx(Z\{0}))/%

als die Quotientenmenge der Aquivalenzrelation & aus der vorausgehenden Proposition und ver-
einbaren die Schreibweisen

= [(z,n)] mit z € Z., n € Z\{0}

fiir die Aquivalenzklassen dieser Relation. Wir identifizieren auferdem jede ganze Zahl z € 7
mit der Aquivalenzklasse T € Q und fassen in dieser Weise Z als Teilmenge von Q auf.
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68 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

Dass diese Definition sinnvoll ist, liegt vor allem daran, dass sich aus ihr sofort die grundle-
gende Kiirzungs-/Erweiterungs-Regel

z  mz
-—=— fir z € Z, m,n € Z\{0
P ir z m,n \{0}
ergibt (denn diese Regel bedeutet per Definition der Aquivalenzrelation nichts anderes als die
offensichtliche Gleichheit mnz = nmz).

Das Rechnen mit rationalen Zahlen kann nun wie folgt eingefiihrt werden:

Definitionen (der Grundrechenarten auf rationalen Zahlen). Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division rationaler Zahlen werden unter Verwendung der Addition, Subtraktion
und Multiplikation ganzer Zahlen durch

+
iigzzmz ny

z oy 2y z |y 2m
n- m nm n m nm’ n/ m ny

firy,z € Z, m,n € Z\{0} (bei der Division auch y € Z\{0}) definiert.

Dass diese Festlegungen tatséichlich nur von den Aquivalenzklassen 2, % und nicht den

(Eintrégen der) verwendeten Représentanten (z,n), (y,m) abhéngen, ist zunéchst iiberhaupt
nicht klar. Daher ist hier — wie es fiir das Arbeiten mit Aquivalenzklassen sehr typisch ist —
Wohldefiniertheit zu zeigen:

Beweis fiir die Wohldefiniertheit der Grundrechenarten. Fiir die Wohldefiniertheit der Addition

. . . . z _ 2 y _y mztny _ m/z'+n'y’ .
und Subtraktion zeigen wir, dass sich aus = = %; und .= = - stets ——-=4 = ——=-7 ergibt.

Dazu schreiben wir die Pramisse mit der Definition der Aquivalenzrelation & um in n’z = nz’

und m’y = my’ und bekommen dann n'm’/(mz+ny) = m'mn’z £ n'nm'y = mnm/z’ £ nmn'y’ =
17 1.,/

mn(m'z'+n'y’), was wie erforderlich mf;”y =0 fl,rinrf Y bedeutet. Fiir die Wohldefiniertheit der

. . . . . z z/ y _ y/ Zy o Z/y/ .

Multiplikation zeigen wir, dass aus 2=5 und o = 57 stets 5 = = folgt. Dazu nutzen wir

wieder n'z = nz’ und m'y = my/, rechnen n'm’zy = n’zm’y = nz'my’ = nmz'y’ und bekommen

wie gewiinscht =% = ;,lg;,. Die Wohldefiniertheit der Division priift man ganz dhnlich. O

Insbesondere gelten nach diesen Definitionen fiir y, z € Z, n € Z\{0} stets

z

y zxy

z
+ z.
1 17 1

=N
—l
Il
N
"“@
— |
=3
|
SR

Die ersten beiden Gleichungen besagen dabei, dass die Addition, Subtraktion und Multiplikation
auf Q und Z konsistent mit der (in der Definition vereinbarten) Auffassung von Z als
Teilmenge von Q) zusammenpassen. Die dritte Gleichung besagt, dass die Division von z € Z
durch n € Z\{0} in Q die Aquivalenzklasse £ gibt, oder anders herum, dass die Q ausmachenden
Aquivalenzklassen = die Quotien.t.en z/n der gerade eingefithrten Division sind. Dies macht
die Unterscheidung zwischen Aquivalenzklassen und Quotienten fortan unndétig und
erklart und rechtfertigt, warum wir das Symbol ,;/“ in beiden Zusammenhingen verwendet
haben. (Ubrigens besteht auch mit der friiher am Rande und nur fiir den Fall z = ng erwihnten
Division in Z natiirlich Konsistenz, da in diesem Fall 2 /2 = 4 gilt.)

Aus den Definitionen lassen sich auch auf @ die Kommutativitit und Assoziativitéit der
Addition und Multiplikation, die Distributivgesetze und weitere bekannte Rechenregeln
ableiten. Davon, solche Rechenregeln im Detail nachzuweisen, sehen wir hier ab.
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2.5. Méchtigkeit von Mengen 69

SchlieBlich kénnen auch die Standard-Ordnungsrelationen ,<“, ,>“  <“  >“ auf ra-
tionale Zahlen erweitert werden: Wir erkldren dazu zuerst die strikten Totalordnungen <
und > auf Q durch

z z
f>£=<:>£<—:<:>ny<mz firy,z€ Z,m,n €N
n- m m n

(so nur fiir positive Nenner aus IN — was aber vollig ausreicht, da Z mit z € Z, n € —IN

auch als =% mit —z € Z, —n € IN geschrieben werden kann). Die zugehorigen (nicht-strikten)

Totalordnungen < und > auf Q ergeben sich durch ¢ >p ;<= p<q:<= (p<qVp=gq)
fiir p,q € Q. Dass diese Festlegungen wohldefiniert sind und man in der Tat totale (strikte)
Ordnungsrelationen erhilt, priift man ausgehend von den entsprechenden Eigenschaften auf Z
recht problemlos. Auflerdem besteht auch hier insofern Konsistenz, dass ¥ < # <=y < z fiir
alle y, z € Z gilt. Genauer gehen wir auf den Umgang und das Rechnen mit Ungleichungen in
Abschnitt 4.1 im Kontext der reellen Zahlen ein.

Tatséichlich ist diese Konstruktion der rationalen Zahlen @ ein illustratives Beispiel fiir den
Umgang mit Aquivalenzrelationen, und wir werden auch im nichsten Abschnitt noch einmal
darauf zuriickkommen. Soweit es den praktischen Umgang mit rationalen Zahlen und
das Rechnen mit Briichen angeht, unterfiittert die beschriebene Konstruktion aber
vor allem die bekannten und iiblichen Rechenregeln, wihrend man auf die Konstruktion
selbst im Weiteren nicht mehr zuriickgreifen muss.

2.5 Machtigkeit von Mengen

Die Michtigkeit oder Kardinalitit einer Menge verallgemeinert die Anzahl der Ele-
mente der Menge, bleibt aber auch fiir Mengen mit unendliche vielen Elementen sinnvoll und
erlaubt einen Vergleich verschiedener ,,Grade von Unendlichkeit*. Um dies prizise fas-
sen zu konnen, erweist es sich als sinnvoll, zuerst den Vergleich von Méchtigkeiten einzufiihren:

Definitionen ((Gleich-)Miéchtigkeit von Mengen). Seien M und N Mengen.

(I) Man nennt M und N gleichmdéchtig oder von gleicher Kardinalitdt, notiert |M| = |N|,
wenn es eine Bijektion von M nach N gibt.

(IT) Man nennt N mindestens gleichmdchtig zu M, notiert |N| > |M|, und M hdchstens
gleichmdchtig zu N, notiert |M| < |N|, wenn es eine Injektion von M nach N gibt.

(III) Man nennt N (echt) mdchtiger als M, notiert |N| > |M|, und M (echt) weniger
mdchtig als N, notiert |M| < |N|, wenn |M| < |N|, aber nicht |M| = |N| gilt.

Bemerkungen (zur (Gleich-)Méachtigkeit von Mengen).

(1) Fiir endliche Mengen M und N bedeutet N gleichméchtig/mindestens gleichmichtig/echt
méchtiger zu/als M, dass N genau so viele/mindestens so viele/echt mehr Elemente
als M hat. Dies unterstreicht, dass man bei der Notation |M| die Anzahl der Elemente von
M im Hinterkopf haben sollte (auch wenn wir die Méchtigkeit |M| nicht definiert haben,
sondern nur die Gleichméchtigkeit |M|=|N|).
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70 KAPITEL 2. Abbildungen, Relationen, Zahlen

(2) Fiir die Gleichmichtigkeit beliebiger Mengen M, N und L zeigt man leicht
|M|=|M|,  |M|=|N|<=|N|=|M|,  (|LI=|M|A|M|=|N|) = |L|=|N].

Damit ist Gleichmichtigkeit eine Aquivalenzrelation auf der Potenzmenge P(X) jeder fi-
xierten Menge X'. (Ohne eine Grundmenge X" zu fixieren, kénnen wir dagegen nicht formal
sauber von einer Aquivalenzrelation sprechen, da wir die Menge aller Mengen als Grund-
menge brauchten und diese nicht existiert; vergleiche mit Abschnitt 1.4.)

(3) Fiir den Vergleich von Méchtigkeiten beliebiger Mengen M, N und L gelten generell die an
(strikte) Ordnungsrelationen erinnernden Regeln

IM|<|M[,  (IM[<|N|AIN|<|M|) = |M|=|N|,  =(M|<|N|AIN|<|M]),
(ILI<IM|ANMISIN]) = |LISIN],  (ILI<|M|AM|<|N]) = |L|<|N].

Waihrend die linken Regeln in beiden Zeilen einfach einzusehen sind, handelt es sich bei
der mittleren Regel der oberen Zeile tatsidchlich um einen bekannten Satz von Cantor-
Schréder-Bernstein, dessen Beweis bei Interesse unten im Kleingedruckten nachgelesen
werden kann und eine etwas trickreiche Konstruktion einer Bijektion M — N aus einer
Injektion M — N und einer Injektion N — M erfordert. Die rechten Regeln in beiden
Zeilen ergeben sich dann aus diesem Satz (iibrigens auch in schérferen Versionen, bei denen
eines der ,,<“-Zeichen durch ,,<“ ersetzt wird).

Alles in allem kénnen damit fiir jede fixierte Menge X' die Mindestens-Gleichméchtigkeit und Hochstens-Gleichméchtig-
keit als Ordnungsrelationen auf P(X) modulo der Gleichmichtigkeit angesehen werden und die echt gréfiere und echt
geringe Méchtigkeit als strikte Ordnungsrelationen auf P(X).

(4) Eine etwas fortgeschrittenere Argumentation mit dem Wohlordnungssatz zeigt auch die Totalordnungseigenschaft, dass
stets genau eine der drei Moglichkeiten |X| < |Y|, || < |X|, |X| = |V| eintritt.

Alles in allem gelten damit fiir den Vergleich von M#chtigkeiten dieselben Regeln wie fiir
den Vergleich von Zahlen, so dass die eingefiihrte Notation mit den Symbolen =, <, >, <, >
sich als sehr sinnvoll und suggestiv erweist.

Als Néchstes geben wir wie angekiindigt:

Beweis der Regel (|M| < |N|A|N| < |M|) = |M| = |N|, also des Satzes von Cantor-Schrider-Bernstein. Es sei sowohl
|M|] < |N| als auch |N| < |M|. Per Definition gibt es dann Injektionen f: M — N und g: N — M, und aus letzterer
erhalten wir durch Verkleinerung des Zielbereichs eine Bijektion g: N — Bild(g) mit Umkehrbijektion g—': Bild(g) — N.
Wir definieren A, C M fiir alle n € Ny durch den Rekursionsanfang Ag := M \ Bild(g) und den Rekursionsschritt
Ant1 := g(f(An)) fiir alle n € No. Damit kdnnen wir A« := U, e, An setzen und h: M — N durch

o) e fx) fiir z € Ax
h(z) : {g_l(:p) fiir x ¢ Ax

(also ein gewisses ,,Zusammenstiickeln® von f und g—1) fiir alle z € M definieren, denn im Fall ¢ A, liegt = insbesondere
in M\ Ap = Bild(g), wo g~ definiert ist.

Um Injektivitdt von h zu zeigen, betrachten wir z,y € M mit h(y) = h(z) und unterscheiden Félle: Im Fall z,y € A,
gilt f(y) = f(z), und y = z folgt per Injektivitit von f. Im Fall z,y ¢ A gilt g7 (y) = g~ (x), und y = z folgt aus
der Bijektivitidt von g—1. Im Fall x € A, y ¢ A. gilt g~ '(y) = f(x). Es gibt dann ein n € Ng mit € A,, und folglich
y = g(f(x)) = g(f(z)) € Any1 C As. Damit ist ein Widerspruch erreicht und das Auftreten dieses Falls tatséichlich
ausgeschlossen. Analog sieht man, dass auch der Fall z ¢ A, y € A, nicht eintreten kann. Damit ist wie benétigt y = z in
allen (méglichen) Féllen gezeigt.

Um Surjektivitdt von h zu zeigen, sei y € N. Da g1 bijektiv ist, konnen wir y = g~ (z) mit = € Bild(g) = M \ Ao
schreiben. Wir unterscheiden wieder Félle: Im Fall ¢ A, erhalten wir direkt y = h(z) € Bild(h). Im Fall z € A, muss
z € An = g(f(An—1)) fiir ein n € IN gelten (denn wir hatten A =, ¢, An gewihlt, und « ¢ Ag ergab sich bei der Wahl
von z). Es gibt also ein 2’ € A,_1 mit z = g(f(z')), und wir erhalten y = g~ 1(2) = g~ (9(f(z"))) = - @G(f(2"))) = f(=)
mit 2’ € A.. Dies bedeutet auch in diesem Fall y = h(z’) € Bild(h). Damit ist, wie fiir Surjektivitdt benstigt, y € Bild(h)
in allen Fillen gezeigt.

Insgesamt ist h: M — N injektiv und surjektiv, also auch bijektiv, und es gilt |[M| = |N]|. a
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Aufbauend auf (dem Vergleich von) Méchtigkeiten konnen wir einige weitere Begriffe spezi-
fizieren:

Definitionen & Bemerkungen (zu (un)endlichen Mengen).

(1) Mit dem Konzept der Gleichmichtigkeit konnen wir prazisieren, dass eine Menge M . ..

e genau n € Ny Elemente hat, notiert |M| = n, wenn |M| = |{1,2,3,...,n—1,n}| gilt*,
e endlich ist, notiert |M| < oo, wenn ein n € Ng mit |M| = n ezistiert,

o unendlich ist, wenn sie nicht endlich ist.

GemdfS dem Auswahlaxiom (oder einer Folgerung daraus) kann man in jeder unendlichen
Menge M rekursiv xy € M, x9 € M\ {x1}, 3 € M \ {x1,22}, ©4 € M \ {21, 22,23}, ...
wdhlen, daraus eine Injektion N — M, n — x,, erhalten und so |IN| < |M| einsehen. Damit
sind die nattirlichen Zahlen gewissermajfien die kleinste unendliche Menge.

(2) Eine alternative, dquivalente Definition (un)endlicher Mengen geht auf Dedekind zuriick und kommt ohne expliziten
Riickgriff auf die (Struktur der) natiirlichen Zahlen aus. Dabei erklirt man eine Menge M als unendlich, wenn eine
echte Teilmenge T G M mit |T| = |M]| existiert, und andernfalls als endlich. Inspiriert wird diese Definition durch

die schon in Abschnitt 2.2 erwihnte Figenschaft, dass die Nachfolge-Abbildung eine Bijektion von IN auf IN\{1} ist
und damit [IN\{1}| = |IN| fiir die echte Teilmenge N\{1} G IN gilt.

Vor allem bietet das Konzept der Gleichméchtigkeit aber eine Moglichkeit, auch unendliche
Menge nach ,,Gréflenvergleich® mit IN zu unterscheiden:

Definition ((Uber-)Abzihlbarkeit). Eine Menge M heift. . .
e (hdchstens) abzdihlbar, wenn |M| < |IN| gilt,
e abzihlbar (unendlich), wenn |M|= |IN| gilt,
e diberabzdihlbar, wenn |[M| > |IN| gilt.

Bemerkungen (zu (Uber-) Abziihlbarkeit).

(1) Abzidhlbarkeit einer Menge M bedeutet, dass man die Elemente von M mit natiirli-
chen Zahlen nummerieren und in der Form M = {z}, z2,x3,...,2zy_12,} (endliche Liste
im Fall |M| < |IN| mit n = |M| € Ng) oder M = {z1,x2,23,...} (unendliche Liste im Fall
|M| = |IN|) nacheinander ,,aufzihlen* kann (wobei im unendlichen Fall |M| = |IN| das

Aufzihlen nie endet, aber zumindest feststeht, wann jedes einzelne Element dran wire).

(2) Neben IN selbst ist die Menge Z der ganzen Zahlen abzihlbar unendlich, denn man
kann eine Bijektion IN — Z zum Beispiel durch Nummerierung aller ganzen Zahlen in der
Reihenfolge

0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...

erhalten.

(3) Das erste Cantorsche Diagonalverfahren zeigt, dass die kartesischen Produkte IN?,
7?2 und die Menge Q der rationalen Zahlen abzihlbar unendlich sind. Dazu kon-
struiert man erst eine Bijektion IN — IN2, fiir die eine Formel bereits auf Ubungsblatt 4
angegeben wurden, hinter der aber letztlich die Grundidee steht, die Paare in IN? gemif
dem in Abbildung 31 gezeigten Diagonalschema zu nummerieren:

%Tm Fall n = 0 verstehen wir {1,2,3,...,n—1,n} = 0, so dass |[M| = 0 genau M = ( bedeutet.
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Abb. 31: Die Nummerierung von IN? durch das erste Cantorsche Diagonalverfahren
(wobei die Pfeile keine Abbildungspfeile sind, sondern nur die Reihenfolge andeuten)

Ist damit |IN?| = |IN| gezeigt, so kann dies mit |Z| = |IN| und folglich |Z?| = |IN?| zu |Z2| = |IN|
zusammengesetzt werden. Weiter folgt nun |Q] = |IN|, denn zu einem gilt mit N C Q
natiirlich |IN| < |Q], zum anderen ergibt sich mit der Konstruktion @ = (Zx(Z\{0}))/Q
des Abschnitts 2.4 und dem Vorausgehenden, dass |Q| < |Z?| = |IN| gilt.

(4) Beim zweiten Cantorschen Diagonalverfahren handelt es sich um ein Widerspruchs-
argument zum Nachweis, dass die Menge R der reellen Zahlen und ihre Teilmenge
I:'={x € R|0 <z < 1} tatsdchlich tiberabzihlbar sind. Man verwendet dazu (worauf
wir in Abschnitt 5.5 noch genauer eingehen), dass jedes x € I eine Darstellung 0, 212923 . . .
mit unendlich vielen Nachkomma-Ziffern z1, 29, 23,... € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} hat. Ange-
nommen, man kénnte in dieser Darstellung nun alle « € I in einer Reihenfolge

1 =0,211212 213 214 - - -
29 = 0, 201 222223 224 . . .
x3 = 0,231 232 233234 - - -

x4 = 0,241 242 243 244 - . -

auflisten. Dann konnte man fiir jeden Index 7 € IN eine von der fett gedruckten Ziffer z;;
auf der Diagonale verschiedene Ziffer zf € {1,2,3,4,5,6,7,8} \ {2;} wihlen und erhielte
x* :=0,2{25232; ... € I. Die Zahl z* unterscheidet sich wegen z; # z;; an der i-ten Nach-
kommastelle von der i-ten Zahl auf der Liste, unterscheidet sich also!! von jeder Zahl auf
der Liste und kommt auf der Liste nicht vor. Widerspruch! Also kénnen die x € T und erst
recht alle z € R nicht nummeriert werden, I und R sind in der Tat iiberabzahlbar.

(5) Tatsédchlich sind R und I gleichméchtig zur Potenzmenge P(IN). Dies kann man mit Hilfe
von unendlichen dyadischen Nachkomma-Darstellungen einsehen.

' An dieser Stelle ist etwas Vorsicht geboten, da bei der unendlichen Darstellung von Zahlen mit eigentlich nur
endlich vielen Nachkomma-Stellen die Doppeldeutigkeit 0, z122 . .. 2x,—12£0000... =0, z122 ... 2k—1(2,—1)9999. ..
besteht. Um trotzdem sicher sein zu kénnen, dass 2™ nicht auf der Liste vorkommt, wurden bei der Wahl der z;
die Ziffern 0 und 9 ausgeschlossen.
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Ausblick (Mehr zu Kardinalitéten).

(1)

Im Prinzip kann die Méchtigkeit einer Menge nicht nur verglichen, sondern auch als ei-
genstiandige Eigenschaft einer einzelnen Menge definiert und betrachtet werden. Dazu ordnet
man jeder Aquivalenzklasse'? von gleichmichtigen Mengen M als Kenngrofie eine gewisse
Michtigkeit /Kardinalitiat/Kardinalzahl X zu, die die Anzahl der Elemente verallgemeinert,
und notiert fiir diese auch bei unendlichen Mengen |M| = Y (mit dem Aleph N, dem ers-
ten Buchstaben des phonizischen und hebriischen Alphabets). Da solche Kardinalzahlen
aber letztlich auch nur Aquivalenzklassen gleichméchtiger Mengen anzeigen, bringt diese
Betrachtungsweise gegeniiber der Gleichméchtigkeit und dem Vergleich von Méchtigkeiten
kaum einen echten Gewinn. Fiir die kleinste unendliche Kardinalitét, die Kardinalitdt von IN
und allen abzihlbar unendlichen Mengen ist die Bezeichnung Rg iiblich, die nichstgrofere!3
Kardinalitét, also die kleinste {iberabzdhlbare Kardinalitdt, nennt man N;.

Die beriihmte Kontinuumshypothese fragt nun, ob tatséchlich |R| = X; gilt oder nicht,
ob also die nédchstgroBere Kardinalitét nach |IN| schon die Kardinalitdt |R| = |P(IN)| des
sogenannten Kontinuums R ist oder es noch Zwischenstufen gibt. Dieses 1878 von Cantor
formulierte Problem war iiber viele Jahrzehnte eine fundamentale offene Frage der Mathe-
matik und wurde erst durch aufsehenerregende (Meta-)Sétze der berithmten Mathematiker
K. Godel (1906-1978) und P. Cohen (1934-2007) aus den Jahren 1938 und 1963 gelost:
Das erstaunliche Fazit lautet, dass die Frage der Kontinuumshypothese im Rahmen des
Zermelo-Fraenkel-Axiomensystems der Mengenlehre unentscheidbar ist und auf
Basis dieses Systems nicht beantwortet werden kann. Genauer kénnen sowohl die Giiltigkeit
als auch die Nicht-Giiltigkeit der Kontinuumshypothese in konsistenter Weise als Zusatz-
Annahmen zum Axiomensystem hinzugefiigt werden. Das Auftreten eines solchen prinzipi-
ell unentscheidbaren Problems ist iiberraschend und zu einem gewissen Grad schockierend.
Dennoch handelt es sich um einen Fakt der mathematischen Theorie, mit dem man (fortan)
leben muss. In der Praxis treten unentscheidbare Probleme gliicklicherweise sehr
selten auf, und in den allermeisten mathematischen Disziplinen sind die Giiltigkeit oder
Nicht-Giiltigkeit der Kontinuumshypothese und anderer unentscheidbarer Probleme kaum
von Belang.

Zum Abschluss dieses Abschnitts behandeln wir einen bekannten Satz von Cantor, demzu-
folge man durch Bildung der Potenzmenge immer noch gréflere Méchtigkeiten erhélt und es
daher bei der Méchtigkeit von Mengen kein Limit gibt:

Satz (von Cantor). Fiir jede Menge M gilt |P(M)|>|M]|.

Ausgehend von |M| = n = |P(M)| = 2" fiir endliche Mengen M (was prinzipiell schon
bei der urspriinglichen Einfithrung der Potenzmenge erwéhnt wurde) schreibt man fiir die
Miichtigkeit |P(M)| der Potenzmenge auch allgemein 2/|. Damit lautet der Satz von Cantor
2IMI > | M|, und die Kontinuumshypothese fragt nach 20N = Xy

2Dje Aquivalenzklassen kiénnen, weil eben die Menge aller Mengen nicht existiert, nicht als Mengen gebildet
werden. Abstrakt kann man sich eine ,Ansammlung® aller zu einer gegebenen Menge gleichméchtigen Mengen
aber trotzdem vorstellen, und im verallgemeinerten Sinn sogenannter Klassen existiert diese Ansammlung auch
als formales Objekt.

BTatséchlich ergibt sich mit dem Wohlordnungssatz, dass die Kardinalzahlen nicht nur die Totalordnungs-,
sondern auch die Wohlordnungseigenschaft haben. Nur deshalb kann man von einer nichstgrofleren Kardinalitét
iiberhaupt sprechen.
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Der elegante Beweis des Satzes lehnt sich an die Grundidee des Russellschen Paradoxons
an:

Beweis des Satzes von Cantor. Da M — P(M), x — {x} eine Injektion ist, gilt |M| <
|P(M)|. Um |M| < |P(M)| zu zeigen, bleibt also |[M| = P(M) oder m.a.W. die Existenz
einer Bijektion f: M — P(M) auszuschlieBen. Angenommen, es gibe solch eine Bijektion
/- Dann liefe sich die Teilmenge T := {x € M |x ¢ f(x)} € P(M) bilden, und wegen der
Surjektivitdt von f gidbe es ein @ € M mit f(a) = T. Nun erhielte man einerseits im Fall
a €T,dass a ¢ f(a), also a ¢ T gelten miisste, andererseits im Fall a ¢ T, dass a € f(a),
also a € T gelten miisste. Damit ist in jedem Fall ein Widerspruch erreicht. Also existiert
keine Bijektion f: M — P(M), womit |M| < |P(M)| gezeigt ist. O

Unter anderem gibt der Satz von Cantor auch die Existenz einer Menge G mit |G| > |P*(IN)|
fiir alle k& € INg, wobei sich P¥(IN) durch k-fache Bildung der Potenzmenge in der Form
PH(IN) := P(P(...P(N)...)) ergibt. Man erhélt dieses G einfach als G := P( Uren, PHIN)).

Tatséchlich gibt es der Kardinalitdten insgesamt sogar ,,zu viele, um diese in einer Men-
ge zusammenfassen zu konnen, d.h. genauer, dass eine Menge I aller Kardinalitéiten nicht
existiert. Gidbe es ndmlich eine solche Menge K, so liefle sich auch eine Vereinigungsmen-
ge G = Upex My bilden, die Mengen My jeder Kardinalitét |My| = N als Teilmengen
enthilt. Insbesondere enthielte G eine Teilmenge der Kardinalitét |P(G)|, was |P(G)| < |G|
bedeutete und damit im Widerspruch zum Satz von Cantor stédnde.
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Kapitel 3

Algebraische Grundstrukturen

In diesem Kapitel werden wir das Konzept eines Zahlbereichs samt Rechenart(en) dar-
auf sehr weitgehend verallgemeinern. Dies ist niitzlich, um gemeinsame Eigenschaften der
Zahlbereiche und der Rechenarten sowie weiterer, dhnlich gearteter Operationen einordnen, be-
schreiben und abstrahieren zu kénnen.

3.1 Verkniipfungen, Halbgruppen und Gruppen

Wir beginnen mit der Einfiihrung von Verkniipfungen, die Rechenarten verallgemeinern:
Definitionen (Verkniipfungen und deren Grundeigenschaften).

(I) Unter einer (zweistelligen inneren) Verkniipfung auf einer Menge G verstehen wir eine
Abbildung x: G x G — G. Wir verwenden (ihnlich wie bei Relationen) die Infiz-Notation
g x h statt %(g,h) fir das Bild von (g,h) € GXG unter der Verkniipfung .

(IT) Wir nennen eine Verkniipfung % auf einer Menge G assoziativ, wenn
(gxh)xk=gx(hxk) fir alle g, h, k € G
gilt.
(IIT) Wir nennen eine Verknipfung * auf einer Menge G kommutativ, wenn
gxh=hxg fiir alle g,h € G
gilt.
Beispiele (von Verkniipfungen).

(1) Verkniipfungen auf endlichen Mengen konnen durch Verkniipfungstafeln genannte
Tabellen angegeben werden, indem man man gx*h in das Feld in der zu g gehorigen Zeile und
zu h gehorigen Spalte eintréigt. Zum Beispiel sind eine Verkniipfung 7 auf {2,3,5,7} und
eine Verkniipfung x auf einer beliebigen 3-elementigen Menge {e, o, 5} wie folgt gegeben:

TI12[3|5|7

Xllel|lal|p
21512713 clelald
31213517
501715172 gggg
71317125
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Dabei ist 7 nicht assoziativ (z.B. (272)75=7 # 27 (27 5)=3), aber kommutativ (was man
bei gleicher Reihenfolge in Eingangsspalte und Kopfzeile an Spiegelsymmetrie beziiglich der
Diagonalen erkennt). Dagegen ist x assoziativ (denn die Verkniipfung mehrerer Elemente
gibt unabhingig von der Klammerung das am weitesten links stehende Element # e, falls
ein solches existiert, und e sonst), aber nicht kommutativ (axfg = a # Bxa = ).

Die Darstellung einer Verkniipfung durch solche Tafeln wird aber schon bei relativ we-
nigen Elementen uniibersichtlich und wird daher beim praktischen Umgang mit
Verkniipfungen eher selten verwendet.

Die Addition + und die Multiplikation - sind assoziative und kommutative Verkniipfun-
gen auf jedem der Zahlbereiche IN, INg, Z, Q, R.

Die Subtraktion — ist keine Verkniipfung auf IN oder Ny (z.B. 1—-2 ¢ INg). Sie ist eine
Verkniipfung auf Z, Q und R, ist dort aber weder assoziativ (z.B. (0—0)—1 # 0—(0—1))
noch kommutativ (z.B. 0—1 # 1-0).

Die Division : (die wir normalerweise mit dem Schrégstrich oder Bruchstrich notieren) ist
keine Verkniipfung auf irgendeinem Zahlbereich, der 0 enthélt, (Division durch 0 undefiniert)
und auch nicht auf IN oder Z\{0} (z.B. § ¢ Z). Sie ist eine Verkniipfung auf Q\{0} und

R\{0}, ist dort aber weder assoziativ (z.B. % # ﬁ) noch kommutativ (z.B. 1 # 2).

Das Potenzieren (m,n) — m" ist eine Verkniipfung auf IN und, sobald man irgendeine
Konvention fiir 00 € INg festlegt, auch auf Ny, ist aber weder assoziativ (z.B. 201*) # (21)2)
noch kommutativ (z.B. 2! # 12).

Fiir jede Menge X ist die Komposition o von Selbstabbildungen eine Verkniipfung auf
Abb(X). Diese Verkniipfung ist assoziativ, aber fiir |X| > 2 nicht kommutativ (siehe Satz
und Bemerkung in Abschnitt 2.1). Die Komposition ist auch eine assoziative Verkniipfung
auf gewissen Teilmengen von Abb(X), z.B. auf der Menge der Injektionen X — X, der
Menge der Surjektionen X — X und der Menge der Bijektionen X — X.

Fiir jede Menge X sind die Mengen-Operationen Vereinigung (U), Durchschnitt (N),
Differenz (\) und symmetrische Differenz (A) Verkniipfungen auf der Potenzmenge P(X).
Dabei sind U, N und A kommutativ und assoziativ (vergleiche mit Abschnitt 1.4), wihrend
\ fiir |[X] > 1 weder assoziativ (z.B. ({z}\{z})\0 # {z}\(0\{z})) noch kommutativ (z.B.

{z}\0 # O\{x}) ist.

Etwas ungewohnliche Beispiele fiir Verkniipfungen sind der grofite gemeinsame Teiler und
das kleinste gemeinsame Vielfache zweier natiirlicher Zahlen. Man kann (per Primfaktorzer-
legung) zeigen, dass es sich um assoziative und kommutative Verkniipfungen auf IN handelt.

Oftmals niitzlich im Zusammenhang mit verschiedenen Verkniipfungen ist:

Notation (fiir Verkniipfungen und (Teil-)Mengen). Sei x eine Verknipfung auf einer Menge
G. Fir g € G und A, B C G verwenden wir hiufig die auf Mengen erweiterten Infix-Notationen

gxA:={g*xalac A}, Axg:={ax*xg|lae A}, AxB:={axb]|(a,b) € AxB}

fiir die Bilder der kartesischen Produkte {g}x A, Ax{g} und AxB unter .

76



3.1. Verkniipfungen, Halbgruppen und Gruppen 7

Bemerkungen und Beispiele (zur auf Mengen erweiterten Notation fiir Verkniipfungen).

(1) Tatséchlich wird mit der Definition von A * B eine Verkniipfung auf P(G) erklért, die genau
dann assoziativ beziehungsweise kommutativ ist, wenn die Verkniipfung * auf G dies ist.

(2) Speziell ist die sich aus der Addition + auf einem Zahlbereich B € {IN, Ny, Z, Q, R} ergeben-
de Verkniipfung + auf P(B) mit A+B = {a+b|(a,b) € AxB} als Minkowski-Addition
von Mengen bekannt.

(3) Konkret ergibt sich beispielsweise aus A = {0,4,7} und B = {1, —5} durch Multiplikation
und Subtraktion 3A—B = {-1,5,11,17,20,26}.

(4) Die eingefiihrte Notation ist sehr niitzlich und erlaubt es beispielsweise, die Mengen der gera-
den beziehungsweise ungeraden Zahlen in IN und Z préagnant als 2IN und 27 beziehungsweise
2IN—1 und 2Z+1 = 2Z—1 zu schreiben.

(5) Dass bei Verwendung solcher Notationen etwas Vorsicht geboten ist, erkennt man aber
daran, dass schon fiir A C IN meistens A+A # 2A und A—A # {0} gelten: Beispielsweise
fir A = {1,2} ergibt sich A+A = {2,3,4}, aber 24 = {2,4}. Weiterhin gilt N-IN = Z.

Notationen (fiir Verkniipfungen von Tupeln und Abbildungen). Sei % eine Verknipfung auf
einer Menge G.

(1) Fiir jedes n € IN definieren wir die komponentenweise Anwendung der Verkniipfung
auf Tupeln durch

THy = (T1 kY1, T2 * Y2, .., Ty ¥ Yn) € G" fir x,y € G".

(2) Fiir jede Menge X definieren wir die punktweise Anwendung der Verknipfung * auf Ab-
bildungen f1, fo: X — G durch

(f1* fo)(x) := fi(z) x fo(z) € G fiir alle x € X
und legen damit eine Abbildung f1 * fo: X — G fest.
Bemerkungen (zu Verkniipfungen von Tupeln und Abbildungen).

(1) Mit dieser Definition von x % y und von fj * fy erhalten wir eine Verkniipfung auf dem
kartesischen Produkt G™ und eine Verkniipfung auf der Menge Abb(X, G) der Abbildungen
X — G. Beide diese Verkniipfungen sind (wenn X # ()) genau dann assoziativ beziehungs-
weise kommutativ, wenn * auf G dies ist.

(2) Insbesondere sind hiermit die komponentenweise Summe/Differenz z+y, das kom-
ponentenweise Produkt x-y, der komponentenweise Quotient % von Tupeln z,y €
B” und die komponentenweise Summe/Differenz f;+f2, das komponentenweise
Produkt f;:f2, der komponentenweise Quotient % von Abbildungen fi, fo: X — B
erklirt, jedenfalls soweit die Rechenoperationen Verkniipfungen auf den Zahlbereichen
B € {IN,INy, Z, Q, R, Z\{0}, Q\{0}, R\{0}} sind.
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Definitionen (neutrale/inverse Elemente). Sei x eine Verkniipfung auf einer Menge G.

(I) Wir nennen e € G ein neutrales Element (fiir/von ), wenn ex g = g = g * e fir alle
g € G gilt.

(IT) Falls ein neutrales Element e € G fir = existiert, so nennen wir h € G ein zu g € G
(beziiglich %) inverses Element oder Inverses zu/von g € G, wenn hx g =e = g*h gilt.
Ezistiert ein Inverses zu g € G, so heifst g (in G) invertierbar.

Bemerkungen & Notation (zu/bei neutralen/inversen Elementen). Sei % eine Verkniipfung
auf einer Menge G.

(1) Ewistiert ein neutrales Element e € G fiir , so ist dieses stets eindeutig. Ist nimlich
e/ € G ein weiteres neutrales Element fiir x, so folgt aus der Definition ¢’ = €’ xe = e. Daher
ist es beim Umgang mit inversen Elementen nicht nétig, das neutrale Element explizit zu
benennen (solange es existiert).

(2) Euxistiert ein inverses Element h € G zu g € G und ist * zumindest assoziativ, so ist das
inverse Element h zu g eindeutig. Ist nimlich h' € G ein weiteres inverses Element zu g,
so folgt per Definition h' = h'xe = h'x (g h) = (W' xg) xh = exh = h. (Dasselbe Argument
haben wir fir die Komposition von Abbildungen schon in Abschnitt 2.1 benutzt.)

(3) Bei assoziativer Verkniipfung * wird die Notation g—! € G fiir das inverse Element

(falls existent) zu g € G sinnvoll. Wir halten fest, dass g~' per Definition g~ xg = e = gxg ™
erfillt und folgende allgemeine Regeln fiir Inverse gelten:
e l=¢ fiir das neutrale Element e € G,
(g_l)_1 =g fiir invertierbares g € G,
(g * h)_l =htxg! fiir invertierbare g, h € G .

Fiir die letzte Regel rechnet man dabei mit den Definitionen und Assoziativitit nach, dass
hlsxglxgxh=h"lxesh=h"lxh=e=gxg ' =gxexg ' =gsxhxh txg ! gil.
(4) Manchmal werden auch linksneutrale Elemente ¢ € G mit £ x g = g fiir alle g € G und rechtsneutrale Elemente
r € G mit g = gx*r fir alle g € G betrachtet. Solche Elemente sind im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Sobald

aber ein linksneutrales Element £ und ein rechtsneutrales Element r existieren, sind beide eindeutig, stimmen tiberein
und sind damit auch das eindeutige neutrale Element. Das ergibt sich aus £ =£€xr =r.

(5) FEbenso werden (Ezistenz des neutralen Elements e vorausgesetzt) manchmal Linksinverse h € G zu g € G mit
h x g = e und Rechtsinverse h € G zu g € G mit g x h = e betrachtet. Linksinverse und Rechtsinverse zu g sind
im Allgemeinen micht eindeutig bestimmt. Sobald aber ein Linksinverses h' und ein Rechtsinverses h zu einem g
existieren und * assoziativ ist, sind beide eindeutig, stimmen tberein und sind damit auch das eindeutige Inverse zu
g. Das zeigt die Rechnung aus Bemerkung (2) (fiir ein Linksinverses h' und ein Rechtsinverses h(.

Definitionen (Halbgruppen, Gruppen).

(I) Eine Halbgruppe ist ein Paar (G,*) aus einer Menge G und einer assoziativen Ver-
kniipfung * auf G. Gibt es fir x ein neutrales Element, so spricht man von einer Halb-
gruppe mit neutralem FElement.

(IT) Eine Gruppe (G, ) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element, bei der zu jedem Element
g € G ein inverses Element g~ € G existiert.
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(II1) Eine Halbgruppe oder Gruppe (G,*) heifit kommutativ oder abelsch, wenn x eine kom-

mutative Verkniipfung ist.

Bemerkung. Spiter verzichtet man sehr hiufig auf die explizite Angabe der Ver-
kniipfung *, die sich oft aus dem Kontext ergibt, und spricht nur davon, dass die zugrun-
deliegende Menge G eine (Halb-)Gruppe ist. Ist speziell die Verkniipfung eine Addition oder
Multiplikation (gewisser Objekte), so spricht man von einer additiven (Halb-)Gruppe G
oder multiplikativen (Halb-)Gruppe G. Auch beim Umgang mit allgemeinen (Halb-)Grup-
pen mit beliebiger Verkniipfung * stellt man sich * hiufig als ,,eine Art Multiplikation“ vor und
benutzt daran angelehnte Schreibweisen (zum Beispiel fiir Potenzen; dazu demnéchst).

Beispiele (von Halbgruppen und Gruppen).

(1) Mit den Verkniipfungstafeln (die erste gegeniiber der fiir 7 im fritheren Beispiel (1) nur bei

der Verkniipfung von 5 mit sich modifiziert, die zweite unveréndert)

®|2]3|5]7

X|lelalp
21521713
32357 und elleja|p
5171532 gggg
71317125

wird ({2,3,5,7},®) zu einer abelschen Gruppe mit neutralem Element 3 und den Inversen
271=7 771=2 571=5 sowie ({e,a, B}, ) zu einer nicht-kommutativen Halbgruppe mit
neutralem Element e und nicht-invertierbaren Elementen «, 5. Die Eigenschaft des neutralen
Elements erkennt man in der Verkniipfungstafel daran, dass die zugehorige Spalte und Zeile
Kopien der Eingangsspalte und Kopfzeile sind. Fiir die Verkniipfungstafel einer Gruppe ist
neben der Existenz des neutralen Elements erforderlich (aber noch nicht ausreichend!), dass
jedes Element in jeder Zeile und jeder Spalte genau einmal auftritt.

Wie schon bei Verkniipfungen gesagt, ist die Angabe solcher Tafeln in der Praxis aber
weniger iiblich und hilfreich.

Fir die iiblichen Zahlbereiche B mit der Addition + und der Multiplikation -
sind (B, +) und (B, -), wie in folgender Tabelle angegeben, kommutative Halbgruppen
(kHG), kommutative Halbgruppen mit neutralem Element (kHG-n) oder sogar
kommutative Gruppen (kG) (wobei jeweils die stirkste Eigenschaft angegeben wird):
N | No |[Z]|Q|R][Z\{0}|Q\{0} | R\{0}
+ | kHG | kHG-n kG —
kHG-n \ kG

Das neutrale Element der Addition ist immer 0, das neutrale Element der Multi-
plikation ist immer 1. Das additiv Inverse zu z € B ist —x, das multiplikativ Inverse
zu x € B\{0} ist %

*
9]
m

In der Tat definiert nebenstehende Verkniipfungstafel eine
kommutative Verkniipfung x auf {e, a, 8,7, d, €} mit neutra-
lem Element e, wobei jedes Element in jeder Zeile und Spal-
te genau einmal auftritt, wegen (d%y)*5 = § # d*x(y*x8) = B
aber dennoch keine Assoziativitit und keine Gruppe vorliegt:

M| ||
(OB ESTI ES R e ol o
AU RS ECA ROl Rell| §e)
QIR|o|o |||
SR |o [ ||
RIO[L (R |™ ||| >
o || >R |m
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All dies ergibt sich sofort aus den iiblichen Rechenregeln in den Zahlbereichen.

Produkt-(Halb-)Gruppen: Fiir jedes n € IN und jede (Halb-)Gruppe (G, ) ist auch
(G™, %) mit der komponentenweisen Verkniipfung * eine (Halb-)Gruppe, auf die sich auch
Kommutativitdt und/oder Existenz des neutralen Elements tibertrégt.

Etwas allgemeiner ergibt sich auch als Produkt von n € IN (Halb-)Gruppen (G1, *), (G2, %), ..., (Gn,*) eine (Halb-)
Gruppe (G1XG2X ... xGy, *), deren Verkniipfung durch (g1, 92,...,9n) * (91,5, -, ) := (91%97, 92%G5, . - ., Gn*gh)
fir (g1,92,---,9n), (91,95, ---,9n) € G1xG2x ... xGp komponentenweise erkldrt ist; vgl. Aufgabe 22(a) auf Blatt 10.

Abbildungs-(Halb-)Gruppen: Fiir jede Menge X und jede (Halb-)Gruppe (G, %) ist
auch (Abb(X,G),*) mit der punktweisen Verkniipfung * eine (Halb-)Gruppe, auf die sich
auch Kommutativitit und/oder Existenz des neutralen Elements iibertragt. Speziell sind
(Abb(X,B),+) und (Abb(X,B), ) insoweit (Halb-)gruppen wie (B, +) und (1B, ).

(Halb-)Gruppen von Selbstabbildungen: Auch ist fiir jede Menge X auch (Abb(X), o),
die Menge der Selbstabbildungen von X mit der Komposition o, eine (fiir |X'| > 2 nicht
kommutative) Halbgruppe mit neutralem Element idy. Die Menge der Bijektionen X — X
ist mit o sogar eine (fiir |X| > 3 nicht kommutative) Gruppe, in der das Inverse einer
Bijektion deren Umkehrabbildung ist.

Die Menge der Injektionen X — X und die Menge der Surjektionen X — X stimmen iibrigens fiir endliches X mit der
Menge der Bijektionen X — X iiberein, werden fiir unendliches X aber durch o zu nicht-kommutativen Halbgruppen
mit neutralem Element, in denen fiir jedes Element ein Linksinverses beziechungsweise Rechtsinverses existiert, dieses
fiir nicht-invertierbare Elemente aber nicht eindeutig ist.

(Halb-)Gruppen von Mengen: Fiir jede Menge X sind (P(X),U) und (P(X),N) kommu-
tative Halbgruppen mit neutralem Element () beziehungsweise X'. Weiterhin ist (P(X), A)
sogar eine kommutative Gruppe mit neutralem Element () und der (bei dieser Betrachtungs-
weise ungewohnten Eigenschaft), dass mit MAM = () fiir alle M C X jedes Element zu sich
selbst invers ist.

Mit dem grofiten gemeinsamen Teiler zweier natiirlicher Zahlen wird IN zu einer kommu-
tativen Halbgruppe, mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier natiirlicher Zahlen
sogar zu einer kommutativen Halbgruppe mit neutralem Element 1.

Weitere, sehr wichtige Beispiele von (Halb-)Gruppen ergeben sich aus dem Modulo-
Rechnen sowie dem Umgang und Rechnen mit Permutationen, Polynomen, Vektoren
oder Matrizen. Diese werden teils im Folgenden, teils erst in Kapitel 6 behandelt.

tz & Definition (zu den Gruppen des Restklassenrings Z,,). Sein € IN.

(I) Wir bezeichnen die Menge der Modulo-n-A quivalenzklassen kiinftig auch als den Modulo-
n-Restklassenring
Ly :=7/0Z =7]%.

Die Aquivalenzklasse eines x € 7, wird auch die Restklasse von x modulo n genannt und
besitzt die alternative Darstellung [z, = x+nZ € Zy,.

(IT) Die Addition und die Multiplikation geben durch

@]z, + Y]z, = [z+y]z, und  [z]z,- Wz, = 2ylz,  firz,yeZ

wohldefinierte Verkniipfungen auf Z,,. Im Fall der Addition kann [x]z,+[y]z, dquivalent

als Minkowski-Addition von Teilmengen von Z interpretiert werden.

n

80



3.1. Verkniipfungen, Halbgruppen und Gruppen 81

(III) Mit diesen Verkniipfungen ist (Z,,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element [0]z,,
und Inversem [—x|z, zu x|z, sowie (Zy,-) eine kommutative Halbgruppe mit neutralem
Element [1]z,,. Kiirzen wir Z, := Z,\{[0]z,} ab, so ist dariiber hinaus (Z,,-) genau fiir
die Primzahlen p € IN eine abelsche Gruppe.

Beweis von Teil (I) des Satzes. Nach Definition von Modulo-Relationen und Aquivalenzklassen
gilt [#]z, ={y€Z|y 2z} ={y € Z|y—x =nz firein 2z € Z} = {z4+nz|z € Z} = 24nZ. O

Beweis von Teil (I1) des Satzes. Fiir die Wohldefiniertheit der Addition ist [2/] = [z] A [y] = [y]
— [2/+y] = [x+y] fiir die Aquivalenzklassen beziiglich der Modulo-n-Relation zu zeigen. Zum
Nachweis reicht die Beobachtung, dass, wenn z’—x und y'—y durch n teilbar sind, stets auch
(2'+y")—(z+y) = ('—x)+(y'—y) durch n teilbar ist. Bei Interpretation als Minkowski-Addition,
ergibt sich mit Teil (1), Kommutativitéit, Assoziativitit und der Beobachtung nZ-+nZ = nZ die
identische Vorschrift [x]z, +[y]z, = (x+nZ)+ (y+nZ) = x+y+nZ+nZ = z+y+nZ = [x+y|z, -

Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist analog [2] = [z] A [V/] = [y] = [2V] = [xy]
zu zeigen. Dies ist aber ebenfalls gegeben, weil Teilbarkeit von z'—z und y'—y durch n die
Teilbarkeit von z'y’ — zy = (2'—2x)y’ + 2(y'—y) durch n nach sich zieht. O

Den Beweis von Teil (IIT) des Satzes gehen wir erst nach einigen Beispielen hierzu an:
Beispiele (zu den Gruppen des Restklassenrings Z,,).
(1) Fiir Restklassen in Zs und Z7 gelten
B 4[-5 = [-2] mZy, [U+[1]=1[0] inZs, [3-5] =[] inZ.
Dies bedeutet letztlich dasselbe wie
3—5=-2 mod 2, 1+41=0 mod?2, 3:-5=1 mod 7,

was wir auch in Abschnitt 2.3.2 schon hinschreiben konnten. Jetzt verstehen wir aber ge-
nauer, wie weit diese Art des Rechnens trigt.

(2) Da Z, aus den n Restklassen [0] = nZ, [1] = 14+nZ, [2] = 24+nZ, ..., [n—2] = (n—2)+nZ,
[n—1] = (n—1)+nZ besteht (was man formal durch Division mit Rest einsieht), lassen sich
die Addition und die Multiplikation auf Z, fiir festes n € IN durch Verkniipfungstafeln
vollsténdig angegeben. Wir zeigen hier die Verkniipfungstafeln

[ [o] | [ 0] | 1]
o fiir Zy: (0 | 0] | (1] 0 [ 0 | 0]
(1] (1] [ (0] DENONED
[ (o] | (1] | 2 0 [ (1] | 2
R 0] [ 0] [ (1] 2 (0] [ 0] [ 0] | [0
(1 [ (1[I [0 (10 [ 1| @
2] [ 2 [ (0] [ [1 2] [ 0] [/ [ (1
|| (o) | (] [ 21 ] (3] 0 [ (1) | 20| (3
O] [ (0] [ (1] | 2| (0] [ 0] [ 0] | [0] | [0
o fiir Zy; (1 [ (1] [/ [ 3| [0 [0 (0] [ (1] [ 2/ | B3
2] | 21 [ 3] | 0] | [1 2 [ (0] [ 2/ [ 0] |
B B0 [ E B0 [ 3] [ [ (1
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82 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

Man erkennt insbesondere, dass die Multiplikation zwar auf Z5 und Zj3 eine Verkniipfung
ist, aber wegen [2]-[2] = [0] nicht auf Z; .

Beweis von Teil (III) des Satzes. Da die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen durch Teil (II)
gesichert ist, ergeben sich die fiir alle n € IN giiltigen (Halb-)Gruppeneigenschaften von (Zy,, +)
und (Zy, - ) sofort aus denen von (Z,+) und (Z,- ).

Ist p € N keine Primzahl, so ist zunéchst Z; = () im Fall p = 1 wegen Nicht-Existenz des
neutralen Elements keine Gruppe. In den anderen Nicht-Primzahl-Fillen kénnen wir p = xy mit
z,y € {2,3,...,p—1} schreiben. Da fiir [z], [y] € Z) dann [z]-[y] = [p| = [0] & Z,; eintritt, ist -
nur auf Zj,, aber nicht auf Z; wohldefinierte Verkniipfung, und (Z), - ) ist keine Gruppe.

Es bleibt also die Gruppeneigenschaft von (Z),-) im Fall einer Primzahl p € P zu veri-
fizieren. Dazu zeigen wir fiir jede Restklasse [y] € Z; mit y € Z zuerst die Existenz eines
multiplikativ Inversen in Z,. Wir schreiben dazu [y| = [z] mit Hilfe eines Reprisentanten
x € {1,2,3,...,p—2,p—1}, der sich als Rest bei der Division von y durch p ergibt (wobei
der Rest 0 ausgeschlossen ist, da andernfalls [y] = [0] wére). Wir zeigen nun indirekt, dass
0], [z], [2z], [3x], ..., [(p—2)x], [(p—1)z], also mit anderen Worten die Restklassen [nz] mit
n€{0,1,2,...,p—2,p—1}, in Z, alle verschieden sind. Andernfalls miisste ndmlich [kz] = [¢z]
fir k,¢ € {0,1,2,...,p—2,p—1} mit k < £ gelten, und fiir m := (—k € {1,2,3,...,p—2,p—1}
bekdmen wir [mz| = [0], mit anderen Worten also p|(mx). Mit der Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung (deren Beweis in Fussnote 2 des Abschnitts 5.2 nachgetragen wird) ergébe sich,
dass die Primzahl p ein Primfaktor von m oder einer von z sein miisste, also p|m oder p|x gilte.
Beides ist aber ausgeschlossen, da m und z in {0,1,2,...,p—2,p—1} sind. Damit sind [nz] mit
n€{0,1,2,...,p—2,p—1} in der Tat p verschiedene Elemente von Z,. Da Z, genau die p Ele-
mente [0], [1], [2], ..., [p—2], [p—1] enthilt, muss somit [nz] = [1] fiir einn € {1,2,...,p—2,p—1}
gelten (wobei n = 0 wegen [0x] = [0] # [1] ausgeschlossen ist). Per Definition der Multiplikation
gilt somit auch [n] - [x] = [1] = [z] - [n] fiir [n] € Z,;, also ist [n] das gesuchte Inverse zu [y] = [z].
An dieser Stelle konnen wir nun mit einem kurzen allgemeinen Argument folgern, dass fiir belie-
bige [y], [2] € Z, auch [y]-[z] # [0] ist, weshalb die Multiplikation iiberhaupt eine Verkniipfung
auf Z,; ist: Wire némlich [y]-[2] = [0], so ergiibe sich mit dem Inversen [n] zu [y] der Widerspruch
[z] = [n]-]y]-[2] = [n]-[0] = [0]. Mit der gerade begriindeten Verkniipfungseigenschaft und der
Existenz der Inversen ist dann klar, dass (Z,,-) eine abelsche Gruppe ist (denn die restlichen
benotigten Eigenschaften vererben sich von (Z,,-)). O

Anhand dieser Beispiele diskutieren wir kurz einige allgemeine Begriffe bei Gruppen:
Definitionen. Sei (G,x*) eine Halbgruppe und g € G.

(I) Wir erkliren ,,Potenzen* g" von g mit Exponent n € IN rekursiv durch g' := g und
gt = gx g" fiirn € N. Hat (G, *) ein neutrales Element e, so sei zudem ¢° := e.

(I) Gilt g*> = g, so heifit g idempotent.

Man beachte, dass diese Definition prinzipiell auch auf additive Gruppen wie (Z,+), (Q,+),
(R,+) und (Z,,+) angewandt werden kann. Dort entsprechen die ,,Potenzen allerdings Viel-
fachen, die man in der iiblichen Schreibweise als nx beziehungsweise [nz] notiert.

Bemerkungen und Beispiele (zu idempotenten Elementen).

(1) Ist g idempotent, so folgt mit vollstéandiger Induktion g™ = ¢ fiir alle n € IN.
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3.1. Verkniipfungen, Halbgruppen und Gruppen 83

(2) Hat (G, ) ein neutrales Element, so ist dieses stets idempotent und weitere Idempotente,
falls existent, sind nicht invertierbar (denn fiir jedes invertierbare Idempotent g € G gilt
g=9 1 *xg> =g 1 %g=ce). In einer Gruppe ist daher das neutrale Element immer das
einzige idempotente Element.

(3) In den Halbgruppen (Z,-), (Q,-), (R,-) ist neben dem neutralen Element 1 einzig 0 idem-
potent. In (Z,,-) sind [1] und [0] immer idempotent, fiir n = 6 ist [3] mit [3]-[3] = [9] = [3]
in (Zg, - ) ein weiteres Beispiel eines Idempotents.

Als Néchstes fithren wir eine grundlegende Klasse von Gruppen mit besonders gut-
artiger und einfacher Struktur ein:

Definition (zyklische Gruppen). Eine Gruppe (G, *) mit neutralem Element e heifst zyklisch
von Ordnung n € N, wenn G = {e,g,9%, ¢°,...,9" "'} fir ein g € G mit g" = e # ¢~ fir alle
ke {1,2,...,n—1} gilt. Ein solches Element g heifst ein Erzeuger der Gruppe (G, ).

Bemerkungen (zu zyklischen Gruppen).

(1) Fiir einen Erzeuger g in einer zyklischen Gruppe (G, *) der Ordnung n sind e, g, g%, ¢°, . . .,

n—1

g™~ ! alle verschieden (weil aus g = ¢* fiir 0 < k < £ < n schon g*~* = e folgt). Insbesondere
ist daher |G| = n.

(2) Es kann in einer zyklischen Gruppe mehrere Erzeuger geben (Beispiel unten).

(3) Zyklische Gruppen sind stets abelsch, denn in der Darstellung mit einem Erzeuger g erhilt
man die Kommutativitit ¢*g’ = ¢+ = g’g* fiir alle k,£ € {0,1,2,...,n—1}.
(4) Man konnte dieselbe Definition auch allgemeiner fiir eine Halbgruppe mit neutralem Element treffen und bekédme

automatisch eine Gruppe, denn das Inverse zu gF mit k € {0,1,2,...,n—1} ist gk,

Bemerkungen und Beispiele (zu den zyklischen Gruppen (Zy,+) und (Z;,-)).

(1) Die Gruppe (Z=,-) ist zyklisch von Ordnung 6 mit genau [3] und [5] = [3]~! als Erzeugern,
denn [3]' = [3], [3]* = [2], [3]° = [6], [3]* = [4], [3] = [5], [3]° = [1] und [5]' = [5], [5]* = [4],
[5]2 = [6], [5]* = [2], [5]° = [3], [5]® = [1] geben jeweils alle Elemente von Z~, wihrend fiir
die anderen vier Elemente [1]' = [2]3 = [4]3 = [6]? = [1] eintritt.

(2) Die Gruppe (Z4,+) ist zyklisch von Ordnung 4 mit genau [1] und [3] als Erzeugern, denn
[1-1] = [1], [2-1] = [2], 3-1] = [3], [4-1] = [0] und [1-3] = [3], [2-3] = [2], [3-3] = [1],
[4-3] = [0] sind jeweils alle Elemente von Zg4, wihrend fiir die anderen beiden Elemente
[1.0] = [2:2] = [0] eintritt.

(3) Allgemein gilt:

e Fiir jedes n € N ist die additive Gruppe (Z,,+) des Restklassenrings Z,, zyklisch
von Ordnung n mit Erzeuger [1].

(Begriindung: Mit [1-1] = [1], [2-1] = [2], ..., [(n=1)-1] = [n—1], [n-1] = [0] erhalten wir alle
Elemente von Z,.)
e In (Z,,+) mit einer Primzahl p € P sind sogar alle Elemente aufler [0] Erzeuger.

(Begriindung: Dies ergibt sich aus dem Beweis des letzten Satzes, in dem wir gesehen hatten,
dass fiir jedes x € Z = Z,\{[0]} die p Restklassen [z], [2z], [3z]..., [(p—1)z], [px] = [0] alle
verschieden sind und daher die p Elemente von Z, sein miissen.)
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84 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

e Fiir jede Primzahl p € P ist die multiplikative Gruppe (Z,,-) des Restklassenrings
7, zyklisch von Ordnung p—1.

(Das ergibt sich mit Methoden der Algebra, die iiber diese Vorlesung hinausgehen.)

Als néichstes Thema behandeln wir Permutationen. Mit solchen formalisiert man in der
Mathematik oft Verédnderungen einer Reihenfolge. Wir erwdhnen Permutationen an dieser
Stelle aber vor allem wegen Permutationsgruppen wie den symmetrischen Gruppen S, und
den alternierenden Gruppen A,,.

Definitionen (Permutationen, symmetrische Gruppen).
(I) Eine Permutation einer endlichen Menge X ist eine bijektive Selbstabbildung von X.

(IT) Fiir n € IN schreiben wir S, fir die Menge der Permutationen von {1,2,...,n} und nennen
(Sn,0) die symmetrische Gruppe vom Grad n.

(III) Permutationen m € S,, mit n € IN notieren wir manchmal in der Form

(mit einer weiteren Permutation o € S;,).
Bemerkungen (zu Permutationen und symmetrischen Gruppen).

(1) Man kann die Betrachtung von Permutationen eigentlich immer auf den Modellfall von
S, iiber der Grundmenge {1,2,...,n} reduzieren, da jede endliche Menge X durch
eine Bijektion mit {1,2,...,n} fiir n := |X| identifiziert werden kann.

(2) Dass (Sp,o) (und allgemein die Menge der Bijektionen X — X mit der Komposition o)
tatséchlich eine Gruppe ist, haben wir frither schon beobachtet. Diese Gruppe ist nur fiir
n € {1,2} (beziehungsweise |X| € {1,2}) abelsch.

(3) Es gibt, wie wir in einem spéteren Exkurs noch begriinden, genau n! Permutationen einer
n-elementigen Menge, es gilt also |S,| = n!.

Beispiel (einer Permutation von 5 Elementen). Die Permutation
_ (1234 5)_ (425 13\
"\24315)"\1 45235

ist die Bijektion 7: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} mit 1 2,254,353, 45 1, 55 5.

Definitionen (Transpositionen, Zykel). Sei w eine Permutation einer endlichen Menge X .

(I) Wir nennen m die Transposition von a,b € X mit a # b (in X), wenn w(a) =b, 7(b) =a
und m(z) = x fir alle v € X \ {a,b} gelten.
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(IT) Wir nennen w einen Zykel der Linge ¢ € IN oder einen (-Zykel (in X), wenn es ein
a € X mit w(a) = a # 7%(a) fir alle k € {1,2,...,0—1} und ©(x) = = fir alle x €
X\ {a,7(a),7%(a),..., 7" (a)} gibt. Fiir solche Zykel wird manchmal in Zykelschreibweise
7 = (a w(a) 7%(a) ... 7°7(a)) notiert.

Bemerkungen (zu Transpositionen und Zykeln).
(1) Ein Zykel der Linge 1 ist die Identitét, ein Zykel der Linge 2 ist eine Transposition.
(2) Eine Transposition 7 ist selbstinvers. Fiir einen Zykel 7 der Lénge ¢ in X gilt 7t =idy.

Beispiele (der symmetrischen Gruppen vom Grad 2 und 3). Wir betrachten folgende
noch gut iiberschaubare Beispiele zwischen S; = {id} und Sq mit |S4| = 4! = 24:

(1) Die 2! = 2 Elemente der symmetrischen Gruppe (S2,0 ) sind die Identitdt id und eine
Transposition 7 mit den Darstellungen

) 1 2 1 2
1d—<1 2> und 7’—(2 1).

Offensichtlich ist 7 selbstinvers und (Sg, o) zyklisch von Ordnung 2. In Zykelschreibweise
kann man 7 = (1 2) = (2 1) schreiben.

(2) Die 3! = 6 Elemente der symmetrischen Gruppe (Sgz,o) sind die Identitét id, drei
Transpositionen 71, 79, 73 und zwei 3-Zykel o1, o2 mit den Darstellungen
3
1 ?

G- (1 3 /1 3 1
=1 3) 1= 1\2 3) 27 \3
(1 3 1 3 (1 3
[EAR 2) 917\ 9 1) 927 (3 2]

Beziiglich der Komposition, der Verkniipfung der Gruppe, hingen die Elemente zum Beispiel

durch oy = o =130 =T1 073 = O’% =0, I zusammen. In Zykelschreibweise kann man

zB.m=(12)=21),7=(13)=0B1) undoy =(123)=(231)=(312) schreiben.

NN N

W N NN
W N =N

Zur Einfithrung einer weiteren Gruppe von Permutationen und fiir wichtige Anwendungen
spéater in Abschnitt 6.3 brauchen wir:

Satz (zur Darstellbarkeit von Permutationen durch Transpositionen). Sei m eine Permutation
ewner endlichen Menge X .

(I) Dann kann 7 als Komposition ™ = T] 0 T2 O ... O Tyy—1 O Ty, einer endlichen Zahl m € Ny
von Transpositionen T, To, ..., Tm—1,Tm N X geschrieben werden.

(IT) Die Paritit (gerade oder ungerade) der Zahl m in (I) oder mit anderen Worten die
Restklasse [m|z, € Zs ist durch © eindeutig bestimmdt.

Definitionen (Paritit/Vorzeichen von Permutationen, alternierende Gruppen).

(I) Wir nennen eine Permutation m einer endlichen Menge X eine gerade beziehungsweise
ungerade Permutation, wenn die Paritit von m in Teil (1) des Satzes gerade bezie-
hungsweise ungerade ist. Das Vorzeichen sgn(mw) € {—1,1} einer Permutation © erkldiren
wir fiir gerade Permutationen m zu 1, fir ungerade Permutationen m zu —1.
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(IT) Firmn € N setzen wir
A, = {7 €8S, |7 ist gerade} = {7 € S, |sgn(m) =1},
und nennen (A, o) die alternierende Gruppe vom Grad n.
Bemerkungen (zum Vorzeichen von Permutationen und der alternierenden Gruppe).

(1) Fiir Permutationen 7 und o von X’ gelten sgn(7~!) = sgn(7) und sgn(cor) = sgn(c) sgn(n).

(Begriindung fiir letzteres: Sind o bzw. 7 Kompositionen von ¢ bzw. m Transpositionen, so ist oo
Komposition von ¢+m Transpositionen. Im Fall sgn(o) = sgn(w) haben ¢, m gleiche Paritéit, {+m
ist gerade, und es gilt sgn(com) =1 = sgn(o) sgn(w). Im Fall sgn(c) = —sgn(w) dagegen haben ¢, m
verschiedene Paritét, /+m ist ungerade, und es gilt sgn(ocow) = —1 = sgn(o) sgn(rw).)

(2) Insbesondere folgt aus Bemerkung (1), dass fiir 7,0 € A, auch 77! € A,, und oom € A,
gelten. Erst dies (zusammen mit fritheren Beobachtungen) stellt sicher, dass (A, o) in der
Tat eine Gruppe ist. Die Gruppe (A, o) ist nur fir n € {1,2,3} abelsch.

(3) Fiir n € N\{1} enthilt die Teilmenge A,, von S,, die Hilfte der Permutationen aus S,, es
: 1 !
gilt also |A,| = 3[Sn| = 5.
(Begriindung: Sei 7 € S,, eine beliebige Transposition, die als solche insbesondere selbstinvers mit
sgn(7) = —1 ist. Mit der vorausgehenden Bemerkung (1) und den Gruppeneigenschaften von (S,,,0)

folgt, dass A,, — Sp\A,,, 7 — Tom eine wohldefinierte Bijektion von A, nach S,\A,, ist. Damit gilt
|As] = [Sn\An| = [Sn|—|As], und durch Auflssen ergibt sich |A,| = 3[S,|.)

Beispiele (der alternierenden Gruppen vom Grad 3 und 4). Wir betrachten folgende

noch iiberschaubare Beispiele zwischen A; = {id}, Ap = {id} und As mit |As| = %' = 60:

(1) Die %' = 3 Elemente der alternierenden Gruppe (Ags, o) sind die Identitdt id und die

beiden als Elemente von (S3,0) schon betrachteten 3-Zykel o1 und o2. Es gelten 0? = o,
0% = 01 und 01 0 09 = id = 09 0 0;. Insbesondere ist (A3, o) zyklisch von Ordnung 3.

(2) Die 47! = 12 Elemente der alternierenden Gruppe (A4, o) sind die Identitét id, acht 3-

Zykel n1, n2, 13, N4, N5, Ne, N7, Ns und drei Kompositionen ¥, ¥2, ¥3 von je zwei ,,getrennten
Transpositionen mit den Darstellungen

4 (1 4

4 I 773 - 2 1 b

q_ (1234 (1 2 3 4 1

1_1 47771_2 47772_3
4 e
37777_1 27

N 4 !
1 4 1 4 1 4
778:<1 3>7 192=<3 2>7 193=<4 1)-

Dass (A4, o) nicht abelsch ist, siecht man beispielsweise an 1y o ¥ = 75 und 91 o1 = ns.

=N = NN
N W W w W
(NN
~_
3
I3
Il
Y
W =
NN WN
= W B W =
=N NN =N
= W = W N W
W N W =N
N W =W W w
i

Es verbleibt, den Beweis des letzten Satzes durchzufiihren:

Beweis von Teil (I) des Satzes. Wir argumentieren per vollsténdiger Induktion nach |X| € INy:

Den Induktionsanfang fiir |X'| = 0 erledigt die Beobachtung, dass dann X = () ist, dass die
(formal) bijektive leere Abbildung die einzige Abbildung () — @) und die einzige Permutation von
() ist und dass die leere Abbildung (formal) die Komposition von 0 Transpositionen ist.
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3.1. Verkniipfungen, Halbgruppen und Gruppen 87

Fiir den Induktionsschluss von |X|—1 zu |X| sei |X| € IN und 7 Permutation von X. Wir
wihlen z; € X. Im Fall 7(z1) = 21 sei 7 := idy, im Fall w(z1) # x1 sei 71 := (z1 7(x1)) die
Transposition von X' mit 7i(z1) = m(x1) und 71 (7(z1)) = z1. So oder so folgt (1jo07)(z1) = =1,
und wegen Bijektivitit erhalten wir (riom)(z) € X'\ {z1} fiir alle z € X'\ {z1}. Wir konnen daher
die Permutation 7 von X' \ {z1} mit 7(z) = (ryo7)(x) fir alle z € X \ {z1} bilden und 7 nach
Induktionsannahme fiir ein m € IN als Komposition von m—1 Transpositionen schreiben. Wir
erweitern diese zu m—1 Transpositionen 7o, 73, ..., Ty, auf X mit m(z1) = 13(21) = ... (1) =
21 und bekommen 7307 = 150730.. .07, 107y, Da 71 selbstinvers ist (Eigenschaft von idx und
jeder Transposition), erhalten wir m = 71_1 0T90T30...0Ty—10Tm = T1O0T90T30...0Ty—10Tm.-
Damit ist 7 die Komposition der Transpositionen 71,72, ..., Tm—1, Tm (im Fall 7(x1) = x1 nach
Weglassen von 71 = idy), und die Induktionsbehauptung ist gezeigt. O

Beweis von Teil (II) des Satzes. Wir nehmen der Einfachheit halber X = {1,2,...,n} an (konn-
ten aber fiir allgemeines X eine beliebige Totalordnung auf X einfithren und damit analog ar-
gumentieren). Wir betrachten die Menge

FS(m) == {(i,§) € {1,2,...,n}?* | i < j, n(i) > n(j)}

der sogenannten Fehlstéinde oder Inversionen eine Permutation 7 € S,, und argumentieren mit
der Zahl der Fehlstinde/Inversionen |FS(7)| € INy. Fiir diesen Beweis entscheidend ist nun:

Behauptung: Fiir eine beliebige Permutation m € S,, und eine Transposition 7 € S,
haben die Zahlen der Fehlsténde |FS(rom)| und |FS(7)| unterschiedliche Paritét.

Zum Nachweis dieser Behauptung benutzen wir zunéchst, dass die Transposition 7 per Definition
die Form 7 = (k ¢) mit k,¢ € {1,2,...,n}, k#¢, hat. Da k und ¢ vertauscht werden konnen,
behandeln wir ohne Finschrinkung (typische Formulierung an solch einer Stelle!) nur den Fall
k < {. Fiir ein Paar (i,5) € {1,2,...,n}? mit i < j und {7(i),n(j)} =: {z,y} mit z <y
unterscheiden wir folgende Félle:

(a) Fall z,y ¢ {k,¢}: Dann ist 7(x) ==z, 7(y) =y, also 7(w(i)) =7 (i), 7(7(j)) =7(j), und es folgt
(i,j) € FS(tom) <= (i,7) € FS(n).

(b) Fall x<k, y € {k, £} sowie Fall z € {k, ¢}, {<y: Neben z <y gilt dann 7(z) <7(y), es folgen
7(m(i)) >7(w(j)) < 7(i) >7(j) und (¢,7) € FS(7o7) <= (4,7) € FS(n).

(c¢) Fall x =k <y < ¥ sowie Fall k < x < ¢ =y: Neben x <y gilt dann 7(z) > 7(y), es folgen
7(m(i))>7(7(j)) <= 7(i) <7 (j) und (i, ) € FS(rom) <= (i, j) & FS(m).

(d) Fall =k, y=¢: Dann ist 7(z) =y, 7(y) ==z, also 7(7(i)) =n(j), 7(7(j))=n(3), und es folgt
(i,7) € FS(rom) <> (i,7) ¢ FS(m).

In den Fillen (a), (b) entnehmen wir, dass Fehlstidnde (i,j) von m bei Tom weiterbestehen. In
den Fillen (c), (d) treten bei Tom gegeniiber 7 Fehlstdnde hinzu oder fallen weg. Die Situation
(c) tritt dabei (da es ¢—k—1 natiirliche Zahlen zwischen k£ und ¢ gibt) fiir genau 2(/—k—1)
Paare (z,y) € {1,2,...,n}? mit x <y und dementsprechend auch fiir 2({—k—1) Paare (i, j) €
{1,2,...,n}? mit i < j ein. Die Situation (d) liegt fiir genau ein Paar (i,j) mit i < j (niimlich
das mit {7 (:),7(j)} = {k,€}) vor. Insgesamt ist damit |[FS(ron) AFS(n)| = 2(/—k—1) + 1
ungerade, wegen |A|+|B| = |AAB|+2|ANB] ist auch |FS(rom)| + |[FS(7)| ungerade, also muss
von |FS(7o7)| und |[FS(7)| eins gerade, eins ungerade sein. Dies zeigt die obige Behauptung.
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88 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

Da |FS(id)| = 0 fiir die Identitdt id € S, gerade ist, folgt fiir Transpositionen 71, 7,73 €
Sy iterativ, dass |[FS(71)| ungerade ist, |[FS(mpo7)| gerade ist, [FS(730m07)| ungerade ist,
und so weiter. Tatséchlich ergibt vollstéindige Induktion, dass die Komposition einer geraden
beziehungsweise ungeraden Anzahl von Transpositionen stets gerades beziehungsweise ungerades
Vorzeichen hat. Ist fiir 7 € S,, also |FS(7)| gerade, so kann m = 1j0790...07,,_107,, nur fir
gerades m € Ny gelten. Ist |FS(7)| ungerade, so kann selbiges nur fiir ungerades m € INy gelten.
Dies zeigt die behauptete Eindeutigkeit der Paritédt von m. O

3.2 Ringe und Korper

Nachdem wir Gruppen als algebraische Strukturen mit einer Verkniipfung kennengelernt haben,
kommen wir nun zu algebraischen Strukturen mit zwe: Verkniipfungen, die in den
wichtigsten Modellfillen durch Addition und Multiplikation gegeben sind.

Definitionen (Ringe).

(I) Ein Ring ist ein Tripel (R,+,-) aus einer Menge R und Verknipfungen + und - auf R,
so dass ...

e (R,+) eine abelsche Gruppe ist,
e (R,-) eine Halbgruppe mit neutralem Element ist

e und folgende Distributivgesetze gelten:
z(y+z) = (x-y) + (x-2), (x+y)z = (z-2) + (y-2) fiir alle x,y,z € R.

eztiglich der ition + beziehungsweise in der additiven Gruppe (R,+) eines Rings

IT) B lich der Additi bezieh ‘ der additt G R ines Ri
(R,+,-) bezeichnet man das neutrale Element als die Null 0 oder das Nullelement Or
von (R,+,-) und das Inverse zu x € R als das additiv Inverse —x € R zu x.

(ITT) Beziiglich der Multiplikation - beziehungsweise in der multiplikativen Gruppe (R,-)
eines Rings (R, +,-) bezeichnet man das neutrale Element als die Eins 1 oder das Eins-
element 1p von (R,+,-), ein invertierbares Element x € R (was bei Ringen sowieso
immer als multiplikativ invertierbar zu verstehen ist) als eine Einheit von R und sein
Inverses als das multiplikativ Inverse =" € R zu x.

(IV) Ein Ring heifit kommutativ, wenn neben seiner additiven Gruppe (R,+) auch seine
multiplikative Halbgruppe (R, -) kommutativ ist.

Notationen & Folgerungen (zum Rechnen in einem Ring). Sei (R,+,-) ein Ring.

(1) Wir verwenden beim Rechnen mit Elementen von R dieselben Konventionen zur Nota-
tionsvereinfachung wie bet Zahlen. Konkret gehidren dazu das Weglassen des Mul-
tiplikationspunkts (xy := x-y fir x,y € R; sofern keine Mehrdeutigkeit entsteht), die
FEinfihrung der Subtraktion (z—y := z+(—y) fir z,y € R), die Konvention Punkt-
vor Strich-Rechnung (derzufolge etwa die Klammern auf den rechten Seiten der Dis-
tributivgesetze entfallen kénnen) und die iblichen Konventionen zur Einsparung von
aufgrund Assoziativitdt unndétigen Klammern. Zudem verwendet man fir x € R, n € INg
die Notation x", fiir invertierbares x auch x~™ := (z~1)", fiir Potenzen der multiplikativen
Halbgruppe.
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3.2. Ringe und Koérper 89

(2) Ist (R,+,-) ein Ring, so gelten fiir alle z,y € R die Regeln
O+2 =2z =240, lr =2 =21, O0x =0 =20, (—x)y = —(zy) = z(—y).

Insbesondere ist das Nullelement O nicht invertierbar (aufler im Nullring mit 1 = 0; dazu
siehe unten), und wir konnen in Zukunft ohne Mehrdeutigkeit —zy notieren.

(Begrimdungen: Die ersten beiden Regeln gelten per Definition des Null- und des Einselements. Die
dritte Regel ergibt sich durch 0z = Oz+z—z = (0+1)z—z = la—z = z—z = 0 und eine analoge
Rechnung. Zum Nachweis der vierten Regel reichen wegen der Kommutativitdt der Addition die
Rechnungen xy+(—z)y = (z—z)y = 0y = 0 und zy+z(—y) = z(y—y) =20 =0.)

Beispiele (von Ringen). Aus den in Abschnitt 3.1 betrachteten Beispielen von additiven und
multiplikativen (Halb-)Gruppen ergeben sich nach Verifikation der Distributivgesetze Beispiele
von Ringen:

(0) Der Nullring ist der (bis auf Umbenennung des Elements eindeutige) Ring ({0}, +, - ) mit
nur einem Element 1=0. Dies ist der einzige Ring mit 1 = 0 (denn aus 1 = 0 und der
vorausgehenden Folgerung (2) ergibt sich 2 =12=0x=0 fiir jedes Ringelement x).

(1) Die ganzen Zahlen (Z, +, - ), die rationalen Zahlen (Q, +, - ), die reellen Zahlen (R, +, -)
und die Restklassenringe (Z,, +, ) mit n € IN sind kommutative Ringe.

(2) Produkt-Ringe: Fiir jedes n € IN und jeden (kommutativen) Ring (R,+,-) ist auch
(R",+,-) mit den komponentenweisen Verkniipfungen + und - ein (kommutativer) Ring
mit Nullelement Ogn = (Og,Og, ...,0r) und Einselement 1zn = (15, 1g,...,1R).

Allgemeiner ist fiir jedes n € IN und (kommutative) Ringe (R1,+,-), (R2,+,+ ), ..., (Rn,+, ")
auch (RyxRaX ... xRy, +,-) mit den komponentenweisen Verkniipfungen ein (kommutati-
ver) Ring.

(3) Abbildungs-Ringe: Fiir jede Menge X und jeden (kommutativen) Ring (R, +,-) ist auch
(Abb(X, R),+, ) mit den punktweisen Verkniipfungen + und - ein (kommutativer) Ring.

Dagegen ergibt (Abb(R),+,0) mit der Komposition o fiir R # {Or} keinen Ring: Zwar
ist (Abb(R),+) abelsche Gruppe, (Abb(R), o) ist Halbgruppe mit neutralem Element, und
das ,rechte* Distributivgesetz (f+g)oh = foh + goh gilt fiir alle f,g,h € Abb(R). Das
»linke* Distributivgesetz fo(g+h) = fog + foh gilt aber zum Beispiel fiir f = 1g, nicht,
da dann fo(g+h) = 1 verschieden von fog+foh = 1g+1p ist (denn R # {Og} bedeutet
1g # 1r+1R).

(4) Mengen-Ringe: Fiir jede Menge X ist (P(&X),A,N) ein kommutativer Ring (mit Nullele-
ment (), Einselement X und MAM = ) fiir alle M € P(X)).

(5) Als weitere wichtige Beispiele von Ringen lernen wir spéter in diesem Abschnitt Po-
lynom-Ringe und als typische nicht-kommutative Ringe in Abschnitt 3.3 Endomorphis-
menringe und in Abschnitt 6.3 Matrizen-Ringe kennen.

Bemerkungen (zu Ringen).

(1) In einem Ring (R, +, ) kann man sehr weitgehend wie im Bereich Z der ganzen Zah-
len rechnen. Insbesondere konnen fiir eine Indexmenge I und a; € R das Summenzeichen
> icr @i und im kommutativen Fall auch das Produktzeichen [[,.; a; wie in Abschnitt 2.2
sinnvoll erklirt werden.
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90 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

(2) In einem Ring (R, +,-) besitzen neben 0 und 1 alle ganzen Zahlen Entsprechungen,
die man als 2g := 1p+1g € R, 3g := 2r+1r € R und allgemein als np := Y ;" ; 1r € R,
(—n)g := —(ngr) € R fiir n € Ny erhalt.

Sind die Elemente zr mit z € Z alle voneinander verschieden, so kann man z € Z mit
zr € R identifizieren und so Z als Teilmenge von R auffassen. Man spricht in diesem
Fall?> von einem Ring der Charakteristik 0. Zum Beispiel haben (B, +,-), (B",+,-),
(Abb(X,B),+,-) mit B € {Z, Q,R} Charakteristik 0.

Sind andernfalls die zg mit z € Z nicht alle verschieden, so gibt es ein kleinstes n € IN mit
nr = Og, man kann [z]|z, € Z, mit zg € R identifizieren und so Z,, als Teilmenge von R
auffassen. In diesem Fall spricht man von einem Ring der (endlichen) Charakteristik
n € IN. Zum Beispiel haben (Z,,, +,-), (ZE,+,-), (Abb(X,Z,), +,-) Charakteristik n und
(P(X),A,N) mit X # () Charakteristik 2. (Charakteristik 1 hat iibrigens nur der Nullring.)

(3) Manche Autoren fordern bei Definition eines Rings nicht allgemein, dass ein neutrales Ele-
ment 1 der multiplikativen Halbgruppe existieren muss, und bezeichnen einen Ring, bei dem
dies doch der Fall ist, explizit als Ring mit Eins oder unitdren Ring. Wir bleiben aber bei
der obigen Konvention, gemifl der jeder Ring ein Ring mit Eins ist.

Definitionen (Teiler, Nullteiler, Integritétsringe). Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

(I) Wir nennen y € R einen Teiler von z € R (in R) und notieren y|z (in R), wenn ein
x € R mit xy = z existiert.

(II) Wir nennen y € R\ {0} einen Nulltetler (in R), wenn ein v € R\ {0} mit zy = 0
existiert. Gibt es in R\ {0} keinen Nullteiler, so nennen wir (R, +,-) nullteilerfres.

(IIT) Ist (R,+,-) nullteilerfrei mit R # {0}, so sprechen wir von einem Integritdtsring oder
Integritditsbereich.

Bemerkung (zu Nullteilern). In einem kommutativen Ring (R, +,-) ist wegen Oy = 0 jedes
Element y € R ein Teiler von 0. Dies macht ein y € R mit y # 0 aber noch nicht unbedingt zum
Nullteiler, denn dafiir ist xy = 0 eben auch mit x # 0 erforderlich.

Beispiele (von Integritiitsringen).

ie ganzen Zahlen ,+, ), die rationalen Zahlen ,+,-) und die reellen Zahlen
1) Di Zahl 7 di i 1 Zahl Q d di llen Zahl
(R, +, -) sind Integrititsringe.

Dagegen ist (B2, +,-) mit B € {Z,Q, R} und den komponentenweisen Verkniipfungen kein
Integritétsring, denn dort gilt (1,0)-(0,1) = (0,0) = Ogz2. Aus dem gleichen Grund sind auch
(B™,+,-) mit n > 2 und (Abb(X,B),+,-) mit |X| > 2 keine Integritdtsringe.

(2) Der Restklassenring (Z,,+,-) mit n € N ist genau dann ein Integritéitsring, wenn n eine
Primzahl ist. Die folgt aus den Resultaten des Abschnitts 3.1 zur multiplikativen Gruppe
(Z.),-) (und wird auch aus dem Folgenden noch klarer). Ist n € IN\ {1} keine Primzahl, also
n = abmita,b € {2,3,...,n—1}, so sieht man dies auch sofort an [a]z, [b]z, = [n]z, = [0]z,,
womit [a]z,, und [b]z, Nullteiler in Z,, sind.

2@Gleichbedeutend mit ,, Charakteristik 04 wird in der Literatur gelegentlich auch , Charakteristik co“ benutzt.
Unter ,,endlicher Charakteristik® versteht man aber so oder so nur Charakteristiken aus IN, also nicht 0 bezie-
hungsweise oco.
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Bemerkungen (zu Nullteilerfreiheit /Integritéitsringen).

(1)

Dass ein kommutativer Ring (R, +, - ) nullteilerfrei ist, bedeutet, dass die Implikation
zy=0 = z=0VvVy=0 bzw. dquivalent r#0Ny#0 = 2y #0
fir alle z,y € R gilt.

Als vielleicht wichtigste Konsequenz gilt in nullteilerfreien Ringen und Integritétsringen
(R, +, ) die Kiirzungsregel

xz=yz = r=y fiir alle z,y € R, z € R\ {0}

(auch dann, wenn z nicht invertierbar ist!). Um die Kiirzungsregel einzusehen, schreibt man
xz = yz Aquivalent als (x—y)z = 0 und benutzt dann die vorige Bemerkung (1).

Da man fiir einen Integritétsring (R, +, - ) (wie fiir jeden Ring) immer Z oder Z,, als Teilmen-
ge von R auffassen kann und (Z,, +,-) aber nur fiir Primzahlen n Integritétsring ist, stellt
sich heraus, dass die Charakteristik eines Integritéitsrings stets Null oder eine (endliche)
Primzahl ist.

Definitionen (Schiefkérper und Korper).

(I) Ein Schiefkorper oder Divisionsring ist ein Ring (K,+,-) mit K # {0}, in dem jedes

Element von K\{0} multiplikativ invertierbar ist, mit anderen Worten ein Ring (K, +,-),
fir den (K \ {0},-) eine Gruppe ist.

(II) Ein Korper ist ein kommutativer Schiefkorper, mit anderen Worten ein Ring (K,+,-),

fir den (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe ist.

Beispiele (von (Schief-)Kérpern).

(1)

Die rationalen Zahlen (Q, +, ) und die reellen Zahlen (R, +,-) sind Kérper.

Aus dem gleichen Grund wie bei Integrititsringen sind aber (Q",+,-), (R™,+,) mit n > 2
und (Abb(X,Q),+, ), (Abb(X,R),+,-) mit |X| > 2 keine Korper.

Der kommutative Restklassenring (Z,,+,-) mit n € IN ist genau dann ein (Schief-)
Korper, wenn n eine Primzahl ist. Den Beweis hierfiir haben wir schon in Abschnitt 3.1
gesehen, als dort gezeigt wurde, dass (Zy, \ {0}, - ) genau fiir Primzahlen n € IN eine abelsche
Gruppe ist. Man erhélt also fiir Primzahlen p einen endlichen Kérper (Zp, +, - ) mit
genau p Elementen und Charakteristik p und schreibt in Anlehnung an den englisch-
sprachigen Fachbegriff ,field* fiir Kérper auch I, fiir Z,,.

Der vielleicht bekannteste Schiefkorper, der kein Korper ist, ist der R (und C) erweiternde
Zahlbereich der sogenannten Quaternionen, auf den wir an dieser Stelle aber nicht niher
eingehen.
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Bemerkungen (zu (Schief-)Kérpern).

(1) Ein Korper (K, +,-) ist die algebraische Struktur mit den besten Eigenschaften
der beiden Verkniipfungen. Wenn wir rekapitulieren, bedeutet dies insgesamt?, dass . ..

e (K,+) eine abelsche Gruppe ist (im Einzelnen: Assoziativitdt, Kommutativitéit, neu-
trales Element 0, inverse Elemente),

e (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe ist (im Einzelnen: Assoziativitit, Kommutativitét,
neutrales Element, inverse Elemente)

e und die Distributivgesetze fiir alle Element von K gelten.

(2) Man kann daher in einem Koérper (K, +,-) sehr weitgehend wie in den Bereichen Q
und R der rationalen und reellen Zahlen rechnen. Speziell lidsst sich {iber das zu
Ringen Gesagte hinaus die Division % = x/y := xy ! fiir alle 2,y € K mit y # 0 erkliren.

(3) Jeder Kérper ist insbesondere ein Integritétsring (denn fiir y € K\{0} mit zy = 0 fiir
r € K folgt x = xzyy~! = 0y~ = 0, so dass y kein Nullteiler sein kann).

(4) Die Charakteristik eines Korpers oder auch eines Schiefkorpes ist stets Null oder eine
(endliche) Primzahl.

Ein weiteres zentrales Beispiel fiir eine Ringstruktur ergibt das Rechnen mit Polynomen:

Motivation (Addition und Multiplikation von Polynomen, Koeffizientenfolgen). Wir
mochten Polynome (in einer Unbestimmten X) wie beispielsweise
p=2X?—3X+4 =0X34+2X2+( DX +4,
¢ =3X34+6X>+X =3X3+6X2+1X +
als symbolische Ausdriicke addieren wie in
p+q=(0+3)X* + (246)X% + (- 3+1)X + (1+0) = 3X® + 8X? — 2X +4
und multiplizieren wie in
pq = (0-3)X% + (2:340-6)X> + (- 3-34+2-640-1)X* 4 (4-33-64+2-14+0-0)X3
+ (163 142:0)X? + (4- )X + (4:0)
= 6X° 4 3X* — 4X® + 21X? + 4X .
Um diese Rechenoperationen allgemein und formal einfithren zu koénnen, identifizieren wir p
und ¢ mit ihren jeweiligen Koeffizientenfolgen a: Ny — Z, i +— a; und b: Ny — Z, i — b,
die wir uns als unendliche Tupel (ay,ay,a2,as,aq,as,a¢,...) = (4,-3,2,0,0,0,0,...) € 7 (No)

und (o, b1, by, bz, by, bs, bg, ...) = (0,1,6,3,0,0,0,...) € ZM™N0) mit nur endlich vielen Nicht-Null-
Eintriigen vorstellen. (Zur Notation ZNo) siehe dabei die folgende Definition.)

3Zur multiplikativen Struktur eines Kérpers (K, +,-) wurde oben nur festgehalten, dass (K \ {0},-) abelsche
Gruppe sein soll, und man mag sich fragen, ob es dann nicht vorkommen kann, dass (K, -) wegen Problemen mit
0 nicht einmal Halbgruppe ist (wie fiir einen Ring und damit einen Kérper (K, +, - ) erforderlich). Wenn aber die
additiven Eigenschaften und Distributivgesetze wie oben fiir alle Elemente inklusive 0 gefordert werden, kann dies
tatséchlich nicht vorkommen. Dies liegt daran, dass zum einen Oz = 0 = z0 fiir x € K \ {0} wie in Bemerkung (2)
zu Ringen folgt und zum anderen 0-0 = 0-0+0-0—0-0 = (0+0)-0—0-0 = 0-0—0-0 = 0 sein muss. Somit verhalten
sich alle Multiplikationen mit 0 ausreichend gutartig, dass (K, ) automatisch zu einer Halbgruppe wird.
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3.2. Ringe und Koérper 93

Formal lassen sich diese Uberlegungen zum symbolischen Rechnen mit Polynomen in folgende
algebraische Konstruktion umsetzen:

Definitionen (Polynome, Polynomringe). Sei (R,+,-) ein Ring.
(I) Wir setzen

R[X] := R™0) .= {4 € Abb(Ny, R) | a; # 0 nur fiir endliche viele i € Ny},

wobei wir a; € R fir den Funktionswert von i € INg unter a schreiben und a € R[X] auch
durch Aufzihlung der Funktionswerte in der Form a = (ag,a1,az,as,...) angeben.

(IT) Wir nennen a = (ag,a1,a2,as,...) € R[X] ein Polynom iber dem Grundring (R,+,-)
in der Unbestimmten X, den FEintrag a; € R den Koeffizient i-ter Ordnung von a und
(ag,a1,az,as,...) € RN (genau genommen nichts anderes als a selbst) die Koeffizien-
tenfolge von a.

(III) Wir erkliren die Summe a+b € R[X] und das Produkt ab € R[X] von Polynomen
a,b € R[X] durch

(a+b)k = ap+by , (ab)k 1= Z a;ibr_; fir k € INg

(wohldefiniert, da (a+b); # 0 und (ab)y, # 0 nur fir endliche viele k € Ny eintreten).

(IV) Wir nennen (R[X],4+,-) mit den gerade definierten Verknipfungen den Polynomring
tiber dem Grundring (R,+,-) in der Unbestimmten X.

Proposition. Fir jeden (kommutativen) Ring (R,+,-) ist der Polynomring (R[X],+,-) dber
(R, +,-) ein (kommutativer) Ring mit Ogx) = (Or,0r,0r,0r,--.), 1gx] = (1r,0r,0r,0r,...)
und additiv Inversen —(ag, a1,az,as,...) = (—ap, —ai, —az, —as,...) zu (ag,ai, as,...) € R[X].

Beweis. Dass (R[X],+) (mit Ogjx) und Inversen wie angegeben) eine abelsche Gruppe ist, folgt
problemlos daraus, dass (Abb(INg, R), +) diese Eigenschaft hat, die Null in R[X] liegt und Inverse
zu Elementen von R[X] in R[X] bleiben. Es gilt daher nur, die multiplikativen Eigenschaften und
Distributivgesetze des Polynomrings zu verifizieren: Die benétigte Eigenschaft von 1gx) entneh-
men wir aus der Definition der Multiplikation (wo bei Multiplikation mit 1 R[x] von links oder
rechts einzig der Summand fiir ¢ = 0 bzw. i = k ungleich Null ist und bleibt). Fiir multiplikative
Assoziativitdt machen wir die Rechnung (fiir a,b,c € R[X], k € INy)

J k k
E aibj_ick_j: E aibj—ick—j: E E aibj—ick—j

0<i<j<k i=0 j=i

=
Lo

- 1

Il
o
.

I
o

aibjck,l-,j = (a(bc))k

)

mit Umsortierung der Summationsindizes und Indexverschiebung, wobei > ;.- <y fr Z(i Jelr

mit der Indexmenge Iy, := {(7,7) € N3 |7 < j < k} steht. Die Distributivgesetze des Polynom-
rings ergeben sich auf naheliegendere Weise durch Ausmultiplizieren von Summen in (R, +, ).
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Ist schlieBlich (R, +, ) kommutativ, so bekommen wir multiplikative Kommutativitit im Poly-
nomring durch die Rechnung (fiir a,b € R[X], k € INy)

k k k
(ab) = Zaibk—z‘ = Z bp—ia; = Z bjag—; = (ba)y,
=0 =0 =0

mit Indexlaufumkehr. Damit sind alle bené6tigten Eigenschaften gezeigt. O

Ihren wahren Sinn, ndmlich wie in der Motivation symbolisch rechnen zu diirfen, entfaltet
die Definition aber erst in Anbetracht folgender Festlegungen und Beobachtungen.

Notationen & Folgerungen (bei Polynomen). Sei (R,+,-) ein Ring.

(D)

(111)

(V)

Durch Identifikation der Elemente r € R des Grundrings mit (r,0,0,0,...) € R[X]
verstehen wir
R C R[X].

Wir bezeichnen die Elemente von R in diesem Zusammenhang als Konstanten oder
konstante Polynome und bekommen r(ag, a1, az,as,...) = (rag,ra, rag,ras,...) sowie
(ao,a1,as,as,...)r = (apr,air,asr,asr,...) firr € R und (ap, a1, az,as,...) € RX].

Wir verstehen die Unbestimmte selbst als Polynom
X :=(0,1,0,0,0,...) € R[X]

mit pX = Xp fiir alle p € R[X] und erhalten induktiv, dass das Monom rX* der Ordnung
k € No mit Koeffizient r € R die Koeffizientenfolge (0,0, ...,0,0,7,0,0,0,...) € R[X] mit
genau k Nullen vor einem r als dem einzigen Nicht-Null-Koeffizienten besitzt.

Damit kénnen wir jedes Polynom p = (ag,a1,a2,as3,...) € R[X]\ {0} in Standard-
Form®
¢
p= agXK + ag_lXZ_l + ...+ agX2 + a1 X+ a9 = Z aiXi
i=0

schreiben, wobei ¢ die grofite Zahl in Ny mit ay # 0 sei (die existiert, weil mindestens
ein Koeffizient, aber insgesamt nur endliche viele Koeffizienten ungleich Null sind). Wir
nennen hierbei ag den Leitkoeffizient oder fiihrenden Koeffizient und grad(p) := ¢ € Ny
den Grad des Polynoms p. Fiir das Nullpolynom Ogx| treffen wir die Konvention, dass
sein Grad —oo sei. Ein Polynom mit Leitkoeffizient 1 heiffit auch normiertes Polynom.

Direkt aus der Definition als Koeffizientenfolgen ergibt sich fiir Polynome die Mdglichkeit
des Koeffizientenvergleichs: Aus der Gleichheit Efzo a; Xt = 3" b;X" von Polyno-
men in R[X] mit Leitkoeffizienten ag # 0 # by, folgen die Ubereinstimmungen £ = m der
Grade und a; = b; der Koeffizienten fir alle i € {1,2,...,(}.

An dieser Stelle erhalten wir fir
p=)Y aX' €R[X| und ¢=> bX' €R[X]
=0 1=0

“Die Potenzen von X' sind wie in einem allgemeinen Ring zu verstehen. Insbesondere ist X° = 1 € R C R[X].

94



3.2. Ringe und Koérper 95

ganz allgemein die durch die anfdngliche Motivation nahegelegten Rechenregeln fiir
Summe und Produkt von Polynomen

max{¢,m} l+m k L+m min{k,¢}
ptq= Z (ap+bp) X", Pq = Z (Zaibk—i> Xk = Z ( Z aibk_i> X,

k=0 k=0 \ i=0 k=0 \i=max{0,k—m}

wobei max{x,y} bzw. min{x,y} die grifiere bzw. kleinere von zwei Zahlen z,y € R bezeich-
net und wir natirlich agy1 = app2 = apys = ... =0 sowie byt1 = by =bpyiz3=...=0
verstehen.

Wir halten noch fest:
Bemerkungen (zu Polynomringen).

(1) Fiir einen Integritétsring (R, +, - ) ist auch der Polynomring (R[X], +, - ) ein Integritdtsring.

(Begriindung: Fiir Polynome p = Zf:o a; X" € RX]\ {0} und ¢ = > 1" 0:;X* € R[X]\ {0} mit
Leitkoeffizienten ay # 0 # by, ergibt sich als Leitkoeffizient (¢{+m)-ter Ordnung von p+q geméifl

Obigem Z?lziﬁgiﬁ’f}} aibpym—i = agby, # 0. Damit ist pg # 0 in R[X].)

(2) Selbst fiir einen Kérper K ist der Polynomring K[X] nie ein Kérper, denn das Polynom X
ist (wie auch jedes andere Polynom vom Grad > 1) nicht invertierbar.

In der Schulmathematik werden Polynome eher als Funktionen oder Funktionsterme be-
trachtet. Dies ist kein Widerspruch zum Obigen, denn auch bei der hiesigen Betrachtungsweise
sind Polynome eng mit einer zugehorigen Polynomfunktion verbunden:

Definition (Polynomfunktionen, Nullstellen). Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring. Die zu
einem Polynom p = Zf:o a; X! € R[X] gehirige Polynomfunktion p: R — R ist durch

¢
p(r):= Zaﬂ“i €ER fiir alle r € R
i=0

gegeben. Wir nennen r € R eine Nullstelle von p € R[X] (und auch von p € Abb(R)), wenn
p(r) =0g gilt.
Bemerkungen (zu Polynomfunktionen). Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

(1) In gutartigen Fillen kann man Polynome und Polynomfunktionen identifizieren, tut dies
spiter des Ofteren und verzichtet dementsprechend auf das Dach-Symbol bei Polynomfunk-
tionen. Fiir den Moment jedoch betonen wir den Unterschied zwischen Polynomen und
Polynomfunktionen: Das Polynom p = Zf:() a; X' € R[X] ist formal als Koeffizienten-
folge definiert und als Objekt symbolischen Rechnens mit einer Unbestimmten X
zu verstehen. Die Polynomfunktion p € Abb(R) ist als Abbildung R — R definiert (die
iibrigens ganz anders abbildet als die Koeffizientenfolge INo — R von p und mit dieser nicht
unmittelbar zusammenh#ngt).

Noch etwas anderes ist der Funktionsterm p(r) = Zf:o a;r* der Polynomfunktion

p, der fiir jedes einzelne r € R selbst Element von R ist. Zwar besteht die Funktion p
im Wesentlichen in der Zuordnungsregel r — Zf:o a;r" oder mit anderen Worten p (1) =

Zfzo a;r' fiir alle r € R, die Gleichsetzung p = Zfzo a;r* ohne ,(r)“ links ist aber formal
nicht korrekt.
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96 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

(2) Die Addition und Multiplikation im Polynomring R[X] entsprechen der punkt-
weisen Addition und Multiplikation von Polynomfunktionen in dem Sinn, dass

P+q=p+q und Pq=pq in Abb(R)

fiir alle p,q € R[X] gelten. Diese Ubereinstimmung bedeutet letztlich, dass man auch mit
(formal eingefiihrten) Polynomen mit denselben Rechenregeln wie im Ring (R, +, - ) rechnen
kann — und speziell bei Polynomen {iber Zahlbereichen einfach mit den iiblichen Rechenre-
geln. Dies ist tatséchlich auch der Hauptgrund, die Definitionen wie oben zu treffen.

(Begriindung: Die Gleichheit p/—i—\q = p+q ist klar, da auch p+¢g komponentenweise definiert wurde.
Die Gleichheit pg = p§ zeigen wir, indem wir p = Zf:o a; X!, q= Z;’;O b; X7 schreiben und mit der
Kommutativitit von (R, +, ) nachrechnen, dass

(F9)(x) = P(2) 7 (x) = ( zjj x) (ﬁ_ﬂ) Y S et

i=0 j=0
¢ i+m {+m min{k,l}
k k E_ -~
= g E aiby_;x" = E aibg_;x" = E E aiby_ix" =pq ()
i=0 k=i 0<i<k<itm<l+m k=0 i=max{0,k—m}

fiir alle x € R gilt.)

(3) Als Konsequenz der vorigen Bemerkung bildet die Menge der Polynomfunktionen R — R
mit der punktweisen Addition und Multiplikation ebenfalls einen kommutativen Ring.

Wie bei ganzen Zahlen besteht auch bei Polynomen die Moglichkeit zur Division mit Rest
und bringt einige niitzliche Konsequenzen:

Satz (zu Polynomdivision, Linearfaktoren, Nullstellen). Sei (K, +,-) ein Kirper.

(I) Polynomdivision: Fir Polynome p,q € K[X] mit g # 0 gibt es eindeutig bestimmte
Polynome r, s € K[X] mit> grad(r) < grad(q), so dass p=s-q+r gilt.

(II) Abspalten von Linearfaktoren: Ist vo € K eine Nullstelle von p € K[X], so kann p
als p = s+ (X—xg) mit s € K[X] geschrieben werden.

(III) FEin Polynom p tber K vom Grad n € No hat hichstens n verschiedene Nullstellen in K.

(IV) Hat K unendlich viele Elemente, so ist ein Polynom tber K durch die zugehérige Poly-
nomfunktion eindeutig bestimmt.

Beweis von Teil (1) des Satzes. Wir zeigen zuerst Existenz von r und s: Im Fall grad(q) >
grad(p) konnen wir r := p und s := 0 wihlen und erhalten trivial p = s - ¢ + r mit grad(r) =
grad(p) < grad(q). Fiir grad(q) < grad(p) zeigen wir die Existenz durch Induktion nach grad(p) €
INg. Beim Induktionsanfang fiir grad(p) = 0 ist auch grad(q) = 0 und damit ¢ € K\ {0}, so dass
wir p = s-q + 7 fiir » := 0 und s := pg~! erhalten. Fiir den Induktionsschritt habe p € K[X]
Grad ¢ € IN und Leitkoeffizient ay sowie ¢ € K[X] Grad m € INy und Leitkoeffizient b,,, ins-
besondere b, # 0, und es sei m < ¢. Dann verschwindet bei p := p — asb,,!X*"™q € K[X]
der Koeffizient ¢-ter Ordnung, es gilt also grad(p) < ¢. Per Induktionsannahme gibt es daher
r,s € K[X] mit grad(r) < grad(q), so dass p = §- ¢ + r gilt. Durch Umformen erhalten wir

SWir erlauben r = 0 mit grad(r) = —oco < grad(q) € No.
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3.2. Ringe und Koérper 97

daraus p = (§+agb;11X£_m) - q + r, also die Induktionsbehauptung fiir das bereits eingefiihrte r
und s := 5+aebh,;' X" € K[X].

Um Eindeutigkeit von r und s nachzuweisen, ist fiir ,7, s,s € K[X] mit grad(r) < grad(q),
grad(7) < grad(q) und s-q+7 = s-q+r zu zeigen, dass ¥ = r, § = s sein muss. Dazu schreiben
wir die Gleichung als (5—s)-¢ = r—r und bemerken im Fall 5 # s, dass grad((s—s)-q) > grad(q)
gilt (Grad des Produkts ist Summe der Grade; benutzt Nullteilerfreiheit). Andererseits gilt aber
grad(r—r) < grad(q), und wir erreichen einen Widerspruch. Also muss § = s sein, und dann
folgt sofort auch 7 = r. O

Beweis von Teil (II) des Satzes. Aus Teil (I) mit ¢ := X—xz¢ € K[X] lesen wir p = s (X—x9)+r
fiir r, s € K[X] mit grad(r) < grad(q) = 1, also r € K ab. Durch Einsetzen von z( erhalten wir
0=p(xzo) =5(x0)-0+7r=r,also gilt wie behauptet p = s - (X—xp). O

Beweis von Teil (I1II) des Satzes. Wir argumentieren indirekt: Sei p € K[X] ein Polynom mit
grad(p) = n € Ny und (n+1) verschiedenen Nullstellen x1, xo, . . ., x,, Tp4+1 € K. Dann erreichen
wir durch (n+1)-malige Anwendung von Teil (II) des Satzes d1e Form p = s [ (X—x;) mit
s € K[X]. Im Fall s # 0 folgt grad(p) > n+1, im Fall s = 0 folgt grad(p) = —oo. Wir erhalten
also in jedem Fall einen Widerspruch zu grad(p) = n € Ny, und die Behauptung ist bewiesen. [

Beweis von Teil (IV) des Satzes. Wiren p,q € K[X] verschiedene Polynome mit p(z) = ¢(x)
fiir alle z € K, so hitte p—g € K[X]\ {0} mit grad(p—q) € Ny unendlich viele Nullstellen in K
und stiinde im Widerspruch zu Teil (III) des Satzes. O

Bemerkung. Die Teile (III) und (IV) Satzes gelten nicht nur iiber Kérpern, sondern allgemeiner
iiber Integritétsringen. Der Beweis von Teil (III) muss dort modifiziert werden, was aber hier
nur erginzend im Kleingedruckten dargestellt wird:

Beweis von Teil (II1) des Satzes tiber einem allgemeinen Integrititsring (R,+,-). Wir zeigen per Induktion nach n € Ny,
dass ein Polynom p € R[X] mit grad(p) = n héchstens n verschiedene Nullstellen in R besitzt: Beim Induktionsanfang fiir
n=01ist p=r € R\ {0} konstant und besitzt keine Nullstelle (da p = r # 0). Fiir den Induktionsschritt betrachten wir
pP=>1, a;X? € R[X] mit grad(p) = n € N. Hat p iiberhaupt eine Nullstelle 2o € R, so erhalten wir mit einer auch in
kommutativen Ringen giiltigen Summenformel (sieche Aufgabe 9(c) auf Blatt 5)

n i—1

n—1
(z) =p(z) —p(xo) = Za,(w —2}) = (z—x0) ZZ ale 12023 = (z—20) Z bjad
j=0

1=135=0

’U)

ir b; := a;T € a nullteilerfrei ist, hat das Polynom € mit Leitkoeffizient 6,1 =
fiir b; ZJ+1 61] R. Da R nullteilerf hat das Pol "leJ R[X it Leitkoeffizi b

an # 0 und Grad n—1 in R\ {zo} exakt dieselben Nullstellen wie p, und nach Induktionsannahme hat es insgesamt
hochstens n—1 Nullstellen in R. Dies impliziert, dass p selbst mit der einzig moglichen zusétzlichen Nullstelle zg hdchstens
n Nullstellen in R besitzt. Damit ist die Induktionsbehauptung gezeigt und der Beweis komplett. O

Verfahren (Polynomdivision). Mit Teil (I) des Satzes geht das Rechenverfahren der Po-
lynomdivision einher, mit dem man fiir gegebene Polynome p,q € K[X], ¢ # 0, iiber einem
Koérper K den Multiplikator s und den Rest r mit p = s- ¢+ r und grad(r) < grad(q) bestimmt.
Man baut dabei exakt auf der Idee des vorgestellten Induktionsbeweises auf und bestimmt durch
Division des Leitmonoms a;X* von p durch das Leitmonom b,,X™ von ¢ zunéchst das Leitmo-
nom agb,,' X~ von s. Nun betrachtet man die ,Korrektur“ p = p — asb,;,! X*"™ - ¢ und dividiert
im néchsten Schritt das Leitmonom von p durch b, X", um den néchsten Term von s zu erhal-
ten. Danach folgt die néchste Korrektur, und so weiter. Als konkretes Beispiel fithren wir dieses
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98 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

Verfahren hier fiir p := X*—4X3+4+4X%—2 und ¢ := 2X?—4X—6 in Q[X] wie folgt durch:

—4X-5

X4 —4x3 +4X—2) : (2X2—4X—6) = Lx2 "
_EX4_2X3_3X2) ) ) =2 2X2-4X—6
+3X2
—2X
—4X -5

Dabei wird im jedem Schritt ein farbiges Leitmonom der linken Seite durch das Leitmonom 2X?
von ¢ (das in jedem Schritt gleich bleibt) dividiert, um das farblich entsprechende Monom auf der
rechten Seite zu erhalten. Dieses Monom wird dann mit ganz ¢ = 2X?—4X—6 multipliziert, um
das immer noch farblich entsprechende Korrekturpolynom links zu erhalten. Nach Subtraktion
der Korrektur beginnt der néchste Schritt. Da sich der Grad des Polynoms links in jedem Schritt
verringert, ist dieser Grad nach endlich vielen Schritten < grad(q), womit das Verfahren endet
und das verbleibende, hier violett gefdrbte Polynom den Rest r bildet. Insgesamt haben wir im
Beispielfall s = %XQ—X—% und r = —4X—5 gefunden und mit anderen Worten

XI-AXP44X2 -2 = (3X?-X-1) - (2X?—4X—6) + (—4X-5)

eingesehen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts halten wir fest, dass die Konstruktion des Polynomrings
iiber einem Grundring iteriert werden kann (was aber tatséchlich nur deshalb funktioniert, weil
wir die Bildung allgemein iiber Ringen und nicht nur iiber Kérpern vorgenommen haben):

Bemerkung (zu Polynomen in mehreren Unbestimmten). Ein Polynom iiber einem
Ring (R, +,-) in zwei Unbestimmten X und Y hat die Form

m 14
Z ai; XY = Z < a,-in) Y7 € (R[X])[Y]
i€{0,1,2,....} =0 \'i=0
j€{0,1,2,...,m}

mit Koeffizienten a;; € R. Man schreibt daher
R[X, Y] = (R[X])[Y]

und nennt R[X,Y] den Polynomring iiber R in zwei Unbestimmten X und Y (fiir die iibri-
gens auch bei nicht-kommutativem Grundring stets XY = YX und allgemeiner pX = Xp,
pY = Yp fiir alle p € R[X,Y] gelten). Iteration dieser Vorgehensweise ergibt den Polynom-
ring R[X1,Xo,...,Xp) == (... ((R[X1])[X2]) ...)[Xy] iber R in n € N Unbestimmten Xi, X,
..., Xp. Genauer konnen wir auf das Rechnen mit Polynomen mehrerer Variablen an dieser
Stelle aber nicht eingehen.
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3.3 Homomorphismen, Unter- und Faktorstrukturen
Definitionen (Homomorphismen).

(I) Ein (Gruppen-) Homomorphismus von einer Gruppe (G, x) in eine Gruppe (H,®) ist
eine Abbildung ¢: G — H mit p(g1xg2) = p(g1)®p(g2) fir alle g1,92 € G.

(II) Ein (Ring-) Homomorphismus von einem Ring (R,+,-) in einen Ring (S,®,®) ist
eine Abbildung ¢: R — S mit p(x+y) = ¢(z)Bp(y) und p(x-y) = ¢(z)0p(y) fir alle
x,y € R sowie o(1g) = 1g. Sind (R,+,-) und (S,®,®) sogar Kirper, so spricht man
von einem Korperhomomorphismus.

(IIT) Wir vereinbarenS fiir Gruppen, Ringe, Korper gleichermafen: Ein Monomorphismus,
Epimorphismus bzw. Isomorphismus ist ein injektiver, surjektiver bzw. bijektiver Ho-
momorphismus. Gibt es zwischen zwei Gruppen/Ringen/Kdrpern einen Isomorphismus,
so heifien diese (zueinander) isomorph. Ein Endomorphismus ist ein Homomorphis-
mus mit gleichem Definitionsbereich und Ziel beziiglich der gleichen Verknipfungen darauf.
Ein Automorphismus ist ein bijektiver Endomorphismus. Die Mengen aller Homo- und
aller Isomorphismen X — Y notieren wir als Hom(X,)) und Iso(X,Y), fir Endo- und
Automorphismen vereinbaren wir End(X') := Hom(X, X) und Aut(X) := Iso(X, X).

Bemerkungen (zu Homomorphismen).

(1) Homomorphismen sind Struktur-erhaltende Abbildungen. Im Fall eines Isomor-
phismus kann man die Elemente in Definitionsbereich und Ziel 1-zu-1 identifizieren und mit
einander entsprechenden Elementen in Definitionsbereich und Ziel auch genauso ,rechnen®.
Daher erhalten Isomorphismen alle algebraischen Eigenschaften, und zueinander
isomorphe Gruppen/Ringe/Korper verhalten sich in algebraischer Hinsicht vollig gleich.

(2) Ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H erfiillt automatisch ¢(eq) = ep fiir die neutralen
Elemente e € G und ey € H sowie p(g)~! = (g~ 1) fiir alle g € G.
(Nachweis: Mit ¢(eq) = pleq)®pleq)®plec) ™ = plegxeq)®pleq)™t = pleg)®pleq)™t = ey
erhalten wie die Behauptung iiber die neutralen Elemente. Fiir die Regel zu den Inversen rechnen

wir dann @(g)®p(g7") = p(g*9~") = p(eq) = e und @(g~")@P(g) = w(9~'*g) = p(ec) = en.)

(3) Ein Ring- beziehungsweise Kérperhomomorphismus ¢: R — S ist insbesondere Gruppenho-
momorphismus von (R, +) in (5, ®) und erfiillt neben ¢(1r) = 1g automatisch ¢(0r) = Og,
—o(z) = p(—2) fiir ¢ € R sowie p(x)~! = p(x~!) fiir invertierbare x € R. Im Kérperfall ist
¢ auch Gruppenhomomorphismus von (R \ {0},-) in (S \ {0}, ®) mit p(z)~! = ¢(z71) fiir
alle z € R\ {0}. Dies folgt aus der vorigen Bemerkung beziehungsweise analog zu dieser.

(Die Forderung ¢(1r) = 1g in der Definition kann man aber nicht weglassen. Dass diese nicht aus
den anderen Bedingungen folgt, erkennt man am Beispiel der Nullabbildung ¢: R — S, z +— 0g.)

Beispiele (von Homomorphismen).

(0) Die identische Abbildung ist fiir jede Gruppe/jeden Ring/jeden Kérper ein Automorphismus.

5In der fortgeschrittenen Algebra (Kategorientheorie) sind auch alternative Definitionen der verschiedenen
Typen von Morphismen geb#uchlich, die den obigen verwandt, aber nicht in allen Fillen vollstdndig dquivalent
zu diesen sind.
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(1) Fir B € {Z,Q, R} ist die Abbildung B — B, 2 — —3z ein Gruppenendomorphismus von
(B, +), denn es gilt —3(z+y) = —3z+(—3y) fiir z,y € B. Fir B € {Q, R} handelt es sich
sogar um einen Gruppenautomorphismus

(2) Fiir B € {Q,R} ist die Abbildung B\{0} — B\{0}, # — z? ein Gruppenendomorphismus
von (B\{0},-), denn es gilt (zy)? = 2%y? fiir z,y € B\{0}.

(3) Die Abbildung Z — Q \ {0}, x — 27 ist ein Gruppenmonomorphismus von der additiven
Gruppe (Z, +) in die multiplikative Gruppe (Q\{0}, - ), denn es gilt 2*TY = 272V fiir x, y € Z.

(4) Fiir jedes n € IN ist die Quotientenabbildung Z — Z,, , © — [z]z, des Restklassenrings Z,
ein Ringepimorphismus, denn es gelten [x+y|z, = [z]z,+[y]z, und [zy]|z, = [z]z,[y]z, fir
alle x,y € Z sowie [1|z, = 17,.

(5) Die Einbettung Q@ — R, z — x von Q in R ist ein Kérpermonomorphismus.

(6) Fiir jeden Ring (R, +, ) ist die Vertauschung der Eintrige ¢: R? — R?, (z1,72) > (w2, 21)
ein Ringautomorphismus. Allgemeiner ist fiir n € IN und 7 € S,, die Koordinatenpermu-
tation . R" — R", (v1,%2,...,%n) = (Tr(1); Tr(2)s - - - » Tr(n)) €in Ringautomorphismus.

(7) Fiir jeden kommutativen Ring (R, +,-) ist die Abbildung R[X] — Abb(R), p — p ein
Ringhomomorphismus und ebenso fiir jedes feste r € R die Abbildung R[X] — R, p+— p(r).
Bei beiden Bildungen spricht man auch vom Einsetzungshomomorphismus.

(Fiir einen Integrititsring R mit unendlich vielen Elementen ist die erste Variante sogar Ringmono-
morphismus. Das folgt aus dem letzten Satz in Abschnitt 3.2 und der darauf folgenden Bemerkung.)

Bemerkungen (zu Homomorphismengruppen).

(1) Fiir eine Gruppe (G, *) wird Aut(G) mit Komposition zu einer Gruppe, der Automor-
phismengruppe von (G, %).
(Nachweis: Fiir ¢,9 € Aut(G) rechnen wir oy € Aut(G) mit ¥(p(g1%g2)) = Y (p(g1)*e(g2)) =
¥(p(g1))*0(p(g2)) filr g1, g2 € G nach. Zudem ergibt sich ¢~ € Aut(Q) fiir die Umkehrfunktion ¢ —*

aus o~ (gixg2) = @ (0l (g1))xe(p ™ (91))) = ¢~ (el (g1)x0 ™ (92))) = ¢ (g1)*¢ ™ (g2) fiir
alle g1,92 € G.)

(2) Fiir eine Gruppe (G, *) und eine abelsche Gruppe (H,®) werden Hom(G, H) und End(H)
mit punktweiser Verkniipfung ® auch abelsche Gruppen. Man spricht von Homo- bzw.
Endomorphismengruppen.

(Nachweis: Fir ¢,1 € Hom(G, H) zeigen wir p@®1 € Hom(G, H) durch die auf Kommutativitét

von @ gegriindete Rechnung (¢®¢)(g1%g2) = @(g1%92)®1(g1%92) = ¢(91)@p(92)®1(g1) @Y (g2)
= ¢(g1)®Y(g1)®p(g2) @Y (g2) = (DY) (g1)®(p®1)(g2) fiir g1,92 € G. Dass die konstante Abbil-
dung G — H auf das neutrale Element in H das neutrale Element in Hom(G, H) ist, ist klar.
SchlieBlich kénnen wir Inverse zu ¢ € Hom(G, H) als punktweise Inverse ¢! erhalten, denn die

Rechnung ¢~ (g1xg2) = ¢(g1%92) ™" = (0(91)®0(92)) ™" = @(g2) ' ®0(91) ™" = @(g1) " ®p(g2) "
unter erneuter Verwendung der Kommutativitéit von ® ergibt ¢~ € Hom(G, H).)

(3) Fiir eine (meist additiv notierte) abelsche Gruppe (G, +) wird (End(G), +,0) mit punkt-
weiser Addition und Komposition sogar ein Ring, der Endomorphismenring von (G, +).
Anders als bei (Abb(G), +, 0) (was gem&f Abschnitt 3.2 kein Ring ist) ergibt sich fiir Endo-
morphismen ¢, 1, x € End(G) ndmlich das ,linke* Distributivgesetz po(¢+x) = poth+pox
durch die Rechnung (po(1+x))(9) = (¥ (9)+x(9)) = ¢(¥(9))+e(x(9)) = (wor+pox)(g)
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3.3. Homomorphismen, Unter- und Faktorstrukturen 101

fir ¢ € G mit der Homomorphismus-Eigenschaft von ¢. Die anderen benétigten Eigenschaf-
ten folgen aus Bemerkung (2) oder sind leicht zu priifen.
Definitionen (Kern eines Homomorphismus).

(I) Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen Gruppen (G, *) und
(H,®) ist

Kern(p) :== ¢~ ({en}) = {g € Glolg) =en} € G

mit dem neutralen Element eg von (H,®).

(IT) Der Kern eines Ringhomomorphismus ¢: R — S zwischen Ringen (R,+,-) und
(S,®,®) st

Kern(p) = ¢~ ({0s}) = {z € R|p(x) = 0s} C R].

Insbesondere findet diese Definition auch auf Korperhomomorphismen Anwendung.

Bemerkung. Wegen ¢(eq) = ey fiir das neutrale Element e von (G, x) gilt in (I) stets
eq € Kern(p) und wegen ¢(0r) = 0g in (II) stets O € Kern(yp).

Am Kern ldsst sich erkennen, ob ein Homomorphismus ein Monomorphismus ist (und so
wird diese Eigenschaft in Zukunft dann auch wirklich fast immer gezeigt):

Satz (Kern und Injektivitét).

(I) Fir einen Homomorphismus ¢: G — H von Gruppen (G, *) und (H,®) gilt:

‘(p injektiv <= Kern ¢ = {eg} ‘

(IT) Fir einen Homomorphismus ¢: R — S von Ringen (R,+,-) und (S, ®,®) gilt:

‘gp injektiv <= Kern ¢ = {0r} ‘

(ITI) Ein Homomorphismus ¢: K — L von Kéorpern (K,+,-) und (L, ®,®) ist immer injektiv.

Beweis. Teil (I) wird in den Ubungen gezeigt. Teil (IT) folgt durch Anwendung von Teil (I) auf die
additiven Gruppen. Fiir Teil (III) reicht es, Kern(¢) C {Ox} fiir jeden Kérperhomomorphismus
¢: K — L zu zeigen (denn nach der Bemerkung ist dies gleichbedeutend mit Kern(y) = {Ox}
und gibt gem&f Teil (II) Injektivitdt). Dazu sei x € Kern(y), also z € K mit ¢(x) = 0. Wére
x # Ok, so bekimen wir mit 17 = ¢(1x) = p(zz™!) = p(x)Op(x™1) = 0LEY(x~1) = 0r, einen
Widerspruch. Also ist © = O, und Kern(p) C {Ox} ist gezeigt. O

Als néchsten erklaren wir Unterstrukturen von Gruppen, Ringen und Koérpern, mit denen
wir ohne eine solche explizite Benennung tatséchlich schon oft umgegangen sind:

Definitionen (algebraische Unterstrukturen).

(I) Eine Untergruppe U einer Gruppe (G, x) ist eine Teilmenge U von G mit eq € U (fiir
das neutrale Element eq von (G, %)) sowie g*h € U und g~ € U fiir alle g,h € U.
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102 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

(IT1) Ein Unterring U eines Rings (R,+,-) ist eine Untergruppe U von (R,+) mit 1 € U
und xy € U fiir alle x,y € U.

(III) FEin Unterkérper oder Teilkorper U eines Korpers (K,+,-) ist ein Unterring U von
(K,+,-) mit x=1 € U fiir alle z € U\{0}.

Beispiele (fiir algebraische Unterstrukturen).

(1) Fiir jedes n € N ist nZ Untergruppe von (Z,+), aber fir n € IN\{1} wegen 1 ¢ nZ kein
Unterring von (Z, +, - ).

(2) Z ist Unterring von (Q,+,- ), und Q ist Unterkérper von (R, +,-).
(3) Fiir jedes n € IN ist A,, Untergruppe von (S, o).

(4) Fiir eine Gruppe (G, ) und eine abelsche Gruppe (H,®) sind Aut(G) Untergruppe von
({f € Abb(G) | f bijektiv},o) und (Hom(G, H), ) Untergruppe von (Abb(G, H), ).

(5) Fiir hier stets additiv betrachtete Restklassengruppen kann Zo wegen Zo ¢ Zs, Zio ¢ Zy,
Zo ¢ 73 schon formal keine Untergruppe von Zs, Z4 oder Z32 sein. Interessanter ist aber,
ob die algebraische Struktur von Zs in Zs, Z4 oder Z% enthalten ist, ob Zs also zumindest
isomorph zu einer Untergruppe ist. Die Antwort lautet, dass Zoy nicht isomorph zu irgendei-
ner Untergruppe von Zs ist, aber isomorph zur Untergruppe {[0]z,, [2]z,} von Z4 und auch
zu jeder der drei Untergruppen {([O]Zza [O]Zz)v ([O}sz [HZz)}’ {([O]Zw [0]22)7 ([”Zza [O]Zz)}v
{([0)s: 012): (1) (1))} vom Z3 ist.

Bemerkungen (zu algebraischen Unterstrukturen).

(1) In jeder Gruppe (G, *) ist die triviale Untergruppe {eg} die kleinste und ganz G die
grofite Untergruppe.

In jedem Ring (R, +, ) ist der Grundring Ry := {zr |z € Z} der kleinste und ganz R der
grofite Unterring. Dabei ist Ry stets isomorph zu Z (wenn (R,+,-) Charakteristik 0 hat)
oder zu Z,, (wenn (R, +,-) Charakteristik n € IN hat).

In jedem Korper (K,+,-) ist der Primkorper Ko = {zxng' |n,z € Z, ng #0in K}
der kleinste und ganz K der grofite Teilkorper. Dabei ist Kj stets isomorph zu Q (wenn
(K, +,-) Charakteristik 0 hat) oder zu I, (wenn (K, +, - ) Charakteristik p € P hat) ist.

(2) Dass U C G Untergruppe einer Gruppe (G, *) ist, ist auch durch U # () und g~' «h € U
fiir alle g,h € U charakterisiert. Dass U C K Unterkorper eines Korpers (K, +,-) ist, ist
charakterisiert durch U\{0} # ) und z—y € U fiir alle z,y € U sowie z 'y € U fiir alle

z,y € U\{0}.

(3) Die Terminologie ist sinnvoll, da mit ihr fiir eine Untergruppe U von (G, x) auch (U, *)
Gruppe, fiir einen Unterring U von (R, +,-) auch (U, 4, - ) Ring, fiir einen Unterkérper
U von (K,+,-) auch (U, +,-) Korper ist.

(4) Man schreibt kurz, dass U C G Untergruppe, U C R Unterring, U C K Unterkorper ist.

(5) Die definierenden Eigenschaften einer Untergruppe U von (G, *) (neben eg € U) werden
auch so ausgedriickt, dass U unter der Verkniipfung * und unter Inversenbildung ab-
geschlossen ist. Analog ist ein Unterring unter Addition, additiver Inversenbildung und
Multiplikation abgeschlossen, ein Unterkorper zusétzlich unter multiplikativer Inversenbil-
dung.
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Satz & Definition (erzeugte Unterstrukturen). Fir jede Teilmenge A C G in einer Grup-

e (G,x*) gibt es eine beziiglich Mengen-Inklusion kleinste Untergruppe U C G mit A C U.
Dieses U heif$t die von A erzeugte Untergruppe und wird mit (A) bezeichnet. Fir n € IN
und g1, 92, ..., 9n € G wird (91,92, ..., 9n) = ({91, 92, ..., 9n}) vereinbart. Analog versteht man
erzeugte Unterringe und Unterkérper.

Beweis. Es ist Existenz von U = (A) zu beweisen. Da es mit G selbst zumindest eine Untergrup-
pe V von (G, ) mit A C V gibt, ist Sy := {V C G|V Untergruppe von (G, *), A C V'} nicht
leer, und wir kénnen U := (S C G setzen. Da AU{eg} C U gilt und die (Abgeschlossenheits-)
Figenschaften von Untergruppen bei beliebigem Durchschnitt erhalten bleiben, ist U € S4 das
gesuchte kleinste Element von S4. Fiir Unterringe und -kérper argumentiert man analog. [

Bemerkungen (zu Erzeugung algebraischer (Unter-)Strukturen).

(1) Der Beweis besteht aus einem absoluten Standard-Argument, um die Existenz einer
kleinsten (oft von einer Teilmenge erzeugten) Menge mit gewissen Durchschnitts-stabilen
Eigenschaften zu begriinden. Versionen dieses Arguments werden Sie im Lauf des Studiums
an vielen Stellen wiedersehen.

(2) Ist die von einem einzelnen g € G erzeugte Untergruppe (g) in einer Gruppe (G, *) endlich,
so ist ((g),*) zyklisch von Ordnung |(g)| und hat ¢ (im fiir zyklische Gruppen erklirten
Sinn) als Erzeuger. Tatséchlich kann eine zyklische Gruppe dquivalent als eine Gruppe (G, *)
definiert werden, fiir die |G| < oo gilt und fiir die ein einzelnes g € G mit (g) = G existiert.

Beispiele (zur Erzeugung von Unterstrukturen).

(1) In der additiven Gruppe (Z,+) und ist (x) = zZ fiir jedes x € Z, im Ring (Z,+, ) ist
() = Z fiir jedes x € Z und sogar () = Z (denn jeder Unterring muss ja 1 enthalten).

(2) Im Polynomring (Z[X], +,-) wird der von X?® € Z[X] erzeugte Unterring

3] aufgefasst — wobei, wenn man die Definition {iber Koeffizientenfolgen
X3) nur isomorph zu Z[X3] Z]X] ist.

gelegentlich als

(X3 = {aX* + ar XD 4+ aiXP tag| £ € Ny, a; € Z)
Z[X
genau nimmt, (X3

Ein zu Unterstrukturen duales Konzept sind sogenannte Faktorstrukturen, an deren Defini-
tion wir uns nun unter Riickgriff auf Quotienten einer Aquivalenzrelation annihern:

Satz & Definition. Fir jede Untergruppe U einer Gruppe (G, *) wird durch

xgyx:}w_l*yeU firz,ye G

eine Aquivalenzrelation ¥ auf G definiert, bei der Hy]g{ = Hx]g‘ fiir alle x,y € G gilt, also alle
Aquivalenzklassen
[lev = [z]y =2+ U

mit x € G gleiche Kardinalitit haben. Wir nennen die Aquivalenzklassen beziiglich ¥ auch
(Links-) Nebenklassen und vereinbaren die Bezeichnung

G:U:=G/Y ={[r]lgv ]|z € G}

fiir die Quotientenmenge. Insbesondere greift dies bei einem Ring oder Kéorper (R,+,-) fir jede
Untergruppe U von (R, +) mit der durch x Uy <= x—y € U gegebenen Aquivalenzrelation.
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104 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

Beweis. Wir verifizieren zunéichst die definierenden Eigenschaften der Aquivalenzrelation Y:

Reflexivitit liegt vor, weil 27! x 2 = eg € U fiir alle z € G gilt. Symmetrie ist erfiillt, weil fiir
r,y € Gaus o~ xy € Uschon y 'z = (71 % y)~! € U folgt. Transitivitit ergibt sich, weil
fir 7,y,z € Gausa lxycUundy txzcUauchz txz= (27 xy)* (y~ ! *2) € U folgt.
Die Gleichheit [x]g =gxU ergibtsichaus z Yy <= 27 lxyc U < yecaxU firy € G.
Weiter erhalten wir fiir feste x,y € G durch A(z) := y * 27! * 2 fiir z € G eine Abbildung
At [z]y = [yly (denn 2 € [z]y = z « U impliziert yxxlxzcysalxzxU=yxU= [W]v)-

1

Analog gibt yi(2) := z xy~" * z eine Abbildung y: [y]y — [z]u, die die Umkehrabbildung zu A

[x]g‘ O

ist. Somit ist A eine Bijektion [z]y — [y]v, und es gilt |[y]y| =

Bemerkung. Sei U eine Untergruppe einer Gruppe (G, *). Eine sehr dhnliche Aquivalenzrelati-
on auf G erhilt man durch die Festlegung x Y% y <= y*xz~! fiir 2,y € G. Die Aquivalenzklassen
[z]y, = U sz von Y% heiBen (Rechts-)Nebenklassen. Sie verhalten sich weitgehend analog zu den
Linksnebenklassen, stimmen im nicht-abelschen Fall aber nicht unbedingt mit diesen iiberein.

Als ein naheliegendes Beispiel fiir den Nutzen von Nebenklassen beweisen wir den Satz von
Lagrange iiber grundlegende Kennzahlen (die wir vorher noch kurz definieren) von Gruppen,
Untergruppen und ihren Elementen:

Definitionen (Ordnung von Gruppen und Gruppenelementen).

(I) Eine Gruppe (G,*) heifst endlich, wenn |G| < oo ist, und |G| € IN heifst dann die
Ordnung der Gruppe (G,x).

(IT) Die Ordnung eines Elements g € G in einer Gruppe (G, *) ist (wenn existent) eine
Zahlm € N mit g™ = eq und g* # eq fir alle k € {1,2,...,m—1} (wobei e das neutrale
Element von (G, x) bezeichnet).

Satz (von Lagrange). Fiir eine endliche Gruppe (G, ) sind die Ordnungen der Untergruppen
von G und die Ordnungen der Elemente von G alle Teiler der Ordnung |G| der Gruppe.

Beweis. Sei U eine Untergruppe von (G, x). Nach dem vorigen Satz enthélt jede Nebenklasse
[z]g.r € G:U genau so viele Elemente wie U = [eg]g.v € G:U, es gilt also |[N| = |U] fiir alle
Nebenklassen N € G:U. Da G die disjunkte Vereinigung der |G : U| Nebenklassen in |G : U] ist,
ergibt sich mit |G| = |G : U] |U|, dass |U| ein Teiler von |G| ist. Dies zeigt die Behauptung iiber
die Ordnungen der Untergruppen.

Ein Element g € G hat wegen |G| < oo zunéchst eine Ordnung m € IN (denn andernfalls
wire gF # e fiir alle k € IN und damit wiren g, g2, ¢°, g%, ¢°, ... unendliche viele verschiedene
Elemente von G). Nun muss die von g erzeugte Untergruppe (g) gleich {eq,g,9%,4¢%,...,9™ '}
sein und |(g)| = m erfiillen. Nach dem schon Gezeigten ist daher m ein Teiler von |G| und auch
die Behauptung iiber die Ordnungen der Elemente verifiziert. O

Beispiele (fir Ordnungen von Gruppen, Untergruppen und Elementen). Wir klassifi-
zieren alle Elemente und Untergruppen nach ihrer Ordnung ...

(1) in der additiven Restklassengruppe (Zi2, +) mit |Z2| = 12:
Ordnung 1 2 3 4 6 12
Blemente | (0] | 16 | 4.0 | BLIO) | [2.00] | (1,057, 1]
01} | {[0], (6]} | {[0],[4],[8]} | B) =(9) | (2) =(10) | (1) = Zno

Untergruppen || {]
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Tatséchlich sind in diesem Beispiel und allgemein in (Z,,,+) mit n € IN alle Untergruppen
zyklisch und jede aufgrund des Satzes von Lagrange zulédssige Ordnung wird in (Z,,+)
durch genau eine Untergruppe realisiert.

(2) in der symmetrischen Gruppe (Ss,0) mit |S3| = 6 (Bezeichnungen aus Abschnitt 3.1):
Ordnung 1 2 3 6

Elemente id T, T2, T3 01,09 —
Untergruppen || {id} | (m1) = {id, 11}, (m2), (13) | (01) = (02) = {id, 01,02} | S3

In diesem Beispiel sind alle echten Untergruppen (also alle auler S3 selbst) zyklisch.

(3) in der alternierenden Gruppe (A4, 0) mit |[A4| = 12 (Bezeichnungen aus Abschnitt 3.1):
Ordnung 1 2 3 4 6| 12

Elemente id Wy, 99, V3 N1,12,M3,14,75,M6,17,718 - |~ | —
Untergruppen || {id} | (91),(2),(93) | (n1)=(n2),(n3),(n5),(n7) | {id, ¥1,92,93} | - | A4

In diesem Beispiel gibt es keine Untergruppe der aufgrund des Satzes von Lagrange zuléssi-
gen Ordnung 6, und neben Ay ist auch die echte Untergruppe {id, 91, 92,93} nicht zyklisch.

Als interessante Folgerung ergibt sich ein berithmter Grundsatz der Zahlentheorie:

Korollar (kleiner Satz von Fermat). Sei p € P eine Primzahl. Dann gelten
2’ =2 modyp firalexecZ und P71 =1 modp firallexecZ\pZ.

Bemerkung. Die Behauptung des Satzes kann ganz elementar ohne Modulo-Rechnen zum
Beispiel so formuliert werden: Ist p € P eine Primzahl, so ist fiir jedes x € Z entweder = oder
xP~1—1 durch p teilbar.

Der Beweis ldsst sich mit den inzwischen erarbeiteten Techniken kurz und sehr elegant fithren:

Beweis des kleinen Satzes von Fermat. Fir x € 7\ pZ ist [x|z, # 0]z, in Z,, womit [z]z, ein
Element der multiplikativen Gruppe (Z), ) der Ordnung |Z, | = p—1 ist. (Dass dies tatséichlich
eine Gruppe ist, wurde in Abschnitt 3.1 gezeigt und war nicht ganz einfach. Davon profitieren
wir nun.) Nach dem Satz von Lagrange ist die Ordnung m € IN von [z]z, in (Z),-) ein Teiler
von p—1, also p—1 = ¢m fiir ein £ € IN. Es folgt

[, = [t = ([lg,)" = g, = [z, .

was 2P~! = 1 mod p bedeutet. Dies zeigt die zweite Behauptung. Die erste Behauptung folgt fiir
x € Z\ pZ durch Multiplikation mit x, gilt fiir z € pZ mit 2P = 0 = z mod p aber ebenfalls. [

Schliefllich mochten wir die Quotientenmenge G : U beziehungsweise R:U (die wir fiir jede
(additive) Untergruppe U bilden kénnen) wieder mit Verkniipfungen versehen und selbst zu
einer Gruppe beziehungsweise einem Ring machen. Dafiir ben6tigen wir fiir U tatséchlich noch
eine etwas andere Struktur:
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106 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

Definitionen (Normalteiler und Ideale).

(I) Ein Normalteiler N einer Gruppe (G, x) ist eine Untergruppe N von (G,*) mit g« N =
N x g fir alle g € G.

(IT) Ein Ideal I eines Rings (R,+,-) ist eine Untergruppe U von (R,+) mit rI C I und

Ir C I fir aller € R.

Bemerkungen und Beispiele (zu Normalteilern und Idealen).

(1)

Sa

Ein Normalteiler ist also eine Untergruppe, fiir die die Links- und Rechts-Nebenklassen
iibereinstimmen, und kann alternativ als Untergruppe N mit gxNxg~! C N fiir alle g € G
charakterisiert werden. In einer abelschen Gruppe — und vor an solche denken wir im
Folgenden — ist dies immer der Fall, so dass dort die Normalteiler nichts anderes als
Untergruppen sind.

Ein Ideal muss 1 nicht enthalten und daher kein Unterring sein, beispielsweise ist zZ fiir jedes
x € Z ein Ideal im Ring (Z,+, - ), aber nur in den trivialen Féllen z € {—1,1} mit 2Z = Z
ein Unterring in (Z, +, - ). Andererseits muss ein Unterring kein Ideal sein, beispielsweise ist
Z. ein Unterring von (Q, +, - ), aber kein Ideal in (Q,+, ) (denn beispielsweise ist %Z 7 7).

Analog zu erzeugten Untergruppen/-ringen/-korpern lassen sich der von einer Teilmenge A
erzeugte Normalteiler in einer Gruppe und das von einer Teilmenge A erzeugte Ideal
in einem Ring definieren. Auch fiir diese schreibt man manchmal (A).

Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen Gruppen (G, x) und
(H,®) ist stets ein Normalteiler in (G,x*). Der Kern eines Ringhomomorphismus
¥: R — S zwischen Ringen (R, +,-) und (S,®,®) ist stets ein Ideal in (R, +,-).

(Beweis: Dass die Kerne (additive) Untergruppen sind, sieht man problemlos. Fiir g € G, n € Kern(y)

ist zudem @(gxn*xg=t) = o(g)®eg®p(g)~! = ey und damit gx Kern(¢)xg~* C Kern(p). Nach

Bemerkung (1) ist also Kern(y) ein Normalteiler. Fiir 7 € R und n € Kern(¢)) ist ¢(rn) = 4 (r)0 =0
und analog ¢ (nr) = 0. Dies bedeutet r Kern(y) C Kern(y)) und Kern(yp)r C Kern(y), so dass
Kern(v)) ein Ideal ist.)

tz & Definitionen (Faktorgruppen, Faktorringe).
(I) Ist N ein Normalteiler in einer Gruppe (G, %), so erhalten wir durch
l9]g:n * [Ma:v = [g*hle:y  firg,h € G
beziehungsweise dquivalent durch
(g*N) % (hxN) := (gxh)*xN firg,h e G

eine wohldefinierte Verkniipfung auf G: N, mit der G: N zu einer Gruppe wird (abelsch,
falls (G, *) abelsch). Wir schreiben dann G/N fir G: N und nennen (G/N,x) die Fak-
torgruppe oder Quotientengruppe von G nach N.

(IT) Ist I ein Ideal in einem Ring (R,+,-), so erhalten wir durch

[T‘]R;[ =+ [S]R;[ = [T—{—S]R;] und [T‘}R;[ . [S]R;[ = [T’S]R;] f’tZT r,SsE R
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3.3. Homomorphismen, Unter- und Faktorstrukturen 107

beziehungsweise dquivalent durch
(r4+1) + (s+1I) := (r+s)+I und (r+1)-(s+ 1) := (rs)+1 firr,s € R

wohldefinierte Verkniipfungen auf R: 1, mit denen R:I ein Ring wird (kommutativ, falls
(R,+,-) kommutativ). Wir schreiben dann R/I fir R:I und nennen (R/I,+,-) den
Faktorring oder Quotientenring von R nach 1.

Beispiel. Das wichtigste Beispiel von Faktorgruppen und Faktorringen sind die Restklas-
sengruppen/-ringe Z,, = Z/nZ, die wir bereits ausfiihrlich kennengelernt haben. An dieser
Stelle konnen wir sie aber als Spezialfille einer iibergeordneten Theorie verstehen.

Bemerkung. Fiir einen Korper (K, +,-) kann man zwar K :U fiir einen Unterkorper U be-
trachten, aber keinen nicht-trivialen ,,Faktorkorper” gewinnen. Tatséchlich kommt wie bei Rin-
gen bestenfalls die Faktorisierung nach Idealen in Frage, aber {0} und ganz K sind die einzigen
Ideale von (K,+,-), fur das eine ist K :{0} nur eine neue Version von K, fiir das andere hat
K : K nur ein Element und wird zum Nullring, aber nicht zu einem Korper.

Zum Beweis des Satzes. FEntscheidend ist der Beweis der Wohldefiniertheit der Verkniipfungen:
Beziiglich Teil (I) verifizieren wir fiir alternative Reprisentanten ¢’ € [gla.y = g* N, b/ €
[hla:n = h * N der Nebenklassen dazu ¢’ * h' € [g * h|g.y = (g * h) * N durch die Rechnung

g*he€gsx Nxhx N=gxh* NxN=gxhx*N,

bei der entscheidend eingeht, dass N Normalteiler ist.

Beziiglich Teil (II) bemerken wir zunéchst, dass die Addition durch Teil (I) abgedeckt ist
(da I als Untergruppe in der abelschen Gruppe (R, +) automatisch Normalteiler ist). Fiir die
Multiplikation betrachten wir r' € [r|g; =r+ I, s’ € [s]g.r = s + I und bekommen durch die
Rechnung

r's'e (r+1)-(s+I) Crs+rl+Is+I1-ICrs+1

unter Verwendung der Ideal-Eigenschaft, dass wie benotigt 7's’ € [rs]g.; = rs+ I gilt.
Alles Weitere (Assoziativitdt, Kommutativitit, neutrale und inverse Elemente) erhélt man
problemlos aus den entsprechenden Eigenschaften von G beziehungsweise R. O

Zum Abschluss des Kapitels erwihnen wir die Faktorisierungssétze fiir Gruppen und fiir Rin-
ge, bei denen es sich um weitgehende Analoga des Faktorisierungssatzes fiir Aquivalenzrelationen
handelt:

Satz (Faktorisierungssitze fiir Gruppen und Ringe).

(I) Seien (G,*) und (H,®) Gruppen, N ein Normalteiler von (G,*) und G—* .
¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus mit N C Kern(y). Dann gibt il
es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢s: G/N — H, der p,op = ¢ pi o ©n
(mit der Quotientenabbildung p: G — G/N) erfiillt, also nebenstehendes G /N
Diagramm kommutativ macht.

(IT) Seien (R,+,-) und (S,®,®) Ringe, I ein Ideal von (R,+,-) und R .
¢: R — S ein Ringhomomorphismus mit I C Kern(yp). Dann gibt es e
genau einen Ringhomomorphismus ¢.: R/I — S, der ¢, op = ¢ (mit pi »
der Quotientenabbildung p: R — R/I) erfillt, also nebenstehendes Dia- R/I
gramm kommutativ macht.

*
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108 KAPITEL 3. Algebraische Grundstrukturen

Bemerkung (zu den Faktorisierungsséitzen). Gemif Bemerkung (4) zu Normalteilern und
Idealen ist der Satz stets mit N = Kern(y) beziehungsweise I = Kern(y) anwendbar, und genau
in diesem Fall ist ¢, injektiv. AuBerdem gilt stets Bild(p.) = Bild(p), und insbesondere ist @,
genau dann surjektiv, wenn ¢ surjektiv ist.

Zum Beweis der Faktorisierungssdtze. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Abbildung ¢, mit
@« o p =  ergibt sich aus dem Satz des Abschnitts 2.3.2 iiber die Faktorisierung nach einer
Aquivalenzrelation, wenn man bedenkt, dass im Gruppenfall (I)

1 1

Ny = ylsxzeN = ylsxzcKemn(p) <= oy '*z)=eq <= o) =9(y)
fir x,y € N und im Ringfall (II)
rly <= 2—yel = r—ycKemn(p) — ¢z—y)=0 <= ¢(z) = o(y)

fir x,y € R gilt. Gem& dem vorigen Satz kann zudem (G/N,*) als Gruppe beziehungsweise
(R/I,+,-) als Ring aufgefasst werden, und es bleibt nur die Homomorphismus-Eigenschaft von
¢« nachzurechnen. Im Gruppenfall (I) gelingt dies mit der Rechnung

o«([91]a/n *[92]a/n) = 0«91 % g2]la/n) = ©(g91%92) = (g1) ®@(g92) = p«(lg1]a/n) @ ox([92]a/N)

fiir [g1]q/n [92]q/n € G/N. Im Ringfall (II) kann man analog vorgehen. O
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Kapitel 4

Reelle und komplexe Zahlen

In diesem Kapitel schlieflen wir die Diskussion der Zahlbereiche ab, indem wir nach IN, Z und Q
in Kapitel 2 auch die fiir die Analysis grundlegenden Bereiche der reellen Zahlen R und der
komplexen Zahlen C prizise einfiihren.

4.1 Reelle Zahlen

Die Menge R der reellen Zahlen kann man sich als die Menge aller Dezimalzahlen (mit
endlich oder unendlich vielen Nachkomma-Stellen) oder als die Menge aller Punkte
der Zahlengerade vorstellen. Neben den rationalen Zahlen aus @ gehoren zu R auch soge-
nannte irrationale Zahlen aus R\ Q wie zum Beispiel Wurzeln aus ganzen Zahlen, die keine
Quadratzahlen sind, Dezimalzahlen mit unendlich vielen nicht-periodischen Nachkommastellen,
die Eulersche Zahl e, die Kreiszahl 7, viele aus solchen gebildete algebraische Ausdriicke und
iiberabzéhlbar viele weitere Zahlen.

Zur prizisen Einfiihrung der reellen Zahlen gibt es verschiedene Mdoglichkeiten. Hier geben
wir zun#chst ein Axiomensystem an:

Axiom (Axiome der reellen Zahlen). Es gibt eine Menge R, zwei Verkniipfungen + und -
auf R sowie eine Relation < auf R mit folgenden Figenschaften:

e Korperaxiome: Mit den beiden Verkniipfungen wird (R,+,-) ein Kérper.

e Anordnungsaxiome: Die Relation < ist eine strikte Totalordnung auf R und ist kom-
patibel mit der Addition + und der Multiplikation -, d.h. fir alle r,z,y € R gelten

T<y = r+z <r+ty, O<r,z<y = ra<ry.
e (Metrische) Vollstindigkeit: Jede Intervallschachtelung in R besitzt einen Kern in R.

e Archimedisches Axiom: Fir jedes x € R gibt es ein n € IN mit x < n.

Zu den Axiomen sind noch einige Erlduterungen zu geben und insbesondere die Begriffe der
Intervallschachtelung und des Kerns einer solchen iiberhaupt einmal zu definieren. Wir gehen
dies teils direkt, teils aber auch erst weiter hinten in diesem Abschnitt an.

Bemerkungen (zu den Axiomen von R).

(1) Wie iiblich bezeichnen 0 und 1 das Null- und das Einselement des Korpers R, und wir
verstehen n = Y ' |1 € R fir n € IN. Auflerdem finden in R alle allgemein fiir Kérper
besprochenen Regeln, Definitionen und Konventionen Anwendung.
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110 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

(2) In der Kurzzusammenfassung besagen die Axiome:

R ist ein vollstdndiger, Archimedisch angeordneter Korper.

(3) Fiir die rationalen Zahlen Q) sind alle Axiome aufler der Vollstéindigkeit erfiillt. In
Vollstindigkeit besteht also der entscheidende Unterschied zwischen @ und R.

Die komplexen Zahlen C, die wir in Abschnitt 4.2 einfithren, bilden einen (in geeignetem
Sinn) vollsténdigen Korper, erlauben aber keine mit Addition und Multiplikation kompatible
Anordnung.

Definitionen & Folgerungen (zu/aus den Anordnungsaxiomen).

(1) Wir nennen eine Zahl x € R positiv, wenn 0 < z gilt, und andernfalls nichtpositiv. Analog
nennen wir z € R negativ, wenn = < 0 gilt, und andernfalls nichtnegativ.

(2) Ausgehend von < kénnen wir wie iiblich die nicht-strikte Totalordnung < durch
r<y<=(r<yVz=y) fir z,y € R
einfithren sowie > und > als die Umkehrrelationen zu < und < erkliren.
(3) Aus den Anordnungsaxiomen folgen die Regeln (fiir n € IN, r; s, 2, y, z;,y; € R)

n >0,
T positiv <= —z negativ,

22 >0 (mit ,=* nur falls z = 0),

n
Z 22 > 0 (mit ,=* nur falls alle z; = 0),
i=1
n n
x; <y furie{1,2,...,n} = le < Zyl (mit ,,=* nur falls alle z; = y;),
i=1 i=1

n n
0<uz <y firie{l,2,...,n} = H:):Z-SHyi (mit ,,=* nur falls alle z; = y;),
i=1 i=1
r<y,r<0 <<= rax>ry,
O<r<s = 1>1s0.

Insbesondere ist n # 0 fiir alle n € IN, weshalb der Korper (R,+,-) der reellen Zahlen
Charakteristik 0 hat und sein Primkérper mit dem Kérper (Q, +, ) der rationalen Zahlen
identifiziert werden kann. Wir verstehen daher immer

QcCR.

Weiterhin muss man sich unbedingt merken, dass die Multiplikation mit einem
negativen Faktor und die Reziprokenbildung % bei positiven Zahlen das Un-

gleichheitszeichen umkehren. (Beispiel fiir letzteres: 4 < 7, aber —4 > —7 und % > %)

(Wir beweisen nicht alle hier genannten Regeln, zeigen aber zwei ganz grundlegende Argumente:
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4.1. Reelle Zahlen 111

Begriindung n > 0: Wire 1 < 0, so folgte durch Addition von —1 auch 0 < —1, durch Multiplikation
mit —1 dagegen —1 < 0. Widerspruch! Da somit weder 1 < 0 noch 1 = 0 gilt, ist zwingend 1 > 0.
Durch Addition von n—1 folgt n > n—1 fiir n € IN und mit Transitivitdt n > 0 fiir n € IN.

Begriindung 22 > 0: Fiir > 0 gilt 22 = 2-2 > 0-2z = 0 und daher insgesamt 22 > 0. Fiir z < 0 gilt
2? = (—2)-(—z) > 0:(—z) = 0 und damit wieder 22 > 0. Fiir z = 0 ist natiirlich 2% = 0% = 0.)

Bevor wir nun die restlichen Axiome von R genauer besprechen, geben wir erst einige grund-
legende Definitionen:

Definition (erweitere reelle Zahlen). Die erweiterten reellen Zahlen sind
R :=RU{—00,00}

mit zusdtzlichen Symbolen oo (Unendlich) und —oo (minus Unendlich). Wir setzen die Relation
< durch die Festlegung —oco < x < oo fiir alle x € R zu einer strikten Totalordnung auf R fort.

Bemerkung (zum Umgang mit +o00). Wie wir in Kapitel 5 sehen werden, kann man mit
oo und —oo bis zu einem gewissen Grad rechnen, aber z.B. co4(—o00) nicht sinnvoll erkléren.
Daher wird R nicht zu einem Korper oder iiberhaupt einer algebraischen Struktur im Sinn des
Kapitels 3.

Definition (Dazwischenliegen und Intervalle).

(I) Eine Zahl x € R liegt zwischen r € R und s € R, wennr <z < s oder s < z < r gilt,
und ste liegt echt zwischen r und s, wenn r < x < s oder s < x < r gilt.

(II) Eine Teilmenge I C R heifit ein Intervall, wenn I mit zwei Zahlen stets auch alle
zwischen diesen liegenden enthdlt.

(III) Spezielle Intervalle sind

(a,b) :=]a,b] :={z € R|la <z < b} (offen),

(a,b] :=]a,b] :={z € Rla <z < b} (links halboffen),

[a,b) :=[a,b] :=={zx € R|a < x < b} (rechts halboffen),
[a,b] :={r € R|a <z <b} (abgeschlossen)

mit Randpunkten a,b € R (wobei oft nur a < b bzw. a < b betrachtet wird, da man
andernfalls () erhdlt). Intervalle des Typs [a,b] mit a,b € R nennt man kompakt. Wir
vereinbaren als naheliegenden Abkirzungen Rsq = (a,00), Rep = (—00,b), R>4 =

[a,00), R<p := (—00,b] (und bemerken R = (—o00,00), R = [—00, o0]).

Bemerkung (zu Intervallen). Dass die speziellen Intervalle aus Teil (III) der Definition
tatsdchlich Intervalle sind, verifiziert man problemlos. Demnéchst begriinden wir auflerdem,
dass tatsichlich alle Intervalle in R von dieser Form sind.
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112 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

Definitionen (Signum und Betrag).
(I) Die (reelle) Vorzeichenfunktion oder (reelle) Signumfunktion ist
1 fallsxz >0
sgn: R - R, sgn(z) ;=<0  fallsx=0 firzeR
-1 fallsx <0
mit Bild(sgn) = {—1,0,1}.
(IT) Die (reelle) Betragsfunktion ist

x  fallsx >0

—x fallsxz <0 fir z € R

|- R—=R, |x|::{

Bemerkungen (zu Signum und Betrag). Seien z,y € R.

(1) Man kann den Betrag |z| als den Abstand von x von 0 auf der Zahlengerade und
|y—z| als den Abstand von y von x auf den Zahlengerade interpretieren.

(2) Aus den Definitionen ergeben sich die Rechenregeln

#0 x
z = sgn(a)le] sn(ry) = sn(r) sen(y) "2 sen() 2* = Jaf?,
[z =yl <= (z=yVar=—y), z| <y <= zel-yy|.

Beispiel (zum Auflésen von (Un-)Gleichungen mit Betrigen). Das Auflésen von (Un-)
Gleichungen mit Betriigen gelingt oft mit Fallunterscheidungen. Ein konkretes Beispiel ist die
Ungleichung

1

1
> — fii R\ {0,1
e iir o € R\ {0.1},

bei der die Unterscheidung folgender 3 Fille sinnvoll ist:

e Fall z < 0: Wir multiplizieren mit —z = || > 0 und 1—2z > 0 und erhalten als dquivalente
Ungleichung erst 1—z > —z, dann 1 > 0, was generell erfiillt ist.

e Fall 0 < z < 1: Wir multiplizieren mit x =

|z > 0 und 1—z > 0 und erhalten als
dquivalente Ungleichung erst 1—x > z, dann = < 5.

1
2
e Fall x > 1: Wir multiplizieren mit = || > 0 und 1—z < 0 (Achtung, negativer Faktor!)
und erhalten als dquivalente Ungleichung erst 1—z < x, dann = > %
Zusammenfassend ist damit (—oo,0) U (0, 3] U (1, 00) die Lésungsmenge der obigen Ungleichung.

Nun kommen wir zuriick zu den noch nicht genauer diskutierten Axiomen von R, dem
Archimedischen Axiom und dem Vollsténdigkeitsaxiom:
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Bemerkungen (zum Archimedischen Axiom).

(1)

Das Archimedische Axiom sichert unter anderem die Moglichkeit der Division mit Rest:
Fir z € R, ¢ € R existiert stets eine eindeutige Darstellung x = sq+r mit s € Z,
r € [0,q). Speziell fiir ¢ = 1 ist s € Z mit € [s,s+1) der in Abschnitt 2.3 erwéhnte
ganzzahlige Anteil, der mit der Gaufi-Klammer als |x| € Z notiert wird.

(Begriindung fiir Existenz von r, s: Geméf dem Archimedischen Axiom ist T}, ; :== {2z € Z |z > ¢~ 'z}

nicht leer und hat eine untere Schranke in Z. Nach Abschnitt 2.3.1 enthélt dann T, ; C Z eine kleinste
Zahl t, fiir s :=t—1 € Z gilt sq < x < (s+1)q, und fiir r := z—sq € [0, q) erhalten wir z = sq+r.

Begriindung fiir Eindeutigkeit von r, s: Sei s¢+7 = sq+r mit s,5 € Z, r,7 € [0,¢). Im Fall § > s ist
S > s+1, und es ergibt sich mit ¢ < (5—s)q = r—7 < r < ¢ ein Widerspruch. Im Fall 5§ < s folgt
dieser analog. Also muss § = s und dann auch 7 = r sein.)

Aus dem Archimedischen Axiom folgt, das zu jedem € € Rs¢ (,wie klein es auch immer
sein mag, so lange es nur positiv ist“) ein n € IN mit % < € existiert.

(Begriindung: Nach dem Axiom gibt es n € IN mit n > é > 0. Durch Reziprokenbildung folgt % <e.)

Als weitere Folgerung ergibt sich, dass R dicht geordnet ist, das heift, echt zwischen zwei
verschiedenen reellen Zahlen liegen unendlich viele weitere reelle Zahlen. Tatséchlich
finden sich im Zwischenbereich immer sowohl unendlich viele rationale Zahlen aus Q
als auch unendlich viele irrationale Zahlen aus R\ Q, weshalb auch Q und R\ Q dicht
geordnet sind. Mit etwas anderen Worten enthalten fiir a,b € R mit a < b sowohl (a,b) N Q
als auch (a,b) \ Q stets unendlich viele Elemente.

(Begriindung: Fiir beliebiges k& € IN gibt es nach Bemerkung (2) stets ein n € IN mit % < b—a.
Nach Bemerkung (1) kénnen wir @ = 24 mit s € Z und r € [0, %) schreiben. Damit liegen
die k rationalen Zahlen =L 25 stk alle in (q,0) N Q (denn = = 241 > sS4y — g und

sth— 54k o S4p4ph—a=0b). Da k beliebig war, enthilt (a,b) N Q also unendlich viele Zahlen.

n
Um dasselbe fiir (a,b) \ Q zu zeigen, setzen wir voraus, dass es iiberhaupt eine irrationale Zahl t € R
gibt (Beispiele folgen in Abschnitt 5.2), und kénnen dann auch ¢ > 0 annehmen. Wir argumentieren
nun wie zuvor, wahlen zu k € IN ein n € IN mit %t < b—a, schreiben a = 2t+r mit s € Z, r € [O, %t)
und erhalten die k irrationalen Zahlen £t =£2¢  sthy iy (¢,0)\ Q.)

Definition (Intervallschachtelungen). Fine Intervallschachtelung in R ist eine unendli-
che Folge nicht-leerer kompakter Intervalle

[al,bl] D [ag,bg] D [ag,bg] D) [a4,b4] D

mit Randpunkten —oo < a1 < ag <agzg <ag <...<byg <bg <by <b < o0, so dass zu jedem
e € Rog einn € N mit by,—a, < € existiert (wobei man die letzte Bedingung in Worten so aus-
driicken kann, dass die Intervall-Lingen b,—a, mit wachsendem n € IN beliebig klein werden).
Als Kern einer solchen Intervallschachtelung bezeichnet man die (stets eindeutige) Zahl
c € R mit c € [ay, by] fiir alle n € IN.

Begriindung zur Eindeutigkeit des Kerns. Sind c¢,¢ € R zwei Kerne, so gilt mit ¢,¢ € [ay, by]
auch [c—c| < by—ay, fiir alle n € IN. Wére [¢—c| > 0, so gibe es ein n € IN mit b,—a, < [c—c|,
und wir erhielten einen Widerspruch. Also muss |¢—c| = 0 gelten, was ¢ = ¢ bedeutet. O
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114 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

Bemerkungen (zum Axiom der metrischen Vollstéindigkeit).

(1) Erst mit der gerade gegebenen Definition wird das Axiom der metrischen Vollstindig-

(2)

keit ,,Jede Intervallschachtelung in R besitzt einen Kern in R.“ sinnvoll. Die anschauliche
Interpretation des Axioms ist, dass die reellen Zahlen R anders als die rationalen
Zahlen @ die gesamte Zahlengerade fiillen und keine ,,Liicken“ mehr lassen.

Konkret ist zum Beispiel /2 = 1,4142135623. .. in R der Kern der Intervallschachtelung
14 15 141 142 1414 1415 14142 14143 E T :
116+ 16) 2 [100> 106) 2 [7000 1008 > [To000- T0000) = --- (wobei die Randpunkte allgemein
als a,, := 107"[10"v/2] € Q und b, := a,+10~" € Q geschrieben werden kénnen). Da aber
V2 ¢ Q irrational ist (dazu in Abschnitt 5.2 nochmal genauer), kommt /2 als Kern in Q

nicht in Frage, und in Q besitzt diese Intervallschachtelung eben keinen Kern.

Mit einem erst spéter eingefithrten Konzept ldsst sich metrische Vollsténdigkeit von R so
charakterisieren: Jede Cauchy-Folge in R konvergiert in R. (Fiir C geht dies auch.)

Weitere Begriffe, die mit der Anordnung von R zusammenhéngen, sind:

Definitionen (Beschrinktheit, Maximum/Minimum, Supremum /Infimum). Sei A ei-

ne

Teilmenge von R.

(I) Wir nennen A von oben beschrdnkt beziechungsweise von unten beschrdnkt, wenn
A eine obere Schranke beziehungsweise untere Schranke in R besitzt. Ist A von oben und
unten beschrinkt, so heifit A beschrdnkt.

(I) Ein griftes Element bzw. kleinstes Element' von A nennt man auch Mazimum bzw.

Minimum von A und schreibt fiir dieses max A = maxzca ¢ bzw. min A = mingc 4 .

(III) Eine kleinste obere Schranke bzw. groBte untere Schranke fir A in R bezeichnet man

als Supremum bzw. Infimum von A und notiert diese als sup A = sup,c = bzw. als
inf A =inf,cqx.

Damit kénnen wir eine etwas andere Vollstédndigkeitseigenschaft von R formulieren:

Satz (Ordnungs-Vollstindigkeit von R). Jede nicht-leere, von oben beschrinkte Teilmenge
von R besitzt ein Supremum in R.

Bemerkungen (zur Ordnungs-Vollstéindigkeit).

(1)

(2)

Als Folgerung besitzt sogar jede Teilmenge A C R ein Supremum in R, wobei sup A = oo
genau fiir von oben unbeschrinktes A und sup A = —oo genau fiir A = () und fiir A = {—oc0}
eintritt.

Fiir A C R und M € R ergibt sich folgende Charakterisierung des Supremums:

M =supA = (VweA:mSM und VL € (—oo, M): Jy € A: y>L)
—_——— —_———
M obere Schranke fiir A L keine obere Schranke fiir A

Diese Charakterisierung wird in Anwendungen des Ofteren benutzt.

zus

'Da R total geordnet ist, fallen gréBte bzw. kleinste Elemente hier mit maximalen bzw. minimalen Elementen
ammen; vergleiche mit Abschnitt 2.3.2.
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(3) Fiir A C R existiert max A genau dann, wenn supA € A gilt, und in diesem Fall ist
sup A =max A € A. (Auch sup A ¢ A kommt aber natiirlich vor.)

(4) Analoges gilt/folgt selbstversténdlich fiir das Infimum (und das Minimum).

(5) Aus dem Axiom folgt die Behauptung, dass die speziellen Intervalle aus Teil (III) der
Intervalldefinition alle Intervalle I in R sind. Um dies einzusehen, nimmt man I # ()
an, erkldrt a := inf] € [—o00,00), b := supl € (—o0,00] und iiberlegt sich dann, dass
I € {(a,b),(a,b],a,b),[a,b]} gilt.

(6) Mit erst spéter eingefiihrten Konzepten lidsst sich Ordnungs-Vollstandigkeit von R so cha-
rakterisieren: Jede beschrankte, monotone Folge in R konvergiert in RR.

Beweis des Satzes. Sei A nicht-leere, von oben beschrinkte Teilmenge von R. Fiir fixiertes n € IN
betrachten wir obere Schranken fiir A der Form? 5w mit z € Z. Wegen der Beschrénktheits-
voraussetzung besitzt A eine obere Schranke, gemifl dem Archimedischen Axiom dann auch
eine obere Schranke der gegebenen Form und wegen der (Wohl-)Ordnungseigenschaften von
7. schliellich eine kleinste Schranke b,, der gegebenen Form. Setzen wir a, := bn—%n, so ist
insgesamt durch die Intervalle [a,,b,] mit n € IN eine Intervallschachtelung gegeben, wobei
bp—ay = 2% < % auch wieder wegen des Archimedischen Axioms fiir ein n € IN kleiner als jedes
gegebene ¢ € R+ wird. Nach dem Axiom der metrischen Vollstandigkeit besitzt die Intervall-
schachtelung einen Kern M € R. Jedes x € A erfiillt nun « < b, < M —i—% fiir alle n € IN, also
gilt auch x < M, und M ist eine obere Schranke fiir A. Auflerdem gibt es zu jedem n € IN ein

y € A mit y > a, und folglich y > M —%, so dass M das Supremum von A sein muss. O

Bemerkung (zur Aquivalenz der Vollstindigkeitsbegriffe). Tatséchlich ist Ordnungs-
Vollstandigkeit von R unter Voraussetzung der Kérper- und Anordnungsaxiome sogar dquivalent
zur metrischen Vollstdndigkeit von R zusammen mit dem Archimedischen Axiom. Daher besteht
ein dquivalentes Axiomensystem fiir R aus den Koérperaxiomen, den Anordnungsaxiomen und
der Ordnungs-Vollstandigkeit.

Beweis dieser Aquivalenz. Dass metrische Vollstandigkeit und das Archimedische Axiome Ordnungs-Vollstindigkeit impli-
zieren, zeigt der vorausgehende Beweis.

Fiir den Umkehrschluss sei Ordnungs-Vollstédndigkeit von R vorausgesetzt. Ist ([an,bn])nen eine Intervallschachtelung
in R, so existiert ¢ := sup{an |n € N} € R, und fiir alle n € N gelten a,, < cund ¢ < by, (da by, eine obere Schranke und c die
kleinste obere Schranke fiir {a, |n € IN} ist). Damit ist ¢ der Kern der Intervallschachtelung, und metrische Vollstédndigkeit
von R ist nachgewiesen. Das Archimedische Axiome erhilt man durch ein Widerspruchsargument. Wire das Axiom nicht
erfiillt, so gidbe es ein x € R mit n < z fir alle n € IN. Damit wiare IN von oben beschrinkt, M := supIN € R wire die
kleinste obere Schranke und M —1 keine obere Schranke fiir IN. Es gidbe ein ng € IN mit ng > M—1, und N 3> no+1 > M
stiinde im Widerspruch zur Wahl von M als obere Schranke fiir IN. Es folgt die Giiltigkeit des Archimedischen Axioms. [

Um die Mathematik — wie in Abschnitt 1.4 angekiindigt — einzig auf das Zermelo-Fraenkel-
Axiomensystem der Mengenlehre zu griinden, bleibt aber dennoch eine Konstruktion des
Zahlbereichs R auf Grundlage bereits eingefiihrter Bildungen anzugeben. Hierzu gibt es meh-
rere Moglichkeiten. Eine recht elementare Vorgehensweise geht vom bereits eingefithrten Zahl-
bereich @ aus und basiert auf der Verwendung sogenannter Dedekindscher Schnitte. Die
Grundidee ist dabei, eine reelle Zahl x € R mit der Teilmenge Q«, := {a € Q|a < z} von Q
zu identifizieren. Mit der Teilmenge verbindet man gedanklich die Zerlegung Q = Q< U Q>,

2Mit Schranken der einfacheren Form Z konnen wir hier nicht (ohne Weiteres) arbeiten, da sich nicht immer eine

Intervallschachtelung ergéibe. Zum Beispiel fiir A = {%} bekdmen wir ndmlich [az, bs] = [0, %} 2 las, b3] = [%, %]
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116 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

an der man insbesondere die ,,Schnittstelle* x ablesen kann. Als formale Konstruktion fiithrt
man R daher als Menge von Teilmengen von Q ein, die die charakteristischen Eigenschaften der
gerade besprochenen Mengen Q.. aufweisen: Tatséchlich setzt man

0#A#Q
R:=¢AecP(Q) Vaec A:Vbe Q\A:a<b
Es gibt keine grofite Zahl in A .

und versteht dann Q C R, indem man ¢ € Q mit Q«, € R identifiziert. Auf dem so de-
finierten Bereich der reellen Zahlen erhédlt man nun die Kleiner-Relation < als die strikte
Mengen-Inklusion ;Cé und die Addition + als die Minkowski-Addition +. Die Multiplikation -
von A, B € R kann man im Fall A, B > 0 durch A- B := (As¢-B>o) U Q<o erkldren, wobei - auf
der rechten Seite fiir die auf Mengen erweiterte Multiplikation (vgl. Abschnitt 3.1) steht und wir
Aso:={a € A|a > 0} abgekiirzt haben. Die Multiplikation mit negativen reellen Zahlen lasst
sich (im Fortgang der Argumentation mit Hilfe des additiv Inversen) darauf zuriickfithren. Aus-
gehend von diesen Definitionen gilt es nun, die zuvor angegebenen Axiome von R zu verifizieren,
was etwas Aufwand erfordert und hier nicht weiter besprochen wird. Neben der Zuriickfiihrung
auf die Mengenlehre erreicht man mit dieser Konstruktion iibrigens auch den Nachweis, dass
das fiir R angegebene Axiomensystem widerspruchsfrei ist — jedenfalls, sofern das Zermelo-
Fraenkel-Axiomensystem dies ist.

Als weiterfithrende Zusatz-Information sei noch erwihnt, dass sich in Anlehnung an die Konstruktion mittels Dede-
kindscher Schnitte auch folgende Eindeutigkeitseigenschaft der reellen Zahlen nachweisen lasst:

Satz ((strukturelle) Eindeutigkeit von R). Erfiillen zwei Mengen R (mit +, -, <) und R (mit F,~, <) alle Aziome

der reellen Zahlen, so gibt es einen Kdrperisomorphismus p: R — IFE'{, der zudem im Sinn von x <y = P(x) < P(y) fir
alle z,y € R Ordnung-erhaltend ist.

Beweisskizze. Man betrachtet zunéchst die Primkérper Q und @ von R und Iﬁ, die beide den rationalen Zahlen entsprechen
und somit durch einen Koérperisomorphismus ¢: Q@ — @ identifiziert werden kénnen. Mit den Anordnungsaxiomen kann
gezeigt werden, dass ¢ (wie auch ¢~!) Ordnung-erhaltend ist. Insbesondere ist daher fiir jedes z € R das Bild ¢(Q<z) C
R der nicht-leeren, von oben beschrinkten Menge Q<. C R ebenfalls nicht-leer und von oben beschrénkt. Gemé&8 der
Ordnungs-Vollsténdigkeit von R (deren Aquivalenz zur metrischen Vollstéindigkeit und dem Archimedischen Axiom ja
schon diskutiert wurde) existiert dann fiir alle z € R das Supremum Sup p(Q<z) in f{, und es lédsst sich eine Abbildung
¢: R — R durch ¥ (z) := sup ¢(Q<z) fiir z € R definieren.

Die bendétigten Eigenschaften von 1 verifiziert man in mehreren Schritten.

Um zunéchst einzusehen, dass ¢ ein Kérperhomomorphismus ist, kann man fir z,y € R von Q<z4y = Q<z+Q<y
ausgehen und erhélt ¢ (z+y) = sup p(Q<z+Q<y) = sUP [p(Q<z)+9(QR<y)] = sUP ¥(Q<z) +5UP P(Q<y) = Y(z)+¥(y).
Fiir die Multiplikation ldsst sich dhnlich (aber mit Fallunterscheidung nach den Vorzeichen von z und y) argumentieren.

Dass ¢ Ordnung-erhaltend und damit insbesondere injektiv ist, erhélt man wie folgt: Fiir ,y € R mit z < y gibt es
geméf der dichten Anordnung von Q in R rationale Zwischenstellen p,q € Q mit z < p < g <y. Wegen der Definition des
Supremums und der Erhaltung der Ordnung unter ¢ ergibt sich dann sup ¢(Q<z) < ¢(p) < ¢(q) < 5up ¢(Q<y), also wie
benétigt 1 (y) < ¥(y).

Um den Beweis der Surjektivitét von 1 vorzubereiten, weist man zunichst ¢ (q) = ¢(q) fiir ¢ € Q nach, mit anderen
Worten also ¢(q) = sup ¢(Q«q). Dass es sich bei ¢(g) um eine obere Schranke fiir ¢(Q<4) handelt, folgt, weil ¢ Ordnung-
erhaltend ist. Gébe es noch eine kleinere obere Schranke fiir ¢(Q<q), so kénnte diese wegen der dichten Anordnung als
n e @ mit 7 < ¢(q) gewdhlt werden. Es ergiibe sich der Widerspruch, dass ¢ ~1(n) < ¢, aber ¢ ~1(n) obere Schranke fiir
Q<q wiire. Also ist ¢(q) = 5up p(Q<q)-

Als weitere Vorbereitung zeigt man mit &hnlicher Argumentation ¢ (sup A) = sup ¢(A) fiir nicht-leere, von oben
beschrénkte A C Q. Direkt sieht man wieder, dass 1 (sup A) obere Schranke fiir ¢(A) = ¢(A) ist. Gébe es eine kleinere obere
Schranke, so kénnte diese als 1) € Q mit 1 < 1(sup A) gewihlt werden. Nun wiére =1 () < sup A (denn mit p—1(n) > sup A
miisste auch 7 = p(p~1(n)) = Y(p~1(n)) > ¥(sup A) gelten) und ¢ ~1(n) wire eine kleinere obere Schranke fiir A als sup A.
In Anbetracht dieses Widerspruchs gilt wie behauptet ¢ (sup A) = sup p(A).

Schliellich lédsst sich die Surjektivitdt von ¢ beweisen. Sei dazu « 6~]§ beliebig. Die schon bei der Definition von

angestellten Uberlegungen liefern dann die Existenz von z := sup¢~'(Q<a) € R, und mit den zuletzt nachgewiesenen
Eigenschaften folgt ¢(z) = ¢ (sup¢ ™! (Q<a)) = sup9 (¢~ (Q<a)) =supp(¢ ™ (Q<a)) = sup Q<o = a.
Insgesamt ist 1: R — R Ordnung-erhaltender Korperisomorphismus. O
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4.2. Komplexe Zahlen 117

4.2 Komplexe Zahlen

In diesem Abschnitt fithren wir den (in der Mathematik 1 schon verschiedentlich angekiindigten)
Zahlbereich C der komplexen Zahlen ein.

Motivation (ausgehend von der Losbarkeit polynomialer Gleichungen). Im Bereich der reellen
Zahlen besitzen relativ einfache (polynomiale) Gleichungen wie 22 = —1 keine Losung x € R,
denn gemiB Abschnitt 4.1 ist 2 > 0 und damit = # —1 fiir alle z € R. Um dies zu beheben,
werden wir die Existenz einer in R nicht vorhandenen Zahl i mit

i?=-1

im Wesentlichen einfach postulieren. Um mit i und den reellen Zahlen sinnvoll rechnen zu kénnen,
muss man auch Zahlen der Form z+iy mit x,y € R zulassen, was auf folgendes Konzept fiihrt:

Definitionen (komplexe Zahlen).
(I) Der Zahlbereich der komplexen Zahlen ist die Menge
C:=R?

der geordneten Paare reeller Zahlen. Eine komplexe Zahl z = (z,y) € R? wird in der
Normalform

z=x+iy
notiert, wobei x als ihr Realteil Re(z) und y als ihr Imagindrteil Im(z) bezeichnet wird.
Man identifiziert x € R mit der komplexen Zahl x+i0 mit Imagindrteil 0 und fasst so

RcC

auf. Schlieflich bezeichnet man i := 0+il als die tmagindre FEinheit und kompleze
Zahlen iy = 0+iy mit Realteil 0 als rein tmagindr.

(IT) Fiir kompleze Zahlen z = z+iy € C und w = u+iv € C (mit z,y,u,v € R) erklirt man
die Addition durch
z4w = (x+u) +i(y+v) € C
(also einfach komponentenweise) und die Multiplikation durch

2w = (zu—yv) +i(zv+yu) € C.

Satz (iiber den Koérper C).

(I) Mit den vorausgehenden Definition und Konventionen ist (C,+,-) ein Korper, dessen
Addition und Multiplikation auf dem Teilkorper R mit der reellen Addition und Multipli-
kation tibereinstimmen.

(I) Die Gleichung 2> = —1 hat in C genau die Losungen z =i und z = —i.

Mit anderen Worten besagt Teil (I) des Satzes, dass das Rechnen in C das Rechnen in R
verallgemeinert und alle in Korpern giiltigen Rechenregeln auch allgemein bei komplexen Zahlen
greifen (mit der ,normalen“, in R enthaltenen Null und Eins). Ein Preis, den man fiir die
Einfithrung der imaginiren Einheit i mit i> € R bezahlt, ist allerdings, dass sich komplexe
Zahlen nicht so gut wie reelle Zahlen anordnen lassen, dass es also auf C keine gut mit
den Rechenoperationen vertriigliche (strikte) Ordnungsrelation (also keine Standard-Versionen
von <, >, <, >) gibt.
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118 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

Beweis des Satzes. Wir behandeln zunéchst Teil (I). Ausgehend von den Korperaxiomen fiir R
priift man beispielsweise die Kommutativitdt der komplexen Addition durch die Rechnung

z+w = (z+u) + i(y+v) = (utz) +i(v+y) = w + 2
und die Assoziativitdt der komplexen Multiplikation durch die Rechnung

(zw)t = ((zu—yv)+i(zv+yu))(r+is) = (zur—yvr—zrvs—yus) + i(rus—yvs+ror+yur)
= (z+iy)((ur—vs)+i(ustvr)) = z(wt)

fir z = 2+iy € C, w = utiv € C, t = r+is € C. Weitere fiir Teil (I) bendtigte Rechnungen
verlaufen dhnlich. Erwdhnenswert ist noch der Existenznachweis fiir das multiplikativ Inverse
zu z = x+iy € C\ {0}. Hierzu benutzt man, dass gemafl Abschnitt 4.1 fir die reellen Zahlen
x und y, die nicht beide Null sind, x2+y? > 0 gilt und priift, dass das Inverse durch die Rezi-
prokenformel ﬁ + iﬁ € C (die wegen 22+y? # 0 hingeschrieben werden darf) gegeben
ist. Eine konstruktive Herleitung dieser Formel folgt unten (und in den Ubungen). Fiir diesen
Beweis reicht es aber, die Inversen-Eigenschaft mit

2 2

. @ .—y)_ x y .<—:L'y yx )_
i i = i =1
(z+ y)<x2+y2 * 22 +y? x2+y? * 24?2 * 242 * 22 y?

nachzurechnen.
Zum Beweis von Teil (IT) bemerken wir z2+1 = 22—i2? = (2—i)(z+i) fiir z € C und erhalten
damit fiir z € C die Aquivalenzen
2= = 2241=0 < (2-i=0V2z+i=0) < (z=iVz=—i).

Aus diesen liest man die Behauptung ab. O

Bemerkungen (zum Rechnen mit komplexen Zahlen).

(1) Die Formeln fiir die komplexe Addition und Multiplikation muss man sich nicht unbedingt

merken, denn sie ergeben sich automatisch aus den Rechengesetzen in Kérpern und i2 = —1.
(2) Anders als natiirliche, ganze, rationale und iR

reelle Zahlen lassen sich komplexe Zahlen /I _

nicht mehr auf der Zahlengerade veran- 1L SRR o

schaulichen, sondern entsprechen definitions-
gemiifl Koordinatenpunkten in der Ebene R2.
Man spricht in diesem Zusammenhang von
der Gauflschen Zahlenebene und trigt
iiblicherweise die reellen Zahlen aus R auf der
horizontalen Achse, die rein imaginéiren Zah-
len aus iR auf der vertikalen Achse auf.

f
..l............'
=

(3) Das Rechnen mit komplexen Zahlen lésst
sich in der Gaufischen Zahlenebene wie folgt
veranschaulichen: Das Negative (d.h. das
additiv Inverse) —z € C einer komplexen Zahl

Abb. 32: Das Negative —z = —x—iy und die
Zu einer
komplexen Zahl z = z+iy

118



4.2. Komplexe Zahlen 119

z € C ergibt sich durch Punktspiegelung am Ursprung und die (in der iibernéchsten De-
finition eingefiihrte) komplex konjugierte Zahl Z € C zu z durch Spiegelung an der reellen
Achse; vergleiche Abbildung 32. In Abbildung 33 wird zudem die komplexe Addition und
Multiplikation von z = x+iy € C und w = u+iv € C graphisch dargestellt: Die Summe
z+w = (z+u)+i(y+v) € C erhdlt man durch Vektoraddition der Ortsvektoren, d.h. durch
Aneinanderlegen der vom Ursprung 0 zu z und w zeigenden Vektorpfeile. Das Produkt
2w = (xu—yv)+i(zrv+yu) € C ldsst sich in der sogenannten Polardarstellung, bei der eine
komplexe Zahl durch ihren Abstand vom Ursprung und durch den Polarwinkel zwischen
ihrem Ortsvektor und dem positiven Teil der reellen Achse beschrieben wird, veranschau-
lichen und kommt dann durch Multiplikation der Abstéinde und Addition der Polarwinkel
zustande. Die an dieser Stelle nur ganz kurz angerissene Thematik der Polardarstellung wer-
den wir dabei in den Abschnitt 5.3 noch genauer beleuchten und in Abschnitt 5.6 weiter

unterfiittern.
iR
iR N
(xv+yu)e Yy

U TU—Yv T
Abb. 33: Summe z+w = (z+u)+i(y+v) (links) und Produkt zw = (zu—yv)+i(zv+yu) (rechts)
komplexer Zahlen z = z+iy und w = u+iv

Als grundlegende Bildungen mit komplexen Zahlen fiihren wir nun den Betrag komplexer
Zahlen und die komplexe Konjugation ein:

Definition (Betrag). Die (kompleze) Betragsfunktion ist definiert als

|- ]:C—R, 2| := \/Re(2)2 + Im(2)?  fiir z € C
und hat das Bild Bild(] - |) = Rx>o.
Bemerkungen (zum Betrag).

(1) Die in der Definition auftretende Quadratwurzel wird erst in Abschnitt 5.2 prézise ein-
gefithrt, hier im Vorgriff® darauf aber schon benutzt. Da Re(2)? + Im(2)? € Rxo gilt, kann
diese Wurzel stets in R>o gezogen werden.

(2) Fiir z € R ergibt \/Re(z)2+ Im(x)? = V22 = \/|z[2 = |z| den in Abschnitt 4.1 eingefiihrten
reellen Betrag. Daher sind die Definitionen und Notationen mit Abschnitt 4.1 konsistent.

3Um den Vorgriff zu vermeiden, kénnte man in diesem Abschnitt nur das Quadrat |z|?> 1= Re(2)?+ Im(z)? des
Betrags einfiihren, was aber eher umsténdlich wére.
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120 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

(3) Ahnlich wie bei reellen Zahlen kann man auch fiir z,w € C den Betrag |z| als den Abstand
von z von 0 in der Gauf3schen Zahlenebene und |z—w| als den Abstand von z und w in
der Gauflschen Zahlenebene interpretieren. Dies ergibt sich aus dem elementargeometrischen
Satz des Pythagoras (angewandt auf das Dreieck mit Ecken 0, Re(z), z oder alternativ das
Dreieck mit Ecken 0, i Im(z), z).

(4) Fiir beliebige komplexe Zahlen z,w, (,z; € C gelten die Positivitiat des Betrags
|z| >0 (mit ,=*“ nur fiir z=0),
die Multiplikativitit des Betrags
|zw] = |2 |w],

(insbesondere |—z| = |z| und fiir z # 0 auch |1/z| = 1/|z|), die Dreiecksungleichungen
(mit beliebiger endlicher Indexmenge J)

lzdw| < |z|+|wl, lz—w| < |z=] + [¢—w|, >z

=

<Y 13l

jET

und die umgekehrte Dreiecksungleichung
2] = uwl| < = £ wl.

Die Multiplikativitdat erhélt man dabei durch direktes Nachrechnen oder als Folgerung aus
der Multiplikativitat der komplexen Konjugation; vergleiche mit den folgenden Bemerkun-
gen (1) und (3). Beweise der Ungleichungen werden in den Ubungen behandelt.

Definition (komplexe Konjugation). Die zu z = Re(z)+iIm(z) € C (komplex) konju-
gierte Zahl ist definiert als
Z:=Re(z) —iIm(z) € C.

Bemerkungen (zur komplexen Konjugation). Seien z,w € C.

(1) Die komplexe Konjugation ist ein involutorischer, Betrag-erhaltender Kérperautomorphis-
mus, d.h. es gelten

Z==z, zZl =12, zfw=z+w, FTw=zw, 1/z=1/z.
Dies rechnet man problemlos mit den Definitionen nach.

(2) Mit der komplexen Konjugation ergibt sich eine Charakterisierung reeller und rein ima-
gindrer Zahlen sowie von Real- und Imaginérteil durch

zeER <= z=2, z€iR <= z2=—2z, Re(z)= . Im(z) = ==
Auch dies rechnet man mit den Definitionen nach.
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4.3. Endliche Summen und Produkte 121

(3) Die komplexe Konjugation hingt mit der komplexen Betragsfunktion durch
27 = (Re(2)+i Im(2)) (Re(2) =1 Im(2)) = Re(2)*—i% Im(2)? = Re(2)*+ Im(2)* = |2

zusammen. Hieraus folgt die niitzliche Reziprokenformel (wobei wir z = z+iy mit z,y € R

schreiben)
1

Y

_Z_ T .y
|Z|2 1:2_{_3/2 $2+y2 ’

z

|

die den Ansatz fiir das multiplikativ Inverse im vorigen Beweis erklart und die Berechnung
der Normalform von Reziproken und Quotienten erlaubt. Weiterhin entnimmt man
aus der Reziprokenformel, dass das Reziproke % einer komplexen Zahl z sich, wie in Abbil-
dung 34 dargestellt, durch Spiegelung an der reellen Achse und anschlieende , Inversion“

geméB |1 = ‘%' an der Einheitskreislinie {g € C||q| = 1} ergibt.

iR

Abb. 34: Das Reziproke % = J?Qiyz — ixziyg einer komplexen Zahl z = x+iy mit
der und der Einheitskreislinie {¢ € C||q| = 1}

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei hervorgehoben, dass der entscheidende Gewinn
beim Ubergang von R zu C in der allgemeinen Lsbarkeit polynomialer Gleichungen
iiber C besteht. Genauer besagt der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra, dass jedes
Polynom vom Grad > 1 in C mindestens eine Nullstelle besitzt, oder mit anderen Worten, dass
jede Gleichung

2" Fen12V N e ez =0

mitn € N, cg, c1, ¢, ..., cp € C, ¢, # 0 mindestens eine Losung z € C hat. Eng damit verbunden
ist, dass fiir jedes z € C\ {0} in C genau n verschiedene n-te Wurzeln (also Zahlen w € C mit
w™ = z) existieren. Beweisen kénnen wir diese Sachverhalte allerdings noch nicht und werden
darauf erst bei der Behandlung von Stetigkeit an spéterer Stelle zuriickkommen.

4.3 Endliche Summen und Produkte

Auch in den Zahlbereichen R und C koénnen endliche Summen und Produkte mit Hilfe des
Summenzeichens » beziehungsweise des Produktzeichens [[ notiert werden, und es kann mit
diesen Zeichen weiterhin wie in Abschnitt 2.2 gerechnet werden. Tatséchlich hatten wir ja in
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122 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

Abschnitt 3.2 schon bemerkt, dass Summen- und Produktzeichen sogar in jedem kommutativen
Ring sinnvoll sind.

Beispiele (wichtiger endlicher Summen und Produkte). Seien k,/ € Z mit k < ¢, sei
n € INp, und K sei ein Korper, beispielsweise R oder C.

(1) Teleskopsummen sind Summen des Typs

¢
Z(aiJrl_ai) = apy1—ag fir ag, ags1,. .., a0, 0011 € K,
i—k

und Teleskopprodukte sind Produkte des Typs

Ai+1 (AN ..
HT:T fiir ag, ags1, ..., a0, 0041 € K\ {0}.
i k

Die Giiltigkeit der Summenformel (und den Grund fiir die Benennung) erkennt man durch
Ausschreiben Zf:k (@i+1—a;) = agr1—ak+akr2—ak 140k 3—aro+ ... Fap—ap_1+ap1—ay
und Wegstreichen der sich aufhebenden Summanden. Ohne Piinktchen, aber mit einer Index-
verschiebung lésst sich diese Rechnung in der Form Zf: p(Gig1—a;) = Zfﬂi 10— Zf: o Qi =
Zf:kH a; + agprq1 — ap — Zf:kﬂ a; = ap+1 — aj schreiben. Die Produktformel folgt analog.

(2) Gelegentlich kénnen Summen oder Produkte erst nach Umformung mit Hilfe eines Teleskop-
Tricks berechnet werden. Ein typisches einfaches Beispiel hierfiir ist
n

Zn: i(i1+1) - ; <Z(Z:1) - i(z’j—l)) - Z:; (1 N z+11> =1 n-lm B n%l

=1

(3) Die arithmetische Summenformel und die als Spezialfall enthaltene Gauflische Sum-

menformel
n
. n(n
> i=
i=1

kamen schon in der Ubungen zur Mathematik 1 vor. Wir kénnen die GauBsche Summenfor-
mel als Alternative zu fritheren Beweisen per Teleskop-Summation durch

n n

Zz ;{Z((H—l 2 ZZ] % n+1)2_1_n}:”(”2+1)

=1 i=1

neu herleiten. Mit analogem, in den Ubungen genauer besprochenem Vorgehen gewinnt man
die Formeln fiir sie Summe der ersten n Quadrat- beziehungsweise Kubikzahlen

Zn: (2n+1)( n+1)n und Z 3 n+1

Eine Verallgemeinerung auf beliebige Ordnung ist moéglich und wird in Kiirze angerissen.

122



4.3. Endliche Summen und Produkte 123

(4) Die geometrische Summenformel kam ebenfalls bereits in den Ubungen zur Mathematik
1 vor und enthélt als wichtigsten Fall die Formel

n . qn+1_1
Zq’ = fir g € K\ {1} (mit Konvention ¢° :=1).
q—
1=0

Es folgt eine wichtige Definition mit einem endlichen Produkt (die prinzipiell iiber jedem
Korper der Charakteristik 0 getroffen werden kann, aber meist fiir Zahlbereiche gebraucht wird):

Definition (Binomialkoeffizienten). Sei K ein Kdrper der Charakteristik 0, beispielsweise R
oder C. Fiir z € K und k € Ny wird der Binomialkoeffizient (Z) (lies: z tiber k) als

k=1 .
z\ z—i  2(z—1)(2—2)-...-(2=k+2)-(2—k+1)
<k> =i k(h—1)(k—2)-... 21 ek

definiert. Fir z € IK und k € —IN vereinbart man (;) = 0.

Bemerkungen (zu Binomialkoeffizienten). Im Fall z = n € INy konnen Binomialkoeffizien-
ten durch die Formel

<n> B ( n > B ﬁlk)' fir k € {0,1,2,...,n—1,n}

k n—k 0 fir k€ 2\ {0,1,2,...,n—1,n}

auf Fakultdten zuriickgefiihrt werden. Auflerdem lassen sich diese natiirlichen Binomialkoeffizi-
enten (Z) im sogenannten Pascalschen Dreieck anordnen:

n = 0O: 1

n=1: 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n= 1 5 10 10 5 1

Dabei stehen die Koeffizienten zu gleichem n in der gleichen Zeile, die zu gleichem k auf der
gleichen von rechts oben nach links unten verlaufenden Diagonale, und alle freien Plitze links
und rechts entsprechen Nullen. In diesem Dreieck erweist sich jeder Koeffizient als Summe der
beiden schrig iiber ihm stehenden. Dies ist Ausdruck der tatséchlich fiir alle z € IK und k € Z
giiltigen und leicht nachzurechnenden Summationsregel

z n z N Ea!

k k+1)  \k+1)°
Insbesondere ergibt sich mit der Anordnung im Pascalschen Dreieck beziehungsweise der Sum-
mationsregel auch, dass fiir n € INg und k € Z stets (Z) € Ny gilt.
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124 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

Eine allgemeine Version des Distributivgesetzes fiir Produkte von n € IN Summen
iiber Indexmengen I, Io, ..., I, lautet

n
H ( § ak,i) = E Q1,31 02y - - - On i,

k=1 i€l i1€11,i9€I,....in €L,

und gilt fiir Elemente eines Korpers (etwa reelle/komplexe Zahlen) aj; mit k € {1,2,...,n},
1 € Iy. Diese kompliziert erscheinende Regel lédsst sich problemlos mit Induktion nachweisen
und besagt tatsichlich nur, dass man die n Klammern auf der linken Seite in der
gewohnten Weise ausmultiplizieren darf.

Handelt es sich links immer um dieselbe Summe mit zwei Summanden, so ergibt sich daraus
durch Nachverfolgung, welcher Summand rechts wie oft auftritt:

Satz (Binomialsatz, binomischer Lehrsatz, allgemeine binomische Formel). Sei K ein
Korper, beispielsweise R oder C. Fiir n € Ny und a,b € K gilt* (mit der Konvention 0° := 1)

n
n_ N\ kyn—k _ L’ kit
(a+Db) —Z<k>ab = k!ﬁ!ab )
k=0 k,L€Ng
k+l=n
Bemerkung und Beispiel (zum Binomialsatz). Konkret kann man die in der binomischen
Formel fiir festes n auftretenden Binomialkoeffizienten in einer Zeile des Pascalschen

Dreiecks ablesen. Beispielsweise ergibt sich aus der n = 4 entsprechenden Zeile die Formel
(a+b)* = a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*.

Der Satz kann problemlos mit vollstéindiger Induktion nach n € INg bewiesen werden. Ein
besseres Hintergrund-Verstdndnis vermittelt aber:

Beweisidee zum Binomialsatz. Fiir a1 := a, as := b besagt das allgemeine Distributivgesetz

(a+b)" = Z iy Gy - . -,

i17i27~--77;ne{172}

wobei alle Terme rechts die Form a*"* mit k € {0,1,2,...,n} haben. In der Summe ergibt sich
ab"~* genau dann, wenn genau k Indizes ij gleich 1 und folglich die anderen n—k gleich 2 sind,
oder mit anderen Worten erhalten wir beim Ausmultiplizieren genau dann einen Term a*b"*,
wenn wir in k£ der zu multiplizierenden n Klammern (a+b) den Summand a, in den anderen n—k
den Summand b wihlen und die gewéhlten Summanden multiplizieren. Da es (vergleiche den
bald folgenden Exkurs zur Kombinatorik) genau (Z) Moglichkeiten gibt, k aus den insgesamt n

Indizes beziehungsweise k aus den insgesamt n Klammern auszuwihlen, kommt a*b"~* in der
Summe rechts genau (Z) mal vor, und die Summe vereinfacht sich wie behauptet zu
" /n
kpn—k
a"b" "
> (1)
k=0
Die Summe mit Koeffizienten k”,—é, ergibt sich daraus, indem man zu k € {0,1,2,...,n} das
eindeutige ¢ € INg mit k+¢ = n einfiihrt (wihrend fiir £ > n kein solches ¢ existiert). O

4Im Allgemeinen ist hier der Binomialkoeffizient (Z) bzw. k’f—é, in INg zu bilden und dann mittels der in Abschnitt
3.2 besprochenen Zuordnung n — nk als Element von K aufzufassen. Hat IK Charakteristik 0, so liegt Q als
Primkorper in KK und dies ist nichts anders als die direkte Bildung des Binomialkoeffizienten in K. Hat K aber
Charakteristik p € IP, so scheitert eine direkte Bildung in K eventuell an Null-Faktoren im Nenner.
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4.3. Endliche Summen und Produkte 125

Betrachtet man auf der linken Seite des allgemeinen Distributivgesetzes immer dieselbe Sum-
me, aber nun mit einer beliebigen Zahl m € IN von Summanden, so fithrt dies auf folgende
Verallgemeinerung des Binomialsatzes (der fiir m = 2 enthalten ist):

Satz (Multinomialsatz). Sei K ein Kdrper, beispielsweise R oder C. Fiirn € No, m € IN und
ai,as,...,an, € K gilt (mit der Konvention 0° := 1)

|
. k1 Kk
(a1+ag+ ... +ay)" = ) airas? ... akm .
Eqlkal - oo k!
ki,k2,....km €Ng

ki+ko+...+km=n

Auch der Multinomialsatz léasst sich entweder per Induktion oder analog zur beschriebenen
Idee fiir den Binomialsatz beweisen, was wir hier jedoch nicht detailliert ausfithren. Erwdhnt sei
nur, dass der Multinomialkoeffizient W’W € IN die Zahl der Moglichkeiten angibt, die
Menge der insgesamt n Indizes auf der rechten Seite des allgemeinen Distributivgesetzes in m
disjunkte Sets von Indizes zu zerlegen, wobei das erste Set aus k; Indizes besteht, das zweite
aus ko Indizes, das dritte aus k3 Indizes und schliefSlich das m-te und letzte Set aus k,, Indizes.

Eine gelegentlich niitzliche Konsequenz der Sétze ist:

Korollar (Summenformeln fiir Binomialkoeffizienten und Multinomialkoeffizienten).
Fiir die Binomialkoeffizienten in der zu n € Ny zugehdrigen Zeile des Pascalschen Dreiecks gilt

> (5)=2
k=0
und fiir die Multinomialkoeffizienten zu n € g, m € IN gilt

n! n
> Eilkyl -kl

k1,k2,....km €Ng
ki+ko+..+km=n

Beweis. Dies ergibt sich unmittelbar durch Anwendung des Binomialsatz mit a = b = 1 und des
Multinomialsatzes mit a1 = a2 = ... = a,, = 1. ]

Abschlielend kommen wir auf die schon erwidhnte Problematik allgemeiner Potenzsummen
zuriick und halten (ohne Ausfiihrung aller Details) fest:

Bemerkung (zur allgemeinen Potenzsummen-Formel). Die Bernoulli-Zahlen® b, € Q
zu k € INg, sind rekursiv durch by := 1 und Z;:é (’;) b; = 0 fiir k € IN>2 definiert. Die Folge dieser

Zahlen beginnt mit by = 1, by = —%, by = %, b3 =0,b4 = —%, bs =0, bg = ﬁ, b7 =0, bg = —%,

by = 0, bigp = & und ist so gewihlt, dass sich fiir die durch By, (z) := (by+a)F := Z?:o (l;) bjxk=
definierten Bernoulli-Polynome By, gerade By(x+1) — By(z) = kx*~! nachrechnen lisst. Dies
kann man nutzen und erhilt analog zu den zuvor diskutieren Féllen bis Ordnung 3 durch

Teleskop-Summation auch die Potenzsummen-Formel beliebiger Ordnung

n—1 k—1
1 1 k ,
;_1:1"“—1 = 2 [Br(n) =] =+ ]»E:o: (j)bjn’f—ﬂ fiir alle n € N und k € N> .

5Tatsichlich unterscheidet man die obigen Bernoulli-Zahlen erster Art by und die Bernoulli-Zahlen zweiter Art
b; := (—1)*bs. Man kann allerdings by = 0 fiir alle ungeraden k > 3 beweisen, so dass tatséichlich b} = by, fiir alle
k € No \ {1} gilt und einzig bei by = f% und b7 = % ein Unterschied beim Vorzeichen besteht.
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126 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

Exkurs: Grundlegende Kombinatorik

In der (abzdhlenden) Kombinatorik geht es darum, die Anzahl der moéglichen Konfiguratio-
nen/Anordnungen/Auswahlen zu einer gegebenen Problemstellung zu bestimmen. Es geht
dabei normalerweise um endlich viele Méglichkeiten, also letztlich um die Bestimmung von
(eventuell sehr grofien) natiirlichen Zahlen.

Kombinatorik kann dabei als Grundlage fiir die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten
dienen, und tatséchlich geht die Kombinatorik teils flielend in den Beginn der Wahrscheinlich-
keitstheorie (die wiederum in das gréBere mathematische Gebiet der Stochastik fillt) iiber. Ge-
nauer ergibt sich, falls eine sogenannte Gleichverteilung vorliegt, bei der alle Méglichkeiten
gleich wahrscheinlich sind, die Wahrscheinlichkeit (als Zahl aus [0, 1]) fiir ein Ereignis als der

Quotient
»Zahl der giinstigen Mdoglichkeiten®

»Zahl aller Mo6glichkeiten® ’

wobei die giinstigen Mo6glichkeiten eben die sind, fiir die das Ereignis eintritt. Ist das Ereignis zum
Beispiel, mit einem handelsiiblichen sechsseitigen Wiirfel bei zwei aufeinander folgenden Wiirfen
mindestens einmal (eventuell auch zweimal) Vier zu wiirfeln, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir
% ~ 30,56%, denn die 11 Wiirfelergebnisse Eins-Vier, Vier-Eins, Zwei-Vier, Vier-Zwei, Drei-
Vier, Vier-Drei, Vier-Vier, Fiinf-Vier, Vier-Fiinf, Sechs-Vier, Vier-Sechs sind 11 giinstige unter
insgesamt 36 Moglichkeiten.

Trifft man auf Problemstellungen, bei denen nicht mehr alle Moglichkeiten als gleich wahr-
scheinlich angesehen werden kénnen, so st683t dieses Vorgehen allerdings an seine Grenzen. Ten-
denziell niitzen rein kombinatorische Uberlegungen zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
daher haufig nur bei grundlegenden und seltener bei fortgeschrittenen Fragestellungen. In die-
sem Exkurs beschrianken wir uns nun tatséchlich auf das reine Abzéhlen und haben hichstens den
obigen Quotienten und Anwendungen im Stil des vorausgehenden Beispiels im Auge, wihrend
Sie Weitergehendes zu Wahrscheinlichkeiten in Threm Studium erst nach Abschluss der Grund-
vorlesungszyklusses Mathematik 1 bis 4 lernen.

Zuerst beschéftigen wir uns hier mit der kombinatorischen Ziahlung sogenannter Variationen:

Definition (Variationen). Fir k € IN erkliren wir eine k-gliedrige Variation aus einer
(Grund-)Menge X als ein k-Tupel (x1,2,...,x;) € X*. Sind x1,2,..., 2z, alle verschieden,
gilt also fir i # j in {1,2,...,k} stets x; # xj, so sprechen wir von einer Variation ohne
Wiederholung. Im Fall X = {x1,x9,...,x} heifit die Variation vollstindig.

Bemerkungen (zu Variationen). Seien k£ € IN und X" eine Menge.

(1) Entscheidend ist bei Variationen die (in der Definition von Tupeln begriindete) Beriick-
sichtigung der Reihenfolge der Eintrige, dass also etwa die beiden 4-gliedrigen Tupel
(2,5,5,7) und (5,5,2,7) aus {2,3,5,7,11}* tatsichlich verschieden sind.

(2) Eine Variation (x1,z2,...,2;) € X* kann auch als Abbildung {1,2,... .k} = X, i+ 25
betrachtet werden. Eine Variation ohne Wiederholung entspricht dabei einer injektiven, eine
vollstdndige Variation einer surjektiven Abbildung.

(3) Offensichtlich gibt es® k-gliedrige Variationen ohne Wiederholung aus X nur im Fall | X| > k

5Das ziemlich offensichtliche Prinzip, dass es k-gliedrige Variationen ohne Wiederholung aus X nur im Fall
|X| > k geben kann, ist auch als Schubfach-Prinzip bekannt: Um k Gegenstinde ohne Doppelbelegung auf n
Schubficher verteilen zu kénnen, muss n > k sein.
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Exkurs: Grundlegende Kombinatorik 127

und vollstindige k-gliedrige Variationen aus X nur im Fall |X| < k.

(4) Ein sinnvolles kombinatorisches Zihlen ist (normalerweise) nur fiir eine endliche Zahl
n = |X| von Elementen moglich. Es werden also meist nur endliche Grundmengen X
betrachtet. Da es nur um die Anzahl der Elemente und Mdoglichkeiten geht, kann man sich
tatsdchlich auf X = {1,2,...,n} zuriickziehen, wenn man das méchte.

(5) Anstelle der Indizes 1,2, ...,k in der Definition liefe sich auch eine beliebige Indexmenge
mit |/| = k Elementen verwenden. Variationen entsprichen dann Abbildungen I — X.

Interpretation (von Variationen). Zwei typische anschauliche Modelle fiir Variationen folgen:

(1) Beim Urnenmodell entspricht &' einer Menge von unterscheidbaren Kugeln, die aus einer
Urne (so hier die traditionelle Benennung) gezogen werden. Zieht man k-mal nacheinander
und notiert die gezogenen Kugeln in Reihenfolge der Ziehungen, so erhilt man eine k-
gliedrige Variation von X. Allgemeine Variationen entsprechen hierbei einem Ziehen mit
Zuriicklegen der gezogenen Kugeln. Variationen ohne Wiederholung entsprechen einem
Ziehen ohne Zuriicklegen.

(2) Beim Wiirfelmodell wirft man einen Wiirfel mit einer Menge X von unterscheidbaren
Seiten k-mal nacheinander. Notiert man die gefallenen Seiten (oder deren Augenzahlen) in
Reihenfolge der Wiirfe, so erhilt man eine k-gliedrige Variation von X'. (Speziell Variationen
ohne Wiederholung kann man mit Wiirfeln weniger natiirlich veranschaulichen. Dafiir miisste
man die Wiederholung der gleichen Seite vermeiden oder verwerfen.)

Als Hauptergebnis zu Variationen, das wir im Folgenden erkldaren, aber nicht vollig formal
mit Mengen und Méchtigkeiten beweisen werden, halten wir fest:

Kombinatorische Prinzipien (Zahl der Variationen). Seien k,n € IN.

(I) Die Zahl der k-gliedrigen Variationen aus einer n-elementigen Menge (und damit die
Zahl der Abbildungen von einer k-elementigen in eine n-elementige Menge) ist

).

(IT) Die Zahl der k-gliedrigen Variationen ohne Wiederholung aus einer n-elementigen
Menge (und damit die Zahl der injektiven Abbildungen von einer k-elementigen in eine
n-elementige Menge) ist

n(n—1)(n—2)(n—=3)-...-(n—k+2)-(n—k+1) = k! (Z) ,

was fir k > n gleich Null ist.

Begriindung der Prinzipien. Betrachtet man allgemeine k-gliedrige Variationen einer n-elemen-
tigen Menge, so gibt es fiir jeden der k Eintridge des Tupels, jeden der k Ziige aus der Urne bzw.
jeden der k Wiirfelwiirfe jeweils n Moglichkeiten. Die einzelnen Moglichkeiten kénnen {iber die k
Eintrige/Ziige/Wiirfe beliebig kombiniert werden. Die Gesamtzahl aller méglichen Variationen
ergibt sich daher als Produkt von k Faktoren n und ist n*.
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128 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

Betrachtet man nur k-gliedrige Variationen ohne Wiederholung einer n-elementigen Menge,
so gibt es beim ersten Eintrag des Tupels, beim ersten Zug aus der Urne bzw. beim ersten
Wiirfelwurf weiterhin n Moglichkeiten, beim zweiten aber nur (n—1) Moglichkeiten, beim drit-
ten nur noch (n—2), da ein beziehungsweise zwei Ergebnisse durch das Vorgeschehen bereits
ausgeschlossen sind. Dies setzt sich entsprechend bis zu n—k+1 Moglichkeiten beim k-ten Ein-
trag/Zug/Wurf fort. Die Gesamtzahl der méglichen Variationen ohne Wiederholung ergibt sich
als das angegebene Produkt der k Faktoren. O

Folgerungen (aus dem Zihlen von Variationen).

(1) Die Zahl der Elemente der Potenzmenge einer k-elementigen Menge I ist 2*. Es gilt
also, wie schon in Abschnitt 1.4 behauptet, |P(I)| = 21|, Dies folgt aus dem Prinzip (I) mit
n = 2, indem wir jede Teilmenge A von I = {iy,i9,...,ix} per Eins-zu-Eins-Korrespondenz
mit der k-gliedrigen Variation (x;,, Zi,, . .., ;) aus der 2-elementigen Menge {0, 1} identifi-
zieren, bei der x;; = 1 fiir i; € A und x;; = 0 fiir 4; ¢ A ist. (Mit anderen Worten entspricht
A iiber seine Indikatorfunktion 14: I — {0,1} einer k-gliedrigen Variation von {0,1}.)

(2) Die Zahl der Zerlegungen von £ € N in endlich viele Summanden € IN (unter
Beriicksichtigung der Reihenfolge der Summanden) ist 2¢~1. Dies ergibt sich, indem man
eine Zerlegung in m € IN Summanden wie fiir £ = 8 und m = 4 zum Beispiel 8 = 24+14+1+4+4
durch eine Folge von ¢ Einsen, die durch m—1 Striche entsprechend gruppiert werden, im
Beispiel 11|1]|1|1111, repréisentiert. Die Zerlegung entspricht dann fiir jede der /—1 Zwischen-
stellen zwischen benachbarten Einsen einer Wahl zwischen 2 Moglichkeiten, ndmlich, ob dort
ein Strich steht oder nicht. Geméfl dem Prinzip (I) mit £ = /—1 und n = 2 bestehen somit
insgesamt 2¢~1 Auswahl-Moglichkeiten.

(3) Die Zahl der Permutationen einer n-elementigen Menge ist n!. Es gilt also, wie schon
in Abschnitt 3.1 behauptet, |S,,| = n!. Dies ergibt sich als Spezialfall k¥ = n des Prinzips
(IT), denn Variationen ohne Wiederholung sind fiir £ = n automatisch vollsténdig (oder mit
anderen Worten, injektive Abbildungen zwischen endlichen Mengen gleicher Elementzahl
automatisch bijektiv).

Erginzung (zu Variationen mit gegebenen Vielfachheiten). Von Interesse sind auch Va-
riationen aus X = {1,2,...,n} mit gegebenen Vielfachheiten ki, ks, ..., k, € INg, bei denen i €

{1,2,...,n} als Eintrag der Variation bzw. Zug-/Wiirfelergebnis jeweils genau k;-mal vorkom-
men soll. Offensichtlich ist dies fiir eine k-gliedrige Variation genau im Fall ki+ko+ ... +k, =k
moglich.

Um solche Variationen zu zihlen, kann man sich im Urnenmodell zundchst vorstellen, dass
fiir jedes ¢ € {1,2,...,n} genau k; unterscheidbare Kugeln in die Urne gegeben und dann k Zie-
hungen ohne Zuriicklegen aus den insgesamt k Kugeln erfolgen, bis die Urne am Ende leer ist.
Hierbei gibt es nach dem Prinzip (IT) k! mogliche Ergebnisse. Tatséichlich éndert sich die Varia-
tion aber nicht, wenn zwei gleiche Eintrage ¢ vertauscht werden, wir miissen uns also tatsdchlich
vorstellen, dass fiir jedes i € {1,2,...,n} eine Gruppe von k; ununterscheidbaren Kugeln in
die Urne gegeben und nach den Ziehungen nur die Gruppennummer ¢ notiert wird. Dies redu-
ziert die Zahl der Ergebnisse, die notiert werden kénnen, weil Vertauschungen der Reihenfolge
innerhalb der Gruppen nun nichts mehr &ndern. Genauer sind ausgehend von jedem moglichen
Ergebnis innerhalb der Gruppe mit Nummer i stets k;! Permutationen” der Reihenfolge maglich

"Dabei zshlt die Identitét, die nichts dndert, natiirlich als eine Permutation. Insbesondere erhilt man also
auch fiir k; € {0,1} mit k;! = 1 das richtige Ergebnis.
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und insgesamt dann k1! ks!-...-k,! Permutationen, bei denen jede Kugel in ihrer Gruppe bleibt
und sich die Variation nicht &ndert. Wir haben somit beim vorldufigen Ergebnis k! jede Varia-
tion kilko! - ... - k,!l-mal gezdhlt. Die tatsichliche Zahl der k-gliedrigen Variationen von
{1,2,...,n} mit gegebenen Vielfachheiten ki, k2,...,k, € No, k1+ka+ ... +k, =k
gibt daher der Multinomialkoeffizient

k!
kilkol - - ky!

an. (Da die Zahl der betreffenden Variationen eine ganze Zahl ist, kommt bei diesem (zugegeben)
nicht ganz formalen Argument iibrigens mit heraus, dass die Multinomialkoeffizienten, wie in
Abschnitt 4.3 behauptet, stets € IN sind.) Ein Anwendungsbeispiel hierzu folgt in den Ubungen.

Da zu jeder Variation eindeutige Vielfachheiten gehéren, muss die Summe iiber alle méglichen Vielfachheiten
k! &

—_— = n
| . . |
k1.ko,.- kn€Ng E1lkal- ..o kn!

ki+kot...+kn=k

die Gesamtzahl n* des Prinzips (I) ergeben, was auch die Summenformel fiir die Multinomialkoeffizienten aus Abschnitt
4.3 bestiitigt. Beschrinkt man sich bei der Summation nur auf Vielfachheiten k; € {0,1} beziehungsweise k; € N, so
erhilt man die Zahl der Variationen ohne Wiederholung beziehungsweise der vollstindigen Variationen. Im ersteren Fall
verschwinden dabei wegen 0! = 1! = 1 alle Nenner und die Summe erweist sich als Summe von (Z) gleichen Faktoren k!
(wobei die Zahl (Z) der Summanden mit dem Ergebnis des Prinzips (II) zusammenpasst und demnéchst bei der Z&hlung von
Kombinationen noch bestétigt wird). Fiir die Zahl der vollstdndigen k-gliedrigen Variationen aus einer n-elementigen Menge
(und die entsprechende Zahl surjektiver Abbildungen) wiinscht man sich ebenfalls eine besser handhabbare Formel als die
tiber die Summation von Multinomialkoeffizienten. Die Herleitung einer solchen Formel ist deutlich schwieriger, gelingt aber
mit dem Siebverfahren von Sylvester und Poincaré und gibt die Zahl der wvollstindigen k-gliedrigen Variationen aus einer

n-elementigen Menge als ?:_01(—1)2(72) (n—£)F an. Die wesentliche Idee der Herleitung ist, zunichst alle Variationen zu

zihlen und dies dann nach und nach um (Mehrfach-)Zidhlungen solcher Variationen zu korrigieren, bei denen zunéchst ein,
dann zwei, dann drei, usw. Elemente nicht auftreten. Weitere Details gehen deutlich {iber das Ziel dieses Exkurses hinaus
und werden hier nicht besprochen.

Im zweiten Teil dieses Exkurses kommen wir zur Zdhlung sogenannter Kombinationen:

Definition (Kombinationen). Fiir k € N und eine Menge X erkliren wir eine Aquivalenzre-
lation ~ auf X* durch

Y~ =M ESK Y1 = Tr(1), Y2 = Tr(@)s -5 Yk = Tu(r)  flr z,y € AP

Als eine k-gliedrige Kombination aus der Menge X bezeichnen wir eine Aquivalenzklasse
[(21,22,...,28)]~ € XF/~ beziiglich dieser Relation. Sind x1,xs, ...,z alle verschieden, gilt
also fir i # j in {1,2,...,k} stets x; # x;, so sprechen wir von einer Kombination ohne
Wiederholung. Im Fall X = {x1,x9,...,x} heifit die Kombination vollstindig.

Bemerkungen (zu Kombinationen). Seien £ € IN und X eine Menge.

(1) In den Aquivalenzklassen beziiglich ~ werden jeweils diejenigen Tupel zusammengefasst,
die dieselben Eintriige in unterschiedlicher Reihenfolge enthalten, in {2,3,5,7,11}*/~ gilt
zum Beispiel [(2,5,5,7)]~ = [(5,5,2,7)]~. Die Definition von Kombinationen als solche
Aquivalenzklassen bedeutet, dass die Reihenfolge der Eintrige bei Kombinationen nicht
beriicksichtigt wird.

(2) Man kann sich auf Standard-Reprisentanten der Aquivalenzklassen einigen und fiir
X = {1,2,...,n} mit n € N nutzen, dass jede Aquivalenzklasse in {1,2,...,n}*/~ einen
eindeutigen Représentanten (x1,xz9,...,2x) € XEmit 2y <29 <a3<...<x1_1 <1 be-
sitzt (im Fall ohne Wiederholung sogar mit ,,<*). Tatséchlich wird eine Kombination in der
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130 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

Literatur zu allermeist als ein Tupel mit dieser Zusatzeigenschaft definiert, da man so die
Begriffe Aquivalenzrelation und -klasse umgehen kann. Sind einem diese Begriffe vertraut,
so ist die obige Definition aber konzeptionell klarer (und macht auch direkt deutlich, dass
der Begriff der Kombination keinesfalls von einer Ordnung auf X abhéngt).

(3) Eine k-gliedrige Kombination (z1,z2,...,7x) € X*/~ ohne Wiederholung kann auch als
k-elementige Teilmenge {x1,x9,...,25} von X betrachtet werden. Eine allgemeine k-
gliedrige Kombination wird auch durch die Vielfachheiten k, € INy, mit der die Eintréige
r € X jeweils auftreten, beschrieben, wobei® Y owex ke =k gilt.

(4) Genau wie bei Variationen gibt es k-gliedrige Kombinationen ohne Wiederholung aus X’ nur
im Fall |X| > k und vollsténdige k-gliedrige Kombinationen aus X nur im Fall |X| < k, von
Interesse ist nur der Fall n = |X| < oo, und man kénnte einerseits nur X = {1,2,...,n},
andererseits statt 1,2,. ..,k Indizes aus einer beliebigen Menge I mit || = k betrachten.

Interpretation (von Kombinationen). Mit dem Urnenmodell (mit/ohne Zuriicklegen) und
dem Wiirfelmodell lassen sich neben Variationen auch Kombinationen veranschaulichen, wenn
bei den Ergebnissen die Reihenfolge der Ziehungen beziehungsweise Wiirfe nicht berticksichtigt
wird. Somit sind im Hinblick auf Kombinationen (2,5,5,7) und (5, 5,2, 7) als gleiche Ergebnisse
zu betrachten, oder es wird im Geist der Bemerkung (2) gleich in beiden Fillen (2, 5, 5, 7) notiert.
Fine konkrete Instanz des Urnenmodells ohne Zuriicklegen ist die Lotto-Ziehung von 6 aus 49
nummerierten Kugeln, bei der es im Ergebnis auf die Reihenfolge der Ziehungen nicht ankommt.
Somit geht es beim 6-aus-49-Lotto um 6-gliedrige Kombinationen aus {1,2,3,...,47,48,49}.
Tatséchlich kann man sich beim Urnenmodell ohne Zuriicklegen (fiir Kombinationen ohne
Wiederholung) und beim Wiirfelmodell (fiir alle Kombinationen) den Ablauf auch so vorstellen,
dass eine Gesamt-Ziehung von k& Kugeln aus einer Urne beziehungsweise ein simultaner Wurf
mit k& Wiirfeln erfolgt. Bei dieser Vorstellung ist die Vernachléssigung der Reihenfolge dann fest
eingebaut, da gar nicht mehr einzeln und in Reihenfolge gezogen beziehungsweise gewiirfelt wird.

Als Hauptergebnis zu Kombinationen bekommen wir:
Kombinatorische Prinzipien (Zahl der Kombinationen). Seien k,n € IN.

(I) Die Zahl der k-gliedrigen Kombinationen aus einer n-elementigen Menge ist

CT)-C5)

(IT) Die Zahl der k-gliedrigen Kombinationen ohne Wiederholung aus einer n-elementigen
Menge (und damit die Zahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Men-

ge) ist
(&)

8Im Fall |X| = oo, der hier formal zugelassen, aber nicht von Interesse ist, lisst man k, # 0 nur fiir endliche
viele x € X zu, so dass ZZEX kz := > zex ks sinnvoll bleibt.
k70

was fir k > n gleich Null ist.
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Exkurs: Grundlegende Kombinatorik 131

(III) Die Zahl der k-gliedrigen vollstindigen Kombinationen aus einer n-elementigen Men-
ge ist
k—=1\ (k-1
(1) = ()

Bemerkung. Eine k-elementige Teilmenge von X mit |X'| = n lidsst sich beschreiben, indem man
entweder ihre k Elemente aus X’ auswihlt oder fiir jedes der n in Frage kommenden Elemente
eine {0, 1}-Auswahl trifft, ob es zur Teilmenge gehort (dies k-mal) oder nicht (dies (n—k)-mal).
Daher entsprechen die k-elementigen Teilmengen von X sowohl k-gliedrigen Kombinationen aus
X, wie wir sie hier im Prinzip (II) betrachten, als auch n-gliedrigen Variationen aus {0, 1} mit
gegebenen Vielfachheiten n; = k und ng = n—k, was sich als der Spezialfall einer 2-elementigen
Grundmenge in der Ergdnzung zu Variationen mit gegebenen Vielfachheiten erweist. Wir kénnen
das Ergebnis des Prinzips (II) also aus dem Vorausgehenden schon ablesen, geben jetzt aber
trotzdem ein separates und leichter zugingliches Argument an.

was fir k < n gleich Null ist.

Begriindung der Prinzipien. Wir behandeln ohne Einschrinkung die Grundmenge {1,2,...,n}.

Einfacher gestaltet sich zunichst die Begriindung fiir das Prinzip (II) zur Zahl der k-
gliedrigen Kombinationen ohne Wiederholung aus {1,2,...,n}: Sind némlich x1,z9,...,2% €
{1,2,...,n} alle verschieden, so ergibt sich fiir jede der k! Permutationen 7 € Sj; ein ande-
res Tupel (Tr(1), Tr(2), -+ Tr(k)), und die Aquivalenzklasse [(z1,2,...,2))]~ besteht aus ge-
nau k! so entstehenden Variationen ohne Wiederholung. Es werden also bei der Bildung von
{1,2,...,n}F/~ jeweils k! Variationen ohne Wiederholung zu einer Kombination ohne Wieder-
holung zusammengefasst, weshalb die Zahl k'(Z) der Variationen ohne Wiederholung lediglich
durch k! zu teilen ist, um die Zahl (Z) der Kombinationen ohne Wiederholung zu erhalten.

Zur Begriindung des Prinzips (I) beschreiben wir eine allgemeine k-gliedrige Kombination
aus {1,2,...,n} durch ihre Vielfachheiten ki, ks,...,k, € INg mit ky+ka+...+k, = k und
diese #hnlich wie schon frither durch Einfiigen von n—1 Strichen zwischen k£ Einsen, wobei
beispielsweise die 6-gliedrige Kombination [(4,1,2,4,1,1)]~ aus {1,2,3,4} mit Vielfachheiten
k1 =3,ka =1, ks =0, ks =2der Folge 111|1]|11 entspricht. Hierbei sind allgemein aus insgesamt
k+n—1 Positionen die der k Einsen beziehungsweise dquivalent der n—1 Striche auszuwéhlen.
Eine allgemeine k-gliedrige Kombination aus {1,2,...,n} entspricht also der Auswahl einer
k-elementigen beziehungsweise (n—1)-elementigen Teilmenge aus einer (n+k—1)-elementigen
Menge. Hierfiir gibt es nach dem schon begriindeten Prinzip (II) genau (kJrZ*l) = (kjfﬁzl)
Moglichkeiten.

Alternativ kann man das Prinzip (I) herleiten, indem man eine Bijektion zwischen den all-

gemeinen k-gliedrigen Kombinationen aus {1,2,...,n} und den k-gliedrigen Kombinationen oh-
ne Wiederholung aus {1,2,...,k+n—1} herstellt. Dazu bildet man tatséchlich eine k-gliedrige
Kombination [(z1, z2,x3,...,Tk—1,2k)]~ aus {1,2,...,n}, die mit dem Standard-Reprisentant

angegeben wird, also x1 < 29 < x3 < ... < xp_1 < xp erfiillt, auf die k-gliedrige Kombination
ohne Wiederholung [(z1,xo+1, 2342, ..., x5_1+k—2,2+k—1)]~ aus {1,2,... k+n—1} ab (die
dann z; < xo+1 < x3+2 < ... < xp_1+k—2 < z+k—1 erfiillt).

Zur Herleitung des Prinzips (III) beschreiben wir eine vollstindige k-gliedrige Kombination
aus {1,2,...,n} wieder durch die Vielfachheiten kj, ko, ..., k, € IN (Null nun ausgeschlossen) mit
ki+ko+ ... +k, = k und diese wie zuvor durch das Einfiigen von n—1 Strichen zwischen k Ein-
sen. Dabei diirfen zwischen benachbarten Einsen aber nicht wie bei allgemeinen Kombinationen
mehrere Striche auftreten, sondern es steht dort entweder ein Strich oder kein Strich. Es sind also

131



132 KAPITEL 4. Reelle und komplexe Zahlen

jetzt aus den k—1 Zwischenstellen zwischen benachbarten Einsen die n—1 mit Strich beziehungs-
weise dquivalent die k—n ohne Strich auszuwihlen. Eine vollstdndige k-gliedrige Kombination
aus {1,2,...,n} entspricht somit der Auswahl einer (n—1)-elementigen beziehungsweise (k—n)-
elementigen Teilmenge aus einer (k—1)-elementigen Menge. Hierfiir gibt es nach dem Prinzip
(IT) genau (kil) = (ka:i) Moglichkeiten. O

n—1
Folgerungen (aus dem Zihlen von Kombinationen).

(0) Die Zahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge betrigt gemifi dem
Prinzip (II) gerade (}).

(1) Die Zahl der Tupel (z1,z2,...,2x) € {1,2,...,n}f mit 1 < a9 <23 < ... <21 < a3 st
(kﬂk“l) = (k+g:1<1), und unter diesen sind (}) mit 21 < z2 < ¥3 < ... < 21 < . Dies
folgt direkt aus den Prinzipien (I) und (II), denn zur jeder Kombination gehért genau ein

solches Tupel (das, wie schon erwéhnt, als Standard-Reprisentant genutzt werden kann).

(2) Die Zahl der Zerlegungen von k € N in n € IN Summanden € Ny (unter Beriick-

sichtigung der Reihenfolge der Summanden) ist (k""z_l) = (ktﬁzl), und die Zahl der

Zerlegungen von k € IN in n € N Summanden € N (ebenfalls unter Beriicksichtigung
der Reihenfolge) ist (Z:i) = (,’::?11) Dies ergibt sich mit den Begriindungen der Prinzipien
(I) und (III).

(3) Beim 6-aus-49-Lotto (ohne Beriicksichtigung von Zusatz-/Superzahlen) gibt es nach dem

Prinzip (II) genau (469) = 13.983.816 Kombinations-Moglichkeiten. Darunter sind fiir r €

{0,1,2,3,4,5,6} jeweils (?) (6{)’7“) giinstige Moglichkeiten, dass bei einer festen 6-aus-49-
Ziehung von 6 abgegebenen Zahlentipps r richtige gezogen und 6—r falsche nicht gezogen
werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir ,,r Richtige® ist somit (E) (64731”) / (469) € (0,1) und betrigt

fiir r = 0,1,2,3,4,5,6 circa 43,6%, 41,3%, 13,2%, 1,8%, 9,7-1074, 1,8-105, 7,1-107.

(4) Die Wahrscheinlichkeit, beim Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit s € IN schwar-
zen Kugeln und w € IN weiflen Kugeln in i+j Ziigen genau ¢ € {0,1,2...,s—1, s} schwarze
und 7 € {0,1,2,...,w—1,w} weiBe Kugeln zu ziehen, betrégt gemafl dem Prinzip (II) genau
() (1]”) / (Szi;”) € (0,1]. Um dies detaillierter zu begriinden, stellt man sich die s+w schwarzen

und weilen Kugeln zunéchst einzeln unterscheidbar (z.B. zusétzlich durchnummeriert) vor

und hat dann bei i+j Ziigen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge® insgesamt (ifj”)
mogliche und gleich wahrscheinliche (1) Zugergebnisse. Nun gibt es () Moglichkeiten, sich
aus den s schwarzen, und (1]”) Moglichkeiten, sich j aus den w weiflen Kugeln auszusuchen.

Damit sind unter den Zugergebnissen als giinstige Mo6glichkeiten (f) (w) mit genau ¢ schwar-

zen und j weilen Kugeln, und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich in der Tat als der

behauptete Quotient mit Zihler (f) (1;}) und Nenner (ii;”)

Zusammenfassend lassen sich die Hauptergebnisse dieses Exkurses wie folgt festhalten:

Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge gibt es (i+7)!(5}) Ergebnisse, die ebenfalls alle gleich wahrscheinlich

sind. Aber, wenn man es so anginge, dann lieflen sich die giinstigen Fille nicht so einfach zdhlen.
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k-gliedrige Variationen

k-gliedrige Kombinationen

Anzahl aus n-elementiger Menge aus n-elementiger Menge
alle nk b=l = k=1
k n—1
ohne Wiederholung nn—1)(n—2) ... (n—k+1) (Z)
-1 -1
vollsténdige komplizierter K = K
n—1 k—n
vollsténdige n! firk=n 1 firk=n
ohne Wiederholung 0 sonst 0 sonst
mit geg. Vielfachheiten k!
ki,ko, ..., kn € Ny, —_ 1
b o2 0 kil kol - k!

kit+ko+ ... +k, =k
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Kapitel 5

Grenzwerte und Konvergenz bei
Folgen und Reihen, Grundfunktionen

Das priazise Konzept des Grenzwerts zihlt zu den wichtigsten Grundlagen der Mathematik
und kann als der zentrale Grundpfeiler der Analysis angesehen werden. Unter den ver-
schiedenen Grenzwertbegriffen behandeln wir zunéchst Grenzwerte von Folgen reeller oder
komplexer Zahlen, wobei die meisten wichtigen Eigenschaften bereits auftreten werden.

5.1 Grenzwerte von Folgen

Wir prézisieren zunéchst, dass eine Folge eine Abbildung mit Definitionsbereich IN ist:

Definition (Folgen). Fine Folge (von FElementen) in einer Menge X st eine Abbildung
a € XN = Abb(IN, X) von der Menge IN der natiirlichen Zahlen nach X. Die einzelnen Funk-
tionswerte a(n) € X zu n € N heiflen die Folgenglieder. Meist notiert man a,, fir einzelne
Folgenglieder a(n) sowie (an)nen oder (a1, asz,as,...) fir die ganze Folge a.

Bemerkung. Auch bei ,verwandten“ Definitionsbereichen wie INg, IN>%, Zo oder Z spricht
man manchmal von Folgen, im Fall des Definitionsbereichs Z gelegentlich auch von Bifolgen,
und nutzt die Terminologie analog.

Fiir allgemeine Definitionsbereiche dagegen verwendet man dagegen eher den Begriff der
Familie (den wir hier aber nur am Rande festhalten):

Definition (Familien). Eine Familie (von Elementen) aus/iber einer Menge X ist eine Ab-
bildung a € X1 = Abb(I, X) von einer beliebigen (Index-)Menge I nach X. Man notiert a; fiir
einzelne Elemente a(i) der Familie und (a;)ier fir die ganze Familie a.

Nach diesen ersten begrifflichen Klarungen kommen wir jetzt zum entscheidenden Punkt:

Motivation (des Grenzwertbegriffs). Uns interessieren Folgen (ay,)nen reeller oder komple-
xer Zahlen, bei denen die Glieder a, fiir immer gréflere n einer festen Zahl beliebig
nahe kommen. Natiirlich zeigt nicht jede Zahlenfolge ein solches Verhalten, aber, wenn dieses
Phénomen auftritt, dann moéchten wir es beschreiben.

Konkrete Beispiele, die abgedeckt werden sollen, sind etwa die Folgen mit den Gliedern % und
(—%)n, die 0 beliebig nahe kommen, sowie die mit den Gliedern "T_l und nL_H, die 1 beliebig nahe
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136 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

kommen. Typische Darstellungen dieser Beispiele zeigt Abbildung 35. Ein weiterer Modellfall
ist die Folge mit Gliedern (1+%)n, die sich — wie wir noch sehen werden — einer als Eulersche
Zahl e bekannten Zahl annéhern.

S N S
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
Abb. 35: Einige Folgenglieder + (links oben), (—%)" (rechts oben), " (links unten),

2L (rechts unten) mit dem jeweiligen Grenzwert 0 bzw. 1
Die prézise Beschreibung solcher Annédherungsprozesse erfordert ein ausgefeiltes Konzept,
das sich tatséchlich erst im Zug einer langen historischen Entwicklung herauskristallisiert hat:

Definition (Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen). Seien K € {R, C}, (an)nen eine Folge
in K und a € K. Dann heifit a Grenzwert oder Limes der Folge (ap)nen, und (an)nen heifit
(bei n — o00) gegen a konvergent, wenn es zu jedem € € Rxq ein ng € IN gibt, so dass fiir
alle n € N mit n > ng die Ungleichung |an,—a| < € gilt. Man notiert hierfir

lim a, =a oder gleichbedeutend anp — a.
n—o00 n—oo

Besitzt (an)nen einen Grenzwert in (einer Teilmenge von) K, so heifst die Folge (an)nen in
(dieser Teilmenge von) KK konvergent und andernfalls divergent.

Bemerkungen (zur Definition des Grenzwerts).

(1) Ineiner Formulierung mit Quantoren liest sich die Definition wie folgt: Dass a Grenzwert
von (ap)nen ist, bedeutet

Ve € Rso: dng € N: Vn € N>y, |ap—al <e.
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Dass (an)nen in einer Teilmenge X von K konvergent ist, bedeutet
Ja € X: Ve € Rug: Ing € N: Vn € N>yt |ap—al < e.
Der Typ und die genaue Reihenfolge der Quantoren sind hierbei essentiell.

Ein Grenzwert existiert nicht immer. Die Folge (0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,...) zum Bei-
spiel besitzt keinen Grenzwert, ist also divergent. Wenn ein Grenzwert existiert, so ist
er aber stets eindeutig. Zur Einfithrung in die Arbeit mit dem Grenzwertbegriff, wird der
einfache Beweis der Eindeutigkeit nun (fast schon zu) detailliert erértert:

Beweis fiir die Eindeutigkeit des Grenzwerts einer Folge. Seien a,a € K zwei Grenzwerte
einer Folge (an)nenw in K. Ist dann @ # a, so liefert die Definition, angewandt mit ¢ =
%\Zi—a\ > 0, zwei Zahlen ng, g € IN, so dass

|an—al| < $[a—al fiir n € N>y, und |an—al| < $|a—al fiir n € Nog,

gelten. Fiir die Zahl n, := max{ng,no} € IN sind beide diese Ungleichungen anwendbar, und
mit der Dreiecksungleichung aus Abschnitt 4.2 folgt

la—al < |an, —al + |ap, —a|] < %\E—a\ + %\'d—a\ = |a—al.

Als Resultat erhalten wir den Widerspruch [a—a| < [a—al, also kann @ # a nicht auftreten,
und es muss a = a gelten. a

Die in Bemerkung (1) auftretende Quantoren-Abfolge 3ng € IN: Vn € N>, bedeutet, dass
die folgende Aussage fiir alle bis auf endlich viele n € IN gilt. Verbreitete Umschrei-
bungen fiir genau diesen Sachverhalt sind, dass die Aussage fiir fast alle n € NN, fiir
ausreichend grofie n € IN oder fiir (alle) n > 1 (lies: n wesentlich groer als 1) gilt.

Mit anderen Worten verlangt die Grenz-
wertdefinition, dass fiir alle (noch so klei- R
nen) € > 0 die Folgenglieder a,, mit ausrei-

chend grofiem n fiir K = C alle im Kreis in s i

der Gaufischen Zahlenebene mit Radius e :

und Mittelpunkt a liegen und fiir K = R N e

alle im Intervall (a—e, a+€). Dabeiist ent- g =@y oo iq i i o

scheidend, dass der Kreis bzw. das Inter- a*””:”“””:::f:::"':”:”;"":""?””‘. """"
vall wirklich alle Folgenglieder ab einem , : :
(tendenziell) grofen Index ng beinhalten. : : : :
Dass sie stattdessen ,,nur“ unendlich vie- “ 4 """ : : L : . R
le Folgenglieder enthalten, ist noch keine Il 1 2 3 4 5 ¢ 7 °

gleichermaflen starke Forderung; dies er- Eine Folge (a,)nen in R mit Grenzwert a und als
kennt man wieder am Beispiel der diver-
genten Folge (0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,...).

Abidnderung endlich vieler Folgenglieder dndert nichts am Grenzwert (und auch
nicht seine Existenz oder Nicht-Existenz), d.h. aus a, = b, fiir fast alle n € IN folgt
limy, 00 @y = limy, o0 by. Vor diesem Hintergrund betrachtet man Grenzwerte lim,,_, oo ap
auch dann, wenn a,, nur fiir fast alle, aber eventuell nicht fiir alle n € IN definiert ist.
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(6) Konvergente Folgen sind stets beschrinkt (wobei Beschrianktheit einer Folge (an)nen
bedeutet, dass die Menge {a,, | n € IN} beschrénkt ist, also sup,,cy |an| < 0o gilt).

Beweis. Ist (ap)nen gegen a € K konvergent, so liefert die Definition ein (zu e = 1 gehoriges)

no € N mit |a,| < |ap—al|+|a| < 1+|a| fiir alle n € N>p,,. Damit ist

sup |an| < max{|a1l,|azl,|asl, ..., |an,—1], 1+]a|} < co. O
N

ne

(7) Als Nullfolge bezeichnet man eine Folge (ap)nenw mit lim, o a,, = 0. Aus der Definition
folgt, dass (an)new genau dann eine Nullfolge ist, wenn die Folge (|ay|)new der Betrige eine
Nullfolge ist. AuBerdem gilt lim,,_,~ a,, = a genau dann, wenn (a,—a),en eine Nullfolge ist.

Beispiele (fiir Grenzwerte von Folgen).
(0) Konstante Folgen (a),en mit Wert a konvergieren auch gegen a, es gilt also lim,, o, a = a.

(1) Es gilt hmnﬁoo% = 0, die Folge (%)nelN

man zu & > 0 einfach ng := [1|+1 > 1 und bemerkt |1| =1 < nio < ¢ fiir alle n € N>y,

ist also eine Nullfolge. Um dies einzusehen, wihlt

Hiermit lassen sich auch andere einfach Limites schon berechnen, mit Bemerkung (7) folgt
beispielsweise lim,, o 2”71_1 = limy, 0 (2—%) =2.

(2) Fiir jede Intervallschachtelung ([an,bn])nen in R mit Kern ¢ € R existieren die Limites
lim,, o0 a4y, = ¢ = lim,, o0 by,

(Begriindung: Nach Definition der Intervallschachteleung in Abschnitt 4.1 existiert zu jedem € € R
ein ng € N mit byy—an, < . Wegen ¢ € [an,by] C [ang,bn,] fiir n € N>, erhalten wir fiir alle
n € Nx,, auch |a,—c| = c—a, < c—ap, < bpy—an, <€ und |b,—c| =by,—c < byy—c < byy—an, < €.

Dies bedeutet per Definition lim,, o a, = ¢ und lim,, o, b, = ¢.)

Fiir Folgen von reellen Zahlen kann das Konzept des Grenzwerts auf die sogenannten unei-
gentlichen Grenzwerte co und —oo erweitert werden:

Definition (uneigentliche Grenzwerte, uneigentliche Konvergenz). Sei (a,)nen eine
Folge in R. Gilt Ve € Rsg: dng € N: Vn € N>t ay > %, so bezeichnet man (ap)nen als gegen
oo konvergent und notiert

lim a,, = > oder gleichbedeutend a, — 00.

n—oo n—oo
Analog heifst (an)nen gegen —oo konvergent, so Ve € Ryg: Ing € IN: Vn € N>yt ay < —%
gilt, und man notiert

lim a, = —oc0 oder gleichbedeutend a, — —00.
n—oo n—oo

Man nennt +oo in diesem Zusammenhang uneigentliche Grenzwerte und bezeichnet die
gegen 0o konvergierenden Folgen (an)nen als uneigentlich konvergent oder gleichbedeutend
als bestimmt divergent.

Bemerkung. Folgen (ap)nen in R mit limy, o0 a, = oo heiflen Unendlichfolgen. Unend-
lichfolgen in R entsprechen durch Negation genau den Folgen in R mit Grenzwert —oo, und
Unendlichfolgen in R~ entsprechen durch Reziprokenbildung genau den Nullfolgen in R<.
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5.1. Grenzwerte von Folgen 139

Als Nichstes beschiftigen wir uns kurz mit dem Vergleich verschiedener Null- und Unend-
lichfolgen und werden danach sehen, dass dies auch fiir die Berechnung allgemeiner Grenzwerte
durchaus niitzen kann.

Definition (Wachstumsvergleich, Geschwindigkeitsvergleich bei Folgen). Fiir zwei Un-
endlichfolgen (an)nen und (bp)new sagt man, dass (by)nen schneller als (an)nen gegen oo
geht/ strebt /wichst, wenn (%)nem ebenfalls Unendlichfolge ist. Fir Nullfolgen (an)nen und
(bn)new mit a, # 0 fir (fast) alle n € IN sagt man, dass (by)nenw schneller als (a,)nen gegen

0 geht/strebt, wenn (b—z)ne]N ebenfalls Nullfolge ist.

a

Beispiele (fiir den Vergleich von Unendlich-/Nullfolgen).

(1) Wichtige Unendlichfolgen mit reellen Parametern 0 < r < s und 1 < p < ¢ sind

log(logn), (logn)", (logn)®, n", n'logn, n®, p", ¢, n!, n
(wobei wir den natiirlichen Logarithmus log und Potenzen mit reellen Exponenten erst
demnéchst prézise einfithren, diese aber im Vorgriff darauf schon erwihnen). Die Folgen
wurden dabei so geordnet, dass weiter rechts stehende Folgen stets schneller gegen oo
gehen als weiter links stehende Folgen.

(2) Wichtige Nullfolgen sind die Reziproken der genannten Unendlichfolgen, mit reellen Pa-
rametern 0 < r < s (unverdndert) und 0 < g < p < 1 (beachte Anderung!) sind

1 1 1 1 1 1 1 1
) pna qn7 7'7
n.

log(logn)’  (logn)"’  (logn)*’ n'’ n’logn’ n® nn’

Auch hierbei streben die weiter rechts stehende Folgen schneller gegen Null als die weiter
links stehenden Folgen.

Bemerkung. Das Wachstum zweier Unendlich- oder Nullfolgen kann auch unvergleichbar sein.
Zum Beispiel bei den Unendlichfolgen 12, 22,32,42, 52,62, 72,82, ... und 1,23,3,43,5,63,7,83, ...
wachst weder die eine schneller als die andere noch die andere schneller als die eine.

Manches iiber (eventuell uneigentliche) Grenzwerte lasst sich mit Abschétzungen herausfin-
den. Grundprinzipien fiir solche Betrachtungen sind:

Satz (Vergleichsprinzipien).

(I) Majorantenkriterium fir Nullfolgen: Ist (an)nen eine Folge in R oder C mit |ay| < Cby,
fir (fast) alle n € N mit einer Konstante C € R>¢ und einer Nullfolge (by)nen in R>o,
s0 ist (an)nen selbst eine Nullfolge.

(IT1) Minorantenkriterium fir Unendlichfolgen: Ist (ap)nen eine Folge in R mit a, > cby,
fiir (fast) alle n € N mit einer Konstante ¢ € R~ und einer Unendlichfolge (by)nen, so
ist (apn)nen selbst eine Unendlichfolge.

(ITI) Sind (an)nen, (bn)new Folgen in R mit a, < b, fir (fast) alle n € N und existieren
limy, 00 @ und limy, o0 by, so gilt limy, oo ayn < limy, o0 by, .

(IV) FEinschachtelungsprinzip: Ist eine Folge (xy)nenw in R durch a, < z, < by, fir (fast)
alle n € IN zwischen Folgen (ap)nen und (bp)new in R eingeschachtelt und existieren
limy, 00 @y, = limy,_ o0 by, =: ¢ mit gleichem Wert ¢, so existiert auch lim,, o T, = c.
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140 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

Bemerkungen (zu den Vergleichsprinzipien).

(1) Die Kriterien (I) und (II) werden oft fiir Produkte a,, = ¢,b, angewandt und besagen
dann: Ist (b, )nen Nullfolge und (¢, )new zumindest beschrinkt, so ist auch (ay,)nen Nullfolge.
Ist (bp)new Unendlichfolge und (¢, )pen zumindest positiv und von Null weg beschrénkt (d.h.
inf,en ¢, > 0), so ist auch (ay)nen Unendlichfolge.

(2) Das in Teil (III) des Satzes formulierte Prinzip der Erhaltung schwacher Ungleichungen
bei Grenziibergéngen iibertrigt sich {ibrigens nicht auf strikte Ungleichungen: Mit anderen
Worten folgt aus einer strikten Ungleichung a,, < b, fiir die Folgenglieder kei-
nesfalls die strikte Ungleichung lim,,_,o a,, < lim,_,o b, fiir die Limites. Dies

1

erkennt man an einfachen Beispielen wie a,, = 0 und b, = .

Beweis des Satzes. Alle vier Teile des Satzes lassen sich problemlos mit Grenzwertdefinition
beweisen. Wir fiithren dies nur fiir die Teile (I) und (IV) exemplarisch aus:

Seien a,,, b, wie in (I) mit |a,| < Cb, fiir n > 1. Im Fall C' = 0 folgt direkt a,, = 0 fiir n > 1,
also limy, oo a, = 0. Im Fall C' > 0 gibt fiir jedes € € R<( die Definition von lim, ,o b, = 0
(angewandt auf & statt ¢), dass b, = [b,| < & fiir n > 1 gilt. Es folgt |a,| < Cb, < CE = ¢
fiir n > 1, also ist lim,_,o a, = 0 anhand der Grenzwertdefinition gezeigt.

Seien ay, b, wie in (IV) mit a,, < z,, < b, fiir n > 1. Fiir jedes € € R~( bedeutet die Existenz
von limy, o0 ap, = ¢ und lim, o b, = ¢, dass |a,—c| < € und |b,—c| < € fir n > 1 gelten.
Daraus folgt einerseits x,—c < b,—c < |b,—c| < &, andererseits c—xz,, < c—a, < |a,—c| < ¢ fiir
n > 1, zusammengenommen also |z, —c| = max{zx,—c,c—x,} < € fiir n > 1. Wir erhalten wie
behauptet lim, s z,, = c. ]

Berechnungen konkreter Grenzwerte gelingen manchmal mit dem Einschachtelungsprinzip
(IV). Viel haufiger und schematischer werden aber die folgenden Rechenregeln eingesetzt.

Satz (Rechenregeln der Grenzwertrechnung). Seien (a,)nen und (by)new Folgen in K €
{R, C}, fir die a :=lim, o0 ay, € K und b := lim,,_,o b, € K existieren. Dann ezistieren auch

lim (ap+b,) = a+b, lim (a,—by) = a—b, lim (a,b,) = ab.

n—o0 n—oo n—oo

Ist b # 0, so folgt b, # 0 fiir n > 1, und es existiert auch

Beweis. Wir beweisen die Regeln fiir Summe und Differenz: Ist ein beliebiges € € R~ gegeben,
so erhalten wir erst |a,—a| < § und |b,—b| < § fiir n > 1. Mit der Dreiecksungleichung folgt

|(antbn) — (a£b)| = |(an—a) £ (by—b)| < |an—a| + [ba—b| < g n g —e.

Die zeigt limy, o0 (an£b,) = atb.
Die Regeln fiir Produkt und Quotient werden in den Ubungen behandelt. O

Bei Folgen reeller Zahlen gelten weitere Regeln, die sich erst in Abschnitt 5.2 nach Einfiihrung
allgemeiner Potenzen und Logarithmen herleiten lassen, die wir aber schon einmal festhalten:

140



5.1. Grenzwerte von Folgen 141

Zusatz (weitere Rechenregeln der Grenzwertrechnung). Seien (by,)nen und (rp)nen Fol-
gen in R, fir die b := lim,_ oo by, € R und r := lim, o 7, € R existieren. Ist b > 0, so folgt
by, >0 fiirn > 1, und es existiert

lim (b,)™ =b".

n—0o0

Weiterhin bleibt diese Regel auch fiir b = 0 < r richtig, sofern b, > 0 fir n > 1 gilt. Gelten
schliefllich 1 #b >0 und r > 0, so folgen 1 £ b, > 0 und v, > 0 fiirn > 1, und es existiert

nh_{glo logy, T = log, .

Ganz entscheidend fiir die Berechnung konkreter Grenzwerte ist weiterhin auch der richtige
Umgang mit Situationen, in denen diese Regeln nicht (ohne Weiteres) greifen:

Bemerkungen (zu symbolischen Rechenregeln fiir Grenzwerte).

(1) Auch fiir das Rechnen mit uneigentlichen Grenzwerten und manchen in R oder C nicht
sinnvollen Ausdriicken gibt es Regeln. Man driickt diese manchmal durch symbolische
Regeln wie

1 1 1 o 1

— =0, -3+oc0o=00, —00—X0=-00, — =00, — = —00, 27 =00, 00 =00

00 0+ 0—
aus, ohne dass man mit solchen Termen allerdings vollsténdig wie mit Zahlen rechnen darf.
Tatséachlich soll die erste Regel nur besagen, dass aus lim,, . a, = 0o stets lim,,_, é =0
folgt, die zweite, dass sich aus lim,,_,oc @, = —3 und lim,,_;, b, = 00 stets lim,, o0 (an+by,) =
oo ergibt. Ahnlich sind die anderen Regeln zu verstehen, wobei 0+ und 0— als Platzhalter
fiir Nullfolgen mit (fast) nur positiven und (fast) nur negativen Gliedern dienen.

(2) Es ldsst sich aber keineswegs fiir alle auftretenden Situationen eine solche Regel aufstellen.

Vielmehr gibt es auch unbestimmte Ausdriicke wie
00—00, & , 00-0+, ot 1°°, 0°.
00

Die Unbestimmtheit von co—oo bedeutet dabei, dass man aus lim,, .o a,, = lim,_,o b, = 00
nichts iiber lim,, o (@, —by,) schliefen kann, denn tatséchlich kann lim,, o (a,—by,) in dieser
Situation jeden beliebigen Wert in R U {—00, 00} annehmen oder auch gar nicht existieren.
Ahnlich verhilt sich dies bei den anderen unbestimmten Ausdriicken.

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir Beispiele fiir die Berechnung von Grenzwerten:

Beispiele (fiir konkrete Grenzwertberechnungen).
TnPtan—2
—2n34n2+1
(denn man kédme auf den unbestimmten Typ 22). Nach ,Kiirzen“ von n? geht dies aber
doch, und man kann

(1) Beim Grenzwert lim,, oo lassen sich die Rechenregeln zunéchst nicht anwenden

f THAR=2 L THes | TH0-0 T
n—oo —2n34n2+1  n—co _2+%+% T 24040 2

bestimmen. Auf dhnliche Weise lassen sich tatsdchlich Grenzwerte beliebiger gebrochen-
rationaler Terme (also von Quotienten zweier Polynomen) bestimmen.

141



142 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

(2) Bei limy, 00 v/n(v/n + 1—y/n) fithrt schon der Teilausdruck (v/n + 1—4/n) auf co—oo, und,
auch wenn man diesen als Nullfolge erkennt, kommt man immer noch auf co-04. Nach

geschicktem Erweitern mit (v/n + 14+/n) und Ausnutzung der dritten binomischen Formel
erh&lt man jedoch

. o Va(VerT =R
N R G S vy

. \/ﬁ . 1 1 1
lim ————— = lim = = _
n

1

(wobei sich die benotigte Grenzwertregel fiir Quadratwurzeln aus dem Zusatz mit b, = b = 5

oder auch elementarer ergibt).

(3) Bei lim,, 0o ¥/n fithrt die naheliegende Umformung {/n = nw auf den unbestimmten Typ
o0, Formt man weiter um und nutzt aus, dass (n),en schneller wachsende Unendlichefolge
ist als (logy n)nen, so erhdlt man mit den Grenzwertregeln fiir Potenzen und Logarithmen
aber tatséchlich

. . 1 . 1
lim ¥n= lim nn = lim 2719827 =20 — 1.

(Sobald wir etwas spéter die Eulersche Zahl e und den natiirlichen Logarithmus log = log,
eingefiihrt haben, machen wir dlerartige Rechnungen iibrigens bevorzugt beziiglich der Basis
e, schreiben also dann {/n = en 8™ um.)

Fiir weitere Beispiele zur Grenzwertberechnung sei auf die Ubungen verwiesen.

Als Néchstes beschéaftigen wir uns mit zwei grundlegenden Kriterien fiir Konvergenz, dem
Monotonie-Kriterium fiir Folgenkonvergenz in R und dem Cauchy-Kriterium fiir Folgenkonver-
genz in R und C. Wie in Abschnitt 4.1 bereits angedeutet charakterisieren diese Kriterien
die Vollstindigkeit von R (und C).

Das Monotonie-Kriterium kénnen wir nach Einfiihrung geeigneter Begriffe wie folgt angeben:

Definition (Monotonie von Folgen). Eine Folge (an)nen in R heifit monoton wachsend,
wenn any1 > ayn fir alle n € N gilt, und streng monoton wachsend, wenn sogar an+1 > ay
fiir alle n € IN gilt. Analog heifit die Folge monoton fallend beziehungsweise streng monoton
fallend, wenn ap1 < ap beziehungsweise ant1 < ayn fiir alle n € N gilt.

Satz (Monotonie-Kriterium fiir Folgenkonvergenz). Jede beschrdinkte monotone Folge
(an)nen tn R konvergiert in R. Falls (ap)new monoton wichst, ist dabei der Grenzwert
limy, 00 @ = SUP, e an. Falls (an)new monoton fallt, ist er lim, o ap = infyen ap.

Beweis. Wir behandeln ohne Einschréinkung nur eine beschrinkte wachsende Folge (ay, )nen und
bilden auf Grundlage der Ordnungs-Vollstandigkeit a := sup,cy an € R. Sei nun € > 0. Da a—¢
keine obere Schranke fiir {a, |n € IN} ist, gibt es ein ng € IN mit a—e < ap,. Mit der Monotonie
und der Schranken-Eigenschaft von a erhalten wir fiir n > ng dann a—e < a, < a und somit
|an—a| < e. Dies zeigt die Konvergenz lim,,_, a,, = a. ]

Bemerkung (zum Monotonie-Kriterium ohne Beschriinktheit). Ahnlich begriindet man:
Unbeschrinkte monotone Folgen in R konvergieren uneigentlich gegen oo (falls wachsend) oder
—oo (falls fallend). Insgesamt kann man daher sagen: Jede monotone Folge in R konvergiert
eigentlich oder uneigentlich.
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5.1. Grenzwerte von Folgen 143

Auch fiir das Cauchy-Kriterium brauchen wir zunéchst noch einen Begriff:

Definition (Cauchy-Folgen). Sei K € {R,C}. Eine Folge (ap)nen in K besitzt die Cauchy-
Eigenschaft, wenn es zu jedem ¢ € Rsg ein ng € N mit |ap—an| < € fir alle m,n € WNs,,
gibt. Man bezeichnet Folgen mit dieser Figenschaft kurz als Cauchy-Folgen.

Bemerkungen (zur Cauchy-Eigenschaft). Sei K € {R, C}.

(1) Die Giiltigkeit der Cauchy-Eigenschaft wird manchmal durch eine Notation wie

lim |ap—am,| =0 oder lan—am| — 0
n>m—o00 n>m-—00

zum Ausdruck gebracht.
(2) In Quantoren-Schreibweise verlangt die Definition der Cauchy-Folge

Ve € Ryg: dng € IN: Vm,n € N>yt |ap—am| < €.

(3) Die Cauchy-Eigenschaft ist stirker als nur die Forderung lim,, ;oo (an+1—a,) = 0, denn zum
Beispiel die Folge (v/n)pen erfillt lim, o (v/n+1—/n) = 0, ist aber keine Cauchy-Folge.

(4) Jede in K konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

(Begriindung: Sei (ay)nen in K gegen den Grenzwert a konvergent, und sei € > 0. Dann gibt es nach
Definition der Konvergenz ein ng € IN mit |a,—a| < § fiir alle n € IN>,,,. Per Dreiecksungleichung
folgt |an—am| < |an—al+|am—al < §+ 5 = ¢ fiir alle m,n € N>,,. Also ist (an)nen Cauchy-Folge.)

(5) Cauchy-Folgen sind stets beschrinkt.
(Begriindung: Sei (a,)nen Cauchy-Folge in K. Ahnlich wie beim entsprechenden Beweis fiir konver-
gente Folgen existiert dann ein (zu e = 1 gehoriges) ng € N mit |an| < [an—ang|+|any| < 14]|an,|
fiir alle n € IN>,,,, und damit ist

suliﬂ)\I lan| < max{|a1],|az],|asl, -, |@ng—-1]; 14|an,|} < 00.
ne

Das Cauchy-Kriterium besagt nun, dass tatséichlich auch die Umkehrung zu Bemerkung (4)
gilt, dass also die Cauchy-Folgen in K genau die in K konvergenten Folgen sind:

Satz (Cauchy-Kriterium fiir Folgenkonvergenz). Sei K € {R,C}. Jede Cauchy-Folge in
K konwvergiert in K.

Beweis. Wir betrachten zunichst im Fall I = R eine Cauchy-Folge (z,,)nen in R. Fiir alle
k € IN gilt dann
m = inf x, <xp < sup T, =: by,
neN>, nelNs,,
wobei (am )men wachsend und (b, )mew fallend ist, so dass a := limy, o0 @ und b := limyy, 00 by,
nach dem letzten Satz in R existieren. Fiir jedes € € R~ gibt es wegen der Cauchy-Eigenschaft
von (& )nen ein ng € IN, so dass zunéchst |x,—z,,| < € fir alle m,n € N>,, und dann auch
0 < byp—ay, <ce fir alle m € N>, gilt. Dies bedeutet fiir die Grenzwerte b = a, und nach dem
Einschachtelungsprinzip konvergiert dann auch (2,,)men gegen a = b.
Der Fall IK = C lésst sich mit der einfachen Abschétzung

max{|Re(z)|, | Im(2)|} < |z| < |Re(2)|+]|Im(z)] fiir alle z € C
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darauf zuriickfithren: Ist (z,),en eine Cauchy-Folge in C, so sind zunichst wegen der linken
Ungleichung (Re(zn))new und (Im(zy,))nen Cauchy-Folgen in R. Nach dem fiir den Fall K = R
Bewiesenen existieren dann x := lim,_,oc Re(z,) € R und y := lim,,_, Im(z,) € R, und mit der
rechten Ungleichung folgt lim,, o 2, = z+iy € C. O

Bemerkung (zur Konstruktion ,,Cauchy-Folgen modulo Nullfolgen*). Auf Cauchy-
Folgen basiert eine elegante Konstruktion von R aus Q, die eine Alternative zu den am
Ende von Abschnitt 4.1 erwéhnten Dedekindschen Schnitten darstellt. Man fithrt R dabei als
Faktorring des Rings der Cauchy-Folgen in @ modulo des Ideals der Nullfolgen in Q ein (oder,
so dieses Konzept bekannt, direkt als Faktoralgebra). Dann identifiziert man ¢ € Q mit der
Restklasse, die die konstante Folge (¢)nen enthélt, und erhélt so @ C R. Auch bei dieser Kon-
struktion sind etliche Details zu priifen, auf die hier nicht eingegangen wird. Als wesentlicher
Vorteil sei aber hervorgehoben, dass die Vorgehensweise auch in viel allgemeinerem Kontext,
nédmlich fiir sogenannte metrische Rdume, einsetzbar ist.

Anwendung (Konvergenz von Iterationsfolgen, Losung von Fixpunktgleichungen).
Seien K € {R,C}, X C K und f: X — X eine Selbstabbildung von X. Fiir jeden Startwert
ro € X definiert dann die Rekursionsvorschrift

Tnt1 = f(xn) fiir n € Ny

eine Iterationsfolge (zy,)nen, in X. Falls Konvergenz von (xy,)nen, gegen einen Limes z, € X
sichergestellt werden kann, so ergibt sich
flxy) = f( lim xn) = lim f(z,)= lim z,41 = .
n—oo n—oo n—oo
(wobei die zweite Gleichheit allgemein eine schwache Eigenschaft von f, bekannt als Stetigkeit,
erfordert, in konkreten Fillen aber oft durch die Grenzwertrechenregeln gerechtfertigt ist). Damit
lost x, die Fixpunktgleichung f(x) = z und ist ein sogenannter Fixpunkt von f.

Das Vorausgehende kann auf zwei Arten niitzen: Kann man die Fixpunktgleichung fiir f
leicht (explizit und vielleicht sogar eindeutig) 16sen, so lassen sich auf diese Weise der Grenzwert
oder mogliche Grenzwerte der Iterationsfolge (7, )nen, bestimmen. Ist die Losung der Fixpunkt-
gleichung dagegen schwierig, so kann mit Hilfe der konvergenten Iterationsfolge eventuell die
Existenz eines Fixpunkts beweisen und/oder Niherungswerte fiir diesen ausrechnen.

In jedem Fall muss man die oben angenommene Konvergenz von (z,)nen, tatsdchlich
sicherstellen und kann hierfiir oft die zuvor behandelten Konvergenzkriterien einsetzen:
Fiir K = R, beschrianktes X und monoton wachsendes f (im Sinn, dass x <y = f(z) < f(y)
fiir alle x,y € X gilt) erweist sich (2, )nen, als beschréinkt und monoton, und man kann das
Monotonie-Kriterium nutzen. Fiir abgeschlossenes X und eine strikte Kontraktion f — dies
wird im Folgenden noch genauer erklirt — kann man die Cauchy-Eigenschaft fiir (x,)nen,
nachweisen und das Cauchy-Kriterium einsetzen.

Beispiele (fiir Auftreten und Konvergenz von Iterationsfolgen).

(1) Im Fall der monoton wachsenden Funktion f: R>_; — R>_; mit f(z) := 14z fiir
x € R>_; konvergiert fiir jeden Startwert g € R>_; die Iterationsfolge (xn)necn, gegen

den eindeutigen Fixpunkt HT\/E von f. Dies kann man als Prézisierung der unendlichen
Wurzelkette \/1+\/1+\/ 141420 = 1+2‘/5 auffassen.
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5.1. Grenzwerte von Folgen 145

(2) Im Fall der strikten Kontraktion f: R>o — Rx>o mit f(x) := %% fir z € R> konvergiert fiir
jeden Startwert z¢g € R>¢ die Iterationsfolge (zn)nen, gegen den einzigen Fixpunkt V2—1

—Ll =21

von f. Die kann als Prézisierung des unendlichen Kettenbruchs . T

1
2+ 2+z(
verstanden werden.

Als Nichstes wenden wir uns kurz dem oben erwihnten Begriff der Kontraktion zu und
zeigen, wie durch diesen die Cauchy-Eigenschaft der Iterationsfolge gesichert wird:

Definition ((strikte) Kontraktionen). Eine Abbildung f: X — ) zwischen Teilmengen X
und Y von R oder C heifst Kontraktion, wenn |f(z)—f(x)| < |z—z| fir alle z,7 € X gilt.
Sie heifst strikte Kontraktion, wenn sogar |f(z)—f(x)| < k|z—=x| fir alle x,x € X mit einer
festen Konstante k € [0, 1) gilt.

Bemerkung. Entscheidend fiir eine strikte Kontraktion ist, dass k echt kleiner als 1 ist.
Eine der wichtigsten Eigenschaften von Kontraktionen beschreibt der néchste Satz.

Satz (Kontraktionssatz). Sei X nicht-leeres abgeschlossenes Intervall in R (d.h. vom Typ
[a,b], [a,00) oder (—oo,b] mita < binR) oder X = X,+iX; C C mit nicht-leeren abgeschlossenen
Intervallen X, X; C R. Dann besitzt jede strikte Kontraktion f: X — X genau einen
Fixpunkt x,. € X, und fir beliebiges xg € X konvergiert die durch xn4+1 := f(xy,) firn € Ny
rekursiv definierte Iterationsfolge (Tyn)neN, gegen Tx.

Beweis. Es bezeichne k € [0,1) die Kontraktionskonstante von f (wie in der Definition).

Die Eindeutigkeit des Fixpunkts sieht man schnell: Gibe es zwei Fixpunkte z,z € X von f
mit ¥ # z, so bekdme man mit |z—z| = |f(Z)—f(x)| < k|z—2x| < |T—2z| einen Widerspruch.

Im Hauptteil des Beweises zeigen wir nun die Existenz eines Fixpunkts und die Konver-
genz der Iterationsfolge. Zunéchst folgt aus der rekursiven Definition von (zp)nen, und der
Kontraktionseigenschaft

\xi+1—x,~] = |f(a:,) — f(:cl_l)\ < E’xi—fm_ﬂ fir alle ¢ € IN.
Mit Induktion erhalten wir daraus

|ziv1—x;] < Hi|x1—w0\ fiir alle 7 € IN.

Fiir n > m in INg schreiben wir nun per Teleskopsumme z,,—,, = Z?:_rln(xiﬂ—xi) und rechnen

mit der Dreiecksungleichung, der vorigen Abschitzung und der geometrischen Summenformel

n—1 n—1 m

. KM —g" K
Tn =] <D |mip—zi| < K|a—ao| = |z1—20| < ——|z1—20] .
. . 1-k 1-k
=m =m

Wegen k < 1 wird die rechte Seite der Ungleichungskette fiir n > m > 1 kleiner als jedes vorge-
gebene € € Ry. Also hat (zy,)nen, die Cauchy-Eigenschaft, und geméifl dem Cauchy-Kriterium
existiert . := lim,_ 00 T in R bzw. C. Da im Fall X C R aus a < z,, < b schon a < x < b folgt
(und im Fall X C C Entsprechendes fiir Real- und Imaginirteile gilt), liegt auch z, im abgeschlos-
senen Intervall/Bereich X. Wegen |f(z,)—f(x«)| < k|z,—x,| sichert das Majorantenkriterium,
dass (f(xn)—f(z4))nen Nullfolge ist, und mit f(z,) = lim, o0 f(2n) = limy 00 Tnt1 = x4 folgt,
dass z, ein Fixpunkt von f ist. Damit sind alle Behauptungen verifiziert. O
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Bemerkung. In der Situation des Kontraktionssatzes lassen sich Iterationsfolgen (zn)necn, mit beliebigen Startwert
zo € X gut zur niherungsweisen Berechnung des Fixpunktes z. cinsetzen. Ahnliche Rechnungen wie im Beweis
geben dabei Abschétzungen fiir den Niherungsfehler |z, —z.|, der nach Berechnung von x, mit n € IN verbleibt:

K K"
|zn—z+| < —|Zn—an_1] < ——|f(z0)—z0| -
11—k 11—k

Bei der Abschitzung durch %|f(a:o)—xo\ handelt es sich um eine A-priori-Fehlerabschéitzung, bei der die Schranke be-

stimmt werden kann, bevor man mehrere x, berechnet. Bei der schirferen Abschitzung durch ﬁmnﬂ:",l\ handelt es

sich um eine A-posteriori-Fehlerabschéitzung, die erst nach Berechnung der Folgenglieder bis hin zu z,_1 und x, niitzt.

5.2 Allgemeine Wurzeln, Potenzen und Logarithmen

In diesem Abschnitt werden wir den Grenzwertbegriff und die Vollstéindigkeit von R nutzen, um
allgemeine Wurzeln, Potenzen und Logarithmen einzufithren. Wir beginnen mit Wurzeln.

Satz & Definition (Wurzeln nichtnegativer reeller Zahlen). Zu x € R>o und k € IN gibt
es genau ein b € R>q mit b¥ = . Diese Zahl b bezeichnet man als die k-te Wurzel aus x und
notiert fiir sie ¥/x. Fiir k = 2 spricht man von Quadratwurzeln und setzt \/z = Jx

Beweis. Die Eindeutigkeit von b ist klar, weil fiir a < b in R>q stets ak < b gilt.

Wir zeigen nun die Existenz von b mit Hilfe der Menge A, := {a € R>o|a* < z}. Diese ist
nicht-leer und von oben beschriankt (denn es ist 0 € A, und wegen a < b <zfirl<aeA,
ist max{1,z} eine obere Schranke fiir A;). Gemé8 der Ordnungs-Vollsténdigkeit existiert also
b := sup A, € R>p. Einerseits ist nun b+% ¢ A, also (b+%)k > gz fiir alle n € IN. Mit
Produktregel' und Vergleichsprinzip fiir Grenzwerte folgt b* = limn_mo(b—i—%)k > x. Andererseits
gibt es Zahlen a, € A, mit dementsprechend afl < g fir n € N und lim,,_,o a,, = b. Erneut mit
der Produktregel und Vergleichsprinzip folgt b* = lim,, o, a® < x. O

Bemerkung (zu negativen Wurzeln). Sei v € R~. Fiir gerades k € 2IN ist neben {/z auch
—{/x € R<g eine k-te Wurzel aus z, erfiillt also auch (— %)k = z. Fiir ungerades k € 2IN—-1

ist — ¥z eine k-te Wurzel aus der negativen Zahl —z, erfiillt also (— (‘C/E)k = —z. Wir erlauben
in unserer Notation dennoch keine negativen Zahlen unter dem Wurzelzeichen (da fiir solche

Wurzeln nicht alle iiblichen Rechenregeln gelten und es beim Umgang damit leicht zu Fehlern
und absurden Ergebnissen wie —1 = /—1 = §/(—1)2 = ¥T = 1 kommen kann).

Rechenregeln fiir Wurzeln werden sich als Spezialfille allgemeinerer Regeln fiir Potenzen
ergeben und werden daher nicht separat behandelt. Zu Wurzeln aus komplexen Zahlen kommen
wir in Abschnitt 5.3 noch einmal. Wir halten hier aber noch fest, dass wir mit Wurzeln auch
grundlegende Beispiele irrationaler Zahlen erhalten:

Satz (iiber Irrationalitit von Wurzeln). Sei k € IN. Ist m € IN keine k-te Potenz einer
natiirlichen Zahl, also ¥/m ¢ I, dann ist &/m stets irrational, d.h. {/m ¢ Q. Speziell sind
Quadratwurzeln aus Nicht-Quadrat-Zahlen wie v/2, V3, V5, V6, V7, V8, V10 und Kubikwurzeln
aus Nicht-Kubik-Zahlen wie {)’/5, \3/3, %, %, %, \%, \3/5, {)’/E stets irrational.

!Entscheidend ist, dass an dieser Stelle, dass die Grenzwertregel lim, .. a¥ = a® fiir natirliche Exponenten
k € IN und a := lim, .- an sich tatsédchlich durch Induktion nach k aus der in den Ubungen bewiesenen Pro-
duktregel ergibt. Man braucht an dieser Stelle also nicht etwa die in Abschnitt 5.1 im Vorgriff angegebene Regel
fiir allgemeine Potenzen, die wir noch nicht sauber behandelt haben.
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Beweis. Wir nutzen die Primfaktorzerlegung? m = p{l pl;- . -pf;q von m (und gleich auch analog
von anderen natiirlichen Zahlen) mit eindeutigem g € Ny, eindeutigen Primfaktoren p; € P und
eindeutigen Vielfachheiten ¢; € IN. Es gibt einen Primfaktor p;, € P von m, dessen Vielfachheit
i, nicht durch k teilbar ist (denn ansonsten wiren die p; alle k-te Potenzen und auch m selbst
eine k-te Potenz). Angenommen, es ist &m € Q, also {/m = = mit z,n € IN. Dann tritt p;,
als Primfaktor von z¥ und n* entweder gar nicht oder mit einer durch k teilbaren Vielfachheit
auf (denn die Primfaktoren von z* und n* sind genau die k-ten Potenzen derer von z und n).
Bei mn* hat der Primfaktor p;, aber eine um /;, hohere Vielfachheit als bei n*, die daher nicht
durch k teilbar ist. Wegen mn* = 2zF kommt der Primfaktor pi, aber bei mnF und z* mit der
gleichen Vielfachheit vor. Dass diese einerseits durch k teilbar, andererseits nicht durch & teilbar
ist, liefert uns einen Widerspruch. Folglich ist &m ¢ Q. O

Potenzen b” einer Basis b € Ry mit ganzzahligen Exponenten z € Z sind (wie friiher
schon allgemein in Gruppen und Ringen) durch die Festlegungen b° := 1, b" := [T, b (Produkt
n gleicher Faktoren b) und =" := (b")~! = (b~ 1) fiir n € IN erklirt.

Potenzen b? einer positiven Basis b € R~ mit rationalen Exponenten ¢ € Q erkliaren wir
darauf aufbauend durch

bz/”=:W:(%)z firzeZ,nelN,

wobei die Wohldefiniertheit dieser Bildung und die Gleichheit der letzten beiden Terme aus der
Eindeutigkeit von Wurzeln folgen. Insbesondere kénnen wir somit Wurzeln geméf §/z = x'/k
in Potenzen umschreiben.

Im Folgenden lassen wir sogar reelle Exponenten zu:

Satz & Definition (Potenzen mit reellen Exponenten). Fiir jede positive Zahl b € R~¢
und jedes r € R gibt es eine eindeutige positive Zahl b € Rsqg, genannt die Potenz der
Basis b zum Exponent r, so dass insgesamt fir a,b,b, € Rsg und r,r,,s € R folgende
Gesetzmdf$igkeiten gelten:

e Monotonie-FEigenschaften’

r<s = a sda’ fallsaz1,
a<b= a" sV fallsr =0,

2Tatsichlich wurde die Existenz der Primfaktorzerlegung in Abschnitt 2.2 mit Induktion gezeigt. Ein Beweis
fiir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, die wir hier auch benutzen, wurde bisher nicht gegeben,
kann aber geméf einer Idee von E. Zermelo so erfolgen: Angenommen, es gibt ein n € IN mit nicht eindeutiger
Primfaktorzerlegung. Dann gibt es auch ein kleinstes solches n € IN mit n = pip2-...pr = qiq2- ... gm fir
¢,m € IN und Primzahlen p;,q; € P, wobei sich die g; nicht durch Umnummerierung der p; ergeben. Es folgt
pi # q; fir alle (i,7) € {1,2,...,€}x{1,2,...,m}, denn sonst giibe Division von n durch p; = ¢; eine kleinere
Zahl mit nicht eindeutiger Primfaktorzerlegung. Wir betrachten nun den Fall p; < ¢1. Dann ist p; als Teiler von
n und von p1¢2qs- ... gm auch Teiler von X := n—p1¢2q3- ... gm = (¢1—p1)q2q3- ... ¢m € IN. Wir erhalten eine
Primfaktorzerlegung von A einerseits durch Primfaktorzerlegung von A/p: und Multiplikation mit p1, andererseits
durch Primfaktorzerlegung von g1 —p1 und Multiplikation mit g2qs-...-gm. Da p1 bei der ersteren Zerlegung
vorkommt und die Primfaktorzerlegung von A < n eindeutig ist, muss bei p; auch bei der zweiten Zerlegung
vorkommen. Da p; mit keiner der Primzahlen ¢, g3, . .., ¢ tibereinstimmt, erzwingt dies, dass p; in der zweiten
Zerlegung aus der Primfaktorzerlegung von g1 —pi1 stammt, also Teiler von g1 —p; ist. Damit ist p; auch ein von
1 und g1 verschiedener Teiler von g1, was im Widerspruch zur Primzahleigenschaft von ¢1 steht. Im Fall p; > ¢1
ergibt sich dieser Widerspruch analog. Damit ist die Primfaktorzerlegung aller natiirlichen Zahlen eindeutig.

3Die Formeln mit < und 2 sind so zu verstehen, dass die Ungleichung vor dem ,falls’ mit der oberen Relation
< gilt, wenn bei der Bedingung nach dem ,falls‘ die obere Relation > eintritt. Entsprechend gilt die Ungleichung
mit der unteren Relation >, wenn bei der Bedingung die untere Relation < eintritt.
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e Rechenregeln
bO:]_’ blzb’ 17‘:1’
br+s — brbs’ prs — (br)57 (ab)r — arbr7
e Bernoulli-Ungleichungen

(142)" > 14+rx firxz e Rs_1, fallsr € R\ (0,1),
(I42)" < 14rx fir x € Rs_1, falls € 0,1]

mit Gleichheit einzig fir x =0 oder r € {0,1},
e Grenzwertregeln

lim b, =b6>0, ILm rp =1 = lim (b,)™ =0b",

n—oo n—oo
lim b, =0, lim r, =r >0 = lim (b,)™ =0.
n—oo n—oo n—oo

Erginzend vereinbart man die Konvention 0" := 0 fiir r > 0 (mit der die letzte Grenzwertregel
sogar dann Sinn macht und giltig bleibt, wenn unendlich viele by, gleich 0 sind).

Zum Beweis. Als Voriiberlegung verifiziert man ohne besondere Probleme, dass die Monotonie-
Figenschaften erst fiir ganzzahlige Exponenten, dann fiir Stammbriiche % als Exponenten (die
n-ten Wurzeln entsprechen) und dann fiir rationale Exponenten gelten. Es folgt, dass die durch

b" :=sup{b?|q € Q<,} fiir b € [1,00),
b" = 1inf{b?|q € Q<,} fiir b € (0,1].

definierten Potenzen mit reellen Exponenten r € R die Potenzen mit rationalen Exponenten
konsistent erweitern und auch selbst die Monotonie-Eigenschaften haben. Mit gleichem Vorge-
hen (erst ganzzahlige Exponenten, dann Wurzeln und rationale Exponenten, schlieflich reelle
Exponenten) erfolgen auch die Nachweise der Rechenregeln ohne besondere Kniffe.

Die Bernoulli-Ungleichung wurde fiir natirliche Exponenten r € IN auf Ubungsblatt 3 behan-
delt. Um die Ungleichung fiir reelle Exponenten aus [1, 00) zu zeigen, betrachtet man fiir y € R
die Folge (an(y))nen_, mit Gliedern a,(y) := (14+£)" (fiir y > —1 fiir alle n € IN definiert; sonst
nur fiir n € IN mit n > —y). Man erhélt aus der bereits bewiesenen Bernoulli-Ungleichung mit
der Rechnung

ant1(y) <n+1+y/n+y>”+1n+y B (1 B Y >”+1n+y < <1 oy )n—i—y 1

an(y) n+1 n n (n+1)(n+y) no n+y) n ’
dass (an(y))nen._, fiir y € R monoton wichst. Fiir z € R~_1 und m,n € N mit n > m > —nx
erhalten wir daraus

(14z)m = an(nx)% > am(nq:)# =1+,
wobei die resultierende Ungleichung sogar allgemein fiir x € R~_1 und m,n € N mit n > m
gilt (denn fiir m < —nax ist die linke Seite positiv und die rechte Seite nichtpositiv). Damit gilt
(14-2)9 > 14qx fir x € Rs_1 und rationale ¢ = 7= € QN [1,00). Fiir reelle r € [1,00) gibt
Monotonie (1+z)" > (14x)? > 1+qz fiir x € [0, 00), ¢ € QN[1, 7] sowie (1+z)" > (14x)9 > 1+qx
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fiir x € (—1,0], ¢ € QN [r,00), und insgesamt folgt durch Supremumbildung (1+z)" > 1+rz fir
alle x € Rs>_;. Um fiir € R>_1\{0}, r € (1, 00) sogar die strikte Ungleichung nachzuweisen,
fiihren wir ¢ := /1+z—1 € R>_1\{0} mit 1+z = (1+£)? und 26 = r—¢&?2 ein und erhalten
(142)" = ((14+6)7) > (1476)2 = 1472641262 = 147z + (r—1)r€2 > 147z,

Fiir reelle Exponenten aus (0, 1] zeigen wir die Bernoulli-Ungleichung weitgehend analog.
Aus der Monotonie von (an(z))nen._, erhalten wir zunéchst
W= am(mx)% < an(mx)% = 1+T7x
fir v € R>—; und m,n € IN mit n > m (wobei m > —ma trivial gilt). Daraus ergibt sich erst
(142)? < 14qz fiir € R>_1 und rationale ¢ = > € Q N (0, 1] und dann (1+x)" < 14rz fir
x € R>_1 und reelle r € (0,1]. Fiir z € R>_1\{0} und r € (0,1) erhalten wir die schliefllich die
strikte Ungleichung durch neuerliche Rechnung mit £ := /1+2—1 € R~ _1\{0}.

Im Fall reeller Exponenten aus (—oo,0) gewinnen wir die Bernoulli-Ungleichung, direkt in
der strikten Version, durch Zuriickfiihrung auf das Vorige: Fiir z € R~_1\{0}, r € [1,00)
schitzen wir gemifl (1+z)™" = (H%)T = (1—ﬁ)r > 1-ri > 1—7‘”3“;2 = 1—rz ab und
fir x € Ro_1\{0}, r € (0,1] gem&B (14+z)™" = (l—i—l;r)T > Hlm > 1=t — | g, Fir 2 = 0
schlieBlich gilt die schwache Ungleichung ,,>* natiirlich sowieso.

Im letzten verbleibenden Fall » = 0 gilt die Bernoulli-Ungleichung trivial (beide Seiten 1).

SchlieBlich kommen wir zu den behaupteten Grenzwertregeln. Fiir beliebige b, € R~ und

rn € R erhalten wir aus der Bernoulli-Ungleichung die Abschéitzungen
T (bp—1) < (by)™ = (1/b1n)m < 1+rn(11/bn—1) im Fall 7,, € R\(0,1)

und dieselben Abschéitzungen mit ,>“ statt ,,<“ im Fall r,, € [0, 1]. Ist nun lim,, o0 b, = b € Rsg
und lim,, o 7, = 7 € R mit entweder b = 1 oder r = 0, so konvergieren geméfl den frither bewie-
senen Grenzwertregeln fiir die Grundrechenarten die linken und rechten Seiten der Abschétzun-
gen bei n — oo gegen 1, und per Einschachtelungsprinzip erhalten wir lim,, o (b,)™ = 1. Im
allgemeinen Fall mit beliebigen b € R~q, r € R beobachten wir zunéchst lim, o (b,/b) = 1,
lim,, o0 (1, —7) = 0 nach Differenzen- und Quotientenregel und kénnen dann mit Produktregel
und vorausgehendem Spezialfall auf lim,, o (by)™ = lim, 00 [(bn / b)’"nbrn_rbr] = 116" = b"
schlieffen. Im Fall mit b = 0, » € R+ betrachten wir ein beliebiges ¢ € R~ und erhalten fiir
n > 1sowohl 0 < b, < 1und b, < /" als auch r,, > r/2. Mit Monotonie schlieflen wir fiir n > 1

auf 0 < (by)™ < (bp)"/? < (52/T)T/2 = ¢, erhalten also wie behauptet lim,, o (b,)"™ = 0. O

Als Néchstes kommen wir zu einer weiteren zentralen Grundfunktion der Analysis, die eng
mit Potenzen verbunden ist.

Satz & Definition (natiirliche Exponentialfunktion und Eulersche Zahl e).

(I) Fir jedes x € R bilden die Intervalle

[(1#”)”7 (1_§) n} mit n € Ny
n n

eine Intervallschachtelung in R~gy. Der Kern dieser Intervallschachtelung bezeichnen wir
mit exp(x) € Rso und nennen die zugehérige Funktion exp: R — Rso die (natirli-
che) Exponentialfunktion. Insbesondere hat die natiirliche Exponentialfunktion exp
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die Grenzwertdarstellungen

exp(z) = lim (1+%>n = lim <1—§)7n fir alle x € R.

n— 00 n—00 n

(IT1) Die natiirliche Exponentialfunktion exp ist auch durch die Potenzen der FEulerschen
Zahl e := exp(1) € Rxq gegeben, d.h. es gilt

’exp(m) =e’ fir alle x € ]R‘.

Man bezeichnet e auch als die natirliche Basis der Exponentialfunktion.

(ITT) Fiir die natiirliche Exponentialfunktion gelten die fundamentalen Ungleichungen
1
e’ > 14z fiir alle x € R und e’ < g fiir alle x € R<q
—x

mit Gleichheit in jeder der Ungleichungen einzig fir x = 0.
Bemerkungen (zur Eulerschen Zahl und zur natiirlichen Exponentialfunktion).

(1) Die Eulersche Zahl e ist irrational®. Thre niherungsweise Berechnung ergibt
e=2,71828. .. .

Tatséchlich ist e geméf einem Satz von C. Hermite (1822-1901) aus dem Jahr 1873 sogar
transzendent, das heif3t, e ist nicht Nullstelle irgendeines Polynoms aus Q[X].

(2) Als entscheidende Konsequenz von Teil (IT) des Satzes gilt fiir die Exponentialfunktion exp
das Exponentialgesetz

exp(z+y) = exp(x) exp(y) fir alle z,y € R.

Beweis des Satzes. Wir beginnen mit dem Beweis von Teil (I). Dazu fixieren wir x € R und
schreiben
T\ T\ —"n
an(z) = (1—1——) und bp(z) == <1——>
n

n

fiir die Randpunkte der betrachteten Intervalle. Im vorigen Beweis wurde bereits gezeigt, dass

(an(x))nen._, monoton wichst, und wegen by(z) = ﬁ folgt, dass (bn(2))nen., monoton

fallt. Zudem entnehmen wir fir n € IN mit n > |z| aus Zzgg = (1+%)"(1-%)" = (1_%)71 <1,

n

dass a, () < b,y(x) gilt. Somit sind die betrachteten Intervalle nicht-leer und liegen fiir n > |x|
geméB [an(x),bn ()] D [ant1(2), bpt1(x)] ineinander. Damit tatséichlich eine Intervallschachte-
lung vorliegt, ist noch zu zeigen, dass die Intervalllinge b, (x)—ay(z) fiir n — oo gegen 0 strebt.

Hierfiir schétzen wir fir n € IN mit n > |x| erst Z:g)) = (l—ﬁi)n > 1—% per Bernoulli-
Ungleichung ab und erhalten mit 0 < b, (x)—a,(x) < %bn(x) < %bno (x) — 0 die benétigte

4Ein einfacher Beweis fiir die Irrationalitit von e basiert auf der Fehlerabschétzung fiir Niherungssummen
0<e—3}_, % < (n%i), < # fiir alle n € IN, die wir in Abschnitt 5.6 noch allgemeiner kennenlernen werden.
Koénnte man némlich e als Bruch mit Nenner ¢ € IN darstellen, so liefle sich die positive Zahl e— "7 _, % fiir jedes
n € N>, als Bruch mit dem Hauptnenner n! schreiben (den ja ¢,1!,2!,3!,..., n! alle teilten). Damit wére aber

e—> o % > L fiir jedes n € N»,, was der Fehlerabschitzung widerspriiche.

= n!
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Konvergenz (wobei ng € INs, beliebig und die letzte Abschétzung durch by, (z) fir n € N>,
giiltig ist). Die Grenzwertdarstellungen ergeben sich dann aus der in Abschnitt 5.1 beobachten
Konvergenz der Randpunkte einer Intervallschachtelung.

Zum Beweis von Teil (II) rechnen wir fiir € R und £ € IN zunéchst mit den Grenzwertdar-
stellungen gemf Teil (I) und den Grenzwertrechenregeln:

extt) =t (1+52)" = i (155)" = i [ (15| =i,
exp(—x) = nh%n;o (1_%)71 = nl;rglo [(1—;2)_”] - = exp(z) T,

Durch mehrfache Anwendung dieser Regeln erhalten wir
exp(£L/m) = exp(£/m)*! = exp(1/m)* = (exp(1/m)™) /™ = exp(1)E/™ = e*t/m

fiir beliebige ¢, m € IN, zusammen mit der trivialen Beobachtung exp(0) = 1 also tatséchlich
exp(q) = €7 fir alle ¢ € Q. Um diese Gleichheit auf ein beliebiges z € R zu iibertragen,
betrachten wir eine Folge (gr)ren in Q<p mit limy, yoo g = x. Nun gilt a,(z) > a,(q) fiir®
n > 1 und im Limes n — oo dann auch exp(x) > exp(qx). Insgesamt erhalten wir dann
exp(z) > limg 00 €xp(gqr) = limg_, oo % = e® mit der Grenzwertregel fiir Potenzen. Eine analoge
Approximation von z aus Q. gibt exp(z) < e*. Damit ist exp(z) = e” gezeigt.

Zum Beweis von Teil (III) schitzen wir einerseits iiber die linken Randpunkte der Intervall-
schachtelung aus Teil (I) und die Bernoulli-Ungleichung

e’ =exp(x) > <1+%>n > 14z fir alle z € R\{0}

ab, wofiir n € IN nur n > max{—u=z, 1} erfiillen muss. Indem wir dies mit —z anstelle z anwenden,
ergibt sich dann auch

1 1
e’ = ej < g fir alle x € ]R<1\{0} .

Fiir x = 0 gelten die zugehorigen schwachen Ungleichungen trivialerweise. O

Korollar (Abschitzung fiir das Wachstum der Fakultéten). Fir alle n € IN gilt

n\" n\"
e(—) Sn!gne(—) .
e e

Beweis. Wir argumentieren per Induktion nach n € IN. Beim Induktionsanfang fiir n = 1 sind
alle drei Terme gleich 1. Fiir den Schritt von n € IN zu n+1 nehmen wir e %)n <nl < ne(%)n
an. Mit der Induktionsannahme und der Abschéitzung e > (1—}—%)” = (”TH) von e durch einen
linken Randpunkt der Intervallschachtelung im vorigen Satz erhalten wir dann

(n4+1)! = (n+1)n! > (n+1)e(%>” > (n+1)<n+1> ( ) (n+1>n+1

n

Analog ergibt sich mit Induktionsannahme und Abschéitzung e < (1— n—li-l) (n+1) — (”TH)nH
durch einen rechten Randpunkt

(n+1)! = (n+1)n! < (n+1)ne<%)n < (n—{—l)n(n:;l)”"'l (%>n = (n—i—l)e(n:l)"‘*‘l.

Mit den beiden erhaltenen Abschétzungen ist der Induktionsschritt komplett. O

STatsichlich reicht n > —qj, womit die Basis in der Definition von a,(gx) und an(x) positiv ist.
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In engem Zusammenhang mit Potenzen und Exponentialfunktionen steht folgendes Konzept:

Satz & Definition (Logarithmen). Fir jedes b € R~o\{1} und jedes x € R~q gibt es genau
eine Zahl log, x € R, genannt den Logarithmus von x (zur Basis b), mit

plo8s T — o

Den Logarithmus zur Basis e bezeichnet man als natiirlichen Logarithmus und schreibt kurz
log oder In fiir log,. Fiir b,b, € R=o\{1}, z,2n,y € Rxo und r € R gelten dann:

e Monotonie-FEigenschaft

r<y = logyx < logyy fallsb 21,

e Rechenregeln (unter anderem)

logb 1 = O 5 logb(xy) — logb T + logb y ,
1
log, (") = rlogy z, log, z = % ’ 2" — o'logw :
og

e fundamentale Ungleichungen (fiir den natirlichen Logarithmus)

x
Tz <log(l+z) <=z fiir alle x € R~_1

mit Gleichheit in jeder der Ungleichungen einzig fir x = 0,
e Grenzwertregel

nlg]go Tp=1T, nh_)n(r)lo by =>b — nh_)rglo log;, wn = log, x.
Bemerkung (zu Logarithmen). Mit anderen Worten bedeutet die definierende Eigenschaft
des Logarithmus, dass die Logarithmusfunktion log,: R->¢ — R zur Basis b die Umkehr-
funktion der Exponentialfunktion R — R, r — b" zur Basis b ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz von log, x fiir b € (1,00), € Rx¢. Dazu benutzen wir,
dass R, := {r € R|b" < 2z} wegen lim, oo b™" = 0, limy,,00 0" = 00 und 4" < b" fiir n < r
nicht-leer und von oben beschréankt ist. Somit kénnen wir log, x := sup R, € R wéhlen und

+ logy, x

dafiir b'°8»* = 2 wie folgt nachweisen. Einerseits ist %—k log, x ¢ Ry, also bn > z und nach

. o . 1 o
Grenzwertregeln und Vergleichsprinzip dann b8 % = lim,_,o bn 71°8% > z. Andererseits ist

logy, x = lim,,_,o 7y, fiir gewisse r, € R, fiir die b < z gilt. Es folgt b8 = lim,, oo b < z.
Insgesamt gilt wie behauptet b8 % = . Fiir b € (0,1), € Rq ist R, nicht-leer und von unten
beschrénkt, man kann log, = := inf R, € R withlen und analog b'°%* = x zeigen.

Die Monotonie-Eigenschaft, die Rechenregeln und die Grenzwertregel fiir den Logarithmus
ergeben sich problemlos aus denen fiir Potenzen.

Die fundamentalen Ungleichungen fiir log geht man an, indem man die fundamentalen Un-
gleichungen der natiirlichen Exponentialfunktion in folgender Form schreibt:

1

eTrz < =14z <é” fiir alle z € R _1

T
1_1+x

(wobei dann ja 14%: € R ist). Da alle Terme positiv sind, kann man log auf diese Ungleichungen
anwenden und erhélt in Anbetracht der Monotonie die letzten Behauptungen. O
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Zum Abschluss dieses Abschnitts erwéhnen wir kurz, dass mit allgemeinen Potenzen auch allgemeine
Mittelwerte gebildet werden kénnen:

Bemerkung (zu Mittelwerten positiver Zahlen). Fiir n € IN, ein Tupel x = (21,2 ..., z,) positiver
Zahlen z; € R~ und ein Tupel ¢t = (1,12, ...,t,) von Gewichten ¢; € [0,1] mit ) ;- , ¢; = 1, im Basis-Fall
gleicher Gewichtung einfach ¢t =t, = ... =1t, = %, erklidrt man den (gewichteten) Potenz-Mittelwert
von 1, &2, ..., £p zum Exponent s € R\ {0} als

PM,(z;t) == <Ztixf> € Rsg -
=1

Spezialfille dieser Bildung sind das (gewichtete) arithmetische Mittel und das (gewichtete) harmo-
nische Mittel

n n -1
AM(x;t) := PMy(x) = Ztizi und HM(z;t) := PM_4(x) = (thxl_l)
i=1 i=1

Als sinnvoller Ersatz fiir den Potenz-Mittelwert zum bisher ausgeschlossenen Exponenten s = 0 erweist
sich das (gewichtete) geometrische Mittel

GM(z) := PMy(z) := [ [ (z:)" € Rso.
i=1
Mit diesen Festlegungen gilt fiir € (R>0)™, t € [0,1]" mit ). , ¢, = 1 ganz allgemein die Ungleichung
zwischen Potenzmittelwerten
min{zy, z2,..., 2} < PM,(2;t) < PMs(z;t) < max{zy,za,...,Tn}, fallsr <sin R.
Zumindest fiir den grundlegenden Spezialfall der AM-GM-Ungleichung
GM(z;t) < AM(z;t)

wird ein Beweis in den Ubungen behandelt.

5.3 Kreiszahl und Kreisfunktionen

Motivation. Die Kreiszahl 7 gibt die halbe Linge einer Kreislinie mit Radius 1 an,
wobei man als Modellfall einer solchen Kreislinie meist die Einheitskreislinie

St:={zeC||z| =1}

in der Gauflschen Zahlenebene C heranzieht. Die anschauliche Vorstellung von 7 anhand der
Kreislinie ist wichtig und entscheidend, muss fiir eine formale Definition aber dennoch prézisiert
werden. Unter vielen Moglichkeiten zur prézisen Definition wahlen wir hier eine geometrisch
naheliegende und relativ elementare Variante:

Definition (der Kreiszahl 7). Wir setzen

nt1
¢ :=-1e8!, (i=ies! und rekursiv (o1 = é 11| e S! firn e N>o.

Die Kreiszahl m definieren wir dann als
7= lim 2" !¢, —1] € Ry
n—oo

Die Verbindung zum Kreis und auch die Wohldefiniertheit erfordern hierbei aber weitere
Erkldrungen:
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Bemerkungen und Erlduterungen (zur Definition der Kreiszahl =).
(1) Der geometrischen Hintergrund der Definition klart sich mit folgenden Beobachtungen
auf:

e Fiir alle n € IN gilt (¢u11)? = ¢, und ¢, ist eine primitive 2"-te Einheitswurzel.
(Begriindung: Fiir n € IN>5 rechnet man mit Hilfe der komplexen Konjugation

(Cosn)? = Gt GA26atl G20 tGaln _ Gnl(Gat2+Ga)
e (Gt 1) (Cu ) G2 +Cnt+Cn +1 14C+Cn +1 24Cn+Cn

= Cn -

Daneben ist (¢2)? = (; klar, und die Einheitswurzel-Eigenschaft folgt per Induktion.)

e Die 27 Zahlen 1, (p, (C1)2, (Go)3, ..., (¢2)?" 7! sind die Ecken eines in die Kreislinie
S! einbeschriebenen reguliren 2"-Ecks mit 2" Seiten der gleichen Linge |(,—1]
und dementsprechend mit halbem Umfang 2"~ 1|(,—1].

(Begriindung: Fiir allen € N und k € {0,1,2,...,2" — 1} gilt einerseits |(¢,,)*| = |¢.|* = 1 und
andererseits |((,) Tt —(C)F = [CE(¢C—1)| = |(¢0)*||¢—1| = |¢n—1]. Deshalb liegen die (¢,)*
auf S, und je zwei benachbarte (mit gleichem festem n) haben den festen Abstand |¢,—1].)

e Die halben Umfiinge 2”*1]@—1] der einbeschriebenen 2™-Ecke geben fiir n > 1 Ni-
herungen an die Linge der halben Kreislinie (und iibrigens sind diese N#herun-
gen auch in dem Sinn gut, dass 2"~!|(,—1| ziemlich schnell gegen 7 konvergiert).

(2) Die Kreiszahl 7 ist irrational und geméf} einem Satz von F. von Lindemann (1852-1939)
aus dem Jahr 1882 sogar transzendent. Ihre ndherungsweise Berechnung ergibt

T =3,14159... .

(3) Die Existenz des Limes in der Definition ist nicht selbstverstdndlich, und wir miissen
diese tatséchlich noch sicherstellen:

Beweis fiir die Evistenz der Limes in der Definition. Wir verifizieren, dass (2" }(,—1|)nen
wachsende, beschriinkte Folge ist, woraus die Existenz mit dem Monotonie-Kriterium folgt.

Um zunéchst einzusehen, dass (2"!|¢,—1|)new wachsend ist, schiitzen wir mit der Drei-

ecksungleichung |G, —1] < [Gi—Cat1] + [Gar1=1] = [(Gat1)* =G| + [Gar1—1] = 2[¢at1—1]
ab und erhalten wie benstigt 2", —1| < 27|¢pi1—1].

Fiir die Beschrénktheit (und Nutzung in einem spiteren Beweis) iiberlegen wir uns fiir
n € Nsp und k € {0,1,2,...,2"2}, dass Re((¢n)*) € [0,1] fallend und m((¢,)*) € [0,1]
wachsend von k abhiingt. Wegen [(¢,)*| = 1 ist hierbei klar, dass die Real- und Ima-
ginéirteile < 1 sind. Dass diese auch > 0 sind, kann man durch Induktion nach n € IN>
zeigen: Dabei erhdlt man im Induktionsschritt Re((p4+1) > 0 und Im((u41) > 0 direkt
aus der rekursiven Definition von (,y1, beobachtet ((op1)F = (Gu)¥/2 > 0 fiir gerade
k € {0,2,4,...,2" '} und rechnet fiir ungerade k € {1,3,...,2" 1—1} die Behauptung
mit (ni1)® = 2 Re(Crrn)( ,S’“*””erff‘””) > 0 nach. Die Monotonie-Behauptungen erhélt
man dann mit dem Wissen Re((¢,)*), m((¢,)¥) € [0, 1] und |(¢,)*| = 1 aus den Definition der
Multiplikation und des Betrags in C. Genauer schitzt man fiir n € N>o, k € {1,2,...,2"72}
gemiB Re((Cn)*)=Re(Gn) Re((Gn)* 1) = Im(Gn) Im((Gn)* 1)< Re(Cn) Re((Ga)* 1)< Rel(Gn)* 1)

ab und nutzt dann Im((¢,)*) = /1— Re(()F)2.

Zum eigentlichen Nachweis der Beschridnktheit schidtzen wir nun fiir n € IN>o folgen-
dermaflen ab, wobei wir nacheinander die Gleichheit der Seitenldngen, die Ungleichung
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|z| < |Re(2)|+| Im(2)| fiir z € C, die gerade gezeigte Monotonie (ganz entscheidend!) und
Teleskop-Summation samt den Identitédten (¢,)° = 1, (¢2)2" ~ = (2 = i verwenden:

27172
=1 =2 37 [(C) —(Ga) |

k=1
271,72 271,72

<23 [Re((G)F = ()" +2 D7 [m((Ga)F—(Ga) )]
k=1 k=1
27’1.72 on— 2

=23 (Rel(G)" )= Re((Ga)")) +2 Z (1m((¢a)") = 1m((¢a)"1))
k=1

= 2(6(1)~ Re() + 2(1m (1)~ tm(1)) = 4

Wir erhalten 2"~ 1|¢,,—1| < 4 fiir alle n € IN, womit der Beweis komplett ist. O

Nach der Kreiszahl fithren wir nun die Kreisfunktionen ein.
Motivation. Zunichst geht es uns um eine Abbildung®
cis: R — S*

mit folgender anschaulicher Bedeutung: Jedes ¥ € R wird auf den Endpunkt cis? des vom
Anfangspunkt 1 ausgehenden Kreisbogens in S! mit Linge || abgebildet, wobei der Kreisbogen
fir ¥ > 0 von 1 an gegen den Uhrzeigersinn aufgetragen, fiir ¥ < 0 im Uhrzeigersinn. Mit
anderen Worten bildet der Ortsvektor von cis? € S' mit der positiven z-Achse gerade den
im Bogenmafl bemessenen Winkel || (je nach Vorzeichen von 9 gegen/im Uhrzeigersinn an
die Achse angetragen). Fiir eine formale Definition gilt es diese Vorstellung aber wieder zu
prézisieren, was wie bei der Kreiszahl 7w mit Hilfe der 2"-ten Einheitswurzeln ¢, erfolgen kann:

Definition (Kreisfunktion cis). Es bezeichne (,, die primitive 2"-te Einheitswurzel aus der

vorausgehenden Definition der Kreiszahl w, und fir 9 € R, n € IN sei k,(9) € Z die eindeutige

ganze Zahl mit %ﬁw) << % (also kn(0) = L%J) Dann definieren wir

cisd = lim ((,)"™ e s'.
n—oo
Auch diese Definition bedarf der niheren Erlduterung:
Bemerkungen und Erlduterungen (zur Definition des Kreisfunktion cis).

(1) Insbesondere garantiert die Definition

cis?—mk:(ﬁm)k fir alle k € Z, m € N,
denn es gilt k, (M) = 2"k fiir n € N>, und somit ist (Cn)k"(%T (G2 TE = (Cn)F
fiir n € IN>,,, konstant. Also realisiert die Definition von cis in diesen Féllen die anschau-
lichen Bedeutung, denn bei ((,)* handelt es sich um 2™ gleichméBig auf der Kreislinie S*
verteilte 2m—te Einheitswurzeln, zwischen zwei benachbarten von diesen liegt ein Kreisbogen
der Lénge 2 o> und (Gn)F hegt wie benétigt am Ende eines vom Anfangspunkt 1 ausgehenden

Kreisbogens in S! der Lénge = | | (je nach Vorzeichen von k gegen/im Uhrzeigersinn).

5Dabei steht ,cis“ fiir ,,Cosinus plus i Sinus“. Der Grund dieser Benennung wird demniichst klar.
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(2) Die Existenz des Limes in der Definition miissen wir auch hier sicherstellen:

Beweis fiir die Ezistenz des Limes in der Definition. Wir beobachten zuerst, dass stets
Fn41(0) = 2kn(9)

gilt und tatséchlich k41 (¢) entweder gleich 2k, (¢) oder gleich 2k, (¢)+1 ist. Dies folgt aus

En () kn(0)+1> _ [zkn(ﬂ) 2kn(19)+1) . [an(ﬁ)ﬂ an(ﬁ)+2)
an on - on+1 on+1 U on+1 ) on+1 .

der Definition und der Zerlegung [
Im Fall ¥ € [0,F] ist zudem k,(9) € {0,1,2,...,2" 2}, Mit der bei der Definition von 7
gezeigten Monotonie von Re((¢,)*) und Im((¢,)¥) in k erhalten wir daher

Re((Gas 1)1 < Re((Gurn) ™) = Re((Ga)" ),

1m((G )1 ) > Im((Guyr) ) = m((Ga) ™))
Also verhalten sich die Real- und Imaginérteile von (¢, )*»(*) monoton und mit |(¢,)*»"| =1
auch beschriankt. Nach dem Monotonie-Kriterium konvergieren die Real- und Imaginérteile,
womit dann auch limn%oo((n)k"(ﬂ) € C existiert. Nach den Grenzwertregeln hat mit (Cn)knw)
auch der Grenzwert Betrag 1, liegt also in S!.

Der Fall ¢ € [g,w] ldsst sich darauf zuriickfithren, denn wir haben jetzt die Existenz von
Ty o0 (G ) (P~ 2) mit ¥—% € [0, %] und kénnen dann mittels &y (9) = k,(9—75)+2""2 und
(C)f @) = (¢,)F»(P=2)i auf die Existenz von limy,_e0(Cy)*(?) schlieBen kénnen. Ahnlich

lassen sich auch beliebige ¥ € R auf den behandelten Fall zuriickfiihren. O

Tatséchlich erweist sich cis als surjektiv (auf die Einheitskreislinie), was durch den folgenden
Satz verallgemeinert wird:

Satz (iiber die Polardarstellung komplexer Zahlen). Fir jedes’ z € C\{0} gibt es einen
sogenannten Polarwinkel 9 € R mit z = |z|cis 9.

Beweis. Wir nehmen zuniichst z € S, Re(z) > 0, Im(z) > 0 an. Wegen der bei der Definition
von 7 gezeigten fallenden Monotonie von Re(((,)¥) in k € {0,1,2,...,2" 2} samt Re((¢,)°) =
1, Q{e(((n)zn_z) = 0 existiert fiir jedes n € IN>9 ein eindeutiges k, € {0,1,2,...,2" 2} mit
Re((Cn)*") = Re(2) > Re((¢n)*T1). Wegen [(Ca)**1—(C)*| = [Gu—1] —> 0 (zB. mit der

fritheren Abschitzung fiir 2" !|¢,,—1|) bedeutet dies insbesondere lim,, oo Re((C1) ) = Re(2).
Da die betrachteten Zahlen Betrag 1 und Imaginiirteil > 0 haben, folgt auch lim,, ()P = 2.
Wegen (Cn+1)2 = (,, lesen wir aus der Wahl von k,, aulerdem ab, dass k,11 gleich 2k,, oder gleich

2k, +1 ist, womit insbesondere [gzi}, kgj;}:l) C []2“—2, k’éffl) gilt. Per Monotonie-Kriterium folgt

die Existenz von ¢ := lim,_,s 275# € R mit % <9< w fiir alle n € IN>9. Hieraus
erhalten wir k, () = k,, fiir alle n € IN>9, sobald wir — eine kleine technische Feinheit — noch
begriinden, dass die rechte Ungleichung immer strikt ist. Dies konnte wegen der schon gezeigten
Inklusion der Intervalle aber nur scheitern, wenn fiir n > 1 die rechten Randpunkte w
alle iibereinstimmen, fiir n > 1 stets kyp1 = 2k,+1 gilt und fiir n > 1 die Zahlen (¢, )"+

alle iibereinstimmen. Dann wire aber schon z = ((,)**! fiir n > 1, was im Widerspruch

"Formal betrachtet gilt der Satz mit 0 = |0| cis ¢ fiir jedes ¥ € R auch fiir z = 0. Wegen der vélligen Beliebigkeit
von ¥ spricht man dann aber nicht von Polardarstellung oder Polarwinkel und schliefit diesen Fall oft aus.
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zur strikten Ungleichung bei der Wahl von k,, stiinde. Also ist tatséchlich k, () = k, fiir alle
n € IN>9, und wir erhalten insgesamt

z= lim ((,)k = li_>m (Cn)Fn ™) = cis .

n—oo

Im Fall z € S, Re(2) < 0 < Im(z) kénnen wir das Vorige auf —iz mit |—iz| = 1, Re(—iz) > 0,
Im(—iz) > 0 anwenden. Aus —iz = cis? fiir ¥ € R erhalten wir dann z = icis? = cis(5+9).
Ahnlich lassen sich die anderen Fille mit z € S' behandeln.

Fiir allgemeines z € C\ {0} schlieflich wenden wir das Gezeigte auf |27‘ € S! und erhalten
ein ¥ € R mit ﬁ:cisﬁ, also z = |z| cis . O

Als Néchstes fithren wir weitere Kreisfunktionen ein und halten Grundeigenschaften fest.

Definition (der Kreisfunktionen Kosinus und Sinus). Die Kreisfunktionen Kosinus und
Sinus sind definiert als

cos: R — [—1,1], J — Re(cis¥), sin: R — [—1,1], ¥ — Im(cis¥)
oder mit anderen Worten durch die Gleichung
cis® = cos¥ + isind fiir alle 9 € R..

Bemerkung (zu Kosinus und Sinus). Man kann die Definition von cos und sin am Einheits-
kreis S! veranschaulichen und dort auch folgende elementargeometrische Interpretation an
rechtwinkligen Dreiecken ablesen: In einem Dreieck mit einem rechten Winkel und einem im
Bogenmafl bemessenen Winkel 9 € (0, §) gibt cos? das Léngenverhiltnis ,,Ankathete durch
Hypotenuse* und sinv das Langenverhéltnis ,,Gegenkathete durch Hypotenuse* an.

Eigenschaften (der Kreisfunktionen cis, cos, sin).

(1) Fiir alle ¥ € R gelten per Definition
|cisv| =1 und cos® ¥4sin? 9 = 1
(wobei Abkiirzungen wie cos? 1 := (cos )2 und sin® ¥ := (sin¥)? nun oft verwendet werden).

. . . . _ s o 141 s LT o T I o
(2) Spezielle Funktionswerte sind cis0 = 1, cis 1= sy =1lcosy = sin0 = sinm = 0,
1

T _ T 1 T _ a1 T ain T —
cosg =sing =353, cos] =sin] = 5v2und cos§ =sin g = 5.
(3) Die Funktion cis ist periodisch mit minimaler Periode 27, und fiir ¥, ¢ € R gelten

cist =cisp <= J—p = 2k fiir ein k € Z,
cis(942m) = cis 9, cis(94m) = —cis v .

Insbesondere bedeutet dies, dass der Polarwinkel in der Polardarstellung in ganz R (nur)
bis auf Addition von Vielfachen von 27 eindeutig, beispielsweise in (—m, 7] aber
vollstédndig eindeutig ist. Hieraus folgt Eindeutigkeit der sogenannten Argumentfunktion
Arg: C\ {0} — (—m, 7] mit |z|cis(Argz) = z fiir alle z € C\ {0}.

Aulerdem folgt aus den Eigenschaften von cis, dass auch cos und sin minimale Periode
27 haben und den Regeln cos(9+427) = cos¥, cos(d+m) = —cos?, sin(d+27) = sin?,
sin(¥+7) = —sin v sowie cos(§—1) = sind, sin(5—v) = cos ¥ fiir J € R geniigen. (Von der
gerade angegebenen Aquivalenz fiir cis tibertriagt sich auf cos und sin damit aber nur die
Richtung ,<=*, wihrend ,— ¢ fiir cos oder sin kein direktes Analogon hat.)
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(4) Fiir die Kreisfunktionen gelten die Paritéits-Regeln

[ 1
cis(—0) = cisv = o cos(—1) = cos ¥, sin(—9) = —sin? fird e R.
cis
Damit ist cos eine gerade Funktion und sin eine ungerade Funktion.

(5) Die Additionstheoreme fiir die Kreisfunktionen besagen

cis(9+¢) = (cis¥)(cis ) ,
cos(V£p) = (cos¥)(cos @) F (sind)(sin ) ,
sin(¥+p) = (sin®)(cos ) + (cos ¥)(sin @)

fiir alle ¥, ¢ € R. Tterative Anwendung des Additionstheorems fiir cis gibt die Formel von
De Moivre fiir Winkel-Vervielfachung

cis(k9) = (cis9)* = (cos ¥+isin )"

fiir ¥ € R, k € Z. Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite mit dem Binomialsatz und
Bildung des Realteils erhélt man die Vervielfachungs-Formel fiir den Kosinus

[k/2] Ik ' '

cos(kv) = Z (—1) (2j> (sin )% (cos 9)*F =%
7=0

fiir ¥ € R, k € Z. Analog fiihrt Bildung des Imaginérteils zu einer Formel fiir den Sinus.

(6) Fundamentale Ungleichungen fiir die Kreisfunktion cis sind

|cis¥— cis p| < [9—¢| fir 9,0 € R,

+cisp|

isv
|cis¥—cis | > [9—y| [ois 5 \?9—g0|\/1—%]cis19— cisp|? fird,p e R, [0—¢p| <7

mit Gleichheit jeweils nur fiir ¥ = ¢. Fiir den Sinus ergeben sich daraus

|sin ¥— sin ¢| < [¥—¢| fir v, € R,
sind < ¢ fiir ¥ € R>o,
siny > 9 cos fiir ¥ € [0, 7]

mit Gleichheit jeweils nur fiir ¥ = ¢ bzw. fiir ¥ = 0. Fiir den Kosinus folgt

|cos ¥— cos | < [9—¢| fir 9,0 € R,

cost < fiir 9 € [—37”,37”],

1
ViR
cos > /1—-192 fiir ¥ € [-1,1]

mit Gleichheit jeweils nur fiir ¥ = ¢ bzw. fiir ¥ = 0.
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Beweise der Eigenschaften (1)—(5) von cis, cos, sin. Wir beschrénken uns groStenteils auf Nachweise der Eigenschaften
von cis, da die Eigenschaften von cos und sin oft durch Real- und Imaginérteil-Bildung folgen.

Zunichst ist (1) nach der Definition von cis als S!-wertige Abbildung klar.

Die speziellen Werte in (2) an den Stellen 0, 7, 5, 7 und zudem cis(2w) = 1 ergeben sich aus Bemerkung (1) direkt
nach der Definition von cis. Zudem erhalten wir cos?,sin?¥ € (0,1) fiir alle ¥ € (0, 5) aus der frither schon gezeigten
Monotonie der Real- und Imaginirteile von (¢,)* in k € {0,1,2,...,2" "2},

Das Additionstheorem fiir cis in (5) ist die Grundlage der weiteren Eigenschaften und ldsst sich wie folgt zeigen: Nach
Addition der Ungleichungen fiir &y, (9), kn(¢) lesen wir aus 2ZZ(nltknle) < 1 o 2D Lhn(2)F2) o1, dass ky, (94¢)
gleich ky (9)+kn(p) oder gleich ky (9)+kn(p)+1 ist. Wegen limp—oo ¢n = 1 erhalten wir daraus limy,— oo ((n)k"(ﬂ“'w) =
limp —s 00 (Cp ) Fn (D) Fkn (0) = limnHoo(Cn)’“"(ﬂ)(Cn)k"(*”)7 und insgesamt folgt cis(9+¢) = (cis9)(cis ).

Die Werte an den Stellen § und § in (2) ergeben sich durch Lésen quadratischer Gleichungen Zum Beispiel kann man

fiir cos § € (0,1) von 0 = cos § = (Cos2 T — 3sin? &) cos g geméB (5) und cos? 5+ sin? T =1 gem#fB (1) ausgehen.

Zum Nachweis von (4) bemerken wir (cis 19)(015(719)) = cis(t—t) = cis0 = 1 gemaﬁ (5) und damit cis(—9) = ﬁ
1

Wegen (1) ist zudem 5 = cis9.

Fiir die 27-Periodizitét in (3) reicht in Anbetracht von (4) und (5) der Nachweis von cis¥ = 1 <= ¢ € 2%~ fiir
9 € R. Bei letzterer Aquivalenz ist , <= ¢ mit cis(27) = 1 und (5) klar, und fiir , = ¢ brauchen wir nur noch cis? # 1
fir ¥ € (0,27) nachzuweisen. Dabei kennen wir die Werte cis § = i, cism = —1 und cis 37” = —1i bereits. Zudem hat
cis? fiir ¥ € (0, 7) Real- und Imaginirteil # 0, und mit (5) folgt, dass auch cis(9+F) = icis9, cis(d+m) = —cis?) und

cis(ﬁ—&—‘%’) = —icis¥ mit ¥ € (0, §) alle Real- und Imaginérteil # 0 haben. Somit sind all diese Werte wie benstigt # 1. O

Etwas aufwéndiger gestalten sich die Nachweise der Ungleichungen in (6).

Beweis der Ungleichung |cis 9— cis | < [0—¢|. Wir zeigen |cis9—1] < |9 fiir ¥ € R>. Ist dies erledigt, so folgt mit (4), (5)
dasselbe fiir ¥ € R« und allgemein |cisd— cis ¢| = {%—H [cis | = |cis(F—¢)—1| < [9—¢p|. Zum Beweis von |cis¥—1] < &

fiir ¥ > 0 kombinieren wir die (dhnlich schon frither benutzte) Abschitzung |(¢n)F—1| < Z?:l [(¢n)T —(Cn)T Y = K|Cn—1|
fiir kK € INo und die von der Definition von 7 herrithrende Ungleichung 2" |¢,—1| < 27 zu

2mkn (9)

|(G) P 1] < Bn (@)1 < T

fiir alle n € IN. Wir machen bei dieser Ungleichung den Grenziibergang n — oo und erhalten wegen limy, —s o (Cn)’“"“9> = cis?
und limp 00 252 — 3 die Behauptung |cis9—1| < @ fiir 9 € Ro.

Die Gleichheitsdiskussion lésst sich nun wie folgt erledigen. Im Fall 0 < |[¥—¢| < 7 erhalten wir mit |cis¥— cis¢| =
Jcis[(8—) /2] cisl(p—) /2]| = 2lsin[(9—)/2]| < 2¢/(cos[(D—p)/2—1)? + (sin[(9—)/2])7 = 2lcisl(I—)/2]-1] < 2| P52
= |9—¢| die strikte Ungleichung. Im Fall |9—¢| > 7 gilt trivialerweise |cisd—cisp| < 2 < 7 < |[9—¢|. Insgesamt ist daher
¥ = ¢ der einzige Gleichheitsfall. |

Beweis der Ungleichung |cis9— cis | > \197<p|‘CiSL2CiS“P|. Wir zeigen |cisd— cis(—3)| > |9 |cis 9+ cis( 9)| fiir 9 € [0, F).

T T V—p «p

Ist dies erledigt, so kénnen wir auch ¥ € [—3F, 5] zulassen, und iiber |cis¥— cis¢| = |cis — cis 27| folgt wie im vorigen
Beweis die allgemeine Ungleichung |cis 9— cis ¢| > |[9—p] |cis 9+ cis |/2 fiir [§—¢p| < 7. Wir beglnnen die Argumentation mit
der Betrachtung von z = z+iy und w = u+iv mit 2| = |w| =1, 0 < u <z, 0 <y < v. Gemif der Youngschen Ungleichung
aus den Ubungen oder direkter Rechnung gilt zu+yv < %(:p2 +y?2+u?+0v?) = 1 = u?+v2, und durch Umformung erhilt man
u(z—u) < v(v—y). Als Nichstes ergibt sich |z—w| = 1/u2(z—u)?+u2(v—y)? < 2Vv2+u?(v—y) = L(v—y). Wegen der
frither gezeigten Montonie von ((»)? in j darf die resultierende Ungleichung fiir n € N> und j < kin {1,2,...,2""2—1} auf
j 1 1 1 m(¢I)— 1m(¢I 1 m(¢I ) — m(¢I 1
2= (¢p) 7! und w = (¢n)? angewandt werden und gibt |(¢n)? —(¢n)i 71| < ! (C%)K(éj(fi‘ ) <! (C%;@(ék()% . Insgesamt

erhalten wir daraus mit der Dreiecksungleichung und Teleskop-Summation die Hilfsabschitzung

m(Cr)

P fiir alle n € N>o und k € {0,1,2,...,2""2-1}.
Re(CR) -

klCn—1] = le ()7 <

Fiir die Hauptabschiitzung wenden wir dies mit k = k,, (9) an (wobei ky, (9) < 2772 aus ¢ < 5 folgt) und bekommen

[(Ga)¥n D —(G) Fn ] e ) o 2mka(9) 20 Gl
|(Cn)Fn () (¢ ) —kn ()] - -’Ke(df"w)) = " = om p :
fir n > 1. Durch Grenziibergang n — oo erhalten wir wegen limy,—yc0 (Cn)E5n(9) = cis(£0), limp— oo %71(79) = ¢ und
limy, 00 2771 [¢p—1| = 7 die Behauptung E:%:Egg‘l > 9. )
Auch bei der hier bewiesenen Ungleichung ldsst sich die Gleichheitsdiskussion im Nachhinein durchfithren. Ahnlich
; s : ; [cis¥—cisp| _ |sin[(9—p)/2]| _ o [sin[(9—¢)/4]|[cos[(V—p)/4]|
wie oben iiberlegen wir uns im Fall 0 < |9—¢| < 7 dazu s 0T o] = Jeosl(—a) /3l = 2COSQ[(07¢)/4]7Sin2[(07¢)/4] >
[sin[(9— 59)/4]HCOS[(19 L)/l _ o lsin[(D—p)/4]| _ o]cis(¥/2)—cis(p/2)| |2 — — Qt di ;
2 oS T(0—) /1] = 2 {cosl0=p) 7] = 2 o072 T os(or2)] 2 5—%] = [9—|/2. Im Fall [0—¢| = 7 gilt die strikte
Ungleichung trivialerweise, und als Gleichheitsfall verbleibt nur ¥ = ¢. O
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160 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

Beweise der Ungleichungen fiir sin und cos. Die Ungleichungen [sind—sinp| < |[9—¢p| und |cos¥—cosp| < |9—¢p| samt
Gleichheitsdiskussionen folgen direkt aus der ersten Ungleichung fiir cis, die Ungleichung sin? < ¢ fiir 9 € R>( ist ein
Spezialfall. Durch Anwendung der zweiten Ungleichung fiir cis mit ¢ = — erhdlt man auBerdem sin®¥ > ¥cos¥ fiir
¥ € [0, 5] samt Gleichheitsdiskussion (und fiir 9 € (7, 7] gilt diese Ungleichung sowieso). Damit folgt auch

(149?)(cos ¥)? = (cos¥)? 4 (9 cos ¥)2 < (cos¥)? + (sin¥)? =1 fird e [-5, %]

und somit die Abschitzung cos 9 < ——— fiir ¥ € [- %, Z] (und fiir |9| € (% 37”] gilt diese Ungleichung sowieso). Mit

V1492 22
cos? = 4/1—(sin¥)? > /1—192 fiir 9 € [—1,1]

ist auch die letzte Abschétzung fiir den Kosinus erledigt. Die verbleibenden Aussagen iiber Gleichheitsfille kommen bei
diesen Argumenten gleich mit heraus. |

Fiir die Kreisfunktionen gelten neben den oben genannten noch viele weitere Formeln und
Eigenschaften. An dieser Stelle soll aber nur noch eine weitere Definition getroffen werden.

Definition (Tangens und Kotangens). Die Kreisfunktionen Tangens und Kotangens sind
definiert als

sin ¥
tan:]R\{:l:g,:l:Sg,:l:5%,...}—>R,19»—>@,
cosV
t: R\{0, 7, £27, +3m, ... R,V .
cot: BA{0, m, £2m, 23, } = R, 0= 505

Eigenschaften dieser Funktionen wie beispielsweise tan(0 = 0, tan § = 1, 1+ tan? ¥ = ﬁﬁ
fir tan(d+7) = tan, tan(—v) = —tan?d fir ¥ € R\{+7,+£35,£55,...} und tand > 9 fiir
RS [0, %] lassen sich aus den Eigenschaften des Kosinus und des Sinus ableiten.

Als abschliefende Anwendung nutzen wir die Kreisfunktionen, um komplexe Wurzeln in
Polardarstellung allgemein angeben zu kénnen:

Satz (Wurzeln komplexer Zahlen). Firk € N besitzt jedes z € C\{0} genau k verschiedene
k-te Wurzeln in C. Bei Polardarstellung z = |z| cis¥ mit ¥ € R sind diese Wurzeln gerade

2 4 2(k—1
\k/\z|cisg, ¥z cis 29—; 7r’ V2| cis 19277’ cee \k/|z]cisﬁ+(:)7r.

Beweis. Die k-ten Wurzeln aus z sind genau die Losungen w € C der polynomialen Gleichung
wF—z = 0, und gemiB Abschnitt 3.2 gibt es hochstens k solche Losungen. Es bleibt somit
nur nachzurechnen, dass die angegebenen Zahlen in der Tat k verschiedene Wurzeln sind. Dies
gelingt mit den Eigenschaften von cis und wird in den Ubungen genauer erortert. U

Zumindest fiir Zweierpotenzen k kann man die k-ten Wurzeln aber als iterierte Quadratwur-
zeln auch ohne Kreisfunktionen erhalten, denn:

Bemerkung (zu komplexen Quadratwurzeln). Die beiden komplexen Quadratwurzeln aus
z € C\R<( kann man als
z+|z|
+v/]2]

|z+|z||

angeben und berechnen. Diese Formel bestitigt man mit der schon fiir die Einheitswurzeln ¢,
gemachten Rechnung. Im verbleibenden Fall z = x € R«q, in dem der Nenner in der Formel
Null ist, erhélt man die beiden komplexen Quadratwurzeln natiirlich einfach als +iy/|z|.
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5.4. Haufungswerte und Teilfolgen 161

5.4 Haufungswerte und Teilfolgen

In diesem Abschnitt wenden wir uns zwei Begriffen zu, mit denen auch das Grenzverhalten
divergenter Folgen bei n — oo beschrieben werden kann:

Definition (Hiufungswerte). Sei (x,)nen eine Folge in K € {R,C}. Dann heifit x € K
ein Hiufungswert (manchmal auch: Héiufungspunkt) der Folge (xn)nen, wenn es fir jedes
e € Ryo unendliche viele n € N mit |zy,—z| < e gibt. Im Fall X = R bezeichnen wir zudem
+oo als (uneigentlichen) Hdiufungswert der Folge (zy)new, wenn es fir jedes € € Rsg
unendliche viele n € N mit £x, > % gibt.

Bemerkung (zur Definition des Hiufungswerts). In Quantoren-Schreibweise verlangt die
Definition des Haufungswerts

Ve € Rug: Vng € N: 3n € N0 |zp—2z| <€

(und bei uneigentlich Haufungswerten analog Ve € Rsg: ¥ng € IN: 3n € Ny, @ 2, > 1).

)

Beispiel (fir Hiufungswerte). Die Folge (1—%, 3+%, 1—%, 3+%, 1—%, 3+%, 1—%, 3+%, ...), die
wir konzis als (2+(—1)”(1+%))n v Schreiben kénnen, hat genau 1 und 3 als Hiufungswerte.

Definition (Teilfolgen). Sei (z,,)nen eine Folge in einer Menge X. Ist ng < ng <mns < ... in
IN (also (n)ken eine streng monoton wachsende Folge in IN), so heift (xy,) eine Teilfolge

von (xn)nelN .

k€N

Bemerkung (zu Teilfolgen). Manchmal verwendet man die etwas andere Konvention, dass
statt (:L'nk) e die Indextolge (nk)ken als Teilfolge bezeichnet wird. Die Grundidee ist und bleibt

aber, dass (ny)ren das Aussondern von (z,, ) aus einer (beliebigen) Folge (z,)nen erlaubt.

kelN
Es besteht ein grundlegender Zusammenhang von Hiufungswerten und Teilfolgen:

Proposition. Fiir eine Folge (zp)nen in K € {R, C} und z € K (und im Fall K = R sogar fiir
r € R) gilt:

‘x ist Hiufungswert von (Ty)new <= x ist Grenzwert einer Teilfolge von (zy,)neN ‘

Beweis. Dies folgt aus den Definitionen und wird auch in den Ubungen noch besprochen. [

Von entscheidender Bedeutung in vielen verschiedenen Zusammenhéngen ist nun der folgen-
de Satz iiber die Existenz von Hiufungswerten, der auch als allgemeiner Existenzsatz fiir
Grenzwerte (von Teilfolgen) verstanden werden kann:

Hauptsatz (Satz von Bolzano-Weierstraf}). Sei K € {R,C}. Jede beschrdinkte Folge in
K besitzt einen Hdufungswert in KK und, dquivalent, eine in IK konvergente Teilfolge.

Beweis. Im Fall K = R sei (z,)nen eine beschrinkte Folge in R. Es gibt dann eine Schranke
M € R>g, so dass Iy := [-M, M| alle x,, mit n € IN enthélt. Durch iterative Intervallhalbierung
findet man fiir jedes k € IN ein Intervall Ij, = [ag,by] C I;—; mit Linge by—ar = 2'7FM, das
jedenfalls unendlich viele x, mit n € IN enthélt. Genauer zeigt man die Existenz von [ mit
Induktion und nutzt dabei im Induktionsschritt, dass mit I;_; mindestens eines der halbierten
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162 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

Intervalle [ak_l, '”“‘17;%’“‘1] und [%, bk_l] unendlich viele z,, enthilt und als I, gewihlt
werden kann. Wegen der Vollstdndigkeit von R besitzt die durch die Intervalle I gebildete
Intervallschachtelung einen Kern x € R mit x € I}, fiir alle k£ € IN. Fiir jedes € € R+ betrachte
nun ein k € IN mit 2! "*M < ¢ und erhalte, dass unendlich viele z,, mit n € Nin I}, C (z—¢, z+¢)
liegen. Also ist = ein Haufungspunkt von (z,)pen.

Den Fall K = C kann man durch ein analoges Argument mit Rechteckschachtelungen erle-
digen oder wie folgt auf den Fall K = R zuriickfiihren: Ist (z,,)nen eine beschriankte Folge in C,
so erhélt man erst die Konvergenz einer Teilfolge (Ke (a:nk))k N der Realteile gegen ein = € R,

dann die Konvergenz einer (weiteren) Teilfolge (Im (wnk der Imaginérteile gegen ein y € R.

L’))Ze]N

Hieraus folgt die Konvergenz der Teilfolge (:rnk von (Zn)nen gegen z+iy € C. O

een

Bemerkungen (zum Satz von Bolzano-Weierstraf}).

(1) Ein alternativer Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstra gelingt mit der (etwas Uberle-
gung erfordernden) Beobachtung, dass jede Folge in R eine monotone Teilfolge besitzt, und
dem Monotonie-Kriterium.

(2) Unbeschrénkte Folgen in R besitzen einen uneigentlichen Haufungswert und, dquivalent,
eine uneigentlich konvergente Teilfolge. Insgesamt kann man daher sagen: Jede Folge in R
besitzt, im eigentlichen oder im uneigentlichen Sinne, einen Hiufungswert und
eine konvergente Teilfolge.

(3) Als Korollar zum Satz von Bolzano-WeierstraB ergeben sich folgende Aquivalenzen: Fiir eine
Folge (zy,)nen in K und z € K gilt

‘limnﬁoo Tp =& <= (ZTn)new beschrinkt , z einziger Haufungswert von (x,)pen in ]K‘,

und fiir eine Folge (2, )nen in R und z € R gilt

lim;, 500 , = & <= x einziger Haufungswert von (x,)nen in R|.

In beiden Féllen ist dabei der Beweis von , = * elementar, wihrend der Beweis von , <—*
mit dem Hauptsatz und einem sogenannten Teilfolgenargument erfolgt; vergleiche mit den
Ubungen.

Abschlieflend beschéftigen wir uns kurz mit der Menge aller Hiufungswerte einer Folge:
Satz & Definition (Grenzwerte von Hiufungswerten, Limes superior und inferior).

(I) Ist (zp)nen eine Folge in IK € {R, C} und existiert fiir eine Folge (ax)ken von Hdiufungs-
werten von (Tn)nen der (fir K = R eventuell uneigentliche) Grenzwert® a := limy_ o0 aj,
so ist a wieder ein Haufungswert von (zy)new. Man drickt diese Eigenschaft auch so aus,
dass die Menge der Hiufungswerte von (x,)new (unter Grenzwerten) abgeschlossen ist.

(ITI) Bei einer Folge (zp)new in R gibt es stets einen gréfiten Hdaufungswert und einen
kleinsten Haufungswert in RU{—o00,00}. Wir bezeichnen diese als den Limes supe-
rior lim sup,,_, ., &, und den Limes inferior liminf,,_, x, von (z,)neN-

8Man beachte, dass fiir K = R uneigentliche Haufungswerte ax = +oo méglich sind und hier behandelt werden
kénnen, wenn die (uneigentliche) Grenzwertdefinition auf naheliegende Weise auf Folgen in R erweitert wird.
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Beweis. Sei H die Menge der Haufungswerte von (z,,)nen in R beziehungsweise C.

Wir beginnen mit Teil (I) und betrachten eine gegen a konvergente Folge (ay)ken in H. Wir
konnen ay € KK annehmen (denn, ist a = £oo fiir unendliche viele k € IN, so muss a = 00 € H
sein). Wir erhalten eine Teilfolge (m”k)kem von (T )peN mit |z, —ag| < % fiir alle k € IN, indem
wir erst n; € IN mit |z,,—a1| < 1 und dann rekursiv ngyy € Nsp, mit |2, —ag1] < k%i—l
wahlen. Es folgt limy_, oo @y, = limg_,oo ar = a, also ist a ein Haufungswert von (z,)nen-

Um die in Teil (II) behauptete Existenz eines grofiten und kleinsten Elements von H nach-
zuweisen, bemerken wir zuerst, dass der Satz von Bolzano-Weierstrafl H # () sichert. Somit
existieren sup H,inf # € R. Da sup# und inf H als Grenzwerte von Folgen in H geschrieben
werden konnen, erhalten wir mit Teil (I), dass supH,inf H € H das gréfite und das kleinste
Element von H sind. O

Bemerkungen (zu (grofiten/kleinsten) Hiufungswerten).

(1) Nach Definition gilt fiir eine Folge (xy,)nen in R stets liminf, oo 2, < limsup,,_, o Tn.
Der (eventuell uneigentliche) Limes lim,,_, &, existiert genau in dem Fall, dass Gleichheit
liminf,, s~ zy, = limsup,,_, ., zp eintritt.

(2) Eine Folge kann sehr viele Hiufungswerte besitzen. Wird etwa durch eine Folge (xy,)nen
ganz Q = {z, |n € IN} abgezéhlt (was nach dem ersten Cantorschen Diagonalverfahren ja
moglich ist), so sind alle Elemente von R Hiufungswerte von (z,,)nenN-

5.5 Konvergenz von Reihen

Reihen sind unendliche Summen und kénnen als (spezielle) Grenzwerte von Folgen aufgefasst
werden. Die Theorie der Reihen erweist sich aber als erstaunlich vielseitig und reichhaltig und
verdient eine separate Behandlung:

Definition (Reihen). Sei K € {R, C}.

(I) Eine Rethe ist eine formale unendliche Summe

(o]
Z Gf = Gy + Akg+1 + Agy4+2 + Qgo+3 + - -
k=ko

mit kg € Z und einer Folge (ak)kezzko von Rethengliedern a; € IK. Wir bezeichnen die
endlichen Summen Y ), ar mit n € Z>y, als Partialsummen der Reihe.

(IT) Wir nennen eine Reihe Ziozko a konvergent, wenn die zugehdrige Partialsummenfolge
(Zzzko ak)neszo i K konvergiert, und andernfalls divergent. Fiir IK = R nennen wir

Zzozko ar bestimmt divergent, wenn (Zzzkg ak) bestimmt gegen oo oder —oo

”GZZko
divergiert, und in anderen Divergenzfillen unbestimmt divergent.

(III) Fiir konvergente oder bestimmt divergente Reihen erkliren wir den Wert der Rethe

o0 n
Z ag = lim Z ag
n—oo

k=ko k=ko

als den (bei bestimmter Divergenz uneigentlichen) Grenzwert der Partialsummen.
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164 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

Die erwéhnte Schreibweise ay,+a,+1+ak,4+2+ak,+3+ ... mit De-Facto-Angabe nur endlich
vieler Reihenglieder ist dabei im Gegensatz zur Schreibweise ZZO:kg aj, mit dem Summenzeichen
nicht vollig prézise. Fithrt man ausreichend viele Reihenglieder an, um ein klares Bildungsgesetz
zu suggerieren, so erweist sich die Piinktchen-Notation in der Rechenpraxis aber dennoch als
unproblematisch und sinnvoll.

Wir geben nun vier fundamentale (Typen von) Reihen als Beispiele an:

Beispiele (von Reihen).

(1) Aus der geometrischen Summenformel Y}, ¢* = qn;_ll_ L fiir ¢ € C\{1} und n € Ny folgt
durch Grenziibergang n — oo die Konvergenz der geometrischen Reihe

> 1
quzl— fir ¢ € C mit |q| < 1.
—q

Fiir ¢ € C mit |g| > 1 dagegen divergiert 7, q* (wobei fiir ¢ € R>; bestimmte Divergenz
gegen oo, fiir ¢ € R<_; unbestimmte Divergenz vorliegt).

(2) Die harmonischen Reihe

1
D p=
k=1

. . . . . .. 2n 1 2f+1
ist bestlmémlt dlvergent. Dles kann man mit der Abschétzung Y ;_, ¢ = D i F >
20+ 61 _xwnm-l1_n . .
Ek 2041 24+1 = 2 T = 2u=03 = 3 2 einsehen, d1e einem Spezialfall

des demnachst folgenden Verdlchtungskriteriums entspricht. Alternativ werden wir die be-
stimmte Divergenz der harmonischen Reihe gegen Ende dieses Abschnitts noch mit Hilfe
eines unendlichen Produkts zeigen.

(3) Die Konvergenz der reellen Exponentialreihe
—x" =exp(x) =¢e” firx e R

wurde fiir z € R>o in den Ubungen gezeigt und wird fiir z € R in Abschnitt 5.6 im
allgemeineren Kontext der komplexen Exponentialreihe nachgetragen. Insbesondere ist

> 2 (—1)k 1 1 1
kz_o —1+1+2+3'+4'+5'+ .=e¢ und z_: oo =1 +§—§+I—§i...:g.
(4) Fiir kg € Z und jede in C konvergente’ Folge (by) keZsy, konvergiert die Teleskopreihe

o0

3 (br—br) = <kli_>n010 bk) ~ by -

k=ko

Ein konkretes Beispiel dieses Typs ist

St )
-2 \% 1) T2
9Man kann sich hier tatséichlich auf gegen 0 konvergente Folgen (by) kEZ> kg zuriickziehen, da man fiir beliebiges
b i=limy o0 by € C durch by := by—b eine Nullfolge (b), _, mit bg1—bx = bg1—by fiir k € Zy, erhilt.
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Als grundlegende Eigenschaften bei Reihen halten wir fest:

Grundeigenschaften (von Reihen). Fiir ko <minZ, s € K € {R, C} und Folgen (ay)kez.,,
und (b)kezs,, in K gelten:

(1)

Sind die Reihen » 2, ‘a; und Y772, by konvergent oder bestimmt divergent, so ist auch
> ke, (axEbr) konvergent oder bestimmt divergent mit Wert

Z aptby) = Zakizbk7

k=ko k=ko k=ko
vorausgesetzt rechts tritt nicht der unbestimmte Ausdruck co—oo oder —oo+oo auf.

Falls eine der Reihen )72, “ax, > 32, (sax) mit s # 0 konvergiert oder bestimmt divergiert,
so ist dies auch fiir die andere der Fall, und es gilt

(o9} o
Z(sak)zs Z ag .
k=ko k=ko

Falls eine der Reihen 7%, “a, Y .2, ax konvergiert oder bestimmt divergiert, so ist dies
auch fiir die andere der Fall, und es gilt

E ap = E ak+2ak
k=ko k=ko

Abidnderung endlich vieler Glieder dndert nichts an Konvergenz oder Divergenz
einer Reihe, dndert aber (normalerweise) ihren Wert. Vertauschung endlicher vieler
Glieder beeinflusst weder die Konvergenz einer Reihe noch den Reihenwert.

Liegt eine disjunkte Zerlegung Zsy, = {¢; |i € N} U{m, | j € IN} mit streng monoton wach-
senden Indezfolgen (£;)iew und (m;)jen vor und sind >23%; ag, und 3772 ay,; konvergent
oder bestimmt divergent, so ist auch Zgozko ag konvergent oder bestimmt divergent mit

Wert -
Z “k_zaﬂ +Zamﬂ’

k=ko =1
vorausgesetzt rechts tritt nicht der unbestlmmte Ausdruck co—oo oder —oo+oo auf.
Ein typischer Spezialfall dieser Regel (mit ko = 1) ist die Zerlegung

oo oo o0
E ap = § azi + § agj—1
k=1 i=1 j=1

in Teilreihen mit nur geraden und nur ungeraden Indizes (falls die rechte Seite sinnvoll ist).
Gilt im Fall K = R die Ungleichung
ap < by, fir alle k € Z>y,
und sind Ziiko ag und Zzozko by, konvergent oder bestimmt divergent, so folgt
[ee] [e.e]
S a< Yh
k=ko k=ko
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Zu den Beweisen der Grundeigenschaften. Die Eigenschaften (1) und (2) erhélt man problemlos, indem
man bei den Grenzwerten der Partialsummen die Grenzwertregeln fiir Summen und Produkte anwendet
(inklusive symbolischer Regeln bei Féllen mit bestimmter Divergenz).
Die Eigenschaft (3) ergibt sich nach Umschreiben mit (2) aus dem entsprechenden Verhalten bei
endlichen Summen.
Zum Nachweis der Eigenschaft (4) beobachten wir
n in Jn
Zak:Zagi—&—Zamj fﬁrnEZZkO
k=kqo i=1 j=1
mit ¢, := max{i € N|{; <n} und j, := max{j € IN|m; < n}. Wegen lim,, o i, = 0o konvergiert dabei
der erste Term auf der rechten Seite fiir n — oo gegen > ., ay;, und analog konvergiert der zweite Term
gegen Z;’;l am; - Die Grenzwertregeln fiir Folgen implizieren dann die Konvergenz von z:zko ay, und die
behauptete Summenformel.
Die Eigenschaft (5) schlielich folgt aus dem entsprechenden Vergleichsprinzip fiir Grenzwerte. [

Wir kommen nun zu Konvergenzkriterien fiir Reihen und halten dazu erste Beobachtun-
gen fest, wobei das Nullfolgenkriterium fiir Theorie und Rechenpraxis niitzt, wihrend die andere
Kriterien von iiberwiegend theoretischer Bedeutung sind. Im n#chsten Satz folgen dann weitere
Kriterien, mit denen die Konvergenz konkret gegebener Reihen besser untersucht werden kann.

Satz (iiber Grundkriterien fiir Konvergenz von Reihen). Sei kg € Z, und sei (ak)kEszo
eine Folge in KK € {R, C}.

(I) Beschrdinktheitskriterium: Sei IX = R. Falls a; > 0 fir k > 1 gilt, so konvergiert

ZZOZ,CO ar genau dann, wenn die Folge (Zzzko ak)neszO der Partialsummen beschrinkt

bleibt, und andernfalls liegt bestimmte Divergenz ZZ":kO ap = 00 VOr.

(IT) Cauchy-Kriterium: Genau dann konvergiert Zzozko ag, wenn limy>m o0 Y pey, @k =0
gilt (wobei letzteres gemdf der fir die Cauchy-FEigenschaft eingefiihrten Notation prizise
Ve € Roo: Ing € N: Vm € Nxpo: Vn € Napt | Yop,, ax| < € bedeutet).

III) Nullfolgenkriterium: Wenn > -, ay konvergiert, dann gilt lim, . a, = 0. Mit an-
k=Ko
deren Worten ist fiir Konvergenz einer Reithe notwendig, dass thre Glieder eine
Nullfolge bilden.

(IV) Wenn Zzozko ay, konvergiert, so bilden die Reihenreste Y ;- a eine Nullfolge, genauer
gilt iy, —y00 Y pe,, 0k = 0 (was Konvergenz von Y po. ax mit m > 1 einschliefst).

In Anbetracht des Beschrénktheitskriteriums (I) wird die Konvergenz einer Reihe > 7, ay
mit (fast nur) nichtnegativen Gliedern aj > 0 auch einfach durch 72, “ap < oo ausgedriickt.

Beweis. Die Kriterien (I) und (II) folgen durch Anwendung des Monotonie- beziehungsweise
Cauchy-Kriteriums aus Abschnitt 5.1 auf die Partialsummen s,, := ZZZkO ay (denn s, —8py,—1 =
> pem @k fiir n > m). Das Kriterium (III) ergibt sich fiir m = n aus (II) oder alternativ, weil
mit limy, 00 Sp—1 = limy 00 Sy, schon limy, o0 @y, = limy, o0 (S —8n—1) = 0 folgt. Das Kriterium
(IV) erhilt man entweder durch Grenziibergang n — oo in der Cauchy-Bedingung von (II) oder
durch Grenziibergang m — oo in der Formel der vorausgehenden Grundeigenschaft (2). O
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5.5. Konvergenz von Reihen 167

Bemerkung (zum Nullfolgenkriterium). Das Nullfolgenkriterium sollte man bei der Un-
tersuchung der Konvergenz einer gegebenen Reihe (wenn es sich nicht gerade um einen schon
bekannten Standard-Typ handelt) unbedingt zuallererst priifen (!!!). Stellt man fest, dass
die Glieder keine Nullfolge bilden, so kann man die Reihe sofort als divergent abhaken und
kann im Fall K = R normalerweise auch leicht ablesen, ob bestimmte Divergenz gegen oo oder
unbestimmte Divergenz vorliegt. Wenn dagegen eine Nullfolge vorliegt, so kann man — das
ist das Wesen eines notwendigen Kriteriums — noch nicht entscheiden, ob Konvergenz vorliegt,
und muss die Reihe mit anderen Kriterien genauer untersuchen.

Weitere, niitzliche Kriterien, mit denen man iiber Konvergenz oder Divergenz vieler konkret
gegebener Reihen entscheiden kann, gibt der folgende Satz.

Satz (iiber Konvergenzkriterien fiir Reihen). Seien ko € Z, sei (ar)iez.,, eine Folge in
K € {R, C}, und sei (bi)kezs,, eine Folge in R.

(I) Magjorantenkriterium: Gilt |ay| < Cby, fir k> 1 mit festem C € R>o und konvergiert
die Magjorantenreihe Y 32, by, so konvergiert auch ) ;2 ag.

(I1) Minorantenkriterium: Sei IK = R. Gilt a > cby fir k > 1 mit festem ¢ € Rsg und
divergiert die Minorantenreihe Ziozko by, = 00, so divergiert auch Zzozko ap = 00.

lak+1]
lak]

(III) Quotientenkriterium: Ist aj # 0 fir k> 1 und gilt limsup;,_,
giert Y p . ag.

< 1, so konver-

(IV) Wurzelkriterium: Gilt limsup,,_, . §/|ax| < 1, so konvergiert > ko Ok

(V) Verdichtungskriterium: Sei K = R. Ist (ein Endstiick von) (ak)rezs,, monotone
Nullfolge und ist €9 € Ny mit 200 > ko so konvergiert Z;O:ko ar genau dann, wenn auch
die verdichtete Reihe Z?izo 2aye konvergiert.

(VI) Leibniz-Kritertum: Sei K = R. Ist (ein Endstick von) (ak)kez,, monotone Nullfolge,
so konvergiert die alternierende Reihe Zgo:ko(—l)kak.

Beweise. Fiir das Majorantenkriterium (I) argumentieren wir so: Da ZZO:,CO by, konvergiert, gibt
das Cauchy-Kriterium limp,>m—o0 g, bk = 0. Wegen | >0 ap| < >0 lagl < CYp_ . bk
fir n > m > 1 folgt daraus lim,>m—00 gy, @& = 0, und eine erneute Anwendung des Cauchy-
Kriteriums gibt Konvergenz von » 77, "ay.

Zur Herleitung des Minorantenkriterium (II) fixieren wir m € Zsg, mit ap > cby fiir al-
le k € N>y, und folglich Y7 ar > ¢y, by fir n € N>p,. Die bestimmte Divergenz
Y ko bk = 00, die gemdfl Grundeigenschaft (2) gleichbedeutend mit limy, 0 Y 5, b = 00
ist, impliziert dann gemafl dem Minorantenkriterium des Abschnitts 5.1 fiir Unendlichfolgen
auch limy, 00 > p_,, ar = 0o und Ezozko ap = 00.

lag1]

In der Situation des Quotientenkriteriums (III) gibt es g € [0,1) und m € IN mit ﬁ <gq,
also |agi1| < qlag|, fiir alle & € N>,,. Induktiv folgt |ax| < ¢*™|an| = Cq* fiir k € Ny,
wobei C' := ¢ "|ap| € R>o fest ist. Somit ldsst sich das Majorantenkriterium (I) mit der

konvergenten geometrischen Reihe )2 ko ¢" als Majorantenreihe anwenden und gibt Konvergenz
von Y % ag.
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168 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

Unter der Voraussetzung der Wurzelkriteriums gibt es ¢ € [0,1) und m € IN mit W <g,
also |ax| < %, fiir alle k € IN>,,. Daher greift erneut (I) mit Majorantenreihe > ko q~.

Beim Beweis des Verdichtungskriteriums (V) behandeln wir in Anbetracht von Grundeigen-
schaft (2) nur ko = 1, fp = 0 und sowie eine fallende Nullfolge (ag)ren, in R>o. Nach dem
Beschrénktheitskriterium kann nun sowohl > 77 | a als auch > ,2 2%aye nur gegen einen endli-
chen Wert konvergieren oder bestimmt gegen oo divergieren. Zudem lassen sich die zugehorigen

Partialsummen mit p € IN durch Zusammenfassen von Reihengliedern in Gruppen geméf

w1

Z ar = a1 + (a2+a3) + (as+as+ag+ar) + ... + (agp-14ag-1,1+ ... +agp_o+azp_1)

k=1
p—1

<ay+2a9+4as+ ...+ 2p71a2p71 = Z 2€a213
=0
und
2r

Zak = a1 + ag + (a3+as) + (as+ag+ar+ag) + ... + (Ggp-141+Aop-1 0+ . .. +ag_1-+aow)
k=1

1 P
Zéa1+a2—|—2a4+4a8...+2p_1a2p:2;2%25

von oben und unten durch einander abschétzen. Daher miissen ) ;- | ar und >_,° 2%aye tatsichlich
beide gegen einen endlichen Wert konvergieren oder beide bestimmt gegen oo divergieren.

Auch beim Leibniz-Kriterium (VI) behandeln wir ohne Einschrinkung nur £y = 0 und eine
fallende Nullfolge (ai)rew in R>o. Mit den Partialsummen s, := ZZZO(—I)kak bilden wir fiir
n € Ny Intervalle I, := [s2p+1, Son], die wegen son41 = Sop—aant+1 < S2, nicht-leer sind und
WEEGEN S9(p41) = S2n—02n4+11T02n+2 < 89, und 52(n+1)+1 = 52n+11T02n4+2—02n+3 > Sop+1 zudem
I, C I, erfiillen. Aufgrund von sop, — Sopt1 = —G2n+1 njo 0 bilden die Intervalle I, sogar
eine Intervallschachtelung. Mit deren Kern s € R folgt limy, o0 S2n+1 = s = limy, 00 S2p,. Also
konvergiert auch ZZOZO(—l)kak = lim,,_yoo S, mit Wert s. O

Bemerkungen und Beispiele (zu den Konvergenzkriterien fiir Reihen).

(1) Das Majorantenkriterium (I) und das Minorantenkriterium (II) sind oft niitzlich, um iiber
die Konvergenz oder Divergenz einer gegebenen Reihe durch Vergleich mit einfacheren und
schon behandelten Reihen zu entscheiden. Beispiele hierzu sind Thema der Ubungen.

(2) Zahlen mit unendlich vielen Nachkommastellen im (schon in Abschnitt 2.2 angespro-
chenen) Stellenwertsystem zu einer Basis b € IN\{1} lassen sich als Reihen

[e.e]

—i
(ZnZn—1-..222120, Z—12-22—3 . . .)p i= g z_;b

i=—n

mit n € Ny und b-adischen Ziffern z; € {0,1,2,...,b—2,b—1} prézise erkldren. Wegen
|z_b7" < b'~% wird dabei die Konvergenz der auftretenden Reihe allgemein durch die
Konvergenz der geometrischen Majorantenreihe > 2 b~? gesichert, und es ist nicht schwer
zu zeigen, dass jede nichtnegative reelle Zahl eine Zifferndarstellung der obigen Form besitzt.
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5.5. Konvergenz von Reihen 169

Ist z_; = 0 fiir ¢ > 1, so verzichtet man in der Notation auf das Endstiick aus Nullen und
schreibt die Zahl in iiblicher Notation mit endlich vielen Nachkommastellen. Verschwinden
mit z_; = 0 fiir alle ¢ € IN gar alle Nachkommaziffern, so liefert dies natiirlich die aus
Abschnitt 2.2 bekannte b-adische Darstellung natiirlicher Zahlen zuriick. Als Spezialfall sei
noch erwahnt, dass wir im Dezimalsystem die bekannte ,,Null-Komma-Periode-Neun-
Problematik* per geometrischer Reihe prizise auflésen konnen: Tatséchlich ist
> 1
0,99999999 . .. = ;9-10 = 9(?0—1_1) ~1.

Mit dem Quotientenkriterium (III) und dem Wurzelkriterium (IV) lassen sich — wie man
aus dem Beweis abliest — gewisse Reihen behandeln, die eine geometrische Majorantenreihe
besitzen. Der Hauptvorteil dieser beiden Kriterien besteht dabei in der Moglichkeit, sie recht

schematisch einzusetzen. In interessanten Grenzféllen versagen sie aber oft und liefern dann
auch kaum Ansatzpunkte fiir weitere Untersuchungen.

Das Verdichtungskriterium (V) ergibt, dass die (speziellen) Dirichlet-Reihen

1
Z— mit s € R
k:lks

genau fiir s > 1 konvergent sind. Genauer ergibt das Kriterium erst, dass die geome-
trische Reihe 372 (217%)¢ dasselbe Konvergenzverhalten aufweist, und letztere konvergiert
dann genau fiir 2! 7% < 1, also mit anderen Worten genau fiir s > 1.

Durch ((s) :== Y 7o, ki € R sind iibrigens auch die Werte der Riemannschen Zeta-Funktion ¢
auf R~ gegeben. Es handelt sich dabei um eine berithmte komplexe Funktion, die in der Zahlentheo-

rie grofle Bedeutung besitzt und spéter in natiirlicher Weise auf ganz C\{1} fortgesetzt und weiter
untersucht werden kann. Die Werte von ( auf geraden natiirlichen Zahlen gibt Eulers erstaunliche

Formel ((2k) = %ﬂ'% fiir £ € IN mit den Bernoulli-Zahlen b (wéhrend iiber die Werte
auf ungeraden natiirlichen Zahlen wenig bekannt ist). Speziell gelten
= 1 11 1 2 — 1 11 1 mt
—=14+-+-+—+...=((2) = — d —=l+—F—4—4+...=(¢) = —.
kZ::le ittt s =g owm ;M I TRETRE AR e A )

Das Leibniz-Kriterium (VI) zeigt (zusammen mit dem Nullfolgenkriterium), dass die alter-
nierenden Reihen

E - d g e t
2 s un 2 k1) mit s € R

genau fiir s > 0 konvergent sind. Speziell konvergieren die alternierende harmonische
Reihe

i(—n’f*l_l L S U S
kK~ 2 3 4 5 6
k=1
deren Wert in den Ubungen zu log 2 bestimmt wird, und die Leibnizsche Reihe

o _1\k
Z(l) :1_1+}_1+1_ii...,
k:02k+1 3 5 7 9 11

auf deren Wert 7 am Ende von Abschnitt 5.6 zumindest ansatzweise eingegangen wird.
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170 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

Als Nichstes erkliren wir ein Konzept besonders gutartiger Konvergenz.

Definition (absolute Konvergenz). Sei ko € Z, und sei (ax)rez,, eine Folge in K € {R, C}.
Dann heift 3712, aj, absolut konvergent, wenn die Reihe der Betrdge > ;2 |ay| konvergiert.

Bemerkungen und Beispiele (zu absoluter Konvergenz).

(1) Aus dem Majorantenkriterium (I) (mit by = |ag|) folgt, dass eine absolute konvergente
Reihe Ziiko aj, stets konvergent ist. Durch Grenziibergang in der Dreiecksungleichung
fiir endliche (Partial-)Summen ergibt sich fiir solche Reihen zudem die Dreiecksunglei-
chung

[e.e]

> a

k=ko

[e.e]

< lan

k=ko

(2) Die Kriterien (I), (III), (IV), (V) des letzten Satzes (also Majoranten-, Quotienten-, Wurzel-,
und Verdichtungskriterium) erfassen mit einer Reihe stets auch die zugehorige Reihe der
Betrige und geben daher stets absolute Konvergenz. (Bei den ersten drei Kriterien liegt dies
daran, dass iiberhaupt nur die Betréige der Glieder auftreten. Beim Verdichtungskriterium
folgt es, weil fast alle Glieder aj, der monotonen Nullfolge gleiches Vorzeichen haben miissen).

(3) Das Leibniz-Kriterium erfasst auch einige konvergente, aber nicht absolut konvergente

Reihen wie beispielsweise die Reihen > 72, (71125_1 und Y7, % mit s € (0, 1] (fiir die

sich dieses Verhalten aus den vorausgehenden Punkten (4) und (5) ergibt).

Fiir einige weitere Sachverhalte bei Reihen ist eine allgemeine Definition niitzlich, die wir an
dieser Stelle kurz einschieben:

Definition (Positiv- und Negativteil). Fir x € R erkldren wir den Positivteil x; von x
und den Negativteil x_ von x durch

x4 = max{z,0} € R> und z_ :=max{—z,0} € R>g.
Damit bekommen wir die Zerlegungen

T=Ty—T_ und |x| = 24 4a_ fiir jedes z € R.

Als Néchstes beschéftigen wir uns mit der Frage, ob Konvergenz und Wert einer Reihe von
der Reihenfolge abhéngen, in der die Summanden addiert werden. Wie wir sehen werden, ldsst
sich dies nicht allgemein bejahen oder verneinen, sondern die Antwort hingt ganz wesentlich
davon ab, wie gutartig die Konvergenz der betreffenden Reihe ist. Wir machen dies im néchsten
Satz prézise, prigen dafiir aber zunéchst noch ein zugehoriges Konzept.

Definition (Umordnungen von Reihen). Fliir ko,ly € Z seien (ak)kezz,m und (bg)gezz%

Folgen in I € {R,C}. Dann heifit 7,2, by eine Umordnung von Y 72, ap, wenn es eine
Bijektion 7: Zi>gy — Zi>k, mit by = arg) fir alle £ € Z>g, gibt.
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5.5. Konvergenz von Reihen 171

Satz (iiber Umordnungen von Reihen). Sei kg € Z, und sei (ak)keszo eine Folge in R.

(I) Gilt entweder Y72, (ag)+ < oo oder Y712, (ax)- < oo, so haben alle Umordnungen von
ZZO:IC() ar das gleiche Konvergenzverhalten und den gleichen Wert wie Zzozko ay, selbst.
Insbesondere greift dies in den Fillen, dass entweder ap > 0 fir k > 1 gilt, a < 0 fiir
k> 1 gilt oder Zzozko ar absolut konvergiert.

(I) Riemannscher Umordnungssatz: Ist ZZOZ,CO ay, konvergent, aber nicht absolut kon-

vergent, so gibt es fiir jedes s € R Umordnungen von Ziiko ar, mit Wert s und auch
unbestimmt divergente Umordnungen von Zziko ag.-

Hier sagt Teil (I), dass in den dort erfassten Féllen die Reihenfolge der Summation irrelevant
ist und durch Umordnungen keine Probleme entstehen. Insbesondere erweisen sich die absolut
konvergenten Reihen als unbedingt konvergente Reihen, bei denen jede Umordnung gegen
den gleichen endlichen Wert konvergiert. Dagegen kann bei nicht-absoluter Konvergenz
geméf Teil (II) durch Umordnung ,alles maximal schiefgehen*, und die nicht-absolut
konvergenten Reihen sind bedingt konvergente Reihen, die zwar konvergieren, aber Umord-
nungen mit unterschiedlichem Verhalten und unterschiedlichen Werten besitzen.

Beweis von Teil (I) des Satzes. Wir behandeln erst den Fall, dass aj > 0 fiir alle k € Z>,, gilt. Da dann nur Konvergenz

oder unbestimmte Divergenz gegen oo in Frage kommen, kénnen wir das Konvergenzverhalten am Wert festmachen und
miissen nur die Ubereinstimmung der Werte zeigen. Der Schliissel hierzu ist die Darstellung

oo n n
Z ak:"h_)moo Zak:sup{ Zak nE]N}:Sup{Zak

k=ko k=ko k=ko keE

ECZZkO7|E|<OO}-

der Reihe Zi’iko ay als Supremum endlicher Summen iiber beliebige endliche Teilmengen E der Indexmenge Z>,. Beim
letzten ,,=% gilt hier ,,<“, weil jede Partialsummen ZZ:kO aj, der Reihe gleich einer endlichen Summe ZkeE ap mit £ =
{ko,ko+1,...,n} ist, und ,>* gilt, weil jede endliche Summe >, c 1 a5, kleiner oder gleich einer Partialsumme ZZ:ko ak
mit n = max Eist. Ist £o € Z und 7: Z >y, — Z>}, eine Bijektion, so kénnen wir obige Darstellung auch auf die Umordnung
Ze:lg ar(¢) anwenden. Mit der Bijektivitdt von 7 ergibt sich dann

> any =5 { ¥ arcs

FCZZZO,|F|<OO}:sup{ > ar FCZ250,|F|<OO}

£=Lg LeF ken(F)
oo
:sup{Zak ECZ2k0,|E|<OO}=ZCLk,
kEE k=ko

also die behauptete Ubereinstimmung der Werte.

Die allgemeine Aussage fithren wir durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil auf das Vorige zuriick. Zunéchst ist bei
D heko Ok = Dpeko (@k)+ — D, (ak)— wegen der gemachten Voraussetzung das Auftreten von co—oo ausgeschlossen,
und die Reihe ist konvergent oder bestimmt divergent mit definiertem Wert in R. Da wir die Reihen mit Gliedern (ag)+ > 0
nach dem schon Gezeigten ohne Anderung des Wertes umordnen diirfen, folgt dasselbe fiir jede Umordnung Zg‘;eo A ()

(mit £o € Z und Bijektion 7: Z>¢, — Z>},) samt der behaupteten Ubereinstimmung

o S o S ) o
Z Ar(e) = Z (C"ﬂ'(ﬁ))Jr - Z (a’ﬂ'(f))7 = Z (ak)+ - Z (ak)_ = Z ag - O
=to =tp =to k=ko k=ko k=ko

Beweisskizze zu Teil (II) des Satzes. Wir beobachten zuniichst: Die nicht-absolute Konvergenz von Ziozko ay, erzwingt,
dass > 52 i (ak)y = oo und 3772, (ax)_ = oo gelten, denn in allen anderen Fillen ergéibe die frithere Grundeigenschaft
(1) entweder 3777, lag| < co oder 3772, ap = oo.

Wir konstruieren nun eine Umordnung mit beliebig gegebenem Wert s € R. Die Grundidee hierzu ist, eine Index-
folge n1 < n2 < n3 < ng...in Zxy, und zugehdrige umgeordnete Partialsummen s,; := 2211 ar(gy zu wihlen, fiir die
Sni1sSngsSngs- .. > Sund Spy, Sny, Sng, - - - < s gelten, also sy, abwechselnd gréfler und kleiner als s ist. Hierzu sollen abwech-
selnd nur Summanden > 0 und nur Summanden < 0 zusitzlich addiert werden (wobei unwichtige Null-Summanden per Kon-
vention dem ersten Fall zugeschlagen wurden), es sollen also etwa @, (1), r(2)s -« » G (n1)s Cr(ng+1) Cr(na+2)s - > Cr(ng) = 0
und ar(ng41)s Qr(ng42)s - > @r(ng)s Cr(ng+1)s Cr(ng+2)s - - - Gr(ny) < O gelten. Um dies zu erreichen, gehen wir im i-ten
Schritt tatsdchlich von s;_1 aus und bilden s; durch Hinzunahme von noch nicht verwendeten Summanden aj; passenden
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172 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

Vorzeichens, die dann umnummeriert und als a(p) in die Umordnung eingefiigt werden. Wegen > e (ak)+ = oo und
> i (ag)_ = oo fiir jedes m € IN kénnen wir dabei mit dem verbleibenden Vorrat an Summanden immer wieder eine
Summe > s bzw. < s erreichen. Um die Wahl der Summanden a,(, eindeutig festzulegen, vereinbaren wir tatséchlich, unter
den Summanden ag, die das richtige Vorzeichen haben und noch nicht verwendet wurden, die mit den kleinsten Indizes k
zu verwenden und das im jeweiligen Schritt nur, bis die Summe erstmals > s bzw. erstmals < s ist. Damit erreichen wir
auch, dass alle Summanden ay, irgendwann vorkommen, so dass die Umnummerierung 7 bijektiv und > 52 ; ar(p) tatséchlich
eine Umordnung von Z;‘;ko ap, wird. Nun bringen wir noch ein, dass geméfl Nullfolgenkriterium limy_, o ar = 0 und fiir
beliebiges ¢ € R>o folglich [a ()| < € fiir £ > 1 gilt. Da die s,; den Wert s erst durch Addition des letzten Summanden
iiber- oder unterschreiten, erhalten |s,; —s| < € fiir ¢ > 1 und wegen Monotonie der Partialsummen zwischen benachbarten
sn,; dann auch } S Qo) — s| < e fiir n > 1. Dies zeigt die behauptete Konvergenz > 72 Qr(g) = S

Eine Umordnung mit Wert oo lisst sich ganz dhnlich konstruieren. Wir fiigen dazu wie zuvor abwechselnd nichtnegative
und negative Summanden hinzu, erzeugen jetzt mit entsprechender Abbruchbedingung aber Partialsummen s,, > 2,
Sng < 1, 8Sng > 4, spy < 3, Sng > 6, sSng < 5, Sp; > 8, sng < 7, und so weiter. Analog erhalten wir eine Umordnung
mit Wert —oo. Fiir eine bestimmt divergente Umordnung schliellich erzeugen wir mit demselben Verfahren Partialsummen
Sny > 1, Sny <0, Spg > 1, spy <0, spg > 1, spg <0, spy, > 1, spg <0, und so weiter. O

Bemerkung (zur Umordnung von Reihen mit komplexen Gliedern). Durch Zerlegung
in Real- und Imaginérteil kann Teil (I) des vorigen Satzes auf Reihen Zzozko aj, mit komplexen
Gliedern ay, € C verallgemeinert werden. Dafiir miissen natiirlich die Voraussetzungen des Teils
(I) fiir die Reihen D77, Re(ay,) und Y 2%, Im(ay) der Real- und Imaginirteile vorliegen, was
wegen |Re(2)| < |z| und |Im(z)| < |2| fiir 2 € C insbesondere dann der Fall ist, wenn » 2 az
absolut konvergiert.

Tatséichlich konnen wir die Sachlage bei Umordnungen besser verstehen (und in Folge auch
weitere Resultate zu Reihen herleiten), wenn wir unendliche Summen noch einmal neu auf etwas
andere Art und Weise einfiihren:

Definition (Summation iiber allgemeine Indexmengen). Summen ), ; a, mit einer be-
liebigen'® Menge I als Indexmenge kénnen wir in Anlehnung an (den Beweis von) Teil (1) des
vorigen Satzes mit folgendem mehrschrittigen Vorgehen erkldren:

e Bei nichtnegativen Gliedern ap € R>q fir k € I setzen wir

S ap = sup{ S

EcCI, |E!<oo}€[0,oo].
kel kekE

e Bei allgemeinen reellen Gliedern ai € R fiir k € I definieren wir darauf aufbauend

Zak ::Z(ak)Jr—Z(akL EE,

kel kel kel

sofern entweder ), ; (ar), < oo oder ), ;(ax)_ < oo gilt. Im komplementdiren Fall
mit Y per (ar)y =D gy (ar)_ = oo bleibt Y, (ay) undefiniert (vom Typ co—o0).

e Bei komplexen Gliedern ai € C fir k € I definieren wir in weiterer Verallgemeinerung

D ak =) Re(ar) +i)_ Im(ay) € C,

kel kel kel

sofern ), ; Re(ay) und ), ; Im(ay) von definiertem Typ mit endlichem Wert in R sind.

10Von Interesse sind vor allem Summen iiber abzihlbare Indexmengen. Dies erklért sich daraus, dass D ower Ok
— wie ein kurzer Widerspruchsbeweis auf Basis der Definition zeigt — nur dann einen definierten endlichen Wert
in R oder C haben kann, wenn die ,, wirklich relevante“ Indexmenge {k € I |ax # 0} abzdhlbar ist.
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5.5. Konvergenz von Reihen 173

Bemerkungen (zur Summation iiber allgemeine Indexmengen). Direkt aus der Defini-
tion allgemeiner Summen ergeben sich einige Folgerungen:

(1)

Fiir Indexmengen I = Z>j, mit kg € Z ergibt sich aus dem vorigen Beweis (erst fiir nicht-
negative Glieder und dann allgemein), dass die allgemeine Summation mit der Summation
im Sinn einer Reihe iibereinstimmt. Der einzige Unterschied besteht bei Gliedern ar € R
im Fall 372 (ax), = 52y, (ax)_ = oo: Die allgemeine Summe ZkEZZkO ay, ist dann un-
definiert ,,co—o0“, wihrend bei der Reihe Zzozko ay, die drei Moglichkeiten'! unbestimmte
Divergenz, bestimmte Divergenz gegen co oder —oo und nicht-absolute Konvergenz gegen
einen Wert in R verbleiben.

Allgemeine Summen kénnen beliebig in Teilsummen aufgeteilt uns zusammengefasst werden,
genauer gilt fiir eine Familie (Iy),. ; disjunkter Indexmengen I, stets

> a-Y(Ta)
keUge,I I leJ “Nkelp

sofern eine Seite der Gleichung definiert ist.

Im Fall der Indexmenge I = INgxINg erhalten wir den Doppelreihensatz: Fiir eine Familie
(ak,0) (k,0)eNo xIN, Teeller oder komplexer Zahlen gilt

o oo o o0 o0 o.9] m
> ane= 3 (Sone) =35 (L) = 3 (S awms).
k,0=0 k=0 ¢=0 =0 k=0 m=0 k=0

sobald nur bei einer dieser Summationsweisen die Summe entweder der Positivteile (ag ),
oder der Negativteile (aj¢)_ endlich ist. Dabei soll die Summe ganz links nur als andere
Schreibweise fiir die allgemeine Summation iiber Ny xINy verstanden werden. Die anderen
Terme sind iiber Reihen (und eine endliche Summe) erklért und entsprechenden der zeilen-
weisen Summation, der spaltenweisen Summation und einer diagonalen Summati-
on in folgendem Schema:

ap,0 Go,1 G022 @03 Q04 Q05

aiop a1 a2 a3 ai4 a1s

a0 G231 422 G23 424 025

aso G311 432 G33 (34 G35

Speziell kann der Doppelreihensatz auf Reihenglieder der Produkt-Form ay, = aib, ange-
wandt werden und gibt dann zusammen mit Umformungen durch das Herausziehen konstan-
ter Faktoren den folgenden Sachverhalt: Fiir zwei absolut konvergente Reihen 72 aj und
Y veo be reeller oder komplexer Zahlen aj und by ist auch die Reihe Y > (EZL:O akbm,k)
mit Gliedern ;" apby,—i absolut konvergent und erfiillt

(S (E0)(E)

m=0 k=0
Man nennt Y oo (D7 akbp—k) das Cauchy-Produkt von > 72 aj und > 7% by.

HTst die Reihe Zio:ko ay in diesem Fall bestimmt divergent oder nicht-absolut konvergent, so kann man sich
vorstellen, dass eine gewisse ,, Verrechnung* co—oo durch starke Kiirzungseffekte bei den Partialsummen zustande
kommt. Geméif Teil (II) des vorigen Satzes hiingt dabei das Ergebnis sehr stark an der Reihenfolge der Glieder.
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Am Ende dieses Abschnitts gehen wir ganz kurz auf multiplikative Analoga zu Reihen ein:
Bemerkungen (zu unendlichen Produkten).

(1) Ein unendliches Produkt [[;2, a; mit Startindex ko € Z und reellen oder komplexen

Faktoren a; erkldren wir als
[e.e] n
1T o= tim 1] o
k:ko k:k()
falls der Limes der Partialprodukte auf der rechten Seite existiert. Im Fall positiver reeller

Faktoren a; € R~ konnen unendliche Produkte auf Reihen zuriickgefiihrt werden, denn
per Logarithmus-Rechenregel folgt

o0 o0
log H ap = Z log ag
k=ko k=ko
(sofern eine Seite existiert und eventuell mit Verstindnis log 0 = —oo sowie log 0o = 00).

(2) Als konkretes Beispiel (aus dem wir gleich noch eine interessante Folgerung ziehen) betrach-
ten wir das Teleskopprodukt

s 1 o k+1 . n+l
H(l%—f): — = lim — =00
k=1 k=1

und erhalten durch Logarithmieren gem#fl Bemerkung (1) dann Y 32 ; log(1+%) = co. Damit
ergibt sich ein eleganter neuer Beweis fiir die Divergenz der harmonischen Reihe
ppaty % = 00, denn geméf der fundamentalen Logarithmus-Ungleichung gilt % > log(l—i—%)
fiir alle k € IN, womit sich "3 ; log(1+7) als divergente Minorante fiir Y ;° | 1 erweist.

5.6 Funktionenfolgen und Potenzreihen

Das Konzept der Konvergenz kann von Folgen und Reihen in K € {R, C} auf Folgen und Reihen
K-wertiger Funktionen ausgedehnt werden und wird sich auch in dieser grofieren Allgemeinheit
noch verschiedentlich als sehr wichtig erweisen.

Definitionen (Konvergenz von Funktionenfolgen und Funktionenreihen). Seien X eine

Menge, K € {R,C} und (fn)nen eine (Funktionen-)Folge in Abb(X,K).

(I) Dass die Folge (fn)new punktweise auf X gegen eine Grenzfunktion f € Abb(X,KK)
konvergiert, bedeutet

nh_)rgo fn(z) = f(x) fir alle x € X .

(IT) Dass die Folge (fn)nen gleichmdéfig auf X gegen eine Grenzfunktion f € Abb(X,K)
konwvergiert, bedeutet

i (‘sup 17,0)- (@)1 ) 0.

n—o0 TeEX

In beiden Fdillen notieren wir lim,, .~ fn = f oder gleichbedeutend f, — f und kennzeichnen
n—o0

die Art der Konvergenz durch Hinzusetzen von ,punktweise auf X “ oder ,gleichmdifig auf X .

174



5.6. Funktionenfolgen und Potenzreihen 175

Fir ko € Z und eine Folge (gk)kezs,, in Abb(X,K) erkliren wir die punktweise bzw.

gleichmapige Konvergenz der (Funktionen-)Reihe Z?’:ko gr als die punktweise bzw. gleichmdjsi-
ge Konvergenz der Partialsummengfolge (Zz’:ko gk)nezzkﬂ- Wir notieren bei derart konvergenten
Reihen auch 3702, gy += limp 00 D p_p gr fiir die Grenzfunktion.

Bemerkungen (zur Konvergenz von Funktionenfolgen).

(1)

Die Grenzfunktion einer Funktionenfolge oder Funktionenreihe ist, wenn sie existiert,
stets eindeutig bestimmt.

(Fiir punktweise Konvergenz folgt dies direkt aus der Eindeutigkeit des Grenzwerts von Zahlenfolgen.
Fiir gleichméBige Konvergenz gilt es nach der folgenden Bemerkung (3) erst recht.)

Punktweise Konvergenz lim,,_,, f, = f auf X ldsst sich mit Quantoren als
Ve € X:Ve € Rup: 3ng € N: Vn € N>yt | fo()—f(z)] <€
ausschreiben, gleichméflige Konvergenz lim,, . f, = f auf X als
Ve € Ryg: dng € N: Vn € N>y : Vo € Xt |fi(2)—f(2z)| < e

(wobei man mit der Definition des Supremums zunichst nur < e bekéme, wegen der Belie-
bigkeit von ¢ aber tatséchlich auch < e schreiben kann).

Der Unterschied zwischen diesen Bedingungen besteht darin, dass der All-Quantor Vo € X
einmal am Anfang, einmal am Ende der Quantoren-Abfolge steht, wobei die Vertauschung
von Yz € X mit den anderen All-Quantoren Ve € R-g und Vn € IN>,,, tatsdchlich nichts
dndert, die Vertauschung von Vx € X mit dem Existenz-Quantor dng € IN aber ganz ent-
scheidend ist. Letztere fithrt zum wesentlichen Unterschied, dass ng bei punktweiser Kon-
vergenz von ¢ und von der betrachteten Stelle x abhingen darf, wihrend ng bei
gleichmifliger Konvergenz nur von ¢, aber eben nicht von x abhingen darf. Dies
erkléirt auch die Benennung als punktweise und gleichméfiige Konvergenz: Bei punktweiser
Konvergenz fordert man die Existenz eines ny (und auch iiberhaupt die Konvergenz) fiir
jeden Punkt x € X einzeln, bei gleichméfiiger Konvergenz fordert man die Existenz eines
(bei gegebenem ¢) universellen ng, das dann fiir alle x € X gleichermaflen funktioniert.

R
Nach Bemerkung (2) ist klar: Aus gleich- A
mifliger Konvergenz folgt punktweise
Konvergenz.

Zur Veranschaulichung gleichméfliger
Konvergenz lim,, . f,, = f fiir Funktio-
nen fp, f € Abb(X,R) auf X C R halten
wir fest, dass fiir jedes € € R~ die Graphen

von f, mit n > 1in einem ,,2e-Schlauch* X
der Hohe 2¢ um den Graph von f als

> R

Abb. 36: Darstellung gleichméfiger Konvergenz

Mittellinie bleiben. Dieses Verhalten wird limy oo f = f auf X C R mit ,2e-Schlauch®

in Abbildung 36 angedeutet.

um den Graph der Grenzfunktion f: X — R und

Graphen zweier Funktionen f,,: X — Rmitn > 1
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176 KAPITEL 5. Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

(5) Man bezeichnet eine Folge (fn)nenw in Abb(X,IK) (mit Menge X und K € {R,C}) als
gleichmiflige Cauchy-Folge auf X', wenn

Ve € Ryg: dng € N: Vm,n € Nyt Vo € Xt |fr(z)—fn(x)] < €

gilt. Damit gilt das folgende gleichmiflige Cauchy-Kriterium: Eine Folge in Abb(X, K)
konvergiert genau dann gleichméfliig auf X' gegen eine Grenzfunktion in Abb(X,K), wenn
sie eine gleichméfBige Cauchy-Folge auf & ist.

Beweis des gleichmifigen Cauchy-Kriteriums. Bei gleichméBiger Konvergenz limy, o0 fn = f auf X gibt es zu jedem
€ € R>o ein ng € N mit |fn(z)—f(x)| < § fiir alle n € N>, und alle z € X'. Hieraus folgt per Dreiecksungleichung
|fn(@)—fm (@) < [fu(z)=f(@)] + [fm(z)—f(z)| < §+§ = ¢ alle m,n € N>, und alle z € X. Also ist (fn)nen
gleichméfige Cauchy-Folge auf X.

Ist (fn)nen gleichmiBige Cauchy-Folge auf X, so gibt es zu jedem & € Rxo ein ng € N mit |fn(z)—fm(z)] < §

fir alle m,n € N>, und alle € X. Insbesondere ist (fn(z))nen fiir jedes feste € & eine Cauchy-Folge in K.
Nach dem Cauchy-Kriterium aus Abschnitt 5.1 existiert daher f(z) := limm— oo fm () fiir jedes z € X und definiert
eine Funktion f € Abb(X,K). Durch Grenziibergang m — oo in der Ungleichung |fn(z)—fm(2)| < 5 erhalten wir
|fn(z)—f(x)] < § < e fiir alle n € N>, und alle z € X. Also liegt gleichméBige Konvergenz lim,—co fn = f vor.
(Wir haben in diesem zweiten Beweisteil nur deshalb mit § statt direkt mit ¢ begonnen, weil ,<“ im Grenzwert zu
»<“ wird und wir am Ende trotzdem mit einem ,,<“ herauskommen méchten. Man kann dies auch anders 16sen.) O

Es gibt noch einige weitere Kriterien fiir die Konvergenz von Funktionenfolgen und Funk-
tionenreihen. Auf solche soll hier aber nicht weiter eingegangen werden.

(6) GleichmiBlige Konvergenz erlaubt oft die Vertauschung von Grenzwerten (wofiir
auch implizit in Bildungen wie Supremum, Ableitung oder Integral enthaltene Grenzwerte
in Frage kommen). Diese Rolle der gleichméfligen Konvergenz wird sich erst im Verlauf der
Nachfolge-Vorlesungen klarer herauskristallisieren.

Beispiel (fiir eine punktweise, aber nicht gleichmiBig konvergente Folge). Fiir die durch

1 1

n = = f s IN
fn(z) T (x—l)Q N W irreR,ne
" R
. . AN
gegebene Folge (fn)nen in Abb(R, R) gilt 7, o f
1A\

S fn =0

punktweise auf R (gem#B Grenzwertberech-
nung bei festem x € R), aber nicht gleichméBig

auf R (wegen sup,eg | fn(2)| = fn(2) =1 fiir / (1
jedes n € IN). Diese Konvergenz wird in Abbil- /

dung 37 illustriert. _ : H 5 SR
Im Rest dieses Abschnitts beschéftigen wir %1 % 1 f

uns hauptsichlich mit folgendem speziellen Abb. 37: Die Funktionen f1, fo, , [7, f11 der gegen

Typ von Funktionenreihen. die Nullfunktion konvergenten Beispielfolge (fy,)nen

Definition (Potenzreihen). Eine Potenzrethe (in einer Variablen) ist formal durch einen
Entwicklungspunkt a € C und eine Folge (c;)ren, von Koeffizienten cy,c1,c2,c3,... € C
gegeben, mit denen fiir beliebiges z € C die Rethe

o0

Z cr(z—a)" = co + c1(2—a) + ca(z—a)* + c3(z—a)® + ...

k=0
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5.6. Funktionenfolgen und Potenzreihen 177

(speziell im Fall z = a mit 0° := 1 und daher Wert gleich c) gebildet wird. Der Konvergenzbe-
reich der Potenzreihe Y 5o cp(z—a)k ist die Teilmenge {z € C| Y32 ck(z—a)* konvergiert}
von C.

Man kann Potenzreihen als ,,ndchst allgemeinere* Bildung nach Polynomen auffassen, denn
withrend fiir ein Polynom nur endlich viele monomiale Terme c;(2—a)¥ aufsummiert werden,
sind es bei einer Potenzreihe (normalerweise) unendlich viele solche Terme. Die grofie Bedeutung
solcher Reihen liegt zum einen darin, dass sich mit Thnen viele Funktionen als Funktionenrei-
hen mit Monomfunktionen (das sind im Wesentlichen Potenzen mit natiirlichen Exponenten,
also relativ einfache Funktionen) als Gliedern ausdriicken lassen, zum anderen darin, dass ihr
Konvergenzbereich geméfl dem néchsten Satz eine prinzipiell einfache Struktur hat.

Satz (zum Konvergenzverhalten von Potenzreihen). Seien a € C, (c;)ken, eine Folge in
C. Dann existiert genau ein R € [0,00], der Konvergenzradius der Potenzreihe Y s o cx(z—a)F,

so dass sich die Fille |z—a| < R und |z—a| > R wie folgt wesentlich unterscheiden:

e Fir alle z € C mit |z2—a| < R konvergiert > 5o ci(2—a)® absolut, und fiir jedes r € [0, R)
konvergiert Y 5 ckpk mit pk(2) := (z—a)* auf {z € C||z—a| < r} sogar gleichmifig.

e Fir alle z € C mit |z—a| > R divergiert > 7 cx(2—a)* bestimmt oder unbestimmt.
Bemerkungen (zu Potenzreihen).

(1) Der Satz besagt, dass der Konvergenzbereich einer Potenzreihe > 72 cr(2—a)* die
Kreisscheibe um den Entwicklungspunkt a € C als Mittelpunkt mit dem Konver-
genzradius R € [0, 00| als Radius ist. Genauer liegt jedenfalls fiir z innerhalb der Kreis-
scheibe (Fall |z—a| < R) Konvergenz und fiir z auflerhalb der Kreisscheibe (Fall [z—a| > R)
Divergenz vor, wahrend fiir Randpunkte z der Kreisscheibe (Fall |z—a| = R) offen bleibt,
ob Konvergenz oder Divergenz besteht. Damit ist der genaue Konvergenzbereich gemaf

{z€C||z—a| <R} C {z eC ch(z—a)k konvergent} c{zeC||z—a| < R}

k=0

zwischen der Kreisscheibe ohne Randpunkte und der Kreisscheibe mit Randpunkten ein-
geschachtelt. Fiir das Randverhalten, auf das wir hier nicht genauer eingehen, bestehen
tatsichlich die Moglichkeiten, dass fiir z € C mit |z—a| = R entweder stets absolute Kon-
vergenz oder stets nicht-absolute Konvergenz oder stets Divergenz oder in ziemlich beliebiger
Mischung fiir manche z nicht-absolute Konvergenz, fiir andere Divergenz vorliegt.

(2) Speziell ist der reelle Konvergenzbereich {z € R| > 32, cx(z—a)* konvergent} einer Potenz-
reihe Y 32, cx(z—a)F stets ein Intervall. Im Fall @ € R handelt es sich um eines der Intervalle
(a—R,a+R), [a—R,a+R), (a—R, a+R], [a—R, a+R] mit dem Konvergenzradius R.

(3) Der Konvergenzradius R kann auch 0 oder oo sein. Im Fall R = 0 besteht der
genaue Konvergenzbereich {a} nur aus dem Entwicklungspunkt a. Im Fall R = oo liegt fiir
alle z € C Konvergenz vor, und der genau Konvergenzbereich ist ganz C.

Der Beweis fiir das gerade beschriebene Konvergenz- und Divergenzverhalten basiert ent-
scheidend auf dem Vergleich mit geometrischen Reihen und verlduft genauer wie folgt.
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Beweis des Satzes. Die Eindeutigkeit von R ist klar (denn wéren R; < Rs zwei Radien mit den
genannten Eigenschaften, so miisste fiir z € C mit R; < |z—a| < Ry sowohl Divergenz als auch
Konvergenz vorliegen). Die Existenz von R beweisen wir, indem wir fiir die Wahl

R:=sup {s € Rxo ‘ (k] s® ) e, Nullfolge }

das behauptete Konvergenz- und Divergenzverhalten nachweisen. Dazu bemerken wir, dass
(|cx|s¥) ke, fiir alle s € [0, R) Nullfolge ist (denn 0 < s < S und limg_,o |cx|S¥ = 0 impli-
zieren limy_so |cx|s® = limy_y o0 [cx|SF(5/S)* = 0-0 = 0) und fiir alle s € (R, 00) keine Nullfolge
ist (klar). Dann argumentieren wir einmal fiir (gutartige) Konvergenz und einmal fiir Divergenz:

e Wir betrachten z € € mit |z—a| < r < R und fixieren ein beliebiges s € (r, R), zum Beispiel

5= {(r]fir)ﬂ g; g i £ Damit schitzen wir [cx(2—a)¥| < |ep|r? = |cx|sF(r/s)* < (r/s)F
fiir alle k£ € IN>y, ab, wobei die letzte Abschétzung wegen s < R und limy_,o \ck|sk =0ab
einem gewissen z-unabhéngigen (!) Index ko € IN moglich ist. Also ist die geometrische Rei-
he 22 (r/s)¥ zur Basis /s € [0, 1) eine konvergente Majorantenreihe fiir > 7o cx(2—a)*,
und nach dem Majorantenkriterium konvergiert Y 32, ¢ (2—a)* absolut. Dass die Konver-
genz in der behaupteten Weise gleichméfBig ist, folgt durch z-unabhéngige Abschéitzung
der Reihenreste von > 72 ck(z—a)® durch die von > 72 (r/s)¥, genauer ab m € WNxp,

durch die Abschiitzung |22 cp(z—a)¥| < 3200 Jep(z—a)k| < 3202 (r/s)k — 0.

e Fiir € C mit |z—a| > Rist nach Obigem (|c| |z—a|*)ren, und damit auch (cx(2—a)*)ren,
keine Nullfolge. Nach dem Nullfolgenkriterium divergiert "3 cx(z—a)* in diesem Fall.

Insgesamt ist die Existenz von R mit beiden behaupteten Eigenschaften gezeigt. O

Weitere Bemerkungen (zu Potenzreihen).

(1) Zur Bestimmung des Konvergenzradius einer Potenzreihe Y 32, cx(z—a)¥ gibt es ver-
schiedene Moglichkeiten. Oft ldsst sich direkt durch Vergleich mit bekannten Reihen oder
mit Kriterien aus Abschnitt 5.5 entscheiden, fiir welche z € C Konvergenz beziehungsweise
Divergenz besteht, und der Konvergenzradius kann abgelesen werden. Alternativ kann man
sich an den vorausgehenden Beweis anlehnen und limg_,co |cg|s® mit Parameter s € R>o
untersuchen. Findet man das R € [0,00] (das es gemédfl dem Beweis stets gibt), so dass
der Limes fiir s € [0, R) Null und fiir s € (R, 00) nicht Null (tatséichlich sogar immer oo)
ist, so ist der Konvergenzradius R bestimmt. Weitere Moglichkeiten zur Berechnung des
Konvergenzradius R bieten die Formel von Euler

Ck;

Ck+1

R = lim

k—o0

(giiltig, falls dieser Limes in [0, co] existiert; Konvergenzradius existiert aber auch bei Nicht-
Existenz des Limes) oder die Formel von Cauchy-Hadamard

1
lim supy,_, o v/|ckl

(allgemein giiltig; auch, wenn der Limes superior 0 oder oo ist; in letzteren Fillen mit
Versténdnis % = 00 bzw. é := 0). Die beiden Formeln lehnen sich dabei an das Quotien-

tenkriterium und das Wurzelkriterium aus Abschnitt 5.5 an. Genauer stellen die Kriterien fiir

R=
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5.6. Funktionenfolgen und Potenzreihen 179

das durch die Formeln gegebene R und z € C mit |z—a| < R Konvergenz von > 72 cx(z—a)*
sicher. Fiir |[z—a| > R Divergenz einzusehen und damit den Beweis der beiden Formeln zu
vervollstdndigen, ist dann auch nicht mehr schwer.

(2) Unter der Entwicklung einer Potenzreihe Y ;0 cx(z—a)* mit Konvergenzradius R um
einen anderen Punkt b im Innern des Konvergenzbereichs (d.h. um b € C mit |b—a| < R)
versteht man den Ubergang zur Potenzreihe S"7° dy(2—b)* mit Entwicklungspunkt b und
neuen Koeffizienten dy = Y 72, ¢ (?)(b—a)k_ﬁ. Diese neue Reihe mit Entwicklungspunkt b
ergibt sich, indem man bei der urspriinglichen Reihe mit Entwicklungspunkt a per Bino-
mialsatz (z—a)* = Z]Z:O (g)(z—b)g(b—a)k_é ausmultipliziert und dann umsummiert. Man
kann zeigen, dass der Konvergenzradius der neuen Reihe mindestens R—|b—al ist und dass
zumindest fir z € C mit |z—b] < R—|b—a| (woraus dann |z—a| < R folgt) die Werte
der beiden Reihen iibereinstimmen. Anschaulich umfasst der Konvergenzbereich der neuen
Reihe mindestens die grofite Kreisscheibe mit Mittelpunkt b, die noch ganz im Innern des
Konvergenzbereichs der urspriinglichen Reihe liegt.

Auch wenn wir Potenzreihen hier ganz allgemein eingefiihrt haben, werden wir uns im Fol-
genden vor allem fiir Varianten der geometrischen Reihe, bei denen der Konvergenzradius endlich
ist, sowie fiir die Exponentialreihe und daraus abgeleitete Reihen mit Konvergenzradius oo in-
teressieren. Wir geben zunéchst zwei Beispiele vom einfachen geometrischen Typ.

Beispiele (fiir einfache Potenzreihen vom Typ der geometrischen Reihe).

(1) Die Potenzreihe Y 72 2%(2—1)* in der Variablen z € C hat Entwicklungspunkt 1 und kann
als geometrische Reihe zur Basis 2(z—1) aufgefasst werden. Damit ist klar, dass Konver-
genz genau fiir 2(z—1)| < 1 oder mit anderen Worten genau fiir |z—1| < 1 besteht. Der
Konvergenzradius der Reihe ist %

(2) Die Potenzreihe > 72, 'zi: in der Variablen z € C hat Entwicklungspunkt 0 und kann als

geometrische Reihe zur Basis % aufgefasst werden (wobei der Startindex 4 sich auf das
Konvergenzverhalten natiirlich nicht auswirkt). Konvergenz besteht genau fiir !%‘ < 1 oder

dquivalent genau fiir |2| < v/2. Der Konvergenzradius der Reihe ist v/2.

Als Nichstes betrachten wir die vielleicht wichtigste Potenzreihe iiberhaupt, die kom-
plexe Exponentialreihe, und nutzen diese zur Einfithrung der komplexen Exponentialfunktion:

Definition (komplexe Exponentialfunktion). Wir erkliren die komplexe Exponential-
funktion exp: C — C dber die (gemdfs dem folgenden Satz konvergente) komplexe Exponen-
tialreihe

— 1
exp(z) :=e* := g sz fir alle z € C.
k=0 "

Hauptsatz (Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion). Die Ezponentialreihe
der vorausgehenden Definition ist eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0 und Konvergenz-
radius oo und konvergiert insbesondere fiir alle z € C absolut. Weiterhin hat die komplexe
Ezxponentialfunktion folgende Eigenschaften:
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(IT)

(I11)

Fiir die Approximation der komplexen Exponentialfunktion durch die Partialsummen der
Ezxponentialreihe gilt die Fehlerabschdtzung

n
e’ = lim <1+Z—n> fiir jede Folge (zp)nen in C mit lim z, = z
n n—00

(insbesondere natiirlich * = lim,,_ o (1—1—%)” fir jedes z € C) und erweist sich damit als
konsistente Erweiterung der reellen Exponentialfunktion aus Abschnitt 5.2.

Es gilt das allgemeine Exponentialgesetz

e*TW = ¢%eV fiir alle w, z € C|.

Es gilt die Eulersche Formel

el = cis = cos ¥ + isin ¥ fir alle 9 € R|.

Bei beliebigem M € R gilt die Lipschitz-Abschitzung

e —e?| < eM|w—2| fir alle z,w € C mit max{Re(z), Re(w)} < M .

Ausgehend von Exponentialgesetz und Eulerscher Formel kann man sich vom Abbildungs-
verhalten der komplexen Exponentialfunktion die in Abbildung 38 gezeigt Vorstellung machen.

iR iR

AN

Abb. 38: Die komplexe Exponentialfunktion exp bildet IR und R+27iR auf R~ ab,
zu R parallele Geraden auf Ursprungstrahlen, iR auf S' und zu iR parallele Geraden
auf (immer wieder durchlaufene) Kreise um den Ursprung.
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Zudem ergeben sich verschiedene Folgerungen: Fiir jedes z € C erhilt man die Polardar-
stellung
e® = e®G) cis(1m(z2))

von € mit |e*] = e®(*) und Polarwinkel Im(z). Da das Bild der reellen Exponentialfunktion
ganz R~ ist, folgt
Bild(exp) = C\{0},

und die gerade erwdhnte Polardarstellung ist letztlich nichts anderes als die aus Abschnitt 5.3,
die jede komplexe Zahl in C\{0} erfasst. Weiterhin folgt auch e? = ¢* fiir alle z € C, und
mit der 27-Periodizitdt von cis ergibt sich fiir z,w € C die 2wi-Periodizitit der komplexen
Exponentialfunktion

eV =€ <= w e z+27iZ.

Nach diesen Ergédnzungen kommen wir zum Nachweis der Gesetzméfigkeiten im Hauptsatz.

Beweis des Hauptsatzes. Wegen limg_, %sk = 0 fiir alle s € R>o hat die Exponentialreihe
Konvergenzradius co und ist fiir alle z € C absolut konvergent.

Wir beweisen nun die einzelnen Ungleichungen des Teils (I). Die linke Ungleichung folgt durch
Abschétzung des Reihenrests [e*— Y"1 o 2% = | Y0201 412" < Yovs,i1 5/2]F mit der Drei-
ecksungleichung. Die mittlere Ungleichung ergibt sich mit der Exponentlalrelhe einer Indexver-
schiebung und der Beobachtung (n+k)! = (n+1)! Hz 2(n—i—z) (n+1)! Ty i = (n+1)! k! durch

Rechnung 3777, 4 kl‘z‘k 21" 225 n+kl‘z‘k = n+112k 1 kl|Z’k (nil),(eM— ). Die rech-
te Ungleichung folgt mit el?l—1 =372 Glzlf = 2] 5, (k+1),\z|k < 2| 0 Flalf = |z]el?l.

Den Beweis des Teils (IT) gehen wir durch Ausmultiplizieren mittels Binomialsatz

" N n k—1
Zp\ ™ n\ z . s 1 n—
(14_%) — Z (k) nfr’i = kzotk’nzs mit der Abkiirzung t; ,, := Tl g

k=0

an. Dabei gilt offensichtlich lim, oty = % fiir alle £ € INg, woraus sich fiir die Summe mit
n-abhéngiger Zahl von Summanden aber nicht direkt eine Folgerung ziehen ldsst. Wir fithren
deshalb eine beliebige Obergrenze m € N ein, und schétzen fiir n > m mit der Dreiecksunglei-
chung und der Abschétzung 0 < ¢, < % fir k € {1,2,...,n} wie folgt ab:

Wegen limy, o0 thn = % und lim,, s z]nC = 2F fiir alle k € INg geht nun der erste Term auf der
rechten Seite (mit der festen Zahl m+1 von Summanden) fiir n — oo gegen Null, wihrend der
zweite Term fiir n > 1 durch 277 ., Z(2|2[)* nach oben abgeschiitzt ist. Insgesamt erhalten
wir daher

limsup’( ) ikl' k

[e.9] o0

1 1
Z H(2|Z|)k + Z g|z|k fiir beliebiges m € IN.
k=m+1 k=m+1
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Wir kénnen nun auch den Grenziibergang m — oo durchfithren. Da es sich um Reihenreste
der Exponentialreihe an den Stellen 2|z| und |z| handelt, gehen dann die Terme rechts gegen
Null, und der Limes Superior auf der linken Seite ist tatséchlich ein Limes mit Wert Null. Wir
erhalten also erst lim,, o ‘(1—1—%”)” — ZZ:O %zk‘ = 0 und daraus dann mit

z

. Zp\ "™ . "1 k =1 k
lim (1—1——) = lim —2" = —zf=e
n

2V =
k=0

die behauptete Grenzwertdarstellung der Exponentialfunktion.

Teil (IIT) des Satzes wird in den Ubungen durch Berechnung des Cauchy-Produkts zweier
Exponentialreihen bewiesen.

Zum Beweis von Teil (IV) gehen wir von den aus Abschnitt 5.3 bekannten Ungleichungen
1> cosd > V1—92 fiir ¥ € [—1,1] aus. Fiir beliebiges ¥ € R lassen sich diese auf % mit n > 1
anstelle von ¥ anwenden und zeigen

—_9?
> 9 _ > ( _9? ) - .
O_n(cosn 1)_n v/ 1 3 1 m+n"§20
Per Einschachtelungsprinzip folgt lim,,_, n( cos %—1) = 0. Ahnlich nutzen wir nun die Unglei-
chungen ¥ > sin > 9 cos ¥ fiir ¥ € [0, 7] aus Abschnitt 5.3. Fiir ¥ € R>p und n > 1 bekommen
wir daraus
Y > nsin% > ﬁCOS% — 9

n—o0

und somit lim,,_,~ nsin % = 1, wobei letzteres wegen der ungeraden Paritdt von sin sogar fiir alle

¥ € R richtig bleibt. Fiir cis = cos +isin haben wir in Zusammenfassung der gerade betrachteten
Grenzwerte
lim n(cis? —1) =iy fiir alle ¥ € R

n—oo

gezeigt. Fiir gegebenes ¥ € R kombinieren wir dies nun mit Teil (IT) fiir z, := n( cis %—1) — i
n—oo
und der Formel von De Moivre aus Abschnitt 5.3 zu
n

¢ = lim (14—2—")” = lim (cis é) =cis?.
n—o0o n n— o0 n
Zum Beweis von Teil (V) benutzen wir [a—b[* = (a—b)(a—b) = |a|*+|b|*—ab—ab fiir a,b € C.
Zudem schreiben wir w, z € C als w = u+iv und z = x+iy mit u, v, z,y € R. Mit zweimaliger
Anwendung der gerade angegebenen Regel, dem Exponentialgesetz aus (IIT) und |e!| = |e¥¥| = 1
erhalten wir dann

‘ew—ez‘g = |e“"2 + !eﬂz —eVe? —eWe® = (e“)2

+ (eg”)2 + e"ez(—ei”eTy - @eiy)

= (e“)2 + (e"’:)2 — 2ete” + e"e” (2 — elVelv — eivelV) = (e“—e””)2 + e”eg”]ei”—ei?’"2
Mit der fundamentalen Ungleichung e > 1+t fiir t € R aus Abschnitt 5.2 kénnen wir fiir
r < u < M nun |e'—e?| = e¥(1—e*%) < eM(u—2) = eM|u—2| und fir v < x < M analog
le¥—e®| = e (1—e% %) < eM(z—u) = eM|u—x| abschiitzen. Aus Teil (IV) und der fundamentalen
Ungleichung fiir cis aus Abschnitt 5.3 bekommen wir zudem |e!—e'| = |cisv—cisy| < |v—y|.

Wenden wir diese Beobachtungen auf der rechten Seite der vorausgehenden Abschétzung fiir
e —e%|? an, so ergibt sich fiir w = u+iv, z = z+iy mit max{z,u} < M insgesamt

}ew—ez|2 < (eM|u—:E|)2 +eMeM|y—y|? = (eM)2|w—z|2.

Durch Ziehen der Quadratwurzel erhalten wir dann die letzte Behauptung. O
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Aufbauend auf der komplexen Exponentialfunktionen lassen sich verschiedene weitere Grund-
funktionen im Komplexen einfiihren.

Korollar & Definition (komplexer Logarithmus). Zu jedem z € C\{0} existiert ein kom-
plexer Logarithmus w € C mit eV = z, der (nur) bis auf Addition von 2wik mit k € Z
eindeutiq ist. Die Abbildung

Log: C\ {0} - R +i(—m, 7],

die einer Zahl in C\{0} den eindeutigen Logarithmus w mit Im(w) € (—m, 7| zuordnet, heifft
der Hauptzwetig des komplexen Logarithmus und ist bijektiv von C\{0} auf R+i(—m,7].
Mit der in Abschnitt 5.3 eingefiihrten Argumentfunktion Arg: C\{0} — (—m,w| gilt hierbei
Log(z) = log|z| + iArg(z) fiir alle z € C\{0}. O

Korollar & Definition (Potenzen mit komplexen Exponenten). Die Potenzen mit reellen
Ezxponenten aus Abschnitt 5.2 werden durch

b =e%18%  firbe Ryg, s e C
verallgemeinert. Neben den dblichen Potenzgesetzen gilt hierfir auch |b%| = bRe(s) O

Bemerkung. Allgemeiner noch kann man 2° := exp(s Log z) fiir z € C\{0}, s € C definieren,

doch dies ist weniger iiblich und natiirlich. Schon fiir s = % handelt es sich bei 27 = exp(% Log 2)
um diejenige der beiden Quadratwurzeln aus z mit Polarwinkel in (—g, g] , was relativ willkiirlich

scheint und wofiir (zw)% = z2w? nicht allgemein gilt.
Korollar & Definition (Kreis- und Hyperbelfunktionen im Komplexen).

(I) Die Kreisfunktionen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens werden durch

eiz_i_efiz . eiz_efiz
COSZ = ——— fiir z € C, sinz = ——— fir ze C,
i
sin z Cos z
tan z := fir z € C\ (2Z+1)7 , cot z := — fir ze C\ Zn,
coS z sin z

konsistent auf komplexe Argumente erweitert. Der Sinus und der Kosinus besitzen die
Potenzreihenentwicklungen

= (—1)k > _1)k
CoS z = Z ((2k;! 22k firz e €, sinz = Z (ék+)1)!22k+1 fir 2 € C©
k=0 =0

mit Entwicklungspunkt 0 und Konvergenzradius oo, und es gilt

cos® z +sin®z =1 fir alle z € C.

(IT) Die Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus, Kosinus hyperbolicus, Tangens hyperboli-
cus und Kotangens hyperbolicus werden durch

e“+e ? e*—e %

cosh z := 5 fir z € C, sinh z := 5 fir ze C,
inh h
tanhz = S0 1% fir z € C\ (2Z+1)i7, cothz = S 217 fir z € C\ Zir ,
cosh z sinh z
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konsistent auf komplexe Argumente erweitert. Der Sinus hyperbolicus und der Kosinus
hyperbolicus besitzen die Potenzreihenentwicklungen

e 9]
1 1
coshz = ,;_0 (Qk)!zzk fir z € C, sinh z = ,;_0 (2k+1)!22k+1 fir € C

mit Entwicklungspunkt 0 und Konvergenzradius oo, und es gilt

cosh? z —sinh? z = 1 fir alle z € C. O

Wir schlieflen dieses Kapitel nun mit einem Ausblick zur tatséchlich noch viel weiter fithren-

den Theorie von (Potenz-)Reihen ab:

Ausblick (zur Potenzreihenentwicklung weiterer Grundfunktionen). Tatséchlich las-
sen sich fiir alle Grundfunktionen der Analysis Potenzreihenentwicklungen angeben, und mit
Differential- und Integralrechnung wird spéter auch die systematische Bestimmung solcher Ent-
wicklungen méglich. Wir erwédhnen hier ohne Beweis zwei grundlegende und interessante Félle:

(1) Die Logarithmusreihe

DM " -
Z Y F = Log(1+2) fir z € Cmit |z| <1
k=1

mit Entwicklungspunkt 0 hat Konvergenzradius 1. Mit etwas Aufwand (Konvergenzkrite-
rium von Dirichlet und Abelscher Grenzwertsatz) kann man tatséchlich zeigen, dass diese
Reihe auch fiir Randpunkte z € S'\{—1} nicht-absolut konvergent mit Wert Log(1+z) ist.
Als Spezialfille gibt dies Konvergenz und Wert interessanter Reihen: Fiir z = 1 erhalten wir
die alternierende harmonische Reihe

1 1 1 1 1
s o m oS4 —1log2.
5737175 % 8

Fiir z =1 ergibt sich

o0 o0
(GRS o N G Vi L1 T
o, +1§2£+1 og(1+i) 5log2+ir,

(=1

wobei die Realteile wieder auf die alternierende harmonische Reihe, die Imaginérteile auf
die Leibnizsche Reihe

11, T

1+1 1+
5 79 11777 4

1-—Z=
3

fithren.

Die Binomialreihe

Z <Z> = (142)* fir z € C mit |2 < 1
k=0

mit Parameter s € C und Entwicklungspunkt 0 hat fiir s € C\INy Konvergenzradius 1 und
ergibt die mit dem Logarithmus-Hauptzweig definierte Potenz (142)° = exp(sLog(1+z))
(wie etwas frither in einer Bemerkung erwihnt). Im Fall s € INy vereinfacht sich die Reihe
wegen (Z) =0 fiir k¥ € N> zu einer endlichen Summe, deren Wert durch den Binomialsatz
aus Abschnitt 4.3 gegeben ist. Formal hat die Reihe fiir s € INg daher Konvergenzradius oo.
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Kapitel 6

Vektorraume und lineare
Abbildungen

In diesem Kapitel behandeln wir eine systematische Theorie von Vektorrdumen und
linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen als abstrakte algebraische Bildungen dhnlich
den frither in Kapitel 3 eingefiihrten. In engem Wechselspiel damit steht aber tatséchlich auch
konkreteres Rechnen mit Vektoren und Matrizen.

6.1 Vektorrdume und Untervektorriaume

Wir beginnen mit der grundlegenden Definition der Theorie.

Definition (Vektorriume, Vektoren, Skalare). Sei (K, +,-) ein Korper. Ein K - Vektorraum
oder Vektorraum iiber K ist ein Tripel (V,+,-) aus einer Menge V und Abbildungen

+:VxV =V und K xV =V,

genannt die (Vektor-) Addition und die Skalarmultiplikation des Vektorraums, so dass fol-
gende Vektorraumaxiome erfillt sind:

e Bei (V,+) handelt es sich um eine abelsche Gruppe.

e s gelten die Distributivgesetze
(s+t)v = (sv) + (tv), s-(v+w) = (sv) + (s-w) firs,te K,v,weV.
o Fs gelten das Assoziativgesetz und die Neutralitit der FEins
(st)v = s(tv), lgv=w firs,te K,veV.

Dabei haben wir die Symbole + und - sowohl fiir die Vektoraddition und die Skalarmultiplikation
als auch die Korperaddition und -multiplikation verwendet, obwohl es sich um unterschiedliche
Operationen handelt und diese in den Vektorraumaziomen vermischt auftreten. Da sich die zu-
gehorigen Operationen oft aus dem Kontext ergeben, bezeichnen wir statt (K,+,-) und (V,4+,-)
oft auch nur K als Kérper und V als K -Vektorraum. Die Elemente des Vektorraums V nennen
wir Vektoren, die des Grundkorpers K dagegen Skalare. Dass neutrale Element der abelschen
Gruppe (V,+) bezeichnen wir als Nullvektor Oy oder kurz 0.
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Notationen & Folgerungen (fiir Vektorridume).

(1) Wir verwenden fiir Vektoren und Skalare dieselben Konventionen zur Notationsverein-
fachung wie fiir Zahlen oder Ring-/Koérperelemente, also das Einsparen des Mal-
punkts, die Notationen —v fiir das additiv Inverse zu v € V und v—w = v+(—w) fir die
Differenz von v,w € V und die iiblichen Konventionen zur Klammereinsparung wie ,,Punkt-
vor Strichrechnung®. Zudem erlauben wir auch, die Skalarmultiplikation in umgekehrter Rei-
henfolge zu Notieren, vereinbaren also

V-§i=8-v firse K,veV.

(2) Fir das Rechnen mit einem Vektor v € V', einem Skalar s € K sowie den neutralen Elemen-
ten Oy € V und Og, 1 € K (die wir in Zukunft meist ohne die Indizes v und i notieren
werden) gelten die Grundregeln

Ogv =0y, sOy = Oy, sv =0y = (SZOK\/'UZOV), (—1[()1):—1).

(Begriindungen: Aus dem ersten Distributivgesetz erhalten wir Ov+0v = (04+0)v = Ov und kommen
dann durch Subtraktion von Ov auf die erste Regel Ov = 0. Analog gibt das zweite Distributivgesetz

s0+s0 = s(04+0) = s0, woraus die zweite Regel folgt. Fiir die dritte Regel gehen wir von sv = 0

1

aus und nehmen ohne Einschrinkung s # 0 an. Mit dem Reziproken s™" zu s im Koérper K, der

Neutralitit der Fins, dem Assoziativgesetz und der gerade bewiesenen zweiten Regel bekommen wir
dann v = 1v = (s7ts)v = s71(sv) = 5710 = 0, also die Behauptung. Fiir die letzte Regel rechnen
wir in dhnlicher Weise v+(—1)v = 1v + (=1)v = (14+(—1))v = 0v = 0 und lesen ab, dass (—1)v das

additiv Inverse —v zu v ist.)

Bemerkung (zu Verallgemeinerungen des Vektorraumkonzepts). Allgemeiner als oben kann man das Konzept
des Vektorraums auch iiber Schiefkérpern K (also bei nicht-kommutativer Kérpermultiplikation) einfiihren. Es ist dann
allerdings zwischen K-Linksvektorrdumen und K-Rechtsvektorraumen zu unterscheiden, wobei erstere wie oben und zweitere
mit Skalarmultiplikation ,von rechts“ -: VXK — V und daran angepassten Axiomen wie dem Rechts-Distributivgesetz
v-(st) = (v-s)-t definiert werden. Die oben getroffene Konvention v-s = s-v wiirde iiber Schiefkérpern schnell zu Irritation
fithren und ist in dieser Allgemeinheit nicht sinnvoll. Abgesehen von etlichen Unterscheidungen zwischen , Links-Begriffen®
und ,,Rechts-Begriffen“ verlauft die Theorie {iber Schiefkérpern aber relativ weitgehend analog zu der {iber Koérpern.

Noch allgemeiner gibt es auch iiber einem Ring R das zum K-Vektorraum analoge Konzept des R-Moduls. Auch hier
ist bei nicht-kommutativen R zwischen R-Linksmoduln und R-Rechtsmoduln zu unterscheiden. Moduln verhalten sich im
Allgemeinen deutlich weniger gutartig als Vektorriume, beginnend schon damit, dass die dritte Regel in (2) oben nicht
tibertragen werden kann. Daher unterscheidet sich diese Theorie wesentlich von der der Vektorrdume.

Beispiele (fiir Vektorrdume).

(0) Der Nullvektorraum {0}, der als einzigen Vektor den Nullvektor enthélt, ist (mit der ein-
zig moglichen Vektoraddition und Skalarmultiplikation) ein Vektorraum iiber jedem Korper.

(1) Jeder Korper ist (mit der Korperaddition als Vektoraddition und der Kérpermultiplika-
tion als Skalarmultiplikation) ein Vektorraum iiber sich selbst.

(2) Als Hauptbeispiel betrachten wir fiir einen Kérper K und n € IN den

‘ K-Vektorraum K™

mit der komponentenweisen Addition

x1 Y1 T1+Y1
T2 Y2 T2+Yy2 ..

: + = : fiir xlaylaanyQV"’I’nAyneK
Tn Yn Tn+Yn
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6.1. Vektorrdume und Untervektorraume 187

als Vektoraddition und der durch

T sT
T2 ST 3

sl . | = : fir s,x1,29,...,2, € K
Tn SIn

definierten Skalarmultiplikation. Dabei haben wir, wie ab jetzt oft, Tupel als Spaltenvek-

toren
x1
X2 n
( : ) = (21, 22,...,2,) € K

Tn

notiert, wobei die Spaltenvektoren und Tupel (letztere mit Kommatal!) aber von ab Abschnitt
6.3 verwendeten Zeilenvektoren (x1 x2 ... ) (ohne Kommata!) zu unterscheiden sind.
Besonders werden wir im Folgenden K = R im Auge haben und haben dann auch eine
gewisse Anschauung des R-Vektorraums RR™: Wie frither schon oft bemerkt entspricht
nimlich R einer Gerade, R? einer Ebene und R3 einem Raum. Beim allgemeinen R
mit 7 € IN kann man an eine Art ,,Raum mit n (beidseitig unendlichen) Richtungen® denken.
In dhnlicher Weise ist fiir n € IN und jeden K-Vektorraum V auch das n-fache Produkt V"
ein K-Vektorraum sowie allgemeiner fiir n € IN und K-Vektorrdume Vi, V5, ..., V,, auch das
Produkt Vi xVax ... xV, ein K-Vektorraum (jeweils mit der komponentenweisen Addition
und der zum Vorausgehenden analogen Skalarmultiplikation).

Ist K ein Teilkorper eines Korpers L, so ist jeder L-Vektorraum, etwa L selbst oder L™ mit
n € IN, auch ein K-Vektorraum (mit entsprechend eingeschrénkter Skalarmultiplikation).
Hieraus ergibt sich zum Beispiel, dass der C-Vektorraum C auch R- und Q-Vektorraum
sowie der R-Vektorraum R? auch Q-Vektorraum ist.

Fiir jede Menge X und jeden Vektorraum V iiber einem Koérper K ist auch Abb(X, V') mit
der punktweisen Addition und der durch (s-f)(z) := s(f(x)) € V fiir s € K, f € Abb(X,V),
x € X definierten Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum. Fiir konkrete X und V werden
sich auch Teilmengen von Abb(X,V) wie etwa die Mengen der stetigen, differenzierbaren
oder integrierbaren Funktionen & — V oder gewisser Homomorphismen X — V oft als
Vektorrdume erweisen.

Der Polynomring K[X] iiber einem Korper K ist mit der Polynomaddition und der durch
s(agXE—i—ag_lXé—i— o 4aoX?+a1 X4ag) = sapXi4sap_ 1 X4 .. +sasX?+sa; X+sag

fiir £ € Ny, s, a9,a1,a2,...,a7_1,a; € K definierten Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum.
Auch die Teilmenge {p € K[X]| grad(p) < n} der Polynome vom Grad < n und die Teilmen-
ge {apX? T qa, X214 +aoX0 a1 X3 +apX | ¢ € Ny, ag,a1,a9,...,ai-1,a; € K} der
ungeraden Polynome sind mit derselben Addition und Skalarmultiplikation K-Vektorrdume.

Wie fiir die algebraischen Strukturen des Kapitels 3 in Abschnitt 3.3 gesehen, lassen sich

auch fiir Vektorraume Unterstrukturen erklaren.

Definition (Untervektorriume). Sei K ein Korper. Ein K -Untervektorraum eines K-
Vektorraums V ist eine Teilmenge U von V mit folgenden Eigenschaften:

e Oy € U fiir den Nullvektor Oy von V,
e Abgeschlossenheit unter Vektoraddition: v+w € U fir alle v,w € U,
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e Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation: sv € U fiir alle s € K, v € U.

Gelegentlich bezeichnen wir einen Untervektorraum auch kurz als Unterraum.

Bemerkungen (zu Untervektorrdumen).

(0)
(1)

(2)

Da ein Untervektorraum zumindest den Nullvektor enthélt, ist er insbesondere # ().

Aus der Abgeschlossenheit eines K-Untervektorraums U von V unter Skalarmultiplikation
folgt wegen —v = (—1)v seine Abgeschlossenheit auch unter Negation im Sinn von
—v € U fiir alle v € U. Die Abgeschlossenheit unter Addition und Negation bedeuten
zusammen, dass U dann auch stets auch additive Untergruppe von V ist.

Die Definition des Untervektorraums wurde (natiirlich!) so getroffen, dass jeder K-Unter-
vektorraum mit entsprechend eingeschrinkter Addition und Skalarmultiplikation selbst
ein K-Vektorraum ist.

Beispiele (fiir Untervektorrdume).

(0)

(1)

Fiir jeden K-Vektorraum V sind der Nullvektorraum {0} und der ganze Vektorraum V'
zwei K-Untervektorrdume von V' (und offensichtlich der kleinst- und gréofitmogliche solche).

Erste Beispiele fiir Untervektorrdume ergeben sich aus den Beispielen (3), (4) und (5) zu
Vektorrdumen: Konkret ist etwa R ein R-Untervektorraum und Q-Untervektorraum von C,
Q3 ist ein Q-Untervektorraum von R?, und Rx{(0,0)} xRx{0} ist ein R-Untervektorraum
und Q-Untervektorraum von R®. Auch sind iiber einem beliebigen Korper K die im vorigen
Beispiel (5) angegebenen Teilmengen von K [X] stets K-Untervektorrdume von K[X].

Absolute Standard-Beispiele von K-Untervektorrdumen eines K-Vektorraums V sind
Kv={sv|se K} und Kv+Kw = {sv+tw|s,t € K}

mit dem Grundkorper K und festen Vektoren v, w € V. Zwei konkrete Beispiele dieses Typs
sind die R-Untervektorrdume

R(2)={(2)|ser} wa R(VZ)+R(})={(24)]st R}

™

von R? und R2. Anschaulich entspricht dabei ersterer eine Gerade in R3, fiir zweiteren
wird etwas spiter klar, dass er mit der ganzen Ebene R? iibereinstimmt.

Weitere Bemerkung (zu Untervektorriumen).

(2)

Sei W ein Vektorraum iiber einem Korper K. Fiir K-Untervektorrdume U und V von W
geben der Schnitt U NV und die Summe U +V = {u+v|u € U,v € V} wieder K-
Untervektorraume von W.

(Begriindung: Offensichtlich ist 0 € UNV und 0 € U+V. Daneben sind diese Eigenschaften zu zeigen:

Abgeschlossenheit von UNV unter Addition: Fiir wy,ws € UNV ist einerseits mit wy,ws € U auch
wi+wy € U, andererseits mit wy,wy € V auch wi+ws € V, insgesamt also wy+ws € UNV.

Abgeschlossenheit von UNV unter Skalarmultiplikation: Fiir s € K, w € UNV ist einerseits mit
w € U auch sw € U, andererseits mit w € V auch sw € V, insgesamt also sw € UNV.

Abgeschlossenheit von U4V unter Addition: Fiir wy,we € U4V ist wy = ui+v1, we = us+v mit
uy,ug € U, v1,v9 € V, und wir bekommen w; 4w = (u1+uz)+(vi+ve) € U+V.
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Abgeschlossenheit von U+V unter Skalarmultiplikation: Fir s € K, w € U4V ist w = u+v mit
u €U, v €V, und wir bekommen sw = su+sv € U+V.)

Analog ergibt sich, dass sogar der Schnitt (7),.; U; einer beliebigen Familie (U;)ier von K-
Untervektorrdumen von W und die Summe ) "' |, U; = { Yorquiu el firi=1,2... ,n}
einer endlichen Zahl n € IN von K-Untervektorrdumen Uy, Us, ..., U, von W wieder K-
Untervektorrdume von W sind.

Dagegen ist die Vereinigung U UV von K-Untervektorriumen U und V von W norma-
lerweise kein K-Untervektorraum von W, da fiir u € U, v € V zwar u,v € UUV, aber
im Allgemeinen nicht u+v € U UV gilt. Tatséchlich ist U UV ausschliefSlich in der trivialen
Situation, dass U C V oder V C U gilt und somit UUV mit U oder V selbst iibereinstimmt,
wieder ein K-Untervektorraum von W.

In erneuter Anlehnung an Abschnitt 3.3 betrachten wir als Néchstes erzeugte Unterstruktu-

ren, die sich hier bei Vektorrdumen schnell als eng verbunden mit sogenannten Linearkombina-

tio

nen herausstellen werden:

Definitionen (Linearkombinationen und aufgespannte/erzeugte Untervektorriume).
Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und A eine beliebige Teilmenge von V.

(1)

Sa

Fine K-Linearkombination von n € Ny Vektoren vi,ve,...,v, € V ist ein Vektor

n
Z Aiv; = AMurt+dove+ ... FA\u, €V
=1

mit beliebigen Koeffizienten A, Ao, ..., A\ € K. Sind alle Koeffizienten gleich Null, so
heif$t die Linearkombination trivial, ist mindestens einer ungleich Null, so heifit sie nicht-
trivial. Weiterhin bezeichnen wir einen Vektor in 'V als K -Linearkombination von Vektoren
aus A, wenn er fir irgendein endliches' n € Ny eine K-Linearkombination von n Vektoren
aus A ist.

Der von A aufgespannte oder von A erzeugte K -Untervektorraum von V oder die
K -lineare Hiille von A in'V ist der (beziiglich ,,C“) kleinste K -Untervektorraum U von V
mit A C U. Er wird als Span(A), Spany A oder (A) notiert. Fir als Liste angegebene, end-
liche oder abzdhlbare Mengen A verzichten wir bei dieser Notation gelegentlich auf Mengen-
klammern und schreiben beispielsweise (vi,va,...) fir ({vi,ve,...}) oder Span(vi,va, ..., vy)
fir Span({vi,ve,...,vn}).

tz (iiber die lineare Hiille). Seien K ein Korper, V ein K -Vektorraum und A eine beliebige

Teilmenge von V. Dann ezistiert Spany A und erfullt

‘SpanK A ={w € V|w ist K-Linearkombination von Vektoren aus A} ‘

Die rechte Seite kann dabei auch als UpZgUy, ... v, ev 2oie1 Kvi ausgedriickt werden.

!Beim Begriff der Linearkombination gehen also auch fiir unendliche Mengen A nur endliche Summen ein.

Unendliche Summen haben wir in einem beliebigen Vektorraum tatséchlich auch gar nicht zur Verfiigung.

Am Rande sei angemerkt, dass wir oben fiir n = 0 die leere Summe 28:1 Aiv; als den Nullvektor verstehen. Mit
dieser Konvention ist der Nullvektor formal K-Linearkombination von 0 Vektoren und auch K-Linearkombination
von Vektoren aus (). Spéter erspart uns dies bisweilen, solche trivialen Situationen explizit ausschlieBen zu miissen.
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190 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Beweis. Sei LK (A) die im Satz auftretende Menge der Linearkombinationen. Es ist zu zeigen,
dass LKk (A) ein K-Untervektorraum von V mit A C LKx(A) ist und zudem LKg(A) C U fur
jeden anderen K-Untervektorraum U von V mit A C U gilt.

Dabei ist A C LK (A) klar (weil jedes w € A mit w = 1w Linearkombination von sich selbst
ist), ebenso 0 € LKk (A) und die Abgeschlossenheit von LKx(A) unter Skalarmultiplikation.
Dass LKx(A) abgeschlossen unter Addition und damit K-Untervektorraum von V ist, kann
man so begriinden: Sind v,w € LKg(A), also v = Y /" \jv; und w = Z?Zl Am+jUm+j mit
m,n € Ny, v; € A, \; € K, so ist offensichtlich auch v+w = ZZ’S" \iv; € LKk (A).

Ist U ein weiterer K-Untervektorraum von V' mit A C U, so erhalten wir LK (A) C U wie
folgt: Fiir v € LKg(A4) ist v =Y ;" A\jo; mit m € N, v; € A, \; € K. Wegen A C U sind dann
v; € U und wegen der Abgeschlossenheit des Untervektorraums U unter Skalarmultiplikation
und Addition folgen A\jv; € U und v =3 ;" \jv; € U. O

Bemerkung (zur Existenz des aufgespannten Untervektorraums). Die generelle Exis-
tenz von Spany A ergibt sich mit dem vorausgehenden Beweis. Alternativ kann man die Existenz
mit dem Standard-Ansatz zeigen, dass der kleinste K-Untervektorraum U von V mit A C U
sich als Durchschnitt aller K-Untervektorrdume U von V mit A C U ergibt.

Beispiele (fiir aufgespannte Untervektorrédume).

(0) Da der Nullvektorraum {0} stets der kleinste Untervektorraum ist, gelten (§) = {0} und
({0}) = {0} in jedem Vektorraum.

(1) In jedem Vektorraum V iiber einem Korper K geben
(v) = Kv und (v1,v2,...,0n) = Kvj+Kvo+ ... +Kuv,

mit v € V bzw. n € IN und vy, vs,...,v, € V im Wesentlichen schon betrachtete Standard-
Beispiele von Untervektorrdumen.

(2) Im R-Vektorraum R ist Spany A = R fiir jede Teilmenge A C R auBer A = () und A = {0}.
Als fiir unsere Betrachtungen eher randstéindige Beispiele im Q-Vektorraum R erwdhnen
wir aber noch Spang @ = Q und Spang(R\Q) = R.

Zum Abschluss dieses Abschnitts beschreiben wir noch in Kiirze, wie mit Untervektorraum-
en einerseits affine Unterriume, andererseits — ein weiteres Mal analog zu Abschnitt 3.3 —
Faktorraume gebildet werden kénnen.

Definition (affine Unterrdume). Seien K ein Korper und V ein K- Vektorraum. Ein affiner
Unterraum von V ist eine Teilmenge der Form x+U von V mit beliebigem x € V und einem
K-Untervektorraum U von V.

Bemerkungen (zu affinen Unterrdumen). Seien K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.

(1) Ein affiner Unterraum A von V erfiillt A = x+U fiir jedes beliebige x € A und einen festen
K-Untervektorraum U von V. (Dies ergibt sich, weil fir z € x+U stets z+U = z+U gilt.)
In Anlehnung an die folgenden Beispiele bezeichnet man dabei manchmal z als Aufpunkt
und U als Raum der Richtungen von A.

(2) Ein affiner Unterraum A von V ist genau dann ein K-Untervektorraum von V, wenn 0 € A
gilt. (Dies folgt aus der vorigen Bemerkung (1) mit # = 0 oder auch direkter.)
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(3) Auch der von einer nicht-leeren Teilmenge von V aufgespannte affine Unterraum von
V kann als der kleinste affine Unterraum von V', der die Teilmenge enthélt, sinnvoll erklart
werden. Da jeder nicht-leere Schnitt von affinen Unterrdumen (wie man mit Bemerkung (1)
sieht) wieder ein affiner Unterraum ist, ergibt sich auch die generelle Existenz aufgespannter
affiner Unterrdume mit der iiblichen Durchschnitts-Konstruktion.

Beispiele (fiir affine Unterrdume).

(1) Ein affiner Unterraum
r+ (v) =z+Rv

mit Aufpunkt z € R™ und Richtungsvektor v € R™\{0} entspricht einer Gerade in R™.
Dabei sind weder = noch v, aber schon (v) = Rv eindeutig durch den affinen Unterraum
bestimmt.

(2) Ein affiner Unterraum
x + (v1,v9) = . + Rvy + Rug

mit Aufpunkt € R™ und Richtungsvektoren vy, vo € R™\{0}, so dass Rv; # Rus, entspricht
einer Ebene in R™. Dabei sind weder x noch (v1) = Rv; noch (v2) = Rws, aber schon
(v1,v2) = Rui+Rwy eindeutig durch den affinen Unterraum bestimmt.

Zuletzt kommen wir in diesem Abschnitt zu Faktorraumen, die fiir Vektorrdume ganz analog
zu den schon in Abschnitt 3.3 behandelten Faktorgruppen und Faktorringen erkldart werden.

Definition (Faktorrdume). Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U ein Untervek-
torraum von V. Unter dem Faktorraum V/U (lies: V durch U oder V modulo U) versteht man
die Quotientenmenge

V/U :={a4+U |z eV}

(beziiglich der durch x ¥y <= y—x € U gegebenen Aquivalenzrelation mit zugehdrigen A quiva-
lenzklassen [z]y = x+U = {z+u|u € U}) zusammen mit der durch

(x4+U) + (y+U) := (z+y)+U € V/U fir z+U,y+U € V/U,
s(x+U) :=sa+U € V/U firse K, 24U e V/U

definierten Vektoraddition und Skalarmultiplikation.

Bei Vektorrdumen verhélt sich diese Bildung sogar besonders gutartig. Anders als etwa bei
Gruppen oder Ringen erhilt man n&mlich ganz allgemein und ohne Zusatzbedingung an den
Untervektorraum U als Quotient V/U stets wieder einen Vektorraum:

Satz (zu Faktorrdumen). Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U ein Untervektor-
raum von V. Dann sind die Addition und Skalarmultiplikation der vorigen Definition wohldefi-
niert, und der Faktorraum V/U ist mit diesen Operationen ein K -Vektorraum.

Beweis. Dass die Vektoraddition wohldefiniert und V/U mit dieser eine abelsche Gruppe bildet,
wissen wir aus Abschnitt 3.3 (denn in der abelschen Gruppe (V,+) ist die Untergruppe U auch
Normalteiler).

Fiir die Wohldefiniertheit der Skalarmultiplikation betrachten wir zwei Reprisentanten z, 2’ €
V einer Aquivalenzklasse 2/+U = x+U € V/U. Aus ' —u € U folgt dann mit der Abgeschlos-
senheit von U unter Skalarmultiplikation sz’—sz = s(2/—z) € U. Mit sz’+U = sx+U sehen
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192 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

wir dann, dass der s-(z+U) definierende Ausdruck sxz+U nicht von der Reprisentantenwahl
abhéngt.

Somit bleiben nur die Vektorraumaxiome fiir V/U aus den Definitionen und den Vektorrau-
maxiomen von V abzuleiten. Zum Beispiel rechnet man fiir das zweite Distributivgesetz

s((x+U)+(y+U)) = s((x+y)+U) = s(x+y)+U = (sx+sy)+U = (sz+U)+(sy+U)
fir s € K, x,y € V. Die weiteren Axiome weist man ganz dhnlich nach. O

Bemerkung. Die Elemente von V/U sind die affinen Unterrdume von V, die den festen Un-
tervektorraum U als Raum von Richtungen haben. Speziell fiir eine Ursprungsgerade U bzw.
eine Ebene U durch den Ursprung in R”, besteht R"™/U aus allen zu U parallelen Geraden
bzw. Ebenen in R™. Das Rechnen in diesen Faktorrdumen kann man daher als ein Rechnen mit
parallelen affinen Unterrdumen, parallelen Geraden bzw. parallelen Ebenen auffassen.

6.2 Basen von Vektorrdumen und der Dimensionsbegriff

Als Nichstes wollen wir ausgehend von einem System nur einiger Vektoren eines Vektorraums
alle anderen Vektoren auf eindeutige Weise als deren Linearkombinationen beschreiben. Die
gutartigen Systeme, beziiglich denen dies moglich sein wird, heilen Basen. Bevor wir zu diesen
kommen, fithren wir aber zunéchst ein vorbereitendes und ebenfalls wichtiges Konzept ein:

Definition (lineare Unabhéngigkeit, lineare Abhingigkeit). Seien K ein Kérper und V
ein K-Vektorraum.

(I) Wir nennen m € N Vektoren vi,va, ..., vy € V linear unabhdngig (iber K), wenn fir
alle A, Ao, ..., Am € K die Implikation

Z)\jvjzo — )\1:)\2:...:)\7”:0
j=1

gilt. Andernfalls heiffen vi, v, ..., vy linear abhdngig (iber K).

(IT) Wir nennen eine Teilmenge A von V linear unabhdngig (iber K), wenn jede endli-
che Zahl von Vektoren aus A (ohne Mehrfachnennung desselben Vektors) tiber K linear
unabhdngig ist, wenn also die Implikation ) o v =0 = Vv € E: X\, = 0 fir
alle endlichen Teilmengen E von A und alle mit E indizierten Familien (A\y)yer von
Elementen von K gilt. Andernfalls heifit A linear abhdngig (iber K).

In gleicher Bedeutung sprechen wir auch von K-linear unabhdngigen und von K-linear
abhdngigen Vektoren und Mengen.

Bemerkungen (zu linearer (Un-)Abhingigkeit).

(0) Lineare (Un-)Abhéngigkeit endlich vieler Vektoren und endlicher Teilmengen sind im We-
sentlichen dieselben Konzepte. Genauer sind Vektoren vy, vs, ..., v, mit m € IN genau dann
linear unabhéingig, wenn sie alle verschieden sind und {vy,ve, ..., vy} linear unabhéngig ist.

(1) Die lineare Unabhingigkeit eines einzelnen Vektors v; € V (Fall m =1 in der Defini-
tion) bedeutet einfach v; # 0.
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(2) Die lineare Unabhéngigkeit zweter Vektoren vi,vy € V (Fall m = 2 in der Definition)
bedeutet v1 # 0 und vy # sv; fiir alle s € K. Fiir K = R bedeutet dies anschaulich, dass
zwei linear unabhéngige Vektoren nicht auf derselben Ursprungsgerade liegen, also beide
von Null verschieden sind und nicht in dieselbe, aber auch nicht in exakt entgegengesetzte
Richtungen zeigen.

(3) Im Fall V = K™ mit n € N (auf den wir demnéchst andere Fille werden reduzieren kénnen)
ist zum Priifen linearer Unabhiingigkeit ein lineares Gleichungssystem zu l6sen.
Sind genauer

aill a2 ais a1m
o a1 o a22 o a23 o a2m n
U1—<;>,U2—<;>,U3—<5>,...,Um_(E)eK
an1 an2 an3 Anm

gegeben, gilt also mit anderen Worten v; = >, a;e; fiir j = 1,2,3,...,m mit Koeffi-
zienten a;; € K und den kanonischen Basisvektoren e; des K™, so bilden die n skalaren
Komponenten-Gleichungen der Vektor-Gleichung Z;”Zl Ajvj = 0 das Gleichungssystem

a1 + @122 + ...+ a1mAm =0,
a1 A1 + agde + ...+ azmAm =0,

ApiAl + anodo + ... + apmAm =0

fir die m Variablen Ay, Ao,..., N\, € K. Ist die triviale Losung Ay =X =... =X\, =0
(die offensichtlich immer eine Losung ist) die einzige Losung des Gleichungssystems, so
sind vy, v, ..., vy, Uber K linear unabhéingig. Gibt es neben der trivialen Losung weitere
Losungen, so sind v1,v9,...,v,, iiber K linear abhingig.

Beispiel (zum Nachweis linearer Unabhingigkeit). Als vereinfachtes Beispiel untersuchen
wir die Vektoren (‘11), (%) € R? auf lineare Unabhingigkeit iiber R, wozu das Gleichungssystem

AN+ 3)he = 0 D,

A +2X =0 (H)
in den zwei Variablen A, Ao € R zu l6sen ist. Wir erhalten durch Kombination der Gleichungen
geméB (I)—4(II) die neue Gleichung —5Xy = 0 (die (I) oder (II) ersetzen kann) und lesen daraus

A2 = 0 ab. Hierauf aufbauend liefert (II) dann auch A; = 0. Also ist \; = A\ = 0 tatséchlich die
einzige Losung des Gleichungssystems, und (‘11), (%) € R? sind R-linear unabhiingig.

Definition (Erzeugendensysteme und Basen). Seien K ein Korper und V' ein K -Vektorraum.

(I) Wir nennen m € IN Vektoren by1,ba,...,by, € V ein Erzeugendensystem von V (iber
K), wenn Spang (b1,ba,...,by) =V gilt. Sind die Vektoren by, ba, ..., by, des Erzeugen-
densystems zusdtzlich linear unabhdngig, so heiffen sie eine Basis von V (iber K).

(IT) Analog nennen wir eine Teilmenge B von V ein Erzeugendensystem von V (iber K),
wenn Spang B =V gilt. Ist das Erzeugendensystem B zusdtzlich linear unabhdngig, so
heifit es eine Basis von V (iber K).

Ab und zu sprechen wir auch von einem K -Erzeugendensystem oder einer K -Basis von V.
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194 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Die einzelnen Vektoren bzw. Elemente einer Basis bezeichnet man auch oft als Basisvek-
toren. Dieser Begriff ist aber ohne Benennung der gesamten Basis nicht wohldefiniert und
normalerweise nur im Kontext fester Basen sinnvoll.

Bemerkungen (zu Erzeugendensystemen und Basen). Seien K ein Korper, V' ein K-
Vektorraum und m,n € IN.

(0) Die Konzepte fiir endlich viele Vektoren und endliche Teilmengen sind praktisch diesel-

ben: Vektoren by,b2,...,b, € V sind genau dann ein K-Erzeugendensystem von V', wenn
{b1,ba,...,by} ein K-Erzeugendensystem von V ist. Und by, by, ..., b, € V sind genau dann
eine K-Basis von V, wenn sie alle verschieden sind und {b1, ba, ..., by} eine K-Basis von V
ist.

(1) Oft kann man einen Untervektorraum als erzeugten Untervektorraum samt einer zu-
gehorigen Basis aus folgender einfachen Beobachtung erhalten: Sind by, bs, ..., b, € V li-
near unabhingig iiber K, so sind by, b, . . ., by, immer eine K-Basis von Spang (b1, ba, . .., by,).
Und ist B linear unabhéngige Teilmenge von V iiber K, so ist B eine K-Basis von Span B.

(2) Manchmal werden wir bei einer Basis by, bs, ..., b, Wert auf die Reihenfolge der Vektoren
legen. Wir fassen dann die Basisvektoren als Tupel (by, b, . .., by,) zusammen und sprechen
manchmal auch von einer geordneten Basis.

(3) Die definierende Eigenschaft eines K-Erzeugendensystems by, b, ..., b, von V ist die, dass
jeder Vektor v € V als K-Linearkombination v = Z;il Ajb; der Basisvektoren mit gewissen
Koeffizienten Ay, Ag, ..., A\, € K geschrieben werden kann. Bei einer K-Basis by, bo, ..., by
von V sind zudem die Koeffizienten A; durch den Vektor v und die Basis eindeutig bestimmt,
weil ansonsten die Differenz zweier Darstellungen eine nicht-triviale Darstellung des Null-
vektors gibe und dies durch lineare Unabhéngigkeit ausgeschlossen ist. Man hat also fiir
jedes v € V eine Basisdarstellung

v = Z;n:l Ajb; mit eindeutigen Koeffizienten A\, \s,... A\, € K.

Zur konkreten Bestimmung der Koeffizienten ist erneut ein lineares Gleichungssystem fiir
diese zu l6sen. Auf der linken Seite des Systems stehen dabei exakt dieselben Terme wie beim
Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von by1,bs, ..., by, nur auf der rechten Seite stehen
statt der Nullen die Eintriige des gegebenen Vektors v. Aufgrund der Ubereinstimmung
links kann man aber iiber dieselben Umformungen vorgehen und beide Aufgaben zu einem
gewissen Grad simultan erledigen.

(4) Mit den n Vektoren
€ K"

€1 = ,€3 =

0o --oo0o—
@
I\

oo oo

xr1

T 0 0

gilt = ( 0 ) + (m +...+ ( 9 ) = >, ze; fiir jeden Vektor z = (12) € K™ Da
0 0 Tn Tn

diese Darstellung offensichtlich eindeutig ist, bilden somit eq,es,...,e, eine K-Basis von

K", die als kanonische Basis von K™ oder Standard-Basis von K™ bezeichnet wird.
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(5) Mit der vorigen Bemerkung wird klar, dass die Eintréige eines Spaltenvektors aus K™ die
Koeffizienten der Basisdarstellung beziiglich der kanonischen Basis sind. Aufbauend hierauf
notiert man auch die B-Basisdarstellung beziiglich einer beliebigen geordneten Basis B =

(b1,ba,...,by) von V manchmal in an die ,normalen* Spaltenvektoren angelehnter Notation
il m
?] =Y Nb eV fir A, Aoy, Am € K.
AmdB 5=l

Fiir die kanonische Basis £ = (e1, es,...,€,) von K" ist dabei natiirlich

A A
>\2 ] - ( >\2 )
Am dg Am

Beispiel (zu Basen und Basisdarstellungen). Beziiglich der geordneten Basis

5= ((2)-(1))

von R? iiber R hat der Vektor (_43) € R? die Basisdarstellung

() =7(2) -0() = [l

Die Berechnung dieser Darstellung gelingt dabei mit dem linearen Gleichungssystem

A+ Ao =-3,
20+ =4,
fiir das man die eindeutige Losung A1 = 7, Ao = —10 ermittelt.

Unsere nichsten Ziele sind drei entscheidende Sitze itber Basen:

Hauptsatz (zur Existenz von Basen). Sei K ein Kirper. Jeder K -Vektorraum hat eine
K -Basts.

Satz (Basiserginzungssatz). Seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Fir jede K-
linear unabhingige Teilmenge A von V g¢ibt es eine K-Basis B von V mit A C B.

Satz (Basisauswahlsatz). Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Fir jedes K-
Erzeugendensystem C von V' gibt es eine K-Basis B von V mit B C C.

Dabei ist der Existenzsatz fiir A = () im Basisergéinzungssatz enthalten. Tatséchlich formu-
lieren wir als Nichstes aber sogar eine Aussage, die alle drei Sitze als Spezialfiille enthélt (den
Existenzsatz fiir A = () und C' =V, den Basisergéinzungssatz fiir C = V und den Basisauswahl-
satz fiir A = ()), und nur diese verallgemeinerte Aussage werden wir daher noch beweisen.

Satz. Seien K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Fiir eine K -linear unabhdngige Teilmenge
A von V und ein K-Erzeugendensystem C von V mit A C C gibt es stets eine K-Basis B von
VmitACc BcCC.
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Bemerkung. Der Hauptsatz sichert zwar generell die Existenz mindestens einer Basis, bringt
aber keine Moglichkeit, eine Basis explizit zu bestimmen. Tatséchlich stiitzt sich der noch fol-
gende Beweis entscheidend auf das Zornsche Lemma aus Abschnitt 2.3.1 (welches wiederum
auf dem Auswahlaxiom der Mengenlehre basiert) und ist iberhaupt nicht konstruktiv. Konkret
lésst sich etwa fiir den Q-Vektorraum R eine Basis nicht explizit angeben. Es kann aber gezeigt
werden, dass alle Q-Basen von R iiberabzéhlbar sind, und daher kann man sich vorstellen, dass
es eben wegen der groflen Zahl der benttigten Basisvektoren keine Moglichkeit gibt, eine Basis
schematisch anzugeben oder zu iiberblicken.

Beweis des letzten Satzes. Wir betrachten das Mengensystem
S :={M € P(V)| M linear unabhéngig iiber K mit A C M C C'}

mit der Mengeninklusion ,,C“ als Ordnungsrelation auf & und halten S # ) fest (denn wegen
der K-linearen Unabhéngigkeit von A gilt auf jeden Fall A € §). Wir zeigen nun folgende, als
Voraussetzung fiir das Zornsche Lemma bendtigte Aussage (alles beziiglich ,,C“):

Jede Kette IC C S hat eine obere Schranke in S.

Fiir £ = () ist jedes Element von S eine obere Schranke und dies klar (aber nur, weil S # 0).
Fiir £ # 0 ist JK = Upex M die bendtigte Schranke, sofern (JK € S gilt. Dafiir weisen wir
erst K-lineare Unabhéngigkeit von | J K nach: Fiir endlich viele Vektoren vy, v, ..., v, € UK
gibt es My, Ms,..., M, € K mit v; € M; firr alle i € {1,2,...,m}. Da K eine Kette ist, ist
unter My, Ms, ..., M,, eine grofite Menge M;, mit iy € {1,2,...,m}, so dass M; C M;, fur alle
i€ {1,2,...,m} gilt. Es sind also vy, va, ..., v € M;,, und M;, ist K-linear unabhéngig (wegen
M;, € K C § und der Wahl von §). Also sind vy, v2,...,v, ebenfalls K-linear unabhéngig,
und |JK ist insgesamt K-linear unabhéngig. Nach Wahl von S gilt zudem A C M C C fiir
alle M € K # () und damit A C |JK C C. Insgesamt ist wie benotigt |JK € S und die obige,
bendétigte Aussage gezeigt.

Damit kénnen wir das Zornsche Lemma aus Abschnitt 2.3.1 auf S anwenden und erhalten die
Existenz eines beziiglich Mengeninklusion maximalen Elements B von S§. Nach Wahl von § gilt
A C B C C, und B ist K-linear unabhéngig. Um die Behauptung des Satzes zu erhalten, miissen
wir also nur noch aus der Maximalitdt von B folgern, dass B ein K-Erzeugendensystem (und
damit eine K-Basis) von V ist. Sei hierzu v € C'\ B. Wegen der Maximalitdt von B kann dann
BU{v} nicht in § sein. Da A € BU{v} C C erfiillt ist, erzwingt dies K-lineare Abhiingigkeit
von BU{v}. Es gibt also m € IN, by, bo, ..., by, € B und Koeffizienten A\, A1, Mg, ..., A\, € K, die
nicht alle Null sind, mit Av+ >, A\jb; = 0. Ist A = 0, so erhalten wir mit » ;* | \;b; = 0, wobei
nicht alle A; Null sind, einen Widerspruch zur K-linearen Unabhéngigkeit von B. Also ist A # 0,
wir kénnen zu v = —% ity Aib; auflssen und v € Spany B ablesen. Insgesamt haben wir damit
C'\ B C Spany B gezeigt und bekommen wegen der trivialen Inklusion B C Spanj B sofort
auch C' C Spany B. Hieraus folgt mit der Eigenschaft des K-Erzeugendensystems C' schliellich
V = Spany C C Spang (Spany B) = Spany B. Also ist B ein K-Erzeugendensystem von V und
der Beweis komplett. O

Aus dem Basisergéinzungs- und dem Basisauswahlsatz ergeben sich zwei grundlegende Cha-
rakterisierungen von Basen, die beim vorigen Beweis teils schon mitschwangen.
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6.2. Basen von Vektorrdumen und der Dimensionsbegriff 197

Korollar. Fir einen Korper K, einen K-Vektorraum V und B CV sind dquivalent:
(1) B ist eine K-Basis von V.
(2) B ist eine beziiglich ,C“ maximale K -linear unabhdingige Teilmenge von V.

(3) B ist ein beziiglich ,,C*“ minimales K -Erzeugendensystem von V.

Beweis. Die Implikation (2) == (1) ergibt sich mit dem Basisergénzungssatz: Die maximale
K-linear unabhéngige Teilmenge B von V kann zu einer K-Basis von V ergédnzt werden, die
insbesondere K-linear unabhéngig ist und wegen der Maximalitdt mit B iibereinstimmt. Analog
ergibt sich (3) = (1) mit dem Basisauswahlsatz. Die Implikationen (1) = (2) und (1) = (3)
sind Thema der Ubungen. O

Im Rest dieses Abschnitts geht es mafigeblich um den Begriff der Dimension. Um diese
definieren zu kénnen, bendtigen wir aber zunéchst noch ein etwas stérker technisch angehauchtes
Resultat iiber Basen von Vektorrdumen.

Satz (Basisaustauschsatz von Steinitz). Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und B
eine K-Basis von V. Firn € N und K-linear unabhdngige Vektoren vi,vs,..., v, € V gibt es
n verschiedene Vektoren by, by, ... b, € B, so dass auch (B \ {b1,b2,...,b,}) U{vi,v2,...,0,}
eine K-Basts von V' ist.

Grob gesprochen besagt der Satz, dass gegebene, untereinander linear unabhéngige Vektoren

v1,V9,...,U, € V in einer ebenfalls gegebenen Basis B gewisse Basisvektoren by, bs,...,b, € B
ersetzen konnen, ohne dass hierdurch die Basiseigenschaft zerstort wird. Man kann also ,alte
Basisvektoren b1, b, ..., b, durch die ,,neuen“ Basisvektoren vy, v, ..., v, austauschen.

Der Schliissel zum Beweis des Austauschsatzes ist tatséchlich die Behandlung des Falls n = 1,
fiir den wir noch eine minimal prézisere Aussage (ndmlich inklusive Kriterium, welcher Basis-
vektor weggelassen werden kann) als Lemma formulieren und beweisen:

Lemma. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und B eine K-Basis von V. Ist firv eV
in der Basisdarstellung v = Zle AifBi mit £ € IN, B1,B2,...,80 € B, A, o, ..., \p € K fiir ein
iop € {1,2,...,0} der Koeffizient \;, # 0, so ist auch (B\ {B;,})U{v} eine K-Basis von V.

Beweis des Lemmas. Zunichst ist (B \ {8i,}) N {v} = 0 und ,U* in der Aussage des Lem-
mas berechtigt, weil in der eindeutigen B-Basisdarstellung eines Basisvektors v € B\ {3;,} im
Widerspruch zur Voraussetzung \;, = 0 wére.

Wir komplettieren den Beweis durch die Nachweise, dass (B \ {8;,})U{v} einerseits ein
K-Erzeugendensystem von V', andererseits K-linear unabhéngig ist.

Fiir die Eigenschaft als Erzeugendensystem losen wir die B-Basisdarstellung v = Zle AiBi
zu B, = )\;01 (v— Zi€{1727_”’£}\{i0} )\iﬁi) auf. Damit konnen wir das Auftreten von f;, in der
B-Basisdarstellung eines Vektors v € V eliminieren und 3;, durch v und die 8; mit i # ig
ersetzen. Somit ist jedes v € V eine K-Linearkombination von Vektoren aus (B \ {3;,}) U{v},
und (B \ {8i,}) U{v} ist ein K-Erzeugendensystem von V.

Zum Beweis der K-linearen Unabhingigkeit von (B \ {8;,}) U{v} schreiben wir 0 als Li-
nearkombination von Vektoren aus (B \ {8;,})U{v} und zeigen, dass diese Linearkombinati-
on trivial sein muss. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass die schon im Lemma
auftretenden Basisvektoren 1, 82, ..., Biy—1, Big+1, - - - » B¢ bei der Linearkombination, eventuell
mit Null-Koeffizienten, vorkommen, kénnen also pv+ 3, {(1,2,...m}\{io} wif; = 0 mit beliebigen

m € N>, Brt1, Bet2, -5 Bm € By pt, 1, 2, - - -, Pig—1, Hig+15 - - -, bm € K ansetzen. Vereinbaren
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198 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

wir A\; := 0 fiir ¢ € Ny, so kénnen wir v = 221 Aif; in den Ansatz einsetzen und bekommen
1Nio Bio+ D ie (1.2, ..\ fio} (HitHAi)Bi = 0. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der ; folgen
iy = 0 und pi4pA; = 0 fir ¢ € {1,2,...,m} \ {ip}. Wegen A\, # 0 bedeutet dies, dass mit
pw=0und pu; =0 fiir i € {1,2,...,m} \ {io} alle Koeffizienten des Ansatzes Null sind. Also ist
(B\ {Bi,}) U{v} wie behauptet K-linear unabhéingig. O

Beweis des Basisaustauschsatzes. Wir zeigen die Behauptung des Satzes durch vollstéindige In-
duktion nach n € IN.

Beim Induktionsanfang fiir n = 1 ist v; € V nach Voraussetzung linear unabhéngig, also
v1 # 0. In der Basisdarstellung v = Zle Ay mit £ € N, B1,82,...,00 € B, A, Aa,...,. €K
ist daher \;, # 0 fiir mindestens ein ig € {1,2,...,¢}. Nach dem Lemma ist (B \ {8;,}) U {v1}
eine Basis von V, und wir erhalten die Behauptung des Satzes fiir n = 1 mit b; = ;.

Beim Induktionsschluss von n € IN zu n+1 sind linear unabhéngige vi,ve,...,0p41 € V
gegeben. Da insbesondere vy, va, . . ., vy, linear unabhéngig sind, ist nach Induktionsannahme (B
{b1,b2,...,bp}) U{v1,v9,...,v,} eine Basis von V. Nun hat v,,11 eine Basisdarstellung v, 11 =
S ABi+ Yy gy mit £ € N, By, ..., B € B € B\{b1,ba,. . b}, Aty Ay i1y i € K
Im Fall Ay = Xy = ... = Ay = 0 wire der Nullvektor 0 = vn+1—2?:1 ;v nicht-triviale
Linearkombination von vy, va, ..., Un, Unt1, was im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit
VON V1,02, ..., Un, Unt1 stiinde. Also gibt es mindestens ein ig € {1,2,...,¢} mit \;, # 0. Das
Lemma, angewandt auf die vorausgehende Basisdarstellung von v, 1, erlaubt daher, in der Basis
(B\ {b1,b2,...,b,})U{v1,ve,...,v,} den Vektor b,41 := Bi, € B\ {b1,ba,...,b,} durch v, 11
auszutauschen. Wir erhalten, dass (B \ {b1,b2,...,bpn,bpy1})U{v1,v2, ..., U, vpt1} eine Basis
von V ist, und der Induktionsschritt ist komplett. O

Als zentrale Anwendung des Basisaustauschsatzes kénnen wir die Dimension eines Vektor-
raums als die eindeutig bestimmte (!) Lénge seiner Basen einfiihren:

Hauptsatz (zur Linge von Basen). Seien K ein Korper und V ein K -Vektorraum. Ist V iber
K endlich erzeugt (d.h. gibt es ein K-Erzeugendensystem von V aus endlich vielen Vektoren),
so hat jede K-Basis B von V die gleiche Linge |B| € Ny, besteht also aus der gleichen
endlichen Zahl |B| von Vektoren.

Definition (Dimension). Sei K ein Korper. Einen tiber K endlich erzeugten K - Vektorraum V/
nennen wir endlich-dimensional (iber K), und erkliren die Dimension dimV = dimg V' €
Ny von V' (dber K) als die eindeutige Linge |B| einer K-Basis B von V. FEinen tber K nicht
endlich erzeugten K -Vektorraum V' nennen wir unendlich-dimensional (iber K), und setzen
fiir einen solchen dimV :=dimg V := oo.

Beweis des Hauptsatzes. Da ein Erzeugendensystem nach dem Basisauswahlsatz immer eine Ba-
sis enthilt, besitzt der endlich erzeugte Vektorraum V' eine endliche Basis B mit [B| € INo.
Wir zeigen, dass fiir jede weitere Basis B von V notwendig |B| = |B| gilt. Wire |B| > |B|,
so ergébe sich durch Anwendung des Basisaustauschsatzes (oder trivial im Fall n = 0), dass
(B\ {b1,b2,...,bp})U B mit n : = |B| € INg und gewissen by, ba,...,b, € B eine Basis von V/
wire. Wegen \B| > |B| = n wire also B nicht maximale linear unabhéirlgige Teilmenge von V,
und wir erhielten einen Widerspruch zur Basiseigenschaft von B. Wére |B| > |B|, so ergibe sich
durch vollig analoge Argumentation mit n := |B| € Ny ein Widerspruch. Also ist |B| = |B|. O
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Bemerkungen (zur Michtigkeit von Basen und verwandten Systemen). Seien K ein
Korper und V' ein K-Vektorraum.

(1) Im unendlich-dimensionalen Fall dimg V' = oo kann mit dem Auswahlaxiom die Variante
des Hauptsatzes gezeigt werden, dass alle K-Basen von V' zueinander gleichméchtig sind.

(Beweisskizze: Seien A und B Basen von V. Fiir jedes a € A gibt es dann m(a) € IN und b1 (a), b2(a), ..., by (q)(a) € B
mit a € Span{bi(a),b2(a), ..., by (a)(a)}. Mit Aist auch U, 4{b1(a), b2(a), ..., bm(a)(a)} ein Erzeugendensystem von
V. Weil die Basis B ein minimales Erzeugendensystem von V ist, folgt daraus (J,c 4{b1(a),b2(a),...,bm(a) (@)} = B.
Mit dem Auswahlaxiom ergibt sich aus dieser Gleichheit eine Injektion B — AXIN, die jedes b € B auf ein (a,7) € AXIN
mit ¢ € {1,2,...,m(a)} und b;(a) = b abbildet. Gemé&f einem weiteren Argument mit dem Auswahlaxiom, auf das wir
hier nicht im Detail eingehen, ist AxIN fiir die unendliche Menge A gleichmiichtig? zu A. Insgesamt erhalten wir eine
Injektion B — A. Dieselben Argumente mit vertauschten Rolle von A und B ergeben eine weitere Injektion A — B,
und mit dem in Abschnitt 2.5 erwéhnten Satz von Cantor-Schréder-Bernstein folgt Gleichmichtigkeit von A und B.)

(2) Im endlich-dimensionalen Fall mit n := dimg V € Ny ...

e besteht eine K-linear unabhingige Teilmenge von V aus hdchstens n Vektoren,

e besteht ein K-Erzeugendensystem von V aus mindestens n Vektoren.
Dies folgt aus dem Basisergéinzungs- beziehungsweise dem Basisauswahlsatz.
Beispiele (zur Dimension). Sei K ein Kérper.
(0) Der Nullvektorraum {0} ist der einzige Vektorraum der Dimension 0 iiber K.

(1) Das absolute Standard-Beispiel eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums ist
der Raum K™ der Vektoren mit n € IN Eintrdgen aus K. Da die kanonische Basis von K"
Lénge n hat, ist

dimg K™ = n|.
| |

(2) Drei Beispiele fiir unendlich-dimensionale K-Vektorrdume sind der Raum K[X] der Polyno-
me iiber K, der Raum K™ = {(z,,)new | 2, = 0 fiir 7> 1} der abbrechenden Folgen iiber
K und der Raum KN aller Folgen iiber K. Eine Basis von K[X] ist {1,X,X?2, X3 X4, ...},
und eine Basis von KM ist {(1,0,0,0,0,...),(0,1,0,0,0,...),(0,0,1,0,0,...),...}. Eine Ba-
sis von KN ist notwendig iiberabzihlbar und lisst sich nicht explizit angeben.

Als wichtige Folgerungen fiir den kiinftigen Umgang mit Unterriumen und Di-
mensionen halten wir fest:

Korollar. Seien K ein Korper, V,V1,Vy Vektorriume iiber K und U, Uy, Uy Untervektorrdume
von V dber K. Dann gelten (wobei insbesondere immer U C V wvorausgesetzt ist):

(I) dimK(V1><V2) =dimg Vi + dimg V5,

(1) dimg U < dimg V mit ,=“ nur fiir U =V oder dimg U = dimg V = oo
(wobei insbesondere die Charakterisierung des Gleichheitsfalls oft niitzlich ist),

(IIT) die Ezistenz eines K-Untervektorraums U® von V- mit U @ U® =V (genannt ein kom-
plementdrer Untervektorraum zu U in V),

2Speziell fiir abzéhlbar unendliches A folgt die Gleichmichtigkeit von AXIN und A aus dem in Abschnitt 2.5
beschriebenen ersten Cantorschen Diagonalverfahren. Allgemeine unendliche A kénnen durch eine Argumentation
mit dem Auswahlaxiom darauf zuriickgefithrt werden.
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(IV) dimg (V/U) + dimg U = dimg V' (fiir den Faktorraum V/U von V nach U),

(V) die Dimensionsformel fiir Untervektorrdume

| dim (U1 +Us) + dimg (Uy N Uy) = dimg Uy + dimg U |

und speziell dimg (U; & Us) = dimg Uy + dimg Us im Fall Uy N Uz = {0}.

Beweis des Korollars. Zum Beweis von Teil (I) seien B; eine Basis von Vi und By eine Basis
von V. Dann ist B := (B;x{0})U ({0} x B2) eine Basis von V; x V3, und es folgt dim(V; xV5) =
|B| = |B1|+|Ba| = dim V1 + dim V5.

Fiir Teil (II) sei B eine Basis von U. Nach dem Basisergéinzungssatz gibt es eine Basis B*
von V mit B C B*. Es folgt |B| < |B*| mit ,=*“ nur fiir B = B* oder |B| = |B*| = co. Wir
erhalten also dimU = |B| < |B*| = dim V mit ,,=“ nur fiir U = Span B = Span B* = V oder
dimU =dimV = oo.

Fiir Teil (III) betrachten wir B und B* wie gerade zuvor und setzen U¢ := Span(B*\B).
Da B* ein Erzeugendensystem von V ist, gilt dann U+U® = Span B+ Span(B*\B) = V. Da B*
linear unabhéngige Teilmenge von V' ist, folgt zudem U N U¢ = Span B N Span(B*\B) = {0}
(denn fiir v € Span B N Span(B*\B) ist v = Y .z Ayb = >y c g« Apb fiir endliche Teilmengen
E C B und E* C B*\B und gewisse A\, € B; aus ) ;g Apb — > 1 cpe Apb = 0 ergibt sich dann,
dass alle Ay Null sind, also auch v = 0).

Fiir Teil (IV) betrachten wir fiir B und B* wie zuvor jetzt B’ := {b+U |b € B*\B} C V/U.
Wir zeigen zuniichst, dass B’ ein Erzeugendensystem von V/U ist. Fiir v+U € V/U mit v € V
nutzen wir dazu die B*-Basisdarstellung v = » ;. Apb mit endlichem F* C B* und gewissen
Ao € K. Es folgt v+U = 3 cpe M(0+U) = D opcpp = Ao(b+U) € Span(B*\B) in V/U,
weil b+U = 0+U =0 in V/U fiir b € B C U gilt. Also ist B’ ein Erzeugendensystem von V/U.
Weiter zeigen wir, dass B in V/U linear unabhéngig ist. Sei dazu ), g« Ap(b+U) = 0in V/U fiir
endliches E* C B*\B und gewisse \, € K. Mit anderen Worten bedeutet dies Zbe b €U
und Y ;o pe Mpb = Y cp Apb fiir endliches £ C B (und weitere A, € K). Mit der linearen
Unabhiingigkeit von EFU E* C B folgt A\, = 0 fiir alle b € FU E*, womit insbesondere gezeigt
ist, dass alle b4+U mit b € B*\B in V/U verschieden sind und B’ in V/U linear unabhéngig ist.
Damit ist B’ eine Basis von V/U, und wir erhalten insgesamt dim(V/U)+dimU = |B'|+|B| =
|B*\B|+|B| = |B*| = dim V.

Beziiglich Teil (V) behandeln wir erst den Fall Uy N Uz = {0} (in dem wir U; ®Us schreiben
diirfen). Seien Bj eine Basis von U; und By eine Basis von Us. Mit dhnlichen Argumenten wie
beim Nachweis von (III) folgt dann, dass By U Bg eine Basis von U3®Us; ist, und wir erhalten

Fiir den allgemeinen Fall von Teil (V) benutzen wir, dass es geméf (III) einen zu Uy N Us
in Uy komplementiren Unterraum Us mit Us = (U1NnUz) ® Us gibt. Es folgt dann leicht Uy +
U, =U; 6 ﬁg, so dass wir durch zweimalige Anwendung des schon behandelten Spezialfalls
dim(U1+4Us) + dim(U; NU3) = dim Uy 4+ dim Us + dim(U; NUs) = dim U; + dim U erhalten. [

Im Folgenden reiflen wir affine Analoga der betrachteten Begriffe lineare Unabhéngig-
keit, Erzeugen(densystem), Basis, Dimension und Dimensionsformel zumindest an.

Definitionen & Bemerkungen (zur Dimension von affinen Unterrdumen). Seien K ein
Korper und V' ein K-Vektorraum.
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(D)

(1)

(111)

(IV)

Wir sagen fiir £ € Ny, dass sich (¢+1) Punkte xg,x1,x2,23,...,20_1,2¢ € V in allge-
meiner Lage befinden, wenn die { Vektoren xi1—x, xo—xg, T3—T0,. .., xe—2o (lber K)
linear unabhdngig sind.

Am besten versteht man dieses Konzept anhand der Spezialfille £ =0,1,2,3 in V = R™

e ¢/ =0: Ein Punkt z( ist immer in allgemeiner Lage.

e /= 1: Zwei Punkte xg, 1 sind in allgemeiner Lage, wenn z1 # x ist.

e ¢ = 2: Drei Punkte xg, 1, x2 sind in allgemeiner Lage, wenn es keine Gerade durch
alle drei Punkte gibt.

e ¢ = 2: Vier Punkte xg, x1, T2, 3 sind in allgemeiner Lage, wenn es keine Ebene durch
alle vier Punkte gibt.

(Ubrigens sieht es in der Definition so aus, als spiele der zuerst genannte Punkt xg beim Konzept der allgemeinen
Lage eine andere Rolle als die anderen Punkte, an den Spezialfillen wird aber klar, dass dem wohl nicht so ist.
Tatséchlich kann man dies auch formal einsehen, indem man sich mit der Definition der linearen Unabhéngigkeit
iiberlegt, dass lineare Unabhéngigkeit von x1—xo,x2—x0,x3—T0,...,Ts—xo dquivalent zu linearer Unabhingigkeit
von etwa xo—x1,T2—21,T3—T1 ...,Ty—T1 ist.)

Die Dimension eines affinen Unterraums A von V erklirt man unter Rickgriff auf
die Darstellung
A=x+Uy

mit x € A und eindeutigem Untervektorraum U4 von V als
dimg A :=dimg Uy € No U {OO}

In V = R" entspricht ein affiner Unterraum . ..

e der Dimension 0 einem einzelnen Punkt,
e der Dimension 1 einer Gerade,
e der Dimension 2 einer Ebene,

e der Dimension 3 einem Raum wie dem uns umgebenden

und muss dabei anders als ein Untervektorraum nicht durch den Ursprung 0 gehen.

Ist A affiner Unterraum endlicher Dimension n := dim A € Ny von V', so gibt es (n+1)
Punkte xg,z1,22,...,2, € A in allgemeiner Lage mit Af({zo,z1,22,...,2p}) = A in 'V,
wobei Af(A) den von einer nicht-leeren Menge A C V' aufgespannten affinen Unterraum
von V' bezeichnet (vergleiche dazu Bemerkung (3) zu affinen Unterrdumen in Abschnitt
6.1). Man kann und sollte sich solche Punkte xo,x1,xo,...,x, als eine Art affine Basis
von A vorstellen, die nun bei Dimension n aber aus n+1 Punkten besteht. Die Analogie zur
Dimension bei Untervektorrdumen wird auch dadurch fortgefiihrt, dass in einem affinen
Unterraum der Dimension n € INg hochstens n+1 Punkte in allgemeiner Lage sind und
eine diesen affinen Unterraum aufspannende Menge aus mindestens n+1 Punkten besteht.

Da Ay N A =0 fiir affine Unterrdume Ay und Ay von V. mdglich und O (nach unserer
Definition) kein affiner Unterraum ist, erhalten wir die Dimensionsformel fiir affine
Unterrdiume Ay und Ay in der Form

d1m(Af(A1 U AQ)) + d1m(A1 N Az) = dim Ay + dim A, , falls Ay N Ay #£ @,
dim(Af(Al U Ag)) + dim(UA1 N UAz) =dimA; +dimAs +1, falls AN Ay = 0.

(wieder mit dem von Ay U Az aufgespannten affinen Unterraum Af(A; U Ag)).
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202 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Sind etwa A1 und Ay zwei Geraden in V = RR"™, so sind hier folgende Fille moglich: Die
obere Formel greift, falls die Geraden iibereinstimmen und die immer noch gleiche Gerade
aufspannen (dann 1+1 = 141) oder die Geraden sich in einem Punkt schneiden und eine
Ebene aufspannen (dann 240 = 1+1). Die untere Formel greift, falls die Geraden parallel
sind und eine Ebene aufspannen (dann 2+1 = 14+1+1) oder die Geraden windschief sind
und einen Raum aufspannen (dann 3+0 = 1+1+41).

Die Beweise der Behauptungen in (III) und (IV) erfolgen durch Zuriickfithrung auf den Fall
von Untervektorrdumen. Wir gehen diesbeziiglich nicht in Details, erwdhnen aber noch kurz,
dass die zusétzliche 1 auf der rechten Seite der Dimensionsformel im Fall 41 N Ay = 0 im
Wesentlichen daher kommt, dass man in diesem Fall einen zusétzlichen Richtungsvektor und
damit eine zusitzliche Dimension bendtigt, um iiberhaupt von A; zu Ay zu kommen.

6.3 Matrizen und lineare Abbildungen

Wie in Abschnitt 3.3 fiir Gruppen, Ringe und Korper fithren wir wir jetzt auch fiir Vek-
torrdume zugehorige Struktur-erhaltende Abbildungen, genannt Homomorphismen, ein. Wie
wir etwas spéter in diesem Abschnitt sehen werden, kann man sich im (endlich-dimensionalen)
Vektorraum-Fall aber einen besonders guten Uberblick iiber solche Abbildungen verschaffen und
ein schematisches Rechnen mit ihnen einfiithren. Die Definition und die ersten Bemerkungen dazu
sind aber weitgehend analog zu Abschnitt 3.3, weshalb wir uns fiirs Erste kurz fassen.

Definitionen (lineare Abbildungen). Seien K ein Korper und V,W zwei K -Vektorrdiume.

(I) Eine Abbildung ¢:V — W heifit ein Homomorphismus (von K-Vektorrdumen) oder
eine (K -)lineare Abbildung, wenn gelten:

o Vertrdglichkeit mit Vektoraddition: p(v+v) = (v)+p(v) fir alle v,v € V,
o Vertrdiglichkeit mit Skalarmultiplikation: p(sv) = sp(v) fir alles € K, v e V.

(IT1) Ein Homomorphismus heifst Monomorphismus, Epimorphismus bzw. Isomorphis-
mus, wenn er injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ist. Gibt es zwischen V und W einen Iso-
morphismus, so heiffen V und W (zueinander) isomorph. Ein Homomorphismus V — V
mit gleichem Definitionsbereich und Ziel heifst Endomorphismus, einen bijektiven En-
domorphismus nennen wir Automorphismus. Die Mengen aller Homo- und aller Iso-
morphismen V. — W bezeichnen wir mit Homg (V, W) = Lx(V, W) und Isox (V,W), fiir
Endo- und Automorphismen vereinbaren wir Endg (V) := Lkg(V) := Homg (V,V) und
Autg (V) :=Isox (V, V) (wobei auf den Index i spiter auch dfter verzichtet wird).

Bemerkungen (zu linearen Abbildungen). Seien K ein Korper, V, W, X drei K-Vektorraume.

(1) Eine K-lineare Abbildung ¢: V' — W ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus von
(V,+) nach (W, +) und erfiillt als solcher, wie in Abschnitt 3.3 schon bemerkt, automatisch
©(0y) = O sowie p(—v) = —p(v) fir alle v € V

(2) Fiir K-lineare Abbildungen ¢: V. — W und ¢: W — X bleibt auch ihre Komposition
Yop:V — X stets K-linear. Dies folgt sofort aus der Definition.

Fiir eine bijektive K-lineare Abbildung (die wir ja Isomorphismus nennen) ¢: V — W ist
die Umkehrabbildung ¢~': W — V ebenfalls K-linear. Der Nachweis erfolgt ebenfalls mit
der Definition und ist Thema der Ubungen.
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6.3. Matrizen und lineare Abbildungen 203

(3) Die Mengen Hompg (V, W) und Endg (V) der Homo- und Endomorphismen zwischen
festen Vektorrdumen sind selbst K-Vektorrdume, genauer sind sie K-Untervektorrdume
von Abb(V, W) bzw. Abb(V') mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation.

Die Endomorphismen Endg (V') bilden mit der punktweisen Addition und der Komposition
zudem einen Ring (Endg(V'), +,0), den Endomorphismenring von V.

Die Automorphismen Auty (V') werden mit der Komposition zu einer Gruppe (Autg (V),0),
der Automorphismengruppe von V.

Als zweites zentrales Konzept dieses Abschnitts fithren wir jetzt Matrizen ein.

Definitionen (Matrizen). Seien K ein Korper und m,n,p € IN.

(D)

(1)

Eine Familie (aij) (i jye{1,2,....m}x{1,2,...n} Uber K mit Indezmenge {1,2,...,m}x{1,2,...,
notieren wir als Tabelle mit m Zeilen und n Spalten

ail a2 ais Tt Aln
a1 a2 a3 e a2n
a31 aso azz - asn
Gml Om2 am3 " Omn

und bezeichnen sie als (mXxXn)-Matriz (am)z L2 deren Eintrdge a;; € K in der Ta-
1 2

.....

belle gemdfS dem (zuerst genannten) Zezlemndex i und dem (danach genannten) Spalten-

index j eingeordnet sind. Naheliegenderweise identifizieren wir (mx1)-Matrizen mit Spal-

tenvektoren aus K™ und schreiben K™ ™ fiir die Menge aller (mXxn)-Matrizen iber

K (speziell also K™ = K™). Wir notieren eine (mxn)-Matriz (a;j)i= L2 e Kmxn
j n

,,,,,

gelegentlich als

w1
w3
v | Vo |vg | | Uy oder w3
Wm
aij
(IQJ
mit ihren n Spaltenvektoren v; = | “% € Km*t = K™ fiir j =1,2,...,n und ihren
Amj
m Zeilenvektoren w; = (a;1 ai2 a3 -+ ay,) € K" fiiri=1,2,....,m

Die Summe von A = (aw)z 12..m € K™ und B = (bi;)i=1.2..m. € K" ist definiert
J=1, 2

2,..., n Jj=1,2,...,
als A+B := (a;j+b;j)i=1.2,...m € K"™*". Das Produkt von s € K und A= (a”)z 1,2,.,m €
K™*™ st sA = (saw)z: 1,2,..m € K™X™,

i
J 1 2
j:1,2 ,,,,, n

Somit ergeben sich eine (eintragsweise) Addition +: K™ x K™*" — K™*" und eine
(eintragsweise) Skalarmultiplikation -: K x K™ — K™X™,

203

n}



204 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Matrix B = (bji) j=12..... € K"*P ist die (mXp)-Md'i;"ia:
k=1,2 p

,,,,,

—1 1=1,2,....m
J k=1,2,...p
deren (i, k)-FEintrag Z?:l a;jbji, sich aus der i-ten Zeile (a1 ap a3 -+ Gin) € K™ yon
b1k
ba

A und der k-ten Spalte | bsk | € K™ von B berechnet (Merkregel ,,Zeile mal Spalte®).
b;m
Damit ergibt sich die Matrizenmultiplikation -: K™*" x K"*P — K"™*P ynd als Spe-
zialfall p = 1 die Matrixz- Vektor- Multiplikation -: K™*" x K™ — K™,
Beispiele (zur Matrix-Vektor-Multiplikation und Matrizenmultiplikation). Ein Beispiel
fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation einer Matrix aus R?*# mit einem Vektor aus R? ist

-2
3 210 0| [—6+0+0+0\ [—6 c R2
-1 0 0 5 0 \24+0+0+5 /) \ 7 ’
1

Ein Beispiel fiir die Matrizenmultiplikation einer Matrix aus R?*? und einer Matrix aus R**3
ist

0 -2 0
3 21 0\[0 0 4] [0+0+140 —64+0+04+0 0+8+0+0\ (1 —6 8 CR2X3
-1 0 0 5 1 0 0] \0+0+0+0 24+0+0+5 0+0+0+0/ \O 7 O :
0 1 0

Bemerkungen (zum Rechnen mit Matrizen). Seien K ein Koérper und m,n,p,q € IN.

(1) Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ, erfiillt die Distributivgesetze und ist mit der Ne-
gation vertriglich, das heifit fiir A, A’ €¢ K™*", B, B’ €¢ K"*P, C' € KP*? gelten die Regeln

(AB)C = A(BC), (A+A")B = AB+A'B,
A(B+B') = AB+AB', A(-B) = (-A)B = —(AB).

Die Nachweise sind mit den Definitionen problemlos. Fiir den darunter noch schwierigsten
Nachweis der Assoziativitit ist nur die Ubereinstimmung der (i, ¢)-Eintréige von (AB)C und

A(BC) gems >F_, (Z?:1 aijbjk)cre = Z?Zl aij (30 _, bjkcre) zu priifen (wobei a;j, bjk, cie
natiirlich fiir die Eintriige von A, B, C' stehen).

(2) Die (nxp)-Nullmatrix 0xnxp, bei der alle np Eintridge Null sind, erfiillt A0 gnxp = 0mxp
fiir alle A € K™*™ und Opnxp A = Opnxq fiir alle A € KP*4,

Mboglichkeiten zur Angabe der (nxn)-Einheitsmatrix I,, sind

100 --- 0O
o010 --- 00
001 -+ 00
I, = - - | =]¢e|e2|e3]- |é€n :(5ij)i,j:1,2,...,n€Knxn

o O
o O
o O ..
[a—y
)

204



6.3. Matrizen und lineare Abbildungen 205

mit der kanonischen Basis ej,eq,e3,...,e, von K™ und dem Kronecker-Symbol oder
Kronecker-Delta

P 1 fallsi=j

Y10 fallsi#£ 5

Es gelten Al, = A fiir alle A € K™*™ und I,A = A fiir alle A € K™*P, insbesondere
I,z = x fir alle z € K.

(3) Die Menge K™*™ ist mit der oben in (II) definierten Addition und Skalarmultiplikation
ein K-Vektorraum. Man spricht vom Raum der (mXxmn)-Matrizen iiber K.

Die Menge K™*™ bildet nur im Fall quadratischer Matrizen (!) mit der Addition aus (II)
und der Matrizenmultiplikation aus (III) einen Ring mit der Nullmatrix 0gnx» als neutralem
Element der Addition und der Einheitsmatrix I, als neutralem Element der Multiplikation.
Man nennt (K™*™, +,-) den (nxn)-Matrizenring.

(Dass wie bei Homomorphismen eine Vektorraumstruktur und wie bei Endomorphismen eine Ringstruktur vorliegt,
kann man als ersten, vagen Hinweis auf eine Verwandtschaft von Matrizen und linearen Abbildungen sehen.)

(4) Nach den vorausgehenden Bemerkungen (1), (2), (3) ist klar, dass wir mit Matrizen sehr
weitgehend mit den iiblichen Regeln rechnen konnen. Etwas Vorsicht ist aber geboten,
denn die Matrizenmultiplikation ist (auch dann, wenn es vom Format der Matrizen her
moglich wire) nicht kommutativ. Zum Beispiel ist

(o) G060 6= o)

Insbesondere sind im Matrizenring K™*"™ alle allgemein fiir Ringe eingefiihrten Begriffe sinn-
voll. Wir halten dies speziell bei Invertierbarkeit noch explizit fest.

Definition (Invertierbarkeit, inverse Matrizen). Sei K ein Korper. Fine quadratische (!)
Matriz A € K™ mit n € IN heifit invertierbar mit inverser Matriz A~ € K™ ", wenn A
im Ring K™ ™ invertierbar mit inversem Element A~ ist (was AA™! =1, = A=A bedeutet).

Bemerkung (zum Produkt invertierbarer Matrizen). Sei K ein Korper. Sind 4, B € K™*"
mit n € IN invertierbar, so ist auch AB invertierbar mit inverser Matrix

(AB)™'=B7tA7L.

Dies rechnet man direkt nach (und es wurde auch in Abschnitt 3.1 fiir Gruppen schon bemerkt).

Eine manchmal niitzliche Operation bei Matrizen ist das Vertauschen von Zeilen und Spalten:
Definition (Transponieren). Seien K ein Korper, m,n € N und A = (ai;)i=1,2,..m € K"™*"™.
j=1,2,...,n

(I) Die zur (mxn)-Matriz A transponierte Matriz oder Transponierte der (mxn)-Matriz
A ist die (nxm)-Matriz AT := (aj;) mren € L
j=12,..]
(I1) Im Fall m = n heifit die quadratische (1) Matriz A symmetrisch, wenn AT = A oder
mit anderen Worten aj; = ai; fir alle i,j € {1,2,...,n} gilt, und schiefsymmetrisch,
wenn AT = —A oder mit anderen Worten aj; = —a;j fiir alle i, € {1,2,...,n} gilt.
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206 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Die wahre Bedeutung dieser Definition erkennt man am besten an Beispielen:

Beispiele (fiir transponierte und (schief)symmetrische Matrizen). Ein Beispiel fiir das
Transponieren einer Matrix in R?*3 ist

(2 3 —1>T_ :2))
- -
L5 6 2

Je ein Beispiel fiir eine symmetrische und eine schiefsymmetrische (3x3)-Matrix sind

c ]R3><2

O U=

105 0 -1 2
0 2 2] eR>3 und 1 0 —4|eRrR*3
5 2 3 -2 4 0

.....

Bemerkung (zu transponierten Matrizen). Seien K ein Korper und m,n,p € IN. Generell
gilt fiir A € K™*"™ und B € K"*P dann

(AB)Y = BTAT,
Fiir invertierbares A € K™*™ folgt hieraus Invertierbarkeit von AT mit inverser Matrix

(4T) "= (4"

Die vielleicht grundlegendste Beobachtung der gesamten linearen Algebra ist der
enge Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen, die bei richti-
ger Betrachtungsweise sogar 1-zu-1 identifiziert werden kénnen. Einfithrend bemerken wir dazu
zunéchst, dass man aus jeder Matrix A = (CLij)i_:l,Z ..... m € K™*™" {iber einem Korper K eine

J=1

1,2,...,n
K-lineare Abbildung
L(A): K" - K™, v~ Av

mit dem Matrix-Vektor-Produkt von A und v auf der rechten Seite erhilt. (Die fiir die
K-Linearitét benotigten Eigenschaften A(v+v) = Av+Av und A(sv) = s(Av) fur v,v € K",
s € K sind dabei Spezialfélle schon bemerkter Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen.) Als
charakteristische Eigenschaft der Abbildung L(A), die wir verallgemeinern werden, halten wir
fest, dass die kanonischen Basisvektoren e; € K™ mit j € {1,2,...,n} durch L(A) auf

L(A)(e;) = Ae;j = (2 ) c K™

Amj

abgebildet werden. Den Zusammenhang zwischen A und L(A) werden wir nun verallgemeinern
und im folgenden Hauptsatz sehen, dass zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen jede li-
neare Abbildung auf analoge Weise erhalten werden kann. Vorbereitend halten wir aber zunéchst
noch fest, dass sich bei linearen Abbildungen alles auf den Vektoren einer Basis entscheidet.

Satz (iiber Bestimmtheit linearer Abbildungen auf Basisvektoren). Seien V und W
Vektorrdaume tber einem Korper K und B eine K-Basis von V. Dann gibt es fiir jede Abbildung
n: B — W genau eine K-lineare Abbildung ¢: V — W mit o(b) = n(b) fir alle b € B.

206



6.3. Matrizen und lineare Abbildungen 207

Der Satz macht tatséchlich eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir die K-lineare Fort-
setzung ¢ von 7). Die Eindeutigkeit kann dabei auch so ausgedriickt werden, dass eine K-lineare
Abbildung ¢: V — W durch die Werte ¢(b) auf Basisvektoren b € B (die ja genau n
entsprechen) eindeutig bestimmt ist.

Beweis des Satzes. Wir verwenden die entscheidende Basiseigenschaft, dass jeder Vektor v € V'
eine Basisdarstellung v = >, p Apb mit endlichem E' C B und durch v eindeutig bestimmten
Koeflizienten A\, € K besitzt.

Zum einen konnen wir damit ¢(v) = > ;.5 Apn(b) definieren und erhalten ¢: V. — W.
Um Vertréaglichkeit von ¢ mit Addition nachzuweisen, betrachten wir neben v einen Vektor
V=0 b € V mit endlichem E C B und A, € K. Wir erhalten v+0 = ZbeEUE()\b—i—Xb)b,
(wobei wir A, = 0 fiir b € B\ £ und Xy = 0 fir b € B\ E verstehen) und somit o(v+7) =
Yo Ao tA)N(b) = > e g Aon(d) + 32 5 Aen(b) = @(v)+p(v). Analog sieht man die Ver-
traglichkeit von ¢ mit Skalarmultiplikation, also insgesamt die K-Linearitit von ¢ und die
behauptete Existenzaussage.

Zum anderen erhalten wir auch die Eindeutigkeit von ¢, denn fiir jede K-lineare Abbildung
mit ¢(b) = n(b) fiir b € E ist o(v) = @( Y pep Aob) = Yper Mp(b) = > e Aon(b) fiir beliebiges
v € V durch n und (die Basisdarstellung von) v eindeutig bestimmt. O

Hauptsatz (zur Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen). Seien V und W
endlich-dimensionale Vektorrdume tber einem Korper K mit n := dimg V € IN und K-Basis
B = (B1,P2,...,0n) von'V sowie m := dimg W € N und K-Basis C = (71,72, - .,7%Ym) von W.
Dann gibt es zu jeder Matriz A = (au)l 12.m e K™*™ eine emdeutzge K-lineare Abbzldung

,,,,,

)= Zaijﬁyi oder m.a.W. ¢(B;) = [ :

=1

] fir alle 5 € {1,2,...,n} (%)
C

Amyj

Beweis. Ist die Matrix A gegeben, so definieren wir ¢ auf den Basisvektoren (; durch (x) (was
der Abbildung n im vorigen Satz entspricht) und setzen ¢ dann mit dem vorigen Satz auf ganz
V fort. Die Eindeutigkeit von ¢ folgt ebenfalls aus dem vorigen Satz.

Ist die Abbildung ¢ gegeben, so liefert die C-Basisdarstellung von ¢(83;) € W eindeutige
Koeflizienten ay;, agj, ..., am; € K mit (x). Diese Koeflizienten stellen wir in A zusammen. [

Bemerkung. Die Bedingung (x) des Hauptsatzes ist dquivalent zu
o(xp) = [Az]c fir alle z € K™,

wobei wir die aus den Koeffizientenvektoren z = 377, zje; € K" bzw. Az = > | (Ax);e; € K™
erhaltenen Vektoren in B- bzw. C-Basisdarstellung wie in Abschnitt 6.2 als zg = 22:1 z;B; eV
und [Az]e = Y ;% (Az)ivi € W schreiben.

(Begriindung: Gilt (x), so folgt mit der K-Linearitdt von ¢ auch

= ‘P(ijﬁj) = Zl‘j@(ﬁj) = Zl“j Zaij%' = Zzaijxj%‘ = Z(Ax)m‘ = [Az]c.
Jj=1 Jj=1 i=1

j=1 =1 i=1 j=1

fir alle € K. Umgekehrt ergibt Einsetzen von (e;)g = (; in dieser Bedingung wieder (x).)
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208 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Definition (darstellende Matrizen, dargestellte lineare Abbildungen). Hdingen A und ¢
wie im Hauptsatz iber (x) zusammen, so nennen wir Mcp(p) = A die darstellende Matriz
von ¢ und Lep(A) = ¢ die durch A dargestellte lineare Abbildung. Sind B und C die
kanonischen Basen von V = K™ und W = K™, so verzichten wir bei dieser Notation auf die
Indizes cp (was mit der eingangs verwendeten Notation L(A) konsistent ist).

Den entscheidenden Zusammenhang () bei der Darstellung sollte man sich dabei so merken,
dass in den Spalten der Matrix A die ¢p-Bilder der Basisvektoren stehen — einfach
so im Fall der kanonischen Basis C von K™ und in Form ihrer C-Koeflizienten im Fall einer
allgemeinen Basis C von W.

Bemerkungen (zu darstellenden Matrizen und dargestellten linearen Abbildungen).
Seien V', W, X endlich-dimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K mit n := dimg V € N,
m := dimg W € N, ¢ := dimg X € IN und mit K-Basen B = (81, 52,...,5,) von V, C =
(1,725« -+, Ym) von W, D = (61,09, ...,07) von X.

(1) Die Umformulierung von (x) aus der letzten Bemerkung bedeutet, dass die durch A € R™*"
dargestellte lineare Abbildung Leg(A) genau Leg(A)(xp) = [Az]e fir alle z € R™ erfiillt.
Mit anderen Worten entspricht dies der Kommutativitdt des nebenstehenden Diagramms,

in dem die waagerechten Pfeile der Matrix-Vektor- wn L(A) K

Multiplikation L(A) bzw.  — Az und der von A darge- - Ax
stellten Abbildung Le(A) entsprechen und die senkrechten
Pfeile den Ubergéingen = — x5 und y — yc von Koeffizi- I

epten zZu Vektorer.l in B- unq C-Basisdarstellung. Letztere o [Ad]c
sind auch selbst lineare Abbildungen und werden als Ba- 1% %%
siswechsel in Mathematik 3 noch haufiger vorkommen. Les(4)

(2) Matrizenmultiplikation und Komposition linearer Abbildungen entsprechen ein-
ander durch

Lpg(BA) = Lpe(B) oLeg(A)  fiir Ae K™ B e K™,
Mpc(1))Mes(e) = Mpp(1) o ») fiir p € Homg (V, W), ¢ € Homg (W, X).

Insbesondere iibertriagt sich Invertierbarkeit einer linearen Abbildung zwischen gleich-di-
mensionalen® Vektorriumen auf die darstellende Matrix und umgekehrt Invertierbarkeit
eine Matrix auf die dargestellte lineare Abbildung. Fiir A € K™*™ und ¢ € Homg (V, W)
mit m = dimg W = dimg V = n gilt also
A invertierbare Matrix <= L¢g(A) Isomorphismus,
¢ Isomorphismus <= Mc¢g(p) invertierbare Matrix .

(3) Die Korrespondenzen
Leg: K™ — Hompg (V, W) und Mceg: Hompg (V, W) — K™ "

sind selbst K-lineare Abbildungen und zueinander invers, ergeben also einen Isomorphis-
mus von K-Vektorrdumen

Hompg (V, W) = K™*n

(wobei n = dimg V, m = dimg W). Im Fall W =V ist dieser auch Ringisomorphismus.

3Mit der etwa spéter in diesem Abschnitt folgenden Dimensionsformel wird klar, dass eine lineare Abbildung
iiberhaupt nur dann invertierbar sein kann, wenn ihr Definitionsbereich und Ziel gleiche Dimension haben.
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6.3. Matrizen und lineare Abbildungen 209

Die Korrespondenz zwischen Matrizen und linearen Abbildungen hat wichtige Folgerungen
fiir die Isomorphie von Vektorriumen:

Korollar (Isomorphiesatz fiir Vektorrdume gleicher endlicher Dimension). Sei K ein
Korper. Fir endlich-dimensionale K-Vektorrdume V und W gilt

V 2W als K-Vektorrdume < dimg V = dimg W .
Insbesondere ist jeder K-Vektorraum V mit dimg V = n € N isomorph zu K™.

Mit anderen Worten bilden alle K-Vektorrdume gleicher endlicher Dimension eine Isomor-
phieklasse, sie weisen alle die gleiche Struktur und die gleichen Eigenschaften auf. Schaut man
nur auf die Struktur und nicht auf die genauen Elemente, so konnte man die Unterscheidung
zwischen isomorphen Vektorrdumen sogar aufgeben und damit den Standpunkt beziehen, dass
es nur einen K-Vektorraum jeder festen Dimension n € Ny gibt. In dieser Vorlesung gehen wir
so weit aber nicht und unterscheiden verschiedene, isomorphe Vektorrdume. Dennoch bedeutet
die Isomorphie-Klassifikation, dass wir bei einem n-dimensionalen K-Vektorraum eigentlich im-
mer an unser n-dimensionales Standard-Beispiel K™ mit n € IN denken kénnen (und fiir n = 0
natiirlich an den Nullvektorraum {0}). Praktisch alles, was in K™ funktioniert, kann dann per
Isomorphie auf einen allgemeinen n-dimensionalen K-Vektorraum iibertragen werden.

Beweis des Korollars. Wir zeigen die beiden Implikationen der Aquivalenz separat.

Sei V = W, es gebe also einen Isomorphismus ¢: V — W von K-Vektorrdumen. Sei weiter
B1, B2, ..., B mit n := dimg V € Ny eine K-Basis von V. Dann lésst sich nachrechnen, dass
©(B1),0(52), ..., 0(Bn) eine K-Basis von W ist. Also ist dimg W =n = dimg V.

Sein :=dimg V = dimg W € INg. Seien 51, B2, . .., By eine K-Basis von V und ~v1,v2,...,7n
eine K-Basis von W. Nach dem Satz tiber die Bestimmtheit linearer Abbildungen auf Basisvek-
toren gibt es eindeutige K-lineare Abbildungen ¢: V' — W mit ¢(8;) = ; firi = 1,2,...,n und
Y W — Vomit ¢(y,) = 6 fir i = 1,2,...,n. Aus (Yop)(5;) = 5 = idy(f;) firi =1,2,...,n
folgt mit demselben Satz 1oy = idy, und analog ergibt sich wo1 = idy,. Also sind ¢ und
Isomorphismen von K-Vektorrdumen, und es ist V = W. O

Mit anderen Worten ergeben sich die Abbildungen im zweiten Teil des vorigen Beweises iibri-
gens als ¢ = Leg(I,) und ¢ = Lpe(1l,), und sie sind dann nach der vorausgehenden Bemerkung
(2) Isomorphismen.

Nun beschéftigen wir uns kurz mit dem speziellen Fall K-wertiger K-linearer Abbildungen.

Definition (Dualraum, Linearformen). Sei K ein Kérper. Der Dualraum eines K - Vektor-
raums V ist der K-Vektorraum V* := Homg (V, K). Die Elemente von V*, also die K-linearen
Abbildungen von V in den Grundkérper K, nennt man (K -)Linearformen auf V.

Ist n := dimg V € N, so sind die darstellenden Matrizen der Linearformen in V* Matrizen
in K" haben also nur eine Zeile und n Spalten. Solche Matrizen hatten wir schon einmal
als Zeilenvektoren bezeichnet. Sie sind ein Gegenstiick zu Spaltenvektoren, in gewisser Weise
,dual“ zu diesen, was jedenfalls ein Stiick weit die Benennung als Dualraum erklért. Konkret
stellt ein Zeilenvektor w = (w1 wy ... w,) € K" beziiglich einer Basis B = (51, 32, -, n)
von V und der 1-elementigen Standard-Basis 1 von K tatséchlich die Linearform ¢ = Lig(w)
mit p(zg) = wr = Z;‘Zl w;z; fiir alle z € R™ dar. Dariiber hinaus halten wir fiir den Dualraum
hier nur noch fest:
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210 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Korollar (Isomorphiesatz fiir den Dualraum). Sei K ein Korper. Fir jeden endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V gilt die Isomorphie V* =V von K-Vektorrdumen.

Beweis. Ist dimg V = 0, so ist die Isomorphie der Nullvektorrdume V* und V klar. Wir kénnen
also n := dimg V € IN annehmen. Die gerade besprochene Korrespondenz zwischen Linearfor-
men und Zeilenvektoren bedeutet dann V* =2 K'X" als K-Vektorriume. Da Transponieren der
kanonischen Basis von K" eine Basis von K1*" gibt, folgt dimg (V*) = dimg (K'*") = n. Dies
bedeutet dimg (V*) = dimg V', und mit dem vorigen Korollar folgt die behauptete Isomorphie
V* 2V von K-Vektorrdumen. O

Als Niéchstes fithren wir einige, teils schon aus den Abschnitten 2.1 und 3.3 bekannte Kon-
zepte parallel fiir Matrizen und lineare Abbildungen ein:

Definitionen (Kern, Bild und Rang von Matrizen und linearen Abbildungen). Seien K ein
Korper, A € K™ mit m,n € IN eine (mxn)-Matriz iber K und ¢ € Hompg(V,W) eine
K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen V und W idber K.

(I) Der Kern der Matriz A und der Kern der linearen Abbildung ¢ werden definiert als

n
ijAej = O} C Kn,

7j=1
Kerng := ¢~ ' ({0w}) = {v € V|p(v) =0w} C V.

Kern A := {xEK"|Aw:0}:{x€K”

(IT1) Das Bild der Matriz A und das Bild der linearen Abbildung ¢ werden definiert als

Bild A := {Az |z € K"} = Span{Aej, Aeg, ..., Ae,} C K™,
Bildy :=¢(V) = {p(v)|ve V} C W.

(III) Der (Spalten-) Rang der Matriz A und der Rang der linearen Abbildung ¢ werden defi-
niert als

Rang A := dim(Bild A) € {0,1,2,...,m},
Rang ¢ := dim(Bild p) € Ny U {cc}.

Bemerkungen (zu Kern, Bild und Rang). Seien K ein Kérper, m,n € IN und V, W Vek-
torrdume iiber K.

(1) Der Kern von A € K™ " bzw. ¢ € Homg(V,W) ist stets ein K-Untervektorraum
von K" bzw. V. Das Bild von A € K"™*" bzw. ¢ € Homg(V,W) ist stets ein K-Un-
tervektorraum von K™ bzw. W, womit die Definition des Rangs als Dimension des Bilds
iiberhaupt erst sinnvoll wird. Der Nachweis der Untervektorraum-Eigenschaften anhand der
Definitionen ist dabei problemlos.

(2) Kern, Bild und Rang einer Matrix A hingen auf naheliegende Weise mit Kern, Bild und Rang
einer durch A dargestellten linearen Abbildung zusammen. Genauer gelten fiir A € K™*",
eine K-Basis B von V mit dimV = n und eine K-Basis C von W mit dim W = m die
Zusammenhiinge (die man aus der Definition und L¢g(A)(xp) = [Az]c abliest)

KernL(A)=Kern A, BildL(A)=Bild A4, RangL(A)=Rang A,
KernLep(A)={zp|r€Kemn A}, BildLeg(A)={yc|yeBild A}, RangL¢p(A)=RangA.
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6.3. Matrizen und lineare Abbildungen 211

(3) Die Bedeutung des Kerns liegt zu einem grofien Teil in folgendem, in dhnlicher Form schon
aus Abschnitt 3.3 bekannten Injektivitits-Kriterium: Fiir ¢ € Homg (V, W) gilt

¢ injektiv <= Kernyp = {0y} ‘

(4) Dass wir bei einer Matrix A auch vom Spaltenrang sprechen, erklirt sich daraus, dass
Bild A von den Spalten Aeq, Aes, ..., Ae, € K™ von A aufgespannt wird und daher Rang A
die maximale Zahl linear unabhéingiger Spalten von A angibt. Da A € K™*™ aus n Spal-
tenvektoren Aeq, Aes, ..., Ae, € K™ besteht, ergibt sich hieraus als generelle Regel

Rang A < min{m,n} fir A e K™*".

Neben dem Spaltenrang liasst sich der Zeilenrang von A € K™*" als der Spaltenrang
von AT einfithren und gibt die maximale Zahl linear unabhingiger Zeilen von A an. Bis
auf Weiteres werden wir immer mit dem Spaltenrang arbeiten. In Abschnitt 6.4 werden wir
dann tatséchlich zeigen, dass Spaltenrang und Zeilenrang einer Matrix stets iibereinstimmen
und daher die Behandlung nur des Spaltenrangs keine Einschrankung ist.

Beispiel (fiir Kern, Bild und Rang einer Matrix). Fiir die Matrix

1 2 3
A=14 —1 0] eR?>*3
3 6 9

erhalten wir (mit den spitzen Klammern als Notation fiir den aufgespannten R-Untervektorraum)

s () a3 (BO) e

Die Bestimmung des Kerns erfolgt dabei durch Losen des linearen Gleichungssystems Ax = 0.
Das Bild ergibt sich in der ersten Form als Span der 3 Spaltenvektoren von A und kann dann,
da diese 3 Vektoren nicht linear unabhéingig sind, als Span von 2 linear unabhéngigen Vektoren
umgeschrieben werden. Damit ist Rang A = dim(Bild A) = 2 klar.

Ein Zusammenhang zwischen den Dimensionen von Kern und Bild leiten wir nun mit Hilfe
des aus Abschnitt 3.3 bekannten Konzepts der Faktorisierung auf elegante Weise her. Wir halten
dazu zunéchst fest, dass der Faktorisierungssatz auch fiir lineare Abbildungen wie folgt gilt.

Satz (Faktorisierungssatz fiir lineare Abbildungen). Seien V und W Vektorrdiume dber

einem Korper K und U ein K -Untervektorraum von V. Fiir jede K -lineare V—2 W
Abbildung o: V. — W mit U C Kerny gibt es genau eine K-lineare Ab- il
bildung p«: V/U — W, die p. 0op = ¢ (mit der Quotientenabbildung pi L

p: V = V/U) erfiillt, also nebenstehendes Diagramm kommutativ macht. V/U

Wie bei den fritheren Versionen des Satzes erfiillt ¢, mit anderen Worten einfach ¢, (z+U) =
o(z) fiir € V, der Satz ist stets mit U = Kern ¢ anwendbar, und genau in diesem Fall ist ¢,
injektiv. Auflerdem gilt stets Bild ¢, = Bild ¢, und ¢, ist genau dann surjektiv, wenn ¢ dies ist.
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212 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Beweis des Faktorisierungssatzes. Die Existenz und Eindeutigkeit von ¢, als additiver Gruppen-
homomorphismus folgen aus dem entsprechenden Sachverhalt des Abschnitt 3.3 fiir Gruppen.
Dass ¢, sogar K-linear ist, folgt dann aus der Rechnung . (s(z+U)) = ps«(sz+U) = ¢(sz) =
sp(x) = sps(z+U) fir s€ K und z € V. O

Hier geht es uns aber vor allem um die Anwendung des Faktorisierungssatzes zum Beweis
des schon angekiindigten Zusammenhangs zwischen Kern und Bild:

Satz (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Seien V und W Vektorrdume dber
einem Korper K. Fir jede K-lineare Abbildung ¢: V — W gilt

’ dimV = dim(Kern ¢) + Rang ¢ ‘

Bemerkung (Dimensionsformel fiir Matrizen). Insbesondere gilt auch fiir eine (mxn)-
Matrix A € K™*" mit m,n € IN iiber einem Korper K stets

’n = dim(Kern 4) + RangA‘.

Beweis der Dimensionsformel. Die Formel des Abschnitts 6.2 fiir die Dimension des Faktor-

raums liefert
dim V = dim(Kern ¢) 4+ dim(V/ Kern ¢) .

Durch Faktorisierung nach Kern ¢ erhalten wir aus ¢ nun ein injektives ., das in seinen Bildbe-
reich Bild ¢, = Bild ¢ auch surjektiv ist und daher als Isomorphismus ¢, : V/Kern ¢ — Bild ¢
aufgefasst werden kann. Insbesondere ist dim(V/Kerny) = dim(Bildy) = Rangy, und wir
erhalten mit

dim V' = dim(Kern ¢) + Rang ¢

die Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung ¢: V' — W. Die Dimensionsformel fiir die Matrix
A € K™*™ kann man daraus durch Anwendung auf L(A): K™ — K™ erhalten. O]

Als erste Folgerung aus der Dimensionsformel halten wir fest:

Korollar (zur Invertierbarkeit von Matrizen). Fir n € IN, einen Kérper K und eine
quadratische (1) Matriz A € K™™ gilt

A invertierbar <= Kern A = {0} <= Bild A = K" <= Aey, Aes, ..., Ae,, Basis von K" .

Da Invertierbarkeit von A und AT dquivalent sind, ist neben der Basiseigenschaft der Spal-
ten Aej, Aey, ..., Ae, von A iibrigens genauso die Basiseigenschaft der (transponierten) Zeilen
ATe, ATey, ..., ATe, von A notwendig und hinreichend fiir Invertierbarkeit von A.

Beweis des Korollars. Invertierbarkeit von A ist dquivalent zu Invertierbarkeit und damit letzt-
lich zu Injektivitdt und Surjektivitdt von L(A): K™ — K". Die Injektivitdt kann dabei dquiva-
lent durch Kern L(A) = {0} oder durch Kern A = {0} oder durch Vz € K™: (Az =0 = 2 =0)
oder durch lineare Unabhingigkeit der Spalten Aej, Aes, ..., Ae, ausgedriickt werden (letzte-
res, weil Az = >, xjAe;). Die Surjektivitét kann dquivalent durch BildL(A) = K™ oder
durch Bild A = K™ oder durch Span{Ae;, Aes, ..., Ae,} = K" oder dadurch, dass die Spalten
Aey, Aey, . .., Ae,, Erzeugendensystem von K™ sind, ausgedriickt werden. Aus diesen Aquivalen-
zen entnehmen wir insgesamt

A invertierbar <= Kern A = {0}, Bild A = K" <= Aej, Aey,..., Ae, Basis von K".
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6.3. Matrizen und lineare Abbildungen 213

Wegen der Dimensionsformel n = dim(Kern A) + dim(Bild A) (die wir tatséchlich nur fiir diesen
letzten Schluss bendtigen) sind hierbei die beiden Bedingungen Kern A = {0} und Bild A = K™
sowieso gleichbedeutend, weshalb auch jede der beiden einzeln als Kriterium ausreicht. O

Die Beobachtungen des gerade gefiithrten Beweises erkléren iibrigens auch, warum es sinnvoll
war, Invertierbarkeit von vorne herein nur fiir quadratische Matrizen A € K™ ™ zu definieren:
Tatséchlich konnte man ja zunéchst hoffen, dass auch fiir A € K™*™ mit m,n € IN eine all-
gemeinere Inverse B € K™*™ iiber die Bedingungen AB = I,,, und BA = I, definiert werden
kann. Damit diese Bedingungen gelten kénnen, muss aber weiterhin L(A) injektiv und surjektiv
sein, es muss also Kern A = {0} und Bild A = K™ gelten und dann folgt nach Dimensionsformel
eben n = dim Kern A + dim(Bild A) = 0+m = m. Auch mit der allgemeineren Definition kann
Invertierbarkeit also letztlich doch nur fiir quadratische Matrizen vorliegen.

Im Rest dieses Abschnitts beschéftigen wir uns hauptséichlich mit der jetzt eingefiihrten
Determinante als einer sehr wichtigen Kennzahl quadratischer Matrizen.

Definition (Determinanten von Matrizen). Seien K ein Kiorper und n € IN. Die Deter-
minante einer quadratischen (!) Matric A = (aij)ij=12,..n € K™" erkldren wir tiber die
sogenannte Leibniz-Formel als

n

det A := Z sgn(7) Ham(i) = Z SEN(T) A1 7(1)@2,7(2)" - - - “Cnr(n) € K

TESH i=1 TES,

(wobei Sy, die in Abschnitt 3.1 eingefiihrte symmetrische Gruppe vom Gradn, also die Menge al-
ler n! Permutationen von {1,2,...,n}, bezeichnet). Gelegentlich notieren wir die Determinante

auch mit senkrechten Strichen in der Form*
ail - ain ail v Qin
: i=det( : .. ¢ .
an,1 *** Anmn an,1 "** An,n

Bemerkungen und Beispiele (zur Berechnung von Determinanten). Sei K ein Korper.
(1) Fiir (1x1)-Matrizen gilt trivial det(s) = s mit s € K.

(2) Fiir (2x2)-Matrizen besagt die Leibniz-Formel

a b

a b
det(c d):c d

(wobei in So = {id, 7} die Identitét id den Term ad, die Transposition 7 den Term —be gibt).

‘:ad—bc mit a,b,c,d € K

(3) Im Spezialfall von (3x3)-Matrizen ist die Leibniz-Formel als Regel von Sarrus bekannt
und besagt

ail a2 a3 ail a2 a3
det | ag1 a2 a3 | =|a21 a2 a3
as; asy as3 asz| as as3

= 11022033+012023031+013021 032 —013022031 —011023032— 112021133

fir (aij)m:lg,g € K3X3 (WObei in Sg = {id,’Tl,TQ,Tg,O'l,O'Q} die Identitdt id und die 3-
Zykel o1, oo die drei blauen Terme sowie die Transpositionen 7o, 73, 71 die drei roten Terme
geben). Um sich die Regel zu merken, kann man sich wie folgt diagonale Linien in der Matrix

*Fiir n = 1 sollte man diese Notation allerdings vermeiden, um Verwechslungen mit dem Betrag auszuschlieBen.
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214 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

vorstellen:

Die drei Terme mit positivem Vorzeichen ergeben sich dann jeweils durch Multiplikation
der drei Zahlen entlang blauer Linien (wobei die Linien, die die Matrix links oder rechts
verlassen, als auf der jeweils anderen Seite fortgesetzt zu betrachten sind). Die drei Terme
mit negativem Vorzeichen erhélt man analog durch Multiplikation entlang roter Linien.

(4) Fiir obere Dreiecksmatrizen beliebiger Zeilen- und Spaltenzahl n € IN (mit beliebigen,
nicht unbedingt gleichen Eintrigen aus K an den mit % markierten Stellen) erhélt man die

Determinante
)\1 *
0 )\2 *
0 0 As
.. : : - | = )\1)\2)\3' e ’>\n—2>\n—1>\n
0 0 0 - Az * %
o o o0 -- 0 Ap—1 ¥
o o0 0 -- 0 0 M

als Produkt der Eintrdge A1, As,..., A, € K auf der Hauptdiagonale von der linken,
oberen Ecke zur rechten, unteren Ecke. Der Grund fiir diese Regel ist, dass fiir eine Matrix
(@i ;)ij=12,..n dieser Struktur und 7 € S,, nur dann [] , aix(i) 7 0 sein kann, wenn (1) >
fiir alle i € {1,2,...,n} eintritt, was wiederum 7 = id erzwingt und die Leibniz-Formel auf
einen einzigen Summanden reduziert. Eine analoge Regel gilt fiir untere Dreiecksmatrizen
(und ergibt sich mit derselben Begriindung oder gemifl Teil (I) des nichsten Satzes). Ins-
besondere gilt im Spezialfall von Diagonalmatrizen

AN 0 0 - 0 0 0
0 X O -- 0 0 0
0 0 Xz --- 0 0 0
: : . ’ : Sl =AM A3 A2 A1 A,
0 0 O An—2 0 0
0 0 O 0 A1 O
o o 0 -- 0 0 An

Da Dreiecks- und Diagonalmatrizen hiufig auftreten, sind diese Regeln zur sehr einfachen
Berechnung der Determinante tatsidchlich extrem niitzlich.

(5) Analog gilt fiir obere Block-Dreiecksmatrizen die Regel

A7

Ag %
£

= (det A;)(det Az)-...-(det Ay_q1)(det Ay),
Ay_o

En
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wobei die quadratischen (!) Blocke A1 € K™*™ Ay € K"*"2 .= A, € K™*™ mit
{,ny,no,...,ng € IN ihre Zentren auf der Hauptdiagonale haben, sich oberhalb der Blécke
beliebige Eintrége und unterhalb der Blocke nur Nullen befinden und die gesamte Blockma-
trix n = ny+na+ . .. +ny Zeilen und Spalten hat. Zur Herleitung dieser Regel gehen wir nicht
ins Detail. Im Wesentlichen ergibt sie sich aus der Uberlegung, dass [T, a; r(iy 7 0 bei dieser
Struktur nur dann mdoglich ist, wenn durch 7 nur zum selben Block gehorige Indizes un-
tereinander permutiert werden. Eine analoge Regel gilt fiir untere Block-Dreiecksmatrizen,
und als Spezialfall ergibt sich fiir Block-Diagonalmatrizen

WAQ 0

= (det Al)(det Ag) - -(det Ag_l)(det Ag) .

O Ay

En

(6) Eine Permutationsmatrix E, := (3,3 )i j=1.2,...n € K™*" mit n € N, o € S, hat nur
Eintrédge 0 und 1, wobei in jeder Zeile und jeder Spalte genau eine 1 steht. Die Matrix E, ist
die darstellende Matrix der zu o gehorigen Koordinatenpermutation K™ — K" beziiglich

z1 Zo(1) z1
der kanonischen Basis von K", erfiillt also E, ( m) = (IU;@) ) fiir alle <x2) € K". Fir
Tn xd.(n) I‘n

die Determinante von E, gilt einfach
detE, =sgn(o) € {—1,1},
denn fiir 7 € S,, mit []}" do(i),m(j) 7 0 muss offensichtlich die Gleichheit m = o vorliegen.
Féllt eine Determinantenberechnung unter keinen der gerade diskutierten Punkte, so kann
man diese schematisch mit Teil (II) des néchsten Satzes angehen.
Satz. Seien K ein Korper, n € N und A = (a; ;)i j=12,..n € K™*".
(I) Es gilt
det A = det (A7)

(IT) Entwicklungssatz von Laplace/Entwickeln nach der i-ten Zeile: Fiir jedes feste
ie{1,2,...,n} gilt

n
det A= Z ai,j;{ij s
j=1

wobet sich die sogenannten Kofaktoren ﬁij € K gemdfs

aig vt Glj—1 Q141 Glp
~ . . a_ e a_ - a_ . DY a_
L i+j i—1,1 i—1,7—1 i—1,74+1 i—1,n
A= (D) det | 0 T T
ai+1,1 i+1,5—-1  Gi41,5+1 Ait+1,n
Gn,1 ce Qp, j—1 Qp, j4+1 T An.n
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216 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

aus Determinanten von ((n—1)x(n—1))-Streichmatrizen® ergeben, bei denen die i-te Zeile
und j-te Spalte der urspriinglichen Matriz A wegfallen.

Mit Teil (II) des Satzes wird also die Berechnung einer allgemeinen (nxn)-Determinante auf
die Berechnung von ((n—1)x(n—1))-Determinanten zuriickgefiihrt, die dann mit den Eintréigen
ai; der i-ten Zeile und den schachbrettartig auftretenden Vorzeichen (—1)"*/ zu multiplizieren
und dann aufzusummieren sind. Wendet man dies iterativ an, so lassen sich im Prinzip beliebige
Determinanten schematisch berechnen.

Fiir praktische Berechnungen mit dem Entwicklungssatz ist es niitzlich, zu wissen, dass man
wegen Teil (I) des Satzes analog nach einer festen Spalte statt einer festen Zeile entwickeln kann
und dass es normalerweise von Vorteil ist, wie im folgenden Beispiel die Entwicklung nach einer
Zeile oder Spalte durchzufiihren, die moglichst viele Nullen enthélt.

Beispiel (zur Determinantenberechnung mit dem Entwicklungssatz). Ein Beispiel fiir
die Entwicklung einer (4x4)-Matrix nach ihrer dritten Zeile und anschlieBende Berechnung der
(3x3)-Determinanten mit der Regel von Sarrus ist

g _24 _05 il)) -4 0 1 3 -4 0

=-1{2 -5 3/-0+0-4[0 2 -5
Lo 0d 2 4 1 -3 2 4
-3 2 4 1

— —1(200+8+10+48—0) — 4(24—60+-0—0+30—0) = —62.
Wir kommen nun zum Beweis der im Satz behaupteten Regeln.
Beweis von Teil (1) des letzten Satzes. Wir machen die (teils unten erlduterte) Rechnung
(1) -
det (AT) = Z SEN(T)Ar(1)105(2),2" - - - “Ar(n)sn = Z sgn(m 1)a1’r1(1)a277r71(2)- Oy ()

7T€Sn ﬂ'GSn

—
~

= Z sgN(0)a1,5(1)2,0(2)" - - - *n,o(n) = det A.

O'GSn

Dabei basiert der Schritt (1) auf sgn(7) = sgn(7~!) und Umsortieren der Faktoren mit Indizes
(7(j),4) = (3,7 1(i)) in die durch den vorderen Index i = 7(j) gegebene Reihenfolge. Im Schritt
(2) erfolgt mittels der Bijektion S,, — S,,, ™+ 7! ein Ubergang zum Index o = 1. O

Beweis von Teil (1I) des letzten Satzes. Wir spalten zunéchst die Summe in der Leibniz-Formel
nach dem zum festen i € {1,2,...,n} gehorigen Wert 7(i) € {1,2,...,n} auf und erhalten so

detA=3% > seu(m) [T arww =D aiy Y sen(n) [T arapy-
k=1 Jj=1

j=1 meS, = TES k=1

m(1)=j w(i)=j k#i
Fiir (erst einmal) festes (i,7) € {1,2,...,n}? sei nun (@ m)em=12,..n-1 € Km=1)x(n=1) dje
Streichmatrix, in der die i-te Zeile und j-te Spalte von A weggefallen sind. Fiir die Eintriage

5Im Fall n = 1 legen wir formal Ay =1 fest, womit der Entwicklungssatz und weitere folgende Resultate
richtig bleiben. Dies kann man sich so erkldren, dass man sich in diesem Fall die Streichmatrix als (0x0)-Matrix
ohne Eintriige und ihre Determinante als leeres Produkt mit Wert 1 vorstellt. Da der Umgang mit (1x1)-Matrizen
und -Determinanten trivial ist, ist diese Festlegung aber ziemlich egal.
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6.3. Matrizen und lineare Abbildungen 217

bedeutet dies @gm = ag,(¢),0,(m), Wobei o; € Sy, den (n—i+1)-Zykel mit o;(¢) = ¢ fiir £ < i, mit
0i(¢) = ¢+1 fiir i < ¢ < n und folglich mit ¢;(n) = ¢ bezeichnet und o; € S,, analog definiert ist.
Mit dieser Notation konnen wir das obige Produkt geméaf

n

H akvﬂ'(k) H aUz(g) (o3 (L)) H af 071 (m(os (€

ez,
umschreiben. Nun ist 7 — aj_lowoai bijektiv von {7 € S,, | 7(i) = j} auf {y € S,, | y(n) = n} und
dndert das Vorzeichen gerade um (—1)**/ (denn fiir v = 0;1 omooy; libersetzt sich mit o;(n) = 1,
oj(n) = j einerseits 7(i) = j in y(n) = n, und mit o; als (n—i+1)-Zykel, o; als (n—j+1)-
Zykel erhalten wir andererseits sgn(y) = (—1)" 7 Hlsgn(r)(—1)""*! = (—1)"*Isgn(n)). Damit
bekommen wir insgesamt

n—1
> sen(w Hakﬂ-(k —1)" > sen(y Haz;y(z D" sen(y) [ @eqe
=1

mESn | YESn YESn—1
w(i)=j k#’ v(n)=n

= (-1)"" det(@r,m)e,m=1.2,..n—1 = Aij,

wobel wir v € Sy, mit v(n) =nund 7 € S,,_1 auf naheliegende Weise identifiziert und zuletzt die
Definition AZ] = (=1)"" det(a@pm)e,m=1.2,. n—1 des Kofaktors A;; benutzt haben. Nun erinnern
wir uns, dass j € {1,2,...,n} beliebig war. Einsetzen der letzten vorausgehenden in die erste
Formel des Beweises ergibt dann mit

n
det A = Z ai7j21,-j
J=1

die Behauptung. O

Unser néichstes Ziel ist die vielleicht niitzlichste Anwendung der Determinante bei
der Untersuchung der Invertierbarkeit von Matrizen. Um zugleich auch eine Formel fiir
die Inverse angeben zu kénnen, bendtigen wir aber vorweg noch eine Definition.

Definition (Adjunkte/Kofaktormatrix). Seien K ein Korper und n € N. Die Adjunkte,
Komplementdrmatriz oder Kofaktormatriz einer (nxn)-Matrix A € K"™*" ist die (nxn)-
Matriz

adj A = Cof A == (A), ., €K™,

wobei A\ji € K den im Entwicklungssatz eingefiihrten Kofaktor bezeichnet, also gleich (—1)itJ
mal der Determinante der Streichmatriz ist, in der die j-te Zeile und i-te Spalte von A wegfallen.
(Man beachte dabei die Reihenfolge der Indizes bei ﬁji, die einem Transponieren entspricht: Der
Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von adj A ergibt sich aus einer Determinante, bei der
die j-te Zeile und i-te Spalte von A wegfallen.)

Satz (iiber Invertierbarkeit von Matrizen). Seien K ein Korper und n € N und A € K™*"
eine quadratische Matriz. Dann gelten

‘A invertierbar <= det A # O‘
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und
A(adj A) = (det A)I,, = (adj A)A.

Fiir invertierbares A ergibt sich hieraus die Formel fiir die Inverse

1
~ det A

adj A.

Auflerdem hatten wir als notwendige und hinreichende Kriterien fiir Invertierbarkeit von
A € K™ ja schon Kern A = {0} sowie Bild A = K" identifiziert. Diese Kriterien, an die hier
noch einmal erinnert sei, sind also dquivalent zu det A # 0. Fiir die rechnerische Uberpriifung
ist das Determinanten-Kriterium aber tatséchlich oft am giinstigsten.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Implikation ,, == “ der behaupteten Aquivalenz, greifen dafiir aber
auf die Produktformel det(AB) = (det A)(det B) fiir A, B € K™*" vor, die erst in Abschnitt 6.4
bewiesen wird. Ist A € K™*" invertierbar, so erhalten wir mit dieser Formel

1 =det, = det (AA_I) = (det A)(det(A_l)) .

Also ist det A invers zu det(A~!) im Grundkérper (!) K und insbesondere ungleich Null.

Weiter zeigen wir die Hilfsaussage®, dass det A = 0 gilt, sobald es fiir A = (@ij)ij=1,2,..n €
K"*™ Zeilenindizes ¢ # k in {1,2,...,n} mit a;; = ay; fiir alle j € {1,2,...,n} gibt, sobald
also mit anderen Worten zwei Zeilen von A iibereinstimmen. Zur Herleitung der Hilfsaussage
zerlegen wir S,, in die Mengen der geraden und ungeraden Permutationen, wobei jede ungerade
Permutation ¢ € S, als 0 = wo7;, mit der geraden Permutation 7 := O'OTZ-EI € S, und der
festen (!) Transposition 7, € S,, die ¢ und k vertauscht, geschrieben werden kann. Aus der
Leibniz-Formel erhalten wir dann

det A = Z (al,w(l)a2,7r(2)' cee 'an,ﬂ(n) - al,WOTik(l)aZWonk(Z)' R 'an,wonk(n) ) .

TES, g
7 gerade =: Pﬂ-

Dabei stimmen im vorderen und hinteren Summand von P, alle Faktoren aufler dem i-ten und
dem k-ten iiberein (denn fiir j € {1,2,...,n} \ {i,k} ist 7;x(J) = ), und auch fiir das Produkt
des i-ten und k-ten Faktors erhalten wir mit a; ror,, (i) worip (k) = @in(k)Ok,m(i) = Qh,m(k)Yix (i)
Ubereinstimmung (wobei im letzten Schritt einging, dass i-te und k-te Zeile gleich sind). Also
ist Py = 0 fiir alle geraden 7 € S, und damit wie behauptet det A = 0.

Wir kommen nun zum Beweis der Formel A(adj A) = (det A)L, fir A = (a;;)ij=1,2,.n €
K™, Hierfiir berechnen wir fiir 7 € {1,2,...,n} den (i,7)-Eintrag (A(adj A));; von A(adj A)
(auf der Hauptdiagonale von A(adj A)) als

n
(A(adj A))“ = Z CL@'JA\U = det A,

J=1

wobei die erste Gleichheit aus den Definitionen der Adjunkten und der Matrizenmultiplikation
folgt und sich die zweite durch Entwicklung nach der i-ten Zeile ergibt. Ahnlich bestimmen wir
fir i # kin {1,2,...,k} nun den (i, k)-Eintrag (A(adj A));x. Wir schreiben dazu Ay, ; fiir die

STatsichlich steht im Hintergrund der Hilfsaussage die sogenannte Multilinearitit der Determinante, die in
Mathematik 3 besprochen wird.
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(nxn)-Matrix, die aus A hervorgeht, wenn die k-te Zeile durch eine Kopie der i-ten Zeile ersetzt
wird, und die somit in beiden diese Zeilen die gleichen Eintrége a; ; enthélt. Wir erhalten dann

(A(adj A))ik = Y aijAr; = det Ap; =0,
j=1

wobei die zweite Gleichheit auf Entwicklung von det Ag.; nach der k-ten Zeile und die drit-
te Gleichheit auf der Hilfsaussage beruhen. Damit sind die Eintrége von A(adj A) insgesamt
als (A(adjA))ix = (det A)d;, mit i,k € {1,2,...,n} bestimmt, mit anderen Worten gilt also
A(adj A) = (det A)L,.

Die Formel (adj A)A = (det A)I,, mit Multiplikation in der umgekehrten Reihenfolge kann
man analog herleiten oder auf das Vorige zuriickfithren. Letzteres gelingt mit der Rechnung
(adj A)A = (AT(adj A)T)" = (ATadj(AT))" = (det(AT)L,)" = (det(AT))L, = (det A)L,,
bei der unter anderem (adj A)T = adj(AT) (direkte Folgerung aus der Definition), das zuvor
Gezeigte fiir AT anstelle von A und det(AT) = det A (Aussage des vorigen Satzes) eingehen.

Insgesamt ist somit (adj A)A = (det A)L,, = A(adj A) fiir alle A € K™*" gezeigt. Ist nun
det A # 0, so kann diese Formel durch den Skalar det A geteiltnwerden und zeigt, dass ﬁ adj A
invers zu A ist. Damit sind auch die Implikation ,, <= * der Aquivalenz und die Formel fiir die
Inverse verifiziert, und der Beweis ist komplett. O

Als letztes Thema, das wir zumindest rechnerisch auch iiber die Determinante angehen wer-
den, beschiftigen wir uns in diesem Kapitel mit speziellen Vektoren, die bei Multiplikation
mit einer gegebenen Matrix lediglich vervielfacht werden. (Solche Vektoren lassen sich fiir viele
Matrizen, aber nicht unbedingt immer, finden.)

Definitionen (Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenrdume). Seien K ein Korper, A € K™*"
mit n € IN eine (nxn)-Matriz iber K und ¢ € Endg (V) eine K-lineare Selbstabbildung eines
K-Vektorraums V in sich.

(I) Wir nennen x € K™\ {0} bzw. v € V' \ {0} einen Eigenvektor von A bzw. ¢ zu A € K,
wenn
Az = Mz bzw. o(v) = v

gilt. Gibt es einen Eigenvektor (der nach Definition # 0 sein muss) von A bzw. ¢ zu
A € K, so nennen wir weiterhin \ einen Eigenwert von A bzw. .

(IT) Der Figenraum von A bzw. ¢ zu A € K ist der Untervektorraum
Ex(A) := Kern(A-\I,) c K" bzw. Ea(¢) := Kern(e—Aidy) C V',

der genau die Figenvektoren von A bzw. ¢ zu A und den Nullvektor enthdlt. Als die
geometrische Vielfachheit eines FEigenwerts A von A bzw. @ bezeichnet man die
Zahl dim E\(A) € {1,2,...,n} bzw. dim E)\(¢) € NU{oco}.

Bemerkungen (zu Eigenwerten, Eigenvektoren, Eigenrdumen). Seien K ein Korper, n €
IN und V ein K-Vektorraum.

(1) Dass A € K ein Eigenwert von A € K™*" bzw. ¢ € Endg (V) ist, bedeutet nichts anderes
als Ex(A4) # {0} baw. Ex () # {0},
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(2) Eigenwerte, -vektoren und -rdume einer Matrix hiangen direkt mit den Eigenwerten, -vektoren
und -rdumen eines durch A dargestellten Endomorphismus zusammen, sofern man in Defini-
tionsbereich V' und Ziel V die gleiche Basis verwendet. Genauer bedeutet dies fiir A € K"*™,
eine K-Basis B von V mit dimV =nund A € K, z € K™

A Eigenwert von Lpg(A) <= X Eigenwert von A,
xp Eigenvektor von Lgp(A) zu A\ <= z Eigenvektor von A zu A,

Ea(Lgs(A)) = {zp|xz € Ex(A)}.

Folgerungen & Verfahren (zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren).
Seien K ein Korper und n € IN.

(1) Die Eigenwerte A € K von A = (a;;)ij=12..n € K"*" sind genau die Nullstellen
A € K des charakteristischen Polynoms

Ch(A) = det(XI,—A) = > [[GimyX—tir)) € K[X]

FESn =1
von A in der Unbestimmten X. Da Ch(A) den Grad n hat, gibt es hochstens n Nullstellen
von Ch(A) und damit hochstens n Eigenwerte von A.

(Begriindung: Aus den Definitionen und den verschiedenen Kriterien fiir Invertierbarkeit von Matri-
zen entnehmen wir fiir A € K™*" und A € K die Aquivalenzen

A Eigenwert von A <= E,(4) # {0} < Kern(AL,,—A) # {0} <= I, —A nicht invertierbar
<= det(A\[,—A) =0 <= X Nullstelle von Ch(A),
erhalten also die Behauptung.)

(2) GemiB (1) kann man die Eigenwerte einer Matrix A € K™*" schematisch als Nullstel-
len von Ch(A) berechnen. Die Eigenvektoren bezichungsweise den Eigenraum von A
zu den gefundenen Eigenwerten A € K erhilt man im Anschluss durch Lésen des linearen
Gleichungssystems (Al,,—A)v =0inv € K".

Beispiel (zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren). Wir behandeln das

Beispiel der (2x2)-Matrix
— L —1 2X2
A= (0 _3> e R**=,

als deren charakteristisches Polynom wir

X-1 1

Ch(A):det(X]IQ—A):‘ 0 X3

‘ = (X—1)(X+3)
erhalten. Da sich hier das charakteristische Polynom als Produkt von Linearfaktoren ergibt,
konnen wir als dessen Nullstellen die Eigenwerte 1 und —3 von A direkt ablesen. Die Eigen-

vektoren beziehungsweise Eigenrdume von A zu A = 1 und A = —3 bestimmen wir aus dem
Gleichungssystem (Al,—A)v = 0 wie folgt:

L ()]
L R (0]
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(Man kann natiirlich auch mit (é :é ) ( é) = ((1)) und ((1) :é) (411) = —3(}1) die Probe machen, das
((1)) und (}1) in der Tat Eigenvektoren zu den Eigenwerten 1 und —3 sind.) Da beide Eigenrdume
1-dimensional sind, haben in diesem Beispiel beide Eigenwerte die geometrische Vielfachheit 1.

Beispiele fiir die Eigenwert/-vektor-Berechnung bei (etwas) grofieren Matrizen, fiir Eigen-
werte hoherer Vielfachheiten und fiir (nxn)-Matrizen mit weniger als n Eigenwerten werden in
den Ubungen behandelt (und auch in Mathematik 3 noch genauer diskutiert).

Bemerkungen (zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren). Seien K ein
Korper und n € IN.

(1) Bei etner Dreiecks- und Diagonalmatriz A € K"*" ergibt sich das charakteristische
Polynom Ch(A) € K[X] wie im vorigen Beispiel direkt als Produkt von Linearfaktoren, und
die Eigenwerte sind bei einer solchen Matriz genau die Eintrige auf der Hauptdia-
gonale. Im Allgemeinen bekommt man Ch(A) nicht direkt in dieser giinstigen Form, und
die Bestimmung der Eigenwerte als Nullstellen erfordert die Lésung einer polynomialen
Gleichung n-ten Grades. Zum Verfahren hierbei vergleiche mit Abschnitt 3.2.

(2) Als algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts A € K von A € K™*" bezeichnet man
die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms Ch(A) € K[X], also
die Anzahl der Linearfaktoren X—X\, die man von Ch(A) abspalten kann. In Abschnitt 6.4
werden wir zeigen, dass die algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts immer gréfler oder
gleich seiner geometrischen Vielfachheit ist.

(3) Die Eigenwerte eines Endomorphismuses ¢ € Endg (V) eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V' konnen nach der fritheren Bemerkung (2) als die der darstellenden Matrix
Mpg(p) beziiglich einer beliebigen Basis B von V berechnet werden. Auch die Eigenvek-
toren von ¢ (oder genauer ihre Koeffizienten in B-Basisdarstellung) erhilt man aus den
Eigenvektoren von Mpg(¢p).

6.4 Lineare Gleichungssysteme und Elementaroperationen

In diesem letzten Abschnitt der Mathematik 2 wenden wir die bisher entwickelte lineare Algebra
auf lineare Gleichungssysteme an und entwickeln allgemeine Theorie und Rechenverfahren
zu deren Losung. Elementaroperationen genannte Umformungen werden sich dabei sowohl fiirs
Rechnen als auch fiir die Theorie und den Nachweis einiger in Abschnitt 6.3 zuriickgestellter
Behauptungen als niitzlich erweisen.

Definition (lineare Gleichungssysteme). Seien K ein Kérper und m,n € N. Fin lineares

Gleichungssystem aus m Gleichungen fiir n Unbestimmte x = (x1,x2,...,2,) € K™ hat die
Form
Gi: ez +appry+a13r3+. .+ a1z, = by,
Ga: a2y + a2x2 + a3x3 +. . .+ agpxy = bo, )
Gm: Am1T1+HAm2T2+0m3T3+. .+ UmnTn = by

mit gegebenen Koeffizienten a;; € K und gegebenen Inhomogenititen b, € K. Im Fuall
b1 = by = ... = by, = 0 heiffit das Gleichungssystem homogen. Die Ldsungsmenge des
Gleichungssystems ist die Menge der x € K", fir die alle m Gleichungen G1, Ga, ..., Gp
zugleich erfillt sind.
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222 KAPITEL 6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Bemerkungen (zur Lésungstheorie linearer Gleichungssysteme). Seien K, m, n, a;; und
b; wie in der vorausgehenden Definition.

(1) Mit der Koeffizientenmatrix A := (a;;)i=1,2,...m. € K™*"™ und der rechten Seite/Inho-
1=1,2,...,n
by !
mogenitét b := (b? ) schreiben wir das lineare Gleichungssystem () in der kurzen
bn
und prignanten Form
Ax =b|.

(2) Im homogenen Fall b = 0 ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = 0
stets ein K-Untervektorraum von K" und genauer gleich dem K-Untervektorraum
Kern A von K™. Insbesondere ist x = 0 (wegen 0 € Kern A) stets eine Losung von (%),
genannt die triviale Lésung oder Nulllésung.

Im allgemeinen, eventuell inhomogenen Fall gibt es fiir die Lésungsmenge des linearen
Gleichungssystems Ax = b zwei Alternativen: Im Fall b ¢ Bild A ist die Losungsmenge
leer. Im Fall b € Bild A ist die Losungsmenge stets ein affiner Unterraum von K" und
genauer gleich dem affinen Unterraum xp+ Kern A von K™ mit irgendeiner Losung zg € K"
zu Axg = b. In letzterem Fall ergibt sich also die allgemeine Lésung zu Ax = b als
Summe aus einer speziellen Lésung xg zu Axg = b und der allgemeinen Lésung
des zugehorigen homogenen Gleichungssystems Ax = 0.

Aus dem Vorigen und der Dimensionsformel dim(Kern A) = n— dim(Bild A) des Abschnitts 6.3 lisst sich ablesen: Ist
Az = b fiir Inhomogenitéten b im k-dimensionalen Raum Bild A 16sbar, so hat fiir jede einzelne dieser Inhomogenitéten
b der Losungsraum zo+ Kern A (mit von b abhéngiger spezieller Lésung zo) stets die Dimension n—k.

(3) Notwendig und hinreichend fiir Losbarkeit von Az = b ist das Rangkriterium
Rang(A|b) = Rang A
mit der erweiterten Koeffizientenmatrix (A|b) € K"™*("+1) die durch Hinzufiigen des
Vektors b € K™ = K™ zur Matrix A € K™*" in Form einer zusitzlichen Spalte entsteht.

(Begriindung: Losbarkeit von Ax = b bedeutet, dass es x = (x1,x2,...,2,) € K™ mit Az = b oder
Aquivalent Z?Zl xjAe; = b gibt. Mit anderen Worten heifit dies b € Span{Ae,..., Ae,}, dquiva-
lent Span{Aey, ..., Ae,,b} = Span{Ae, ..., Ae,} oder, noch anders formuliert, Bild(A |b) = Bild A.
Schliefilich ist auch Rang(A|b) = Rang A #quivalent, denn nach Abschnitt 6.2 tritt fiir die Vek-
torrdume Bild A C Bild(A|b) genau dann Gleichheit ein, wenn dim(Bild A) mit dim(Bild(A|b))

iibereinstimmt.)

(4) Speziell fiir m = n und eine invertierbare Koeffizientenmatrix A € K™*™ hat das
lineare Gleichungssystem Ax = b fiir jede Inhomogenitit b € K™ die eindeutige Lésung

r=A"lbe K.

Wegen der Formel fiir die inverse Matrix bedeutet dies nichts anderes als = = ﬁ(adj A)b.
Diese allgemeine Losungsformel kann man als die sogenannte Cramersche Regel

ar...ai, -1 b1 a1,541---01n

det . . . . . .
an,1- - .anyj_l bn an7j+1. - Qn.n .
Tj = firj=1,2,...,n
ailr ... Q1n
det : :
an,1 --- Qnn
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schreiben, wobei man durch Entwicklung nach der j-ten Spalte einsieht, dass die Determi-
nante im Zahler mit > ;" | A;;b; = ((adj A)b); iibereinstimmt und die Cramersche Regel eine
Umschreibung der zuvor bemerkten Formel ist.

Nun kommen wir zu den bereits angekiindigten Elementaroperationen und werden sehen,
dass durch diese jedes lineare Gleichungssystem auf eine besonders giinstige Form gebracht
werden kann, an der sich die Losung gut ablesen lisst.

Definition (elementare Zeilenoperationen). Seien K ein Kirper, seien m,n € IN, und
sei ein lineares Gleichungssystem der Form (x) mit a;j,b; € K gegeben. Genau die folgenden
drei Typen von Operationen bezeichnen wir als elementare Zeilenoperationen mit dem Glei-
chungssystem (x) (wobei stets A\ € K und i,k € {1,2,...,m} seien):

(1) Ersetzung einer Gleichung G; durch ihr Vielfaches A\G; mit X\ # 0,
(2) Ersetzung einer Gleichung G; durch G;+\ Gy mit k # 1,
(3) Vertauschung einer Gleichung G; mit einer Gleichung Gy,.

Bei (1) werden hier beide Seiten der Gleichung G; mit X\ multipliziert. Bei (2) werden die beiden
linken Seiten von G; und AGy, zur neuen linken Seite, die beiden rechten Seiten zur neuen rechten
Seite addiert. Die Operation (3) schliefilich betrifft nur die Reihenfolge, in der die Gleichungen
aufgelistet werden.

Satz (iiber die Herstellung der Zeilenstufenform). Seien K ein Korper und m,n € IN.
Jedes lineare Gleichungssystem Az = b mit A € K™*" und b € K™ (das ausgeschrieben die
Form (%) hat) kann durch endlich viele elementare Zeilenoperationen in ein lineares
Gleichungssystem Ar =b mit A = (aij)é_ill,é ,,,,, € K™ ynd b e K™ dberfihrt werden, wobei:

=1,2,...,n

o Az =1 die gleiche Lisungsmenge wie Ax = b hat und Kern A = Kern A gilt,

e A die nebenstehend angedeutete Zeilenstufen- #0
form hat, d.h. prizise, es gibt eink € {0,1,...,m} #0 *
und by < ly < ...< /Ly in {1,2,...,n}, so dass fir #0
ie{l,2,....m}, j€{1,2,...,n} gilt: ay, # 0 fir O #0

i < k sowie a;; = 0 firi < k, j < {; und auch
Ziij:()fiiri>k.

Tatsdchlich kann auch eine speziellere Form erreicht werden, bei der a;, = 1 fir i < k (und
ansonsten alles wie zuvor) ist. Speziell fiir m = n und invertierbares A € K™*" ldsst sich sogar

A =1, (und ansonsten alles wie zuvor) erreichen.

Der Beweis des Satzes basiert auf dem wichtigen Gauf3-Verfahren/Gauf3-Algorithmus.
Wir geben dazu im Folgenden eine Erlauterung, die sich zwischen einer Beschreibung des Algo-
rithmus, einer Begriindung des Vorgehens und einem formalen mathematischen Beweis bewegt:

Beweisskizze. Beim Gauf3-Verfahren fiihrt man nacheinander fiir die Variablen/Spalten
zum Spaltenindex jy und jeweils einen zugehorigen Zeilenindex iy € {1,2,...,m} (beginnend
mit i9 = 1) elementare Zeilenoperationen mit dem linearen Gleichungssystem (%) durch. Be-
handelt und verdndert werden dabei in jedem Schritt (und allen danach folgenden) nur noch
die Gleichungen Gj,, Giy+1, - - . , Gy ab dem aktuellen i5. Wir beschreiben nun das Vorgehen
in den Einzelschritten und bezeichnen dabei die jeweils aktuellen Gleichungen und
Koeffizienten mit G; und a;;:
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e Im trivialen Fall a;, = 0 fir alle i € {ig,ig+1,...,m} tritt die Variable x;, in den
Gleichungen Gj;,, Gij+1,- .-, Gm nicht (mehr) auf, und es sind im aktuellen Schritt keine
Umformungen erforderlich. Man geht zur nichsten Variable/Spalte (nichsthoheres jo) und
bleibt dabei in der gleichen Zeile (unveréndertes ig).

e Im Fall a;j, # O fiir mindestens ein i € {ip,ip+1,...,m} mochte man a;,j, # 0 haben,
was oft direkt erfiillt ist und ansonsten durch Vertauschung von Gj;, mit einer spéteren
Gleichungen G; gemifl Operation (3) erreicht werden kann. Ist a;,j, # 0 erreicht, so ersetzt
man mit Anwendungen der Operation (2) fiir jedes i € {ig+1,i0+2,...,m} die Gleichung
G; durch Gi—;”f Gj,. Dies ist der entscheidende Schritt des ganzen Verfahrens,

denn die Vorfaktoren sind gerade so gewéhlt, dass die Variable xj, in den ersetzenden

Gleichungen ab der Zeile 941 eliminiert wird. Man geht nun zur nichsten Varia-

ble/Spalte (néchsthoheres jo) und zugleich zur néchsten Zeile (néchsthoheres ig) tiber —

aufler das nichsthohere ig ist bereits m, so dass nur noch eine Gleichung verbleibt, keine
weiteren Operationen nétig sind und das Verfahren an dieser Stelle endet.

Falls nicht vorher mit ¢y = m die Gleichungen ausgehen, endet das Gauf3-Verfahren spites-
tens nach der Behandlung der Variable/Spalte zu jo = n. Unabhéngig vom Kriterium fiir den
Abbruch, erreicht man bei Abbruch die gewiinschte Zeilenstufenform.

Wir erldutern noch kurz die ergénzenden Behauptungen des Satzes:

Die speziellere Form mit a;;, = 1 erhdlt man aus der Zeilenstufenform einfach durch Multi-
plikation der Zeilen mittels Operation (1).

Fiir m = n und invertierbares A gilt man notwendig k& = n (siehe die nach diesem Be-
weis folgende Bemerkung), und man erhilt als Zeilenstufenform eine obere Dreiecksmatrix mit
lauter Eintrdgen 1 auf der Hauptdiagonale. Alle Eintrége oberhalb der Hauptdiagonale kénnen
nun durch weitere elementare Zeilenoperationen geméfl einer naheliegenden Variante des Gauf3-
Verfahrens eliminiert werden, um so auf die Einheitsmatrix I, zu kommen.

SchlieBlich bleibt noch zu begriinden, dass das neue, durch elementare Zeilenoperationen er-
reichte Gleichungssystem (in allen Fillen) die gleiche Losungsmenge und den gleichen Kern der
Koeflizientenmatrix hat wie das urspriingliche Gleichungssystem. Dies folgt aber tatséichlich, da
elementare Zeilenoperationen Aquivalenzumformungen des Gleichungssystems und auch des zu-
gehorigen homogenen Gleichungssystems sind und daher Losungsmenge bzw. Kern nicht éndern.
(Man beachte dabei insbesondere, dass die Operationen (1), (2), (3) jeweils durch eine Operation
desselben Typs riickgéingig gemacht werden kénnen.)

Eine formale Prézisierung der vorausgehenden, auf dem Gauf-Verfahren basierenden Argu-
mente kann durch Induktion nach n € IN erfolgen. Klarer wird das Vorgehen damit aber nicht
unbedingt. O

Bemerkungen und Definitionen (zu Gauf3-Verfahren und Elementaroperationen). Seien
K ein Koérper und m,n € IN.

(1) Fiir die Matrizen A und A des letzten Satzes ist
Rang A = Rangg =k

(denn zum einen entnimmt man aus der Zeilenstufenform Bild A = RFx{0}"* und da-
mit Rang A = k, zum anderen folgt aus Kern A = Kern A mit der Dimensionsformel fiir
Matrizen, dass Rang A = n— dim(Kern A) = n— dim(Kern A) = Rang A ist).
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(2)

Ist A wie im letzten Satz auf Zeilenstufenform, so kann man die allgemeine Losung des
linearen Gleichungssystems Az =bi im Wesentlichen ablesen: Ist b, # 0 fiir ein ¢ > k, so ist
wegen der unlésbaren Gleichung 0 = b die Losungsmenge von Az = b leer. Ist b; = 0 fiir
alle i > k, so kann man die nicht-trivialen Gleichungen in den ersten k Zeilen nacheinander
von unten nach oben nach den k Variablen xy,, x4, _,, ..., g, ¢, auflésen und diese
durch die anderen (n—k) Variablen ausdriicken. Fiir jede Vorgabe der (n—k) ,anderen®
Variablen erhilt man also eine Losung und insgesamt einen Losungsraum der Dimension
n—k = n— Rang A = dim(Kern A).

Der Gauf3-Algorithmus ist daher das Standard-Rechenverfahren zur Herstellung

der Zeilenstufenform und damit zum L&sen linearer Gleichungssysteme sowie zur
Bestimmung von Kern oder Rang von Matrizen.

Elementare Zeilenoperationen kénnen auch unabhéngig von einem linearen Gleichungs-
system mit (den Zeilen) einer beliebigen Matrix A € K™*" durchgefiihrt werden.
Jede einzelne elementare Zeilenoperation entspricht dabei dem Ubergang von A € K™*"
zu EA € K™*™ mit einer invertierbaren Elementarmatrix F € K™*" eines der folgen-
den drei Typen (wobei stets A\ € K, i,k € {1,2,...,m} ist und alle nicht eingetragenen
beziehungsweise nicht erwéihnten Eintrdge 0 sind): Der elementaren Zeilenoperation (1) ent-

spricht eine Elementarmatrix
1.

die mit Ausnahme des (7,7)-Eintrags A # 0 lauter Eintrége 1 auf der Hauptdiagonale hat.
Der elementaren Zeilenoperation (2) entspricht eine Elementarmatrix

1. 1.
d ,
. oder )\ .
1 1

die den (i, k)-Eintrag A mit ¢ # k und lauter Eintrdge 1 auf der Hauptdiagonale hat. Der
elementaren Zeilenoperation (3) entspricht eine Elementarmatrix

mit den (i,k)- und (k,i)-Eintrdgen 1 fiir k # i sowie mit Ausnahme der (4,4)- und (k, k)-
Eintrége 0 mit lauter Eintrdgen 1 auf der Hauptdiagonale. Die letzte Matrix ist dabei nichts
anderes als die Permutationsmatrix E, zur Transposition 7 € S,,, von 7 und k.

Ubrigens kann die elementare Zeilenoperation des Typs (3) aus den anderen beiden Operationen zusammengesetzt

werden. Dies erkennt man zunéchst anhand ( 0 ((1) _11) % (1)) ((1) _11) = ?(1)) fiir (2x2)-Elementarmatrizen. Da
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es nur um die Vertauschung von zwei Zeilen geht, ist ein analoges Zusammensetzen auch im (mxm)-Fall méglich.
Man konnte somit bei der Definition elementarer Zeilenoperationen auf den Typ (3) verzichten. Da dies nicht ganz
offensichtlich ist, nimmt man den Typ (3) aber iiblicherweise wie oben in die Definition hinein.

(4) Speziell fiir m = n und eine invertierbare Matrix A € K™*" kann die letzte Aussage
des letzten Satzes nach der vorigen Bemerkung (3) so formuliert werden, dass es ein s € INy
und Elementarmatrizen Eq, Es, ..., Es € K™ " mit E1FE,-...-EsA =1, gibt. Dies bedeutet
auch A~! = E\Ey-...-Ey, = E1Ey-...-EJI, und gibt daher ein Verfahren zur Berech-
nung der inversen Matrix an die Hand: Wird néamlich A durch eine Abfolge elementarer
Zeilenoperationen (die Ep, Fa, ..., Es entsprechen) in I, iiberfiihrt, so iiberfiihrt dieselbe
Abfolge von Operationen auch I,, in A~!. Man kann also zwei analoge Rechnungen neben-
einander durchfithren. Wenn man dabei einerseits mit dem Gauf3-Verfahren von A aus zu I,
gelangt ist, hat man andererseits von I,, aus A~! erreicht. Ein Beispiel hierzu ist Thema der
Ubungen. Bei groBeren Matrizen erfordert dieses Vorgehen aber einigen Aufwand und ist
nicht unbedingt giinstiger als die Berechnung von A~! iiber die Formel mit der Adjunkten.

Die vorige Aussage kann auch so formuliert werden, dass es fiir invertierbares A € K"*" ein
s € No und Elementarmatrizen Ey, Fs, ..., Es € K™™ mit A = FE,-...-EyF gibt. (In der

zuvor verwendeten Notation ist einfach Ey = E, ! fiir £ € {1,2,...,s}.)

Wir beschlieflen dieses Kapitel und die Vorlesung Mathematik 2 jetzt mit drei weiteren
Satzen, die jeweils eine schon in Abschnitt 6.3 aufgestellte, aber bisher noch nicht bewiesene
Behauptung abhandeln.

Satz (Produktformel fiir Determinanten). Seien K ein Korper und n € IN. Fir quadrati-
sche Matrizen A, B € K™ gilt stets

| det(AB) = (det A)(det B)|.

Beweis. Ist A nicht invertierbar, so gilt det A = 0 nach” einem Satz des Abschnitts 6.3. Zudem
ist dann auch det(AB) = 0 (zum Beispiel, weil Bild A & K™ und wegen Bild(AB) C Bild A
dann auch Bild(AB) & K™ gelten). Somit ist det(AB) = (det A)(det B) in diesem Fall erfiillt.

Um invertierbare A zu behandeln, betrachten wir zunichst den Fall einer Elementarmatrix
A und eines beliebigen B = (bj¢)j¢=1,2,..n- Ist die Elementarmatrix A vom ersten Typ mit
det A = A, so erhalten wir mit der Leibniz-Formel

det(AB) = > sgn(m)Ab; x5y | [ bin(j) = A(det B) = (det A)(det B).
TESK j=1
J#i
Ist die Elementarmatrix A vom zweiten Typ mit det A = 1, so erhalten wir

n
det(AB) = > sgn(m) (b r(i)+Abr(i)) [ [ bjris) = det B+ Adet Biy = (det A)(det B),
TESK j=1
J#i
wobei B;. 1 die beim Beweis des Invertierbarkeitssatzes in Abschnitt 6.3 schon betrachtete Ma-
trix mit zwei gleichen Zeilen bezeichnet und, wie dort gezeigt, det B;. = 0 gilt. Ist schliellich

"Fiir eine Implikation des fritheren Satzes hatten wir tatséchlich die hier noch zu beweisende Produktformel
bereits verwendet. Dennoch kommt kein unzuléssiger Zirkelschluss zustande, denn wir benutzen hier nur die
andere Implikation des fritheren Satzes, deren Beweis nicht an der Produktformel hing.
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A = E, mit Transposition 7 € S,, eine Elementarmatrix vom dritten Typ mit det A = —1, so
bekommen wir

7T€Sn

det(AB) = Z (7)) by (i) bi e (k) H bjx(j)
=1
ik

== sgn(mor) [[ bjror(jy = — det B = (det A)(det B).
j=1

ﬂ'ESn

Nachdem die Behauptung somit fiir eine beliebige einzelne Elementarmatrix A gezeigt ist, er-
halten wir sie durch vollstdndige Induktion nach s auch fiir jede Matrix A, die ein Produkt von
s € Ny Elementarmatrizen ist. Geméfl der vorausgehenden Bemerkung (4) werden hierdurch
alle invertierbaren Matrizen A erfasst, und der Beweis ist komplett. O

Satz (,,Zeilenrang gleich Spaltenrang*). Seien K ein Kdorper und m,n € N. Fir A € K™*"
gilt stets
Rang(AT) = Rang A.

Beweis. Wie schon bemerkt, verdndert sich KernA = {z € K"|Az = 0} durch Anwen-
dung von elementaren Zeilenoperationen auf A € K™*" nicht. Analog zu Zeilenoperationen
werden elementare Spaltenoperationen mit A € K™*™ erklart, und diese lassen tatséchlich
Bild A = Span{Aej, Aeg, ..., Ae,} unverindert. Insgesamt kénnen wir somit festhalten, dass
Rang A = dim(Bild A) = n—dim(Kern A) weder durch elementare Zeilenoperationen noch
durch elementare Spaltenoperationen mit A verindert wird. Wir kénnen die gegebene Matrix
A € K™ nun gemifl dem letzten Satz durch endlich viele elementare Zeilenoperationen auf
Zeilenstufenform mit k := Rang A nicht-trivialen Zeilen bringen, und mit einer Variante des
GauB3-Algorithmus kénnen wir von der Zeilenstufenform dann durch endlich viele elementare
Spaltenoperationen zur speziellen Form

Iz | O
Lmxn = (Jf; 0) € K™

(mit der (kxk)-Einheitsmatrix I, und drei Null-Blocken der Formate kx(n—k), (m—k)xk und
(m—k)x(n—k)) iibergehen. Da elementare Zeilenoperationen Links-Multiplikationen mit Ele-
mentarmatrizen und elementare Spaltenoperationen Rechts-Multiplikationen mit Elementarma-
trizen (genau gleiche Typen erlaubt) entsprechen, bedeutet dies mit anderen Worten

ZAS = ]Ik,mxn )

wobei Z € K™*™ und S € K™*" jeweils Produkte endlich vieler Elementarmatrizen sind. Durch
Transponieren folgt
STAYZY =T} ypn = Tknxm

k,mxn

wobei auch ST € K™ und ZT € K™*™ Produkte endlich vieler Elementarmatrizen sind.
Da die zugehorigen Operationen den Rang nicht verindern, lesen wir ab, dass Rang(AT) mit
Rang I, ,xm = k = Rang A iibereinstimmt. O
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Satz (iiber geometrische und algebraische Vielfachheit von Eigenwerten). Seien K ein
Kérper und n € IN. Fiir eine quadratische Matriz A € K™™ und einen Eigenwert A € K wvon
A ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A stets kleiner oder gleich der algebraischen
Vielfachheit von X, das heifit, ist (X—\)¢ der Teiler von Ch(A) mit mazimalem ¢ € N (also
Ch(A) = (X=\)p fiir ein p € K[X], das \ nicht mehr als Nullstelle hat), so gilt

dimEy(A4) < ¢.

Beweis. Sei k := dimE)(A) = dim(Kern(AL,—A)) die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts
A. Dann ist nach der Dimensionsformel Rang(AL,—A) = n—k. Durch elementare Zeilenoperation
beziehungsweise Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen kann Al,,—A auf Zeilenstufenform
mit n—k nicht-trivialen Zeilen gebracht werden. Insbesondere kénnen wir

ZOAL—A) = (f) e Kmxn
mit einem Produkt Z € K™*™ endlich vieler Elementarmatrizen, einem beliebigen (n—k)-zeiligen
Block B € K™ %)*n yund k Nullzeilen erreichen. Hieraus bekommen wir

XI,—A=ZYZ(X-\) + Z(\L,,—A)] = Z~1 [(X—)\)Z + (1;)} =71 <W)

!

ZI/
Mit der Produktformel fiir die Determinante folgt

von Z in die ersten n—k Zeilen Z’ und die letzten k Zeilen Z".

mit der Zerlegung Z =

Ch(A) = det(XIL,—A) = det(Z ") det <w>

mit det(Zfl) # 0. Entscheidend ist nun, dass in der Leibniz-Formel fiir die Determinante
rechts jeder Summand mindestens den Faktor (X—\)* beinhaltet, weil fiir jeden Summand der
Leibniz-Formel Eintréige aus allen Zeilen multipliziert werden und alle Eintrdge der letzten k
Zeilen (X—\)Z" einen Faktor X—\ beinhalten. (Was in den ersten n—k Zeilen steht, ist fiir
dieses Argument vollig egal.) Insgesamt kann also (X—\)* aus Ch(A) € K[X] ausgeklammert
werden, und die algebraische Vielfachheit ¢ von A erfiillt zwingend ¢ > k = dim Ey(A). O
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