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Kapitel 1

Metrische und topologische
Konzepte, allgemeine
Stetigkeitsbegriffe

In der Mathematik 4 werden wir Analysis nicht nur in/auf R oder C sondern allgemein
in/auf R™ mit n € IN betreiben. Teils bietet es sich dabei an, statt in R” direkt in all-
gemeineren Mengen X von Punkten mit gewisser Zusatzstruktur zu arbeiten. Genauere
Definitionen werden wir demnéchst geben. Wir reiflen die relevanten Konzepte von Mengen
X mit zugehorigen Strukturen vorab aber schon einmal kurz und informell an, beginnen
dabei mit dem allgemeinsten Konzept und gehen dann schrittweise zu spezielleren iiber:

e In topologischen Riumen X mit der Struktur einer Topologie lassen sich nur qualitative
Aussagen zur Lage von Punkten und Mengen zueinander titigen. Zum Beispiel macht die
Frage nach der Konvergenz einer Folge (x,)nen gegen x in X' als Ja-Nein-Aussage Sinn.
Wir werden in dieser Vorlesung einige topologische Konzepte wie etwa den Rand von
Mengen in X benétigen. Es wird aber ausreichen, diese Begriffe im etwas spezielleren
metrischen Fall einzufiithren, wahrend wir auf die Definition und die allgemeine Theorie
topologischer Rdume verzichten kénnen und werden.

e In metrischem Riumen X mit der Struktur einer Metrik ist zusétzlich zu topologischen
Begriffen der Abstand von zwei Punkten (oder Mengen) quantitativ als nicht-negative
reelle Zahl erklart. Im Allgemeinen besitzt X hier aber keine Vektorraumstruktur, und man
kann nicht durch Anlegen eines Vektors von einem Punkt zu einem anderen gelangen.
Schlimmer noch darf man in allgemeinen metrischen Réumen iiberhaupt nicht an eine
(kiirzeste) Verbindung von zwei Punkten denken oder sich gar den Abstand als die Lénge
einer solchen vorstellen.

e Normierte Ridume X mit der Struktur einer Norm wurden in der Mathematik 3 bereits
kurz erwdhnt und werden in Folge genauer besprochen. Sie weisen zusétzlich zur topologi-
schen und metrischen Struktur tatséchlich eine Vektorraumstruktur auf. Vektoraddition
und Skalarmultiplikation sind daher allgemein moglich. Vorstellungen wie die vom Orts-
vektor eines Punktes und vom Anlegen eines Vektors an einen Punkt sind sinnvoll, und
der Abstand zweier Punkte kann allgemein als Linge des Verbindungsvektors in-
terpretiert werden. Elementargeometrische Sitze gelten in normierten Rdumen aber nicht
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unbedingt, zum Beispiel kann es in einem normierten Raum ein nicht-entartetes Dreieck
mit Seiten der Lingen 1, 2 und 3 geben.

e Skalarproduktriume X mit der Struktur eines Skalarprodukts wurden in der Mathema-
tik 3 bereits weitgehend behandelt. In ihnen kann man {iber das bereits Erwéhnte hinaus
Orthogonalitét zweier Vektoren und den Winkel zwischen solchen erklidren, und es gel-
ten sehr viele aus der Elementargeometrie bekannte Sachverhalte wie etwa des Satz des
Pythagoras und der Kosinussatz.

Tatséchlich erweisen sich alle vier gerade aufgefiihrten Konzepte als universell fiir
weite Teile der Mathematik. Prizise Definitionen und Einzelheiten zu den Eigenschaften
folgen nun nach und nach.

1.1 Metrische und normierte Raume

Wir geben nun die Definition eines metrischen Raums und wiederholen im direkten Vergleich
auch die eines normierten Raums, wobei wir im Folgenden immer K € {R, C} verstehen.

Definition (metrische Riume, Metrik). Sei X' eine Menge. Fine Abbildung d: X x X — R
heifst eine Metrik auf X und das Paar (X,d) ein metrischer Raum, wenn folgende drei
Azxiome erfillt sind:

(M1) (Strikte) Positivitdt: d(xz,y) > 0 fir alle x,y € X mit Gleichheit genau im Fall x =y,
(M2) Symmetrie: d(x,y) = d(y,x) fir alle z,y € X,
(M3) Dretiecksungleichung: d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) fir alle x,y,z € X.

Definition (normierte Riume, Norm). Sei X' ein K- Vektorraum. Eine Abbildung ||-||: X —
R heifst eine Norm auf X und das Paar (X, ||+||) ein normierter Raum diber K, wenn folgende
drei Aziome erfillt sind:

(N1) (Strikte) Positivitit: ||z|| > 0 fir alle x € X mit Gleichheit genau im Fall x = Oy,
(N2) (Absolut-) Homogenitit: ||sx|| = |s| ||| fir alle x € X und s € K,

(N3) Dreiecksungleichung: ||z+y| < ||z|| + ||ly|| fir alle z,y € X.

Erlduterungen und Beispiele zu diesen Definitionen und ihrer Bedeutung folgen.
Bemerkungen (zu metrischen und normierten Riumen).

(0) Gibt es eine Standard-Wahl der Metrik oder Norm oder ist diese aus dem Kontext klar, so
bezeichnet man statt (X,d) oder (X,] - ||) auch X allein als metrischen oder normierten
Raum. Bei Bedarf notiert man die zugehorige Metrik oder Norm als dy oder || - || .

nterpretation: Bei einer Metrik d stellt man sich d(z,y) als Abstand zweier Punkte
1) Int tation: Bei einer Metrik d stellt ich d Is Abstand ier Punkt
x und y vor, bei einer Norm || - || interpretiert man ||z|| als Linge des Vektors x.

4



1.1. Metrische und normierte Raume 5

(2) Jede Teilmenge A eines metrischen Raums & ist mit der Einschrankung dy| 4, 4 der Metrik
selbst ein metrischer Raum. Analog ist jeder IK-Untervektorraum U eines normierten Raums
X iiber K mit der Einschrankung || - || x|, der Norm selbst ein normierter Raum iiber K.
Durch die Moglichkeit des Ubergangs zu beliebigen Teilmengen ergibt sich bei
metrischen Riumen hieraus deutlich mehr Flexibilitét als bei normierten Rédumen.

(3) Jede Norm ||-| auf X induziert eine Metrik d auf X’ und auf jeder beliebigen Teilmenge
von X durch Festlegung des Abstands zweier Punkte als Linge des Verbindungs-
vektors, das hei3t durch

d(l‘ay) = ||y_1"|| fiir T,y € X

Der kurze Nachweis der Axiome (M1), (M2), (M3) bei dieser Festlegung wird in der Vorle-
sung ausgefiihrt. In diesem Sinn ist jeder normierte Raum und jede Teilmenge eines
normierten Raums ein metrischer Raum.

(4) Umgekehrt wird nicht jede Metrik auf einem IK-Vektorraum & von einer Norm induziert.
Tatséchlich sind die Metriken d auf einem IK-Vektorraum X', die von einer Norm herriihren,
genau die, die mit der linearen Struktur von X im Sinn von Homogenitét

d(sx, sy) = |s|d(z,y) fiir alle z,y € X und s € K
und Translationsinvarianz
d(z+z,y+2) = d(z,y) fiir alle z,y,z € X
vertriglich sind. Man erhélt in diesem Fall die induzierende Norm || - || aus ||z|| = d(0x, x)

fir x € X. Der Beweis dieser Behauptungen benutzt nur die Definitionen und wird in den
Lernwerkstétten behandelt.

Beispiele (von normierten Rdumen).

(0) Die wohl grundlegendste Norm ist die Betragsfunktion, mit der R und C normierte
R&aume werden.

(1) Ubliche Normen auf R™ und C™ mit n € IN sind die p-Normen | - |, die durch

n 5
|z|p = <Z |xi|p> fir x = (x1,22,...,2,) € K" und p € [1,0)
i=1

sowie

|| 0o := max{|z1]|, |z2|, ..., |Tn|} fir x = (z1,x9,...,2,) € K"

definiert werden. Falls nichts anderes gesagt wird, verwendet man auf R™ oder C™
stets die 2-Norm. Man schreibt auch nur | - | fiir | - |2 und nennt | - | die Euklidische
Norm auf K" sowie |z| = |z|2 den Betrag des Vektors = € K", denn |z| entspricht nach
dem Satz des Pythagoras der elementargeometrischen Linge von z.

5
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Der Nachweis der Normaxiome (N1) und (N2) fiir die p-Normen ist dabei sehr einfach. In
den Féllen p = 1 und p = oo ist auch der Nachweis von (N3) problemlos, und im Fall
1 < p < oo gelingt er mit Hilfe der H6lder-Ungleichung fiir (endliche) Summen

n
E LiYi
1=1

wobei x = (21,...,2,) € K",y = (y1,...,yn) € K" und é = 0 zu verstehen ist. Der Beweis
der Holder-Ungleichung wird in den Ubungen behandelt, der darauf aufbauende Nachweis
von (N3) im Fall 1 < p < oo wird in der Vorlesung ausgefiihrt.

1 1
<I|z|plylq fiir konjugierte Exponenten p, ¢ € [1, co] mit » + p =1,

(2) Der Raum der p-summierbaren Folgen iiber K wird als

P =PrK):= {(xi)ie]N | (zi)ien ist Folge in K mit Z |z;|P < oo} fiir p € [1,00)
i=1

definiert. Dieser unendlich-dimensionale (!) Folgenraum wird mit der £P-Norm

o 1
P
[@]er := <Z |73i|p> fir z = (2;)iew € £°
i=1

zu einem normierten Raum. Fiir p = oo betrachtet man als Analoga den Raum ¢>° = ¢*°(K)
aller beschrankten Folgen in K und den Raum ¢y = ¢o(KK) aller Nullfolgen in K, die beide
durch die £*°-Norm ||z||¢> := sup{|z;| |7 € IN} normiert werden.

Dass 7 iiberhaupt ein K-Vektorraum ist und || - ||, die Dreiecksungleichung erfiillt, ergibt
sich durch Grenziibergang n — oo in der Dreiecksungleichung fiir die p-Normen auf K™.
Nebenbei erhélt man die Holder-Ungleichung fiir Reihen (mit Notation wie zuvor)

o0
g TiYi
i=1

(3) Fiir a < b in R wird der unendlich-dimensionale (!) Funktionenraum C°([a, b], K) der
stetigen! Funktionen f: [a,b] — K mit jeder der LP-(Integral-)Normen

1 1
< ||z|ler |y]|¢a fir . € 7, y € ¢? und p, q € [1,00] mit . + i 1.

: :
s = ([ V@Par)”  mpeino

ein normierter Raum. Das Analogon fiir p = oo ist die durch || f|[Lec(qp) = Sup(ap) [ f] er-
klirte L°°-(Supremums-)Norm, die neben C%([a,b], K) auch den Raum aller beschrink-
ten Funktionen [a,b] — K normiert. Der Nachweis der Normeigenschaften ist Thema der
Ubungen und basiert im Fall 1 < p < oo auf der H5lder-Ungleichung fiir Integrale

[ e as

mit Riemann-integrierbaren Funktionen f,g: (a,b) — K (fiir die nach Proposition 7.16 der
Mathematik 3 auch fg und fiir p,q < oo auch |f|P und |g|? Riemann-integrierbar sind).

.. 101
<N fllee@pylgllLaap fiir p, g € [1, 00| mit 1;+6 =1

' Auf dem Raum aller Riemann-integrierbaren Funktionen ist || - | (a,p) nur eine sogenannte Halbnorm, bei
der || f|lur(a,py = 0 noch fiir andere Funktionen f neben der Nullfunktion gilt (beispielsweise fiir Funktionen, die
nur an endlich vielen Stellen von Null verschieden sind), aber ansonsten alle Norm-Axiome erfiillt sind. Dies ist
der Grund, warum wir uns hier auf stetige Funktionen beschrinken, auf denen || - [|Lr(q,5) €ine echte Norm wird.

6
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Beispiele (von metrischen Riumen).

(0)

Es sei daran erinnert, dass normierte Rdume und deren beliebige Teilmengen mit der in-
duzierten Metrik stets metrische Rdume sind. Insofern ergibt sich eine weite Klasse von
Beispielen fiir metrische Rdume als beliebige Teilmenge der zuvor betrachteten
normierten Riumen. Im Folgenden geht es um andere Typen von Beispielen.

Auf jeder Menge X wird durch

1 fallsz #y

firz,y e X
0 fallsz=y

eine Metrik, die diskrete Metrik, definiert. Beziiglich dieser Metrik, die vor allem als
Extrembeispiel dient, haben zwei voneinander verschiedene Punkte den immer gleichen Ab-
stand 1.

Zwei Metriken dp und dg auf K™ werden durch

dp(z,y) := |z|+|y| falls z #y
’ 0 falls x = y

|z|+|y| falls z,y linear unabhéingig

und - dn(,y) - {\y—aj\ falls x,y linear abhiingig
fir z,y € K" definiert. Diese Metriken werden manchmal als (Italienische-)Post-Metrik
und (Franzosische-/Britische-)Eisenbahn-Metrik bezeichnet, da man beziiglich ihnen im-
mer iiber den Ursprung (=Rom/Paris/London) gehen muss, auBer man bewegt sich im Fall
von dg, nur auf demselben Ursprungsstrahl (=radialem Gleisstrang). Analoge Bildungen sind
ausgehend von einem beliebigen normierten Raum moglich.

Gelegentlich treten Metriken auf, die iiber ein ,,Prinzip des kiirzesten Pfads* gebildet
werden, was hier anhand von zwei Situationen nur angedeutet sei:

Fiir eine Teilmenge A eines normierten Raums X’ definiert man eine ,,innere Metrik* d4
der Menge A durch

n
datog) = int { 3 =i

i=1
fir x,y € A, wobei [a,b] :== {(1-t)a+tb|t € [0,1]} die Strecke von a nach b in X’ bezeichnet.
Eine echte Metrik d4 auf A ergibt sich, wenn die Menge im Infimum stets # () ist, eine
Eigenschaft von A, die man als Streckenzug-zusammenhéngend bezeichnen kann. Ansonsten
erhéilt man eine sogenannte erweiterte Metrik auf A, die auch den Wert oo annehmen kann.

neNg,z0=2,x1,29,...,Zn-1 €A, T, =y
[zi1,2;) CAfiri=1,2,...,n

Ein sogenannter Graph lidsst sich durch eine beliebige Menge V' von Knoten (,vertices*)
und eine Menge E C {{v,w}|v,w € V', v # w} von je zwei Knoten verbindenden Kanten
(,edges“) modellieren. Durch

dwv,g)(v,w) := inf {n e N

Fvg, v1,. .., €V }
vo =0, {vo,v1},{vr,va}, ..., {vn—1, 00} €EE, v, =w
fir v,w € V erhélt man dann eine Metrik d(v,g) des kiirzesten Kantenpfads im

Graph (V, E), sofern auch hier das Infimum stets # () und der Graph (V, E) in diesem
Sinn zusammenhéngend ist.

Fiir anschauliche Beschreibungen von d4 und d(y,g) in guten Fillen wird auf die Vorlesung
verwiesen.
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Definitionen & Bemerkungen (Konzepte in metrischen Ridumen). Viele Konzepte der
Analysis lassen sich allgemein fiir metrische (und damit insbesondere fiir normierte) Rdume
erkldren, wobei oft starke Analogie zum von R oder C bekannten Vorgehen besteht. Wir fassen
uns deshalb im Folgenden eher kurz, wobei (X,dx) und (¥,dy) stets metrische Raume seien:

(1) Die offene Kugel und die abgeschlossene Kugel in X mit ,Mittelpunkt“ xog € X und
yRadius“ r € (0,00) sind

Die Sphdre in X mit ,Mittelpunkt xo € X und ,Radius“ r € (0,00) ist

Sr(zo) == S,f((aco) = B(20) \ Br(20) = {z € X |dx(z,20) =7} .

Fiir X = R? beziehungsweise X = R® mit der Euklidischen Norm handelt es sich bei B,.()
und By(xg) tatsichlich um Kreisscheiben beziehungsweise Kugeln elementargeometrischen
Sinn, bei Sy (xg) um die diese begrenzende Kreislinie beziehungsweise Kugeloberflichen. Fiir
die p-Normen mit p # 2 auf R? handelt es sich bei den ,Kugeln® B,(xz0) um ,ausgedellte*
(Fall 2 < p < o0) oder eingedellte (Fall 1 < p < 2) Kreisscheiben, die schliefllich in
Quadrate mit achsenparallelen (Fall p = 00) oder diagonalen (Fall p = 1) Seiten ibergehen.
Fir die graphische Illustration wird auf die Vorlesung verwiesen.

In einem allgemeinen metrischen Raum kénnen die ,Kugeln® B,(x¢) auch noch ganz andere
Formen annehmen. Im Extremfall, dass X einen sogenannten isolierten Punkt xo € X
besitzt, kommt sogar B, (zo) = {x0}, Sr(z0) = 0 (zumindest) fir 0 <r < 1 vor.

(2) Neben den Abstinden dx(z,y) zweier Punkte x,y € X erklirt man auch ...

e den Abstand
dist(z, A) := inf{dx(z,y) |y € A} € [0,00)

eines Punktes x € X zu einer nichi-leeren Teilmenge A von X;

e den Abstand
dist(A, B) := inf{dx(z,y) |z € A, y € B} € [0,00)

zweier nichi-leerer Teilmengen A und B von X;

e den Durchmesser
diam A := sup{dx(z,y)|z,y € A} € [0, 0]
etner Teilmenge von X (mit der Konvention diam () = 0).

Weiterhin nennt man A C X beschrinkt, wenn diam A < oo gilt. Aquivalent zu Be-
schranktheit von A ist sup,ec 4 dx(z,20) < oo fir einen beliebigen Referenzpunkt xo € X,
was sich auch als A C By (zo) fir ein xo € X und ein r € (0,00) ausdricken ldsst.

8



1.1. Metrische und normierte Raume 9

(3) Die Konvergenz von Folgen ,in der Metrik“ definiert man genau wie friher die Kon-
vergenz in K, nur mit der Metrik anstelle des Betrags. Ausgeschrieben fiihrt das fiir eine
Folge (xg)kew in X und x € X zur Definition

khm rp =2 in X <==Ve >0:dkg e N: Vk € IN>k02 d)((&?k,.%') <eg,

—00 -

wobei man statt dy(zk, ) < € natirlich auch z € Bc(x) schreiben kann. Liest man die
Definition als Figenschaft der Folge (dx(x, x))ren in R (1), so entnimmt man unmittelbar
die oft niitzliche Charakterisierung

lim zp =2 in X < lim dy(zk,x) =0,
k—o00 k—o00

die Konvergenz in der Metrik auf ,normale“ Konvergenz in R zurickfiihrt und sich ebenfalls
als Definition eignen wiirde. Aus der Charakterisierung wiederum wird klar, dass konver-
gente Folgen (xry)ren auch im metrischen Kontext stets beschrdnkt sind (tatsdchlich
so zu verstehen, dass {xy |k € IN} beschrinkt im Sinn des vorigen Punkts ist). Alles hier
Gesagte gilt natiirlich insbesondere fiir Konvergenz von Folgen in der Norm*“ (dann einfach
mit ||xp—z||x anstelle dy(x, x)), und ganz analog lassen sich auch Hdufungswerte von
Folgen verallgemeinern.

(4) Auch Grenzwerte von Funktionen f: D — Y mit D C X lassen sich verallgemeinern,
indem man einfach die Metrik anstelle des Betrags verwendet. Ausgeschrieben besagt die
Grenzwert-Definition fir den Grenzibergang aus D gegen einen Berihrpunkt® zo € X von
D wund fiir den (potentiellen) Grenzwert yo € Y in der e-6-Formulierung dann

Dlim f(@) =yo =Ve >0:36>0: Vo € D: (dx(z,20) <6 = dy(f(z),y0) <e),
2T—x0

wobei die Implikation alternativ mit Kugeln als © € Bs(xg) = f(x) € Be(v0) geschrieben
oder der hintere Teil ab Vx kurz als die Inklusion f(D N Bs(zo)) C Be(yo) gefasst wer-
den kann. Genau wie in Kapitel 1 der Mathematik 3 sieht man, dass der Grenzwertbegriff
dquivalent mit Folgen durch

lim  f(x) =yo

D3z—xg

<= Fiir alle Folgen (z})ken in D: ( lim z; =xz9 in X = lm f(zx) = yo in y)
k—00 k—o0

charakterisiert ist. Auflerdem ist der Grenzwert yg, wenn er denn existiert, natirlich weiter-
hin eindeutig. Auch diese Definitionen greifen natirlich insbesondere in normierten Rdum-
en, und ganz analog kann man auch Hdufungswerte von Funktionen X — Y erkldren.

(5) Stetigkeit von Funktionen f: D — Y mit D C X in einem Punkt xo € D erkldrt man wie
friiher durch® imps, e, f(x) = f(x0) und ihre Stetigkeit auf D als imps, e, f(7) = f(x0)
fiir alle xg € D, wobei die Grenzwerte im gerade diskutierten Sinn zu verstehen sind. Mdchte

2Beriihrpunkte kénnen genau wie in der Mathematik 3 iiber Folgenkonvergenz definiert werden. Wir betrachten
das Konzept demnéchst aber sowieso noch genauer und gehen deshalb an dieser Stelle nicht ins Detail.

3Genau genommen reicht es nach den getroffenen Definitionen sogar, hier nur die Existenz des Limes zu fordern,
denn dann ist dieser automatisch gleich f(zo). Das hat aber nichts mit metrischen Rdumen zu tun, sondern hingt
nur an der genauen Form der Grenzwertdefinition und war auch in der Mathematik 3 schon so.
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man dies mit € und § ausschreiben, so ersetzt man einfach auf der rechten Seite der Grenz-
wertdefinition yo durch f(zo).

Wie in der Mathematik 3 dbertrdigt sich auch Stetigkeit von komponierbaren Funktionen
zwischen metrischen Rdumen auf thre Komposition.

(6) Schlieflich konnen auch quantitative Stetigkeitsbegriffe, Holder-Stetigkeit und Lipschitz-
Stetigkeit, fir f: D — Y mit D C X erkldrt werden: Holder-Stetigkeit von f zum Exponent
a € (0,1] auf D bedeutet

dy(f(z), f(z)) < Cdx(z,z)” fir alle z,z € D
mit einer festen Hélder-Konstante C € [0,00). Im Fall des Exponenten oo = 1 spricht man

von Lipschitz-Stetigkeit oder auch Dehnungsbeschrinktheit und von der Lipschitz-Konstante.

Bemerkungen (zu normierten Rdumen). Uber die fiir metrische Réume eingefithrten Kon-
zepte hinaus halten wir fiir einen normierten Raum X iiber K folgende Aussagen fest:

(1) Fiir jeden Vektor € X'\ {Ox} hat der zugehorige normierte Vektor —%— := -z € X

llzllx llzllx
die Norm 1 und ist damit ein sogenannter Einheitsvektor.

(2) Es gilt die (verallgemeinerte) Dreiecksungleichung

n
E S; Ty
=1

aus der man als Spezialfall Konvexitét* der Norm | - [|x: X — R abliest. Zudem gilt die
umgekehrte Dreiecksungleichung

n
§Z|3z|HfL‘z||X firne N, si,89,...,5, €K, x1,29,..., 0, € X,
X =1

lyllx—llzllx] < lly—zllx  firz,ye X,
geméf der die Norm || - ||x: & — R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1 ist.

(3) Fiir konvergente Folgen (zj)ren und (yx)ren in X und eine konvergente Folge (si)ken in
K gelten die Summen- und Faktorregeln

lim (xg+yg) = ( lim $k) + ( lim yk) , lim (sgxg) = ( lim sk>( lim ZL‘k> in X.
k—o00 k—o00 k—o0 k—o00 k—o00 k—o00

Analoge Summen- und Faktorregeln gelten fiir Grenzwerte und die Erhaltung von Stetigkeit
bei X-wertigen Funktionen (auf einem beliebigen metrischen Definitionsbereich).

Einen gewissen Uberblick die Normen auf einem Vektorraum kann man sich in guten Fillen
mit Hilfe des folgenden Konzepts und des darauf aufbauenden Satzes verschaffen.

Definition (Vergleich von Normen). Seien ||-||; und |||z Normen auf einem K- Vektorraum

X. Dann heifst || - ||1 schwicher als || - ||2 und dementsprechend || - ||2 stirker als || - ||1, wenn es
eine Konstante C' € [0,00) mit ||z||1 < Cllz||2 fir alle x € X gibt. Ist || - ||1 zugleich schwdicher
und stirker als || + ||2, so heiffen || - |1 und || - ||2 dquivalent.

“In der Mathematik 3 wurde Konvexitit R-wertiger Funktionen auf einem Intervall I iiber (Konvexitits-)
Ungleichungen definiert. Diese Definition kann analog auf R-wertige Funktionen mit (einer konvexen Menge in)
einem beliebigen K-Vektorraum als Definitionsbereich iibertragen werden und macht dann insbesondere fiir jede
Norm || - ||x als R-wertige Funktion auf einem IK-Vektorraum X Sinn.

10



1.1. Metrische und normierte Raume 11

Bemerkungen (zur Aquivalenz von Normen). Sei X ein K-Vektorraum.

(1) Aquivalenz zweier Normen || - |[; und || - || auf X bedeutet mit anderen Worten, dass
CHzl|z < ||zl < Clz|l2 fir alle z € X

mit einer Konstante C' € [1,00) gilt.
(2) Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf X'

(3) Aquivalente Normen fiihren zu den gleichen Begriffen von Konvergenz, Grenz-
werten und Stetigkeit. (Kugeln und Holder-/Lipschitz-Konstanten beziiglich dquivalenter
Normen konnen sich allerdings unterscheiden.)

Im endlich-dimensionalen Fall zeigt der néchste Satz, dass man sich um die genaue Wahl
der Norm kiinftig nicht mehr zu viele Gedanken machen muss:

Satz (Aquivalenz aller Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum). Auf
einem endlich-dimensionalen IK-Vektorraum X (beispielsweise auf K™) sind alle Normen dqui-
valent, und die Konvergenz einer Folge in X beziiglich irgendeiner Norm auf X ist dquivalent
zu threr komponentenweisen Konvergenz beziiglich einer beliebigen Basis von X .

Dabei bedeutet komponentenweise Konvergenz einer Folge (zx)ren in X gegen einen Grenz-
wert z, € X beziiglich einer K-Basis e, ea,...,e, von X, dass limy_, 5;r = s;4 fiir alle
i € {1,2,...,n} gilt, wobei s;,s;+ € K die (bekanntlich eindeutigen) Koeffizienten in den
Basisdarstellungen z, = Y ;" | s; pe; und x = > ;" | S; «€; sind.

Fiir einen Beweis des Aquivalenz-Satzes unter entscheidender Verwendung des Satzes von
Bolzano-Weierstrafl wird auf die Vorlesung verwiesen.

Bemerkungen.

(1) Fiir endlich-dimensionales X folgt aus dem Aquivalenz-Satz auch, dass eine X-wertige Funk-
tion (auf einem beliebigem matrischen Definitionsbereich) genau dann stetig ist, wenn all
ihre Komponentenfunktionen beziiglich einer beliebigen Basis dies sind.

(2) In scharfem Kontrast zum endlich-dimensionalen Fall des Aquivalenz-Satzes gibt es auf ei-
nem unendlich-dimensionalen K-Vektorraum stets indquivalente Normen. Beispielsweise
wird fiir die Folgenrdume zu Exponenten p < ¢ in [1,00] in den Ubungen gezeigt, dass

P cd mit ||+ llea <+ ||e» auf ¢#

gilt. Eine umgekehrte Abschétzung des Typs ||« ||;e < C|| « ||lea gilt aber eben nicht.

Als letzten Typ von Raumen sprechen wir in diesem Kapitel Skalarproduktriume an und
ergénzen die schon in der Mathematik 3 im Rahmen der (bi)linearen Algebra behandelte Theorie
dieser Rdume um Beispiele und geometrische Aspekte.

Erinnerung (an Skalarproduktriume). Ein Skalarprodukt (-,-): XXX — K auf einem
K-Vektorraum X wurde in der Mathematik 3 als eine positiv definite, symmetrische Biline-
arform (Fall IK = R) beziehungsweise eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform (Fall
K = C) eingefiihrt und macht das Paar (X, (-,+)) zu einem Skalarproduktraum iiber K. Ein

11
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KAPITEL 1. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine Stetigkeitsbegriffe

Skalarprodukt (-, -) auf X induziert durch ||z|| := /(z, x) fiir € X eine Norm || - || auf X, und
mit dieser gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[z, )l <[l flyll fii alle 2,y € X

mit Gleichheit genau bei K-linear Abhéngigkeit der Vektoren x und y.

Bemerkungen und Beispiele (zu Skalarprodukten).

(0)
(1)

Wir notieren fiir Skalarprodukte gleichbedeutend mit (x,y) auch (z,y)x, x - y oder x - x y.

Das wohl grundlegendste Beispiel eines Skalarprodukts ist das Euklidische Skalarprodukt
auf K", das durch

n
(T, y)n = Zxﬁyz fiir z,y € KV
=1

gegeben ist. Dieses Skalarprodukt induziert die Euklidische Norm, mit anderen Worten die 2-
Norm, auf K”. Weitere natiirliche Beispiele sind das £2-Skalarprodukt auf dem Folgenraum
£?, gegeben durch

(@, y)e = Ziﬂyz‘ fir # = (z:)ien, y = (vi)iew € €2,
i=1
und das L2-Skalarprodukt auf C%([a,b], K) mit a < b in R, gegeben durch

bi
9 i2cen) = / F@g(x),de  fir f.g € C°([a, 8], K).

Diese Skalarprodukte induzieren die (2~ beziehungsweise die L2-Norm. Im Fall K = R kann
die Konjugation (+) hier jeweils entfallen, und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung entspricht
bei diesen Beispielen dem Spezialfall p = ¢ = 2 der jeweiligen Holder-Ungleichung.

Fiir das Euklidische Skalarprodukt auf R" gilt
(u,v) = |u| |v| cos % (u,v) fiir u,v € R™\ {0}

mit dem vorerst elementargeometrisch aufgefassten Winkel < (u,v) € [0, 7] zwischen den
Vektoren v und v. Um diese Formel einzusehen, betrachtet man zunéchst den Fall u =
ure; mit u; > 0, argumentiert anhand des rechtwinkligen Dreiecks mit den Ecken 0, vie;
und v, dass v1 = |v|cosX(e1,v) = |v|cos¥A(u,v) gilt, und schlieBt auf (u,v) = ujv; =
lu|vr = |ul |v| cos < (u,v). Der allgemeine Fall ldsst sich durch eine Drehung, die e; in ﬁj—‘
iiberfiithrt und als orthogonale Abbildung Skalarprodukt und induzierte Norm erhélt, darauf
zuriickfithren.

Motiviert durch das Vorausgehende erhebt man in einem beliebigen Skalarproduktraum
(X, (+,+)) tiber dem Grundkorper R die nach dem Winkel aufgeloste Formel

I (u,v) := arccos H<u" |T>H € [0, 7] fur u,v € X\ {0}
ull |lv
zur Definition des Winkels zwischen zwei Vektoren u und v (wobei || - || die von

(+,+) induzierte Norm bezeichnet, nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung % € [-1,1] gilt

12
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und daher arccosm iiberhaupt definiert ist). Speziell im Fall (u,v) = 0 erhdlt man

< (u,v) = Z und nennt u und v dann (zueinander) orthogonal. (Uber dem Grundkérper
C {iibrigens bleibt von diesen Konzepten nur der schon in der Mathematik 3 verwendete
Begriff der Orthogonalitdt im Sinn von (u,v) = 0 sinnvoll.)

Mit Winkeln im Sinn des vorigen Punkts lassen sich viele elementargeometrische Sachver-
halte allgemein in Skalarproduktrdumen formulieren und teils schnell und elegant beweisen.
Wir fithren dies nun kurz am Beispiel des Kosinussatzes (der bekanntlich den Satzes des
Pythagoras fiir nicht notwendig rechtwinklige Dreiecke erweitert) vor.

Kosinussatz: Ist X’ ein Skalarproduktraum iiber R, so gilt
lu—vl* = Jull® + [[v]|* = 2[lu] [[v]|cos (u,v)  fiir alle u,v € X'\ {0}

(was perfekt dem elementargeometrischen Kosinussatz im Dreieck mit Ecken 0, u, v und
Seitenlédngen ||ul|, ||v||, |Ju—v|| entspricht).

Beweis. Eigenschaften des Skalarprodukts und die Formel des vorausgehenden Punkts erge-
ben [lu—v||* = (u—v, u=v) = (u,u)+(v,v) = 2(u, v) = [Jul*+[|v||* = 2[|ul| [[v]| cos = (u,v). O

SchlieBlich weiten wir noch den im Zusammenhang mit R und C schon lange bekannten

Begriff der Vollstéindigkeit auf allgemeine Raume aus.

Definition (allgemeine Cauchy-Folgen, vollstindige Riume). Wir nennen eine Folge
(zk)ken in einem metrischen Raum X eine Cauchy-Folge in X, wenn

Ve > 0: kg € IN: sz,@e]Nzko: d)((l‘k,xg) <eg.

gilt. Darauf aufbauend bezeichnen wir einen metrischer Raum X als vollstindig, wenn jede
Cauchy-Folge in X gegen einen Grenzwert in X konvergiert. Einen vollstindigen normierten
Raum nennen wir auch Banachraum, einen vollstindigen Skalarproduktraum Hilbertraum.

Bemerkungen und Beispiele (zu Vollstéindigkeit).

(1)

(2)

Vollstindigkeit ist fiir die Analysis essentiell. Auf unvollsténdigen Rdumen kann man
meist nur wenig sinnvolle Analysis betreiben.

Ahnlich zur in der Mathematik 2 erwiihnten Konstruktion von R aus Q kann man auch fiir je-
den normierten oder metrischen Raum X durch eine Konstruktion des Typs ,,Cauchy-Folgen
modulo Nullfolgen* die sogenannte Vervollstidndigung X bilden. Im Fall von normierten
R&umen handelt es sich dabei tatsdchlich um eine Faktorbildung mit K-Vektorrdumen. In
allgemeinen metrischen Raume X hat man Konzepte wir ,Null*, ,, Nullfolge“, ,,Unterraum®
nicht zur Verfiigung, kann aber dennoch eine analoge Faktorisierung nach einer Aquivalenz-
relation durchfithren. Durch Vervollstindigung lédsst sich insgesamt jeder normierte Raum
X mit einer Teilmenge eines Banachraums X , jeder metrische Raum X mit einer Teilmenge

~

eines vollsténdigen metrischen Raums X (isometrisch) identifizieren.

Die schon diskutierten Standard-Beispiele normierter Riume sind (abgesehen von
eher technischen Problemen im Fall des Funktionenraums C%([a, b],K)) alle vollstéindig:

e Der endlich-dimensionale Raum K™ ist mit jeder p-Norm, p € [1,00], (und auch mit
jeder anderen Norm) ein Banachraum, mit der 2-Norm sogar ein Hilbertraum.

13



14 KAPITEL 1. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine Stetigkeitsbegriffe

e Fiir jedes p € [1,00] ist der Folgenraum ¢P(IK) mit der /P-Norm ein Banachraum, fiir
p = 2 sogar ein Hilbertraum. Auch der Raum ¢y(IK) der Nullfolgen ist mit der £°°-Norm
ein Banachraum.

e Fiir a < b in R ist der Funktionenraum C°([a,b],KK) ein Banachraum mit der L°-
Norm. Mit den LP-Normen zu p € [1,00) dagegen ist C%([a, b], K) nicht vollstindig
(und auch der Raum aller beschrénkten, Riemann-integrierbaren Funktionen ist mit
der entsprechenden Halbnorm nicht vollsténdig). Bei diesem Mangel an Vollstandigkeit
handelt es sich tatséichlich um einen Defekt der Riemannschen Integrationstheorie.
Vervollstéindigung fithrt auf Rdume der iiberlegenen Lebesgueschen Integrationstheorie.

Tatséchlich folgt die Vollstdndigkeit in all diesen Beispielen aus der Vollstandigkeit des
Grundkorpers K. Details der hierfiir noch benétigten Argumentationen werden zumindest
fiir einzelne Fille in den Ubungen behandelt.

Abschlieflend halten wir fest, dass sich der aus der Mathematik 2 bekannte Kontraktionssatz
praktisch wortlich auf vollstédndige metrische Rdume iibertragen lésst:

Satz (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionssatz). Sei X ein vollstindiger metrischer
Raum. Dann besitzt jede strikte Kontraktion f: X — X (d.h. jede Lipschitz-stetige Abbildung f
von X in sich mit Lipschitz-Konstante echt kleiner als 1) genau einen Fizpunkt x, € X, und
fir beliebiges xo € X konvergiert die durch xy+q := f(x) fir k € No definierte Iterationsfolge

(Tk) ke, gegen Tx.

Zum Beweis des Satzes kann man ganz analog zur Mathematik 2 vorgehen und muss in der
Argumentation tatséichlich nur die Betréige von Differenzen durch Abstédnde im Sinn der Metrik
dy ersetzen. Auch die in der Mathematik 2 angegebenen Fehlerabschétzungen erhélt man vollig
analog.

1.2 Topologische Grundbegriffe

Wie zu Kapitelanfang schon angedeutet beschreiben topologische Konzepte die Lage von Punk-
ten und Mengen zueinander auf qualitative Weise und héngen von quantitativen geometrischen
Groflen wie Absténden, Léingen und Winkeln nicht ab. Wir werden topologische Begriffe im
Folgenden unter Verwendung der offenen Kugeln B, (z) = {y € X |dx(z,y) < r} in metrischen
Raumen X einfithren. Auch wenn dabei mit der Metrik dy zunéchst ein quantitatives Konzept
zugrunde gelegt wird, erhalten wir als Resultat dennoch rein qualitative Begriffe, denn es wird
tatséchlich nur auf das System aller Kugeln (um gegebene Mittelpunkte) ankommen und eben
nicht auf quantitative Eigenschaften wie etwa den Radius der einzelnen Kugeln.

Wir beginnen mit folgenden grundlegenden Definitionen.

Definition (topologische Punktlagen, Inneres, Abschluss, Rand). Sei X' ein metrischer
Raum. Man erkldrt folgende Lagen eines Punktes x € X zu einer Menge A C X:

e = innerer Punkt von A <= 3r >0: B,(z) C A,

e 1 duflerer Punkt von A <= 3r>0:B,(x)NA=0,

e = Beriihrpunkt von A <=Vr > 0: B.(z)NA#0,

z Randpunkt von A <= Vr >0: B, (z) NA#0#B,(z)\ A,

14



1.2. Topologische Grundbegriffe 15

o v Hiufungspunkt von A <= Vr > 0: (BT(:I:) N A enthilt oo viele® Elemente),
e 1 isolierter Punkt von A <= 3r > 0: B,(z) N A= {z}.
Darauf aufbauend definiert man als aus einer Menge A C X abgeleitete Punktmengen . ..
e das Innere A von A (in X) als Menge aller inneren Punkte von A,
e den Abschluss A von A (in X) als Menge aller Beriihrpunkte von A,
e den Rand A von A (in X) als Menge aller Randpunkte von A.

Bemerkungen (zu Innerem, Abschluss und Rand). Sei A eine feste Teilmenge eines me-
trischen Raums X.

(1) Die inneren Punkte, Randpunkte und dufleren Punkte von A teilen den Raum X
in drei disjunkte Mengen auf. Die inneren Punkte und Randpunkte von A ergeben
dabei zusammen genau die Beriihrpunkte von A, es gilt also

A=Avoa|

Auch die Haufungspunkte und isolierten Punkte von A ergeben (im hiesigen Rahmen me-
trischer Rdume) zusammen genau die Berithrpunkte von A und liefern neben der in innere
Punkte und Randpunkte noch eine etwas andere Unterteilung der Berithrpunkte in zwei dis-
junkte Mengen. Diese Eigenschaften ergeben sich durch Vergleich der Definitionen (beziiglich
Haufungspunkten und isolierten Punkten unter Beriicksichtigung der Fufinote 5).

(2) Aus den Definitionen folgt auch (vergleiche mit den Ubungen)

Acacal

was zusammen mit dem vorigen Punkt die Identitéten A= A\OA und A = AUOA impliziert.
Beispiele (zu Innerem, Abschluss und Rand).

(1) Das Rechteck R := (—1,2] x [1,3] hat in R? das Innere R = (—1,2) x (1,3), den Abschluss
R=[-1,2] x [1,3] und den Rand OR = ({—1,2} x [1,3]) U ([-1,2] x {1, 3}). Die Hiufungs-
punkt von R sind genau die Beriihrpunkte, also die Punkte in R. Isolierte Punkte von R
gibt es nicht.

(2) Die Menge S := {4 |k € N} der Stammbriiche hat in R das Innere S = (), den Abschluss
S = SU{0} und den Rand 0S = S U {0}. Dabei ist 0 einziger Hiufungspunkt von S, alle
Stammbriiche sind isolierte Punkte von S.

(Natiirlich haben wir auf R und R? hier die durch Betrag bzw. 2-Norm induzierte Standard-
Metrik zugrunde gelegt. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf den endlich-dimensionalen
Réumen R und R?, wiirde jede andere durch eine Norm induzierte Metrik aber nichts #indern.)

5Man kann in der Definition eines Haufungspunkts auch nur fordern, dass B,.(x) N A fiir jedes 7 > 0 mindestens
zwei Elemente enthélt. Wie in den Ubungen gezeigt wird, sind es dann automatisch co viele Elemente, so dass
diese Variante der Definition dquivalent ist. Ebenso kann man in der Definition eines isolierten Punkts auch nur
fordern, dass B, (x) N A fiir ein 7 > 0 nur endlich viele Elemente enthélt. Auch dies ist dquivalent.

15



16 KAPITEL 1. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine Stetigkeitsbegriffe

Es folgt eine weitere sehr grundlegende Definition.

Definition (offene Mengen und abgeschlossene Mengen). Sei X' ein metrischer Raum.
Eine Teilmenge A von X heifit . ..

e offen (in X), wenn A = A ist,

e abgeschlossen (in X), wenn A = A ist.

Bemerkungen (zu offenen Mengen und abgeschlossenen Mengen). Sei A eine Teilmenge
eines metrischen Raums X mit Komplement A° = &'\ A.

(1) Wie in den Ubungen bewiesen wird, ist das Innere A stets offen und der Abschluss A
stets abgeschlossen.

(2) Aus den Bemerkungen zu Innerem, Abschluss und Rand ergeben sich verschiedene, allesamt
wichtige Charakterisierungen der offenen und der abgeschlossenen Mengen:

Aoffen &= ACA < ANJA=0 < Yz e A:Ir > 0: B(z) C 4|,

A abgeschlossen <= A=A < JACA < Vo€ A°: Ir > 0: B.(z)NA=0]|.

Auflerdem entsprechen offene und abgeschlossene Mengen einander durch Kom-
plementbildung, es gelten also

‘A offen <= A€ abgeschlossen und A abgeschlossen <— A° offen‘.

(3) Anders als man aufgrund der Umgangssprache vermuten konnte, sind die topologischen
Konzepte ,,offen und , abgeschlossen“ keine logischen Gegenteile (Achtung!).
Vielmehr gibt es sehr viele Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind, etwa die Mengen
R und S der vorigen Beispiele.

(4) Ist = € A innerer Punkt von A, so bezeichnet man A auch als Umgebung von A (in X).
Bei dieser Bezeichnung denkt man typischerweise daran, dass man zwischen z und A im
Sinn von = € O C A noch eine in X offene Menge O, konkret etwa O = A oder O = B,(z)
mit ausreichend kleinem r > 0, schieben kann. Oft arbeitet man auch nur mit offenen
Umgebungen oder stellt sich Umgebungen selbst als kleine Kugeln vor.

Beispiele (fiir offene Mengen und abgeschlossene Mengen).
(0) Fiir jeden metrischen Raum X sind @ und X zugleich offen und abgeschlossen in X

(1) Fiir Randpunkte —0co < a < b < oo sind die offenen Intervalle (a,b), (a,c0), (—o0,b)
offen in R, die abgeschlossen Intervalle® [a,b], [a,00), (—oc,b] abgeschlossen in R und
die halboffenen Intervalle Intervalle [a,b), (a,b] weder offen noch abgeschlossen in R.

SHierbei kénnen unbeschrénkte Intervalle, die einen uneigentlichen Randpunkt o0 nicht einschlieBen, dennoch
abgeschlossen sein, denn der uneigentliche Randpunkt gehért gar nicht zum Grundraum R und damit auch nicht
zum Rand oder Abschluss des Intervalls in R. In den erweiterten reellen Zahlen R = R U {00, —oo} mit einer
geeigneten Metrik wie dg(z,y) := |arctan y— arctan x| allerdings sind solche Intervalle nicht mehr abgeschlossen.
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1.2. Topologische Grundbegriffe 17

(2) Fiir jeden metrischen Raum X, jedes zp € X und jedes r € (0,00) ist die offene Kugel
B, (x9) = {z € X |dx(z,x¢) < r} offen in X, wiihrend die abgeschlossene Kugel B, (z() =
{z € X|dx(x,x9) < r} abgeschlossen in X ist. (In normierten Réumen ist {ibrigens auch
stets B,.(z9) = B, (z0), im allgemeinen metrischen Fall muss nur B,.(z9) C B, (z¢) gelten.)

Offenheit und Abgeschlossenheit bleiben bei gewissen Mengenoperationen erhalten:

Proposition (iiber Vereinigungen und Schnitte offener und abgeschlossener Mengen).
Seien X ein metrischer Raum, O; offene und A; abgeschlossene Teilmengen von X, k € N und
I eine beliebige Indexmenge. Dann gelten:

(a) Beliebige Vereinigungen |J;.; O; offener O; sind wieder offen in X.
(b) Endliche Durchschnitte ﬂle O; offener O; sind wieder offen in X.

(c) Beliebige Durchschnitte (;c; A; abgeschlossener A; sind wieder abgeschlossen in X.

(d) Endliche Vereinigungen Ule A; abgeschlossener A; sind wieder abgeschlossen in X.

Man spricht auch davon, dass das System der offenen/abgeschlossenen Teilmengen von X
beziiglich beliebigen /endlichen Vereinigungen/Durchschnitten abgeschlossen ist.

Der kurze Beweis der Proposition ist Thema der Vorlesung.

Wir kommen nun zum richtigen Versténdnis topologischer Konzepte in Teilmengen.

Bemerkung (topologische Konzepte in Teilmengen). Sind X’ ein metrischer Raum und
T eine Teilmenge von X, so machen alle topologischen Konzepte genau wie ,,in X“ auch ,,in
T“ Sinn, denn 7T ist (mit der Einschrankung der Metrik) ja selbst ein metrischer Raum. Man
erhalt fiir Teilmengen und Punkte in T bei Betrachtung ,,in T“ aber teils andere Konzepte als
bei Betrachtung ,,in X'“, zum Beispiel weil ,,in T die Kugeln nur aus Punkten von T bestehen
und als Randpunkte nur Punkte von T zdhlen. Die Prézisierung, in welcher Grundmenge ein
Konzept angewandt wird, kann daher wichtig sein. Um die Grundmenge 7" bei solchem Bedarf
hervorzuheben, spricht man etwa vom relativen Inneren in 7', vom relativen Abschluss in
T, von relativ offen in 7" und von relativ abgeschlossen in 7. Das Hinzusetzen von , relativ*
andert dabei aber tatséchlich nichts an den Definitionen, sondern betont nur deren Anwendung
in der Teilmenge T'.

Beispiel (fiir eine relativ offene Menge und eine relativ abgeschlossene Menge). Das
Liniensegment L := (—7,3) x {0} ist ...

o weder offen noch abgeschlossen in ganz R? mit Innerem L =  sowie Abschluss und Rand
L=0L=1[-7,3] x {0},

o relativ offen in R x {0} mit relativem Innerem (-7, 3) x {0}, relativem Abschluss [—7, 3] x{0}
und Rand {-7,3} x {0},

e relativ abgeschlossen in (—7,3) X R mit relativem Innerem (), relativem Abschluss und
Rand (—7,3) x {0}.

(Natiirlich haben wir R? und seine Teilmengen hier wieder mit der Standard-Metrik betrachtet.)
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18 KAPITEL 1. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine Stetigkeitsbegriffe

Proposition (Charakterisierung relativ offener und relativ abgeschlossener Mengen).
Fiir einen metrischen Raum X und Teilmengen A C'T C X gelten:

(i) Genau dann ist A relativ offen in T, wenn es eine in X offene Menge E mit A= ENT
gibt.

(ii) Genau dann ist A relativ abgeschlossen in T, wenn es eine in X abgeschlossene Menge E
mit A= ENT gibt.

Der Beweis der Proposition ist Thema der Vorlesung. Die dort gegebene Argumentation
basiert auf der Beobachtung A" = A" AT fiir die Abschliisse 4' und A" von A CTinTund X
und fithrt zunéchst zur Aquivalenz (ii). Die Aquivalenz (i) folgt dann durch Komplementbildung.

Schliefllich fithren wir auf Folgenkonvergenz basierende Varianten des Abschlusses und der
Abgeschlossenheit ein:

Definitionen (Folgen-Abschluss, Folgen-Abgeschlossenheit). Seien X' ein metrischer Raum
und A C X. Der Folgen-Abschluss von A in X ist definiert als

{ lim x| (xg)renw Folge in A, lim zy existiert in X} .
k—ro00 k—ro00

Stimmt der Folgen-Abschluss von A in X mit A selbst tiberein, so heifit die Menge A Folgen-
abgeschlossen (in X).

Tatsédchlich wird sich aus der néchsten Proposition ergeben, dass diese Varianten der Kon-
zepte (im hiesigen metrischen Kontext) mit den schon betrachteten iibereinstimmen.

Proposition (Folgen-Charakterisierung von Beriihrpunkten und Hiufungspunkten).
Fiir einen metrischen Raum X, eine Teilmenge A C X und einen Punkt x € X gelten:

(i) Genau dann ist x ein Berihrpunkt von A, wenn eine Folge (zy)ken in A mit limg_,o0 T =
existiert.

(i) Genau dann ist x ein Hiufungspunkt von A, wenn eine Folge (xp)rew in A\ {z} mit

limy_oo 1 = x existiert.

Der Beweis der Proposition ist Thema der Ubungen.

Aus dem ersten Teil der Proposition ergibt sich wie angekiindigt direkt:

Korollar. Fir eine Menge A in einem metrischen Raum X stimmt der Folgen-Abschluss
von A in X mit dem Abschluss A von A in X diberein, und insbesondere ist A genau dann
Folgen-abgeschlossen in X, wenn A abgeschlossen in X ist. O

Gerade das im Korollar festgestellte Zusammenfallen der Konzepte rechtfertigt aber den
h&ufig verwendeten Schluss

2y, — rzinXunda, € Afirk>1 = 2€ A

k—o00

(und sogar den Schluss auf z € A bei abgeschlossenem A). Zudem wird das Korollar in der
Vorlesung zum Beweis der folgenden Korrespondenz verwendet:
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1.2. Topologische Grundbegriffe 19

Satz. Fiir einen vollstindigen metrischen Raum X und eine Teilmenge A von X gilt
A abgeschlossen in X <= A wollstindig

(wobei Vollstandigkeit von A als eigener metrischer Raum gemeint ist).

Tatséchlich ist auch Stetigkeit von Funktionen ein rein topologischer Begriff, was sich an
folgendem Sachverhalt besonders deutlich ablesen lasst.

Satz (iiber Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen). Seien X' und ) metrische
Rdume und f: D — Y eine Funktion auf D C X. Dann gilt:

f stetig auf D <= f~1(A) relativ offen in D fiir alle offenen A C'Y
= fY(A) relativ abgeschlossen in D fiir alle abgeschlossenen A C' Y

mit den Urbildern f~1(A) = {x € D| f(x) € A}.

Bemerkungen (zu Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen). Seien X und ) me-
trische Rdume und D C X.

(1) Die vielleicht wichtigsten Konsequenzen des vorigen Satzes sind folgende Prinzipien:

e Durch endliche viele strikte Ungleichungen mit stetigen f;, g;: D — R definierte
Mengen {z € D| fi(x) < gi(z) fiir alle i € {1,2,...,k}} sind stets offen in D. Dies
gilt auch, wenn ,,<“ fiir einige oder alle ¢ durch ,,>“ oder ,,#*“ ersetzt wird.

e Durch schwache Ungleichungen mit stetigen f;,g;: D — R definierte Mengen
{z € D| fi(x) < gi(x) fiir alle ¢ € I} mit beliebiger Indexmenge I sind stets abge-
schlossen in D. Dies gilt auch, wenn ,<* fiir einige oder alle ¢ durch ,,>“ oder ,=“
ersetzt wird, insbesondere auch bei Gleichungen.

Konkret ist zum Beispiel das Dreieck {z € R?|z1 < 0, 23 > 0, z3—z1 < 1} offen in R?, die
Sphére S, (zo) :={z € X |dx(x,z9) = r} mit zg € X, r € (0, 00) stets abgeschlossen in X

Zur Begriindung des ersten Prinzips schreibt man die dort betrachtete Menge in der Form
ﬂle(gi—fi)_l((o, o0)). GemiB dem Satz sind dann die Urbilder (g;— f;)~*((0, 00)) des offe-
nen Intervalls (0, 00) unter den stetigen Funktionen g;— f; wieder offen und nach der etwas
fritheren Proposition auch ihr endlicher Durchschnitt. Ahnlich erhiilt man das zweite Prin-
zip aus der Darstellung (0;c;(g:i—fi) ([0, 00)) mit dem abgeschlossenen Intervall [0, 0o). Bei
anderen (Un-)Gleichheitszeichen kann man natiirlich analog vorgehen.

(2) Ist bei f: D — Y fiir alle relativ offenen A C D das Bild f(A) offen in ), so nennt man
f eine offene Abbildung. Ist dagegen fiir alle relativ abgeschlossenen A C D das Bild
f(A) abgeschlossen in ), so heifit f eine abgeschlossene Abbildung. Fiir bijektive f folgt
aus dem vorigen Satz, dass Offenheit und Abgeschlossenheit von f jeweils dquivalent zur
Stetigkeit der Umkehrabbildung f~! sind. Fiir allgemeine f besteht kein #hnlich einfacher
Zusammenhang mit Stetigkeit.

(3) Eine stetige Bijektion mit stetiger Umkehrabbildung (oder dquivalent eine stetige offene
Bijektion) nennt man auch einen Homéomorphismus. Ein solcher erhélt alle topologischen
Eigenschaften, und seine Existenz bedeutet, dass der Definitions- und Zielbereich einander
in topologischer Hinsicht gleichen.
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20 KAPITEL 1. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine Stetigkeitsbegriffe

Es folgen einige weitere topologische Begriffe:

Definition (dichte, nirgends dichte und diskrete Mengen). Sei X' ein metrischer Raum.
FEine Teilmenge A von X heifit ...

dicht in X, wenn A = X gilt,

nirgends dicht in X, wenn A = gilt (also ihr Abschluss keine inneren Punkte besitzt),

diskret in X, wenn A keine Hiufungspunkte in X hat (oder dquivalent, wenn alle Punkte
in A isolierte Punkte von A sind).

Beispiele (fiir dichte, nirgends dichte und diskrete Mengen). Jeweils mit der Standard-
Metrik auf R™, C™, R konnen wir sagen:

(1) Als absolute Standard-Beispiele dichter Mengen sind Q™ und R™ \ Q™ beide dicht
in R™.

(2) Z" ist nirgends dicht und diskret in R".

(3) Drei Beispiele fiir nirgends dichte, aber nicht diskrete Mengen sind erstens die schon be-
trachtete Menge S = {4 |k € N} der Stammbriiche in R, zweitens R" in C" und drittens
die aus den Ubungen zur Mathematik 3 bekannte Cantor-Menge der mittleren Drittel in R.
(Die letzteren beiden Mengen sind zudem auch abgeschlossen.)

Bemerkung. Im Normalfall (ndmlich immer, wenn der umgebende Raum X keine isolierten Punkte besitzt) ist jede in X’
diskrete Menge auch nirgends dicht in &".

Schliefllich definieren wir in diesem Abschnitt noch zwei Zusammenhangsbegriffe, deren erster
auf der sehr grundlegenden Idee des Verbindens durch stetige Wege/Kurven/Pfade basiert.

Definition (Wege/Kurven/Pfade). Sei X' ein metrischer Raum. Als Weg, Kurve oder
Pfad in A bezeichnet man eine stetige Abbildung c: I — X eines Intervalls I nach X.
Im Fall I = [a,b] eines kompaktes Intervalls mit Randpunkten a < b in R heiflen c(a) € X und
c(b) € X die Endpunkte von c.

Definitionen (Zusammenhang, Wegzusammenhang, Zusammenhangskomponenten).
Seien X ein metrischer Raum und A eine Teilmenge von X.

(I) Man nennt A wegzusammenhdngend, wenn es zu je zwei Punkten x,y € A stets einen
Weg in A mit Endpunkten x und y gibt.

(IT) Man nennt A zusammenhingend, wenn fiir jede disjunkte Zerlequng A = Ay U Ay von
A in relativ offene Teilmengen Ay, As von A stets Ay = () oder Ay = 0 gilt.

(III) Die (Weg-) Zusammenhangskomponenten von A sind die (beziiglich Mengeninklusi-
on) mazximalen (weg)zusammenhingenden Teilmengen von A.

Bemerkungen und Beispiele (zu den Zusammenhangsbegriffen).

(1) Zur Motivation des Zusammenhangsbegriffs in Teil (II) der Definition kann man an
den Fall denken, dass A = Ay U Ay die disjunkte Vereinigung zweier Mengen Ay # () # Ao
mit positivem Abstand dist(A;, A2) > 0 ist. Eine solche Menge A, die in zwei separate relativ
offene Teilmengen A; und Ay zerfillt, méchte man sicherlich nicht als zusammenhéngend
betrachten. Der Sinn der Definition ist nun in der Tat, derartige Zerlegungen (und auch etwas
allgemeinere ohne positiven Abstand) bis auf die generell moglichen, trivialen Zerlegungen
A=AUDund A= 0 UA auszuschliefien.
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1.2. Topologische Grundbegriffe 21

(2) Die Zusammenhangsbegriffe sind intrinsische Begriffe, das heifit, (Weg-)Zusammenhang
und (Weg-)Zusammenhangskomponenten von A héngen nur von A selbst (als eigener me-
trischer Raum mit der auf A eingeschrinkten Metrik) ab und nicht weiter vom umgebenden
Raum X'. (Dies ist aus der Definitionen, die nur Wege in A und relativ offene Teilmengen
von A benutzen, direkt klar.)

(3) Bei zusammenhingendem A sind @ und A die einzigen Teilmengen von A, die
gleichzeitig offen und abgeschlossen in A sind. Diese Tatsache ist eine direkte Folge
der Definition und ermdglicht es des Ofteren, eine Eigenschaft fiir alle Punkte einer zusam-
menhingenden Menge A mit einer eleganten Methode nachzuweisen: Man zeigt, dass die
Punkte mit der betreffenden Eigenschaft eine nicht-leere, sowohl offene als auch abgeschlos-
sene Teilmenge bilden, um dann schlieen zu kénnen, dass diese Teilmenge zwingend ganz

A ist.

(4) Aus den Ordnungseigenschaften von R und dem Zwischenwertsatz folgt, dass die Eigen-
schaften Zusammenhang und Wegzusammenhang fiir Teilmengen von R (mit Standard-
Metrik) dquivalent und beide genau fiir Intervalle erfiillt sind. Mit anderen Worten ist
ein Intervall nichts anderes als eine zusammenhiingende Teilmenge von R.

(5) Allgemein ist jede wegzusammenhingende Menge zusammenhéingend. Dass diese beiden
Begriffe anders als in R schon in R? nicht mehr #iquivalent ist, zeigt das Beispiel der zusam-
menhéngenden, nicht wegzusammenhéngenden Menge { (z,sin 1) |z € (0,00)}U{(0,0)}}
in R%.

(6) Fiir offene Teilmengen von K" sind Zusammenhang und Wegzusammenhang aber doch
wieder dquivalent, und solche Mengen besitzen hochstens abzéhlbar viele (Weg-)Zusam-
menhangskomponenten, die ebenfalls offen in KV sind.

(7) Die Cantor-Menge der mittleren Drittel C' dagegen ist ein Beispiel einer (abgeschlossenen,
nicht offenen) Teilmenge von R mit iiberabzihlbar vielen (Weg-)Zusammenhangskomponen-
ten, ndmlich allen ihren ein-elementigen Teilmengen {z} mit x € C.

Auch die Beweise der Behauptungen in (4)—(7) sind elementar, auf die Ausfithrung von Details
hierzu verzichten wir aber.

Als wichtige Eigenschaft des Zusammenhangs heben wir abschlielend hervor:

Proposition (,stetiges Bild erhilt Zusammenhang*). Fir metrische Riume X, ) und
eine Abbildung f: A — Y von A C X nach Y gelten:

(i) Ist A wegzusammenhingend und f stetig auf A, soist f(A) ebenfalls wegzusammenhingend.
(ii) Ist A zusammenhdngend und f stetig auf A, so ist f(A) ebenfalls zusammenhingend.

Bemerkung. Betrachtet man Intervalle im Licht der vorigen Bemerkung (4) als (weg)zusam-
menhéngende Teilmengen von R, so verallgemeiner die Proposition die durch den Zwischen-
wertsatz garantierte Erhaltung der Intervall-Eigenschaft bei stetigem Bild auf Fille mit viel
allgemeinerem Definitions- und Zielbereich.

Der Beweis der Proposition anhand der Definitionen wird in der Vorlesung gefiihrt.
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KAPITEL 1. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine Stetigkeitsbegriffe

1.3 Kompaktheit und Gleichméifligkeit

Einordnung (Kompaktheit). Ein weiteres, sehr grundlegendes topologisches Konzept

ist
res

die Kompaktheit von Mengen. Kompaktheit ist zum einen entscheidend fiir Existenz-
ultate (an ganz verschiedenen Stellen in der Mathematik), in dieser Vorlesung vor allem fiir

Existenz von Extrema und einen allgemeinen Extremalsatz. Zum anderen erlaubt Kom-
paktheit verschiedene Lokal-Global-Schliisse und ermdoglicht Gleichméafligkeitsaussagen,
wozu wir aber erst gegen Ende dieses Abschnitts kommen.

Im anfianglichen Verlauf dieses Abschnitts werden wir nun ...
e zwei verschiedene Definitionen von Kompaktheit einfiihren,
e die allgemeine Aquivalenz der Definitionen sowie in K™ die wichtige Charakterisierung
A kompakt <= A abgeschlossen und beschrankt fir A C K"
beweisen

e und uns dann dem Extremalsatz zuwenden.

Wie angekiindigt beginnen wir mit den Definitionen.

Definitionen (Kompaktheit). Seien X' ein metrischer Raum und A C X .

(I) Eine Familie (U;)ier von Teilmengen U; C X mit Indexmenge I # () nennt man eine
Uberdeckung von A, wenn A C Uier Ui gilt. Sind bei einer Uberdeckung (Us)icr von A
alle U; mit i € I offen in X, so spricht man von einer offenen Uberdeckung von A.

Die Menge A heifit (Uberdeckungs-)kompakt, wenn es fir jede (!) offene Uberdeckung
(Ui)ier von A ein k € N und iy,i2,...,i € I mit A C U;; UU;, U...UJU;, gibt. Man
beschreibt diesen Sachverhalt auch so, dass jede offene Uberdeckung (U;)ier von A eine
endliche Teiliiberdeckung (Uij)je{172,_”k} enthdlt.

(IT) Die Menge A heifit Folgen-kompakt, wenn jede Folge in A eine gegen einen Grenzwert

in A konvergente Teilfolge besitzt.

(ITII) Die Menge A heifit relativ kompakt beziehungsweise relativ Folgen-kompakt in X,

wenn ihr in X gebildeter Abschluss A kompakt beziehungsweise Folgen-kompakt ist.

Bemerkungen (zu Kompaktheit). Seien X’ ein metrischer Raum und A C X.

(0)

(1)

Fiir den Moment interpretieren wir Kompaktheit ohne weiteren Zusatz als Uberdeckungs-
Kompaktheit. Demnéchst wird sich die Unterscheidung zwischen Uberdeckungs- und Folgen-
Kompaktheit wegen der (dann bewiesenen) Aquivalenz dieser Begriffe sowieso erledigen.

Uberdeckungs- und Folgen-Kompaktheit von A sind intrinsische Eigenschaften, hingen
also nur von A selbst (als eigener metrischer Raum) ab und nicht vom umgebenden Raum
X. Im Fall der Folgen-Kompaktheit ist dies aus der Definition, bei der ja nur Folgen in
A auftreten, offensichtlich. Im Fall der Uberdeckungs-Kompaktheit ergibt es sich aus der
Beobachtung, dass die Definition dquivalent mit Uberdeckungen (O;)ier von A durch in A
relativ offene Teilmengen O; C A (anstelle der in X offenen U; C X) formuliert werden
kann. Dass man einerseits von den U; zu O; := U; N A iibergehen, andererseits die O;
stets als O; = U; N A schreiben kann, garantiert dabei die in Abschnitt 1.2 bewiesene
Charakterisierung relativ offener Mengen.
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1.3. Kompaktheit und GleichméBigkeit 23

(2) Wichtig ist sowohl bei der Definition der Uberdeckungs- als auch der Folgen-Kompaktheit
der All-Quantor, der eben fiir jede offene Uberdeckung von A bzw. fiir jede Folge in
A die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung bzw. einer konvergenten Teilfolge fordert.

(3) Ein erstes Bild von Kompaktheit kann man aus der Frage gewinnen, wie Kompakt-
heit iiberhaupt scheitern kann. Eine Antwort auf diese Frage ist, dass schon die Existenz
eines Punktes zo € A\ A ausreicht:

Zu einem solchen Punkt 2o € A\ A gibt es namlich eine Folge (zj)ren in A mit limy,_,o0 23 =
xo in X, und eine solche Folge besitzt keine in A konvergente Teilfolge (denn der einzig
mogliche Grenzwert xg liegt nicht in A). Also ist A in dieser Situation nicht Folgen-kompakt.
Auch bedeutet zg € A\ A, dass mit A C X\ {zo} = U2, (¥ \ Byji(z0)) eine offene
Uberdeckung (X \El/i(xo))ielN
aber keine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Also ist A auch nicht Uberdeckungs-kompakt.

von A vorliegt, diese wegen By /;(z0) N A # () fiir alle i € N

Insgesamt ist mit diesen Argumenten gezeigt, dass A im Fall A ¢ A weder Folgen- noch
Uberdeckungs-kompakt ist. Durch Kontraposition ergibt sich daraus grundlegende Be-
obachtung, giiltig fiir beide Kompaktheitsbegriffe,

A kompakt = A abgeschlossen in X ‘

(4) Weitere Grundeigenschaften kompakter Mengen, ebenfalls giiltig fiir beide Kompakt-
heitsbegriffe, sind:

(a) Jede endliche Menge E C X ist kompakt.

Dies wird in den Lernwerkstiitten gezeigt (sowohl mit Uberdeckungen als auch mit Folgen).

(b) Fiir kompakte Mengen H, K C X ist auch die Vereinigung H U K kompakt.
Dies wird in den Ubungen bewiesen (sowohl mit Uberdeckungen als auch mit Folgen).

(c) Fiir eine kompakte Menge K C X ist auch jede in K abgeschlossene Teil-
menge A C K kompakt.

Dies wird in der Vorlesung bewiesen (sowohl mit Uberdeckungen als auch mit Folgen).

(d) Fiir metrische Rdume &} und X3 und die Produktmetrik dx, «x, auf X xXs, erklirt
durch d, xx, (71, 22), (y1,92)) = dx, (21, y1)+da, (22, yo) filr (21, 72), (Y1, y2) € X1 xXa:
Fiir kompakte Mengen K; C X; und Ko C X5 ist auch das kartesische
Produkt K; X Ko kompakt.

Fiir Folgen-Kompaktheit wird der Beweis dieser Eigenschaft in den Ubungen behandelt. Ein
direkter Beweis mit Uberdeckungen ist mdoglich, aber etwas komplizierter, so dass man sich
hierfiir besser auf die demnéchst angegangene Aquivalenz der Begriffe beruft.

Mit dem nun folgenden Hauptsatz erhalten wir wie angekiindigt die allgemeine Aquivalenz
der beiden Kompaktheitsbegriffe und die wichtige Charakterisierung kompakter Mengen in K"
als abgeschlossene und beschréinkte Mengen.

Hauptsatz (zur Charakterisierung kompakter Mengen).

(I) Fir einen metrischen Raum X und A C X gilt:

‘A kompakt <= A Folgen-kompakt = A abgeschlossen in X und beschrinkt|.
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24 KAPITEL 1. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine Stetigkeitsbegriffe

(IT) In jedem endlich-dimensionalen normierten Raum X, insbesondere in X = K", gelten
auch die folgenden, noch wichtigeren Umkehrungen:

e Satz von Heine-Borel: Jede abgeschlossene und beschrankte Teilmenge von X ist
kompakt.

e Satz von Bolzano-Weierstrafl: Jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge
von X ist Folgen-kompakt (d.h. jede Folge in einer abgeschlossenen und beschrinkten
Menge A C X besitzt eine in A konvergente Teilfolge).

Der nicht ganz einfache Beweis der Hauptsatzes ist Thema der Vorlesung.

Insgesamt brauchen wir nach dem Hauptsatz nicht mehr zwischen Kompaktheit und
Folgen-Kompaktheit unterscheiden und haben kompakte Mengen in endlich-dimen-
sionalen Riumen wie K" vollstindig charakterisiert als abgeschlossene und be-
schrinkte Mengen. Speziell sind die schon in der Mathematik 1 als kompakt benannten
Intervalle [a,b] mit —oco < a < b < co in der Tat kompakte Mengen.

Bemerkungen (zu den Sétzen von Heine-Borel und Bolzano-Weierstraf).

(1) Die in Teil (IT) des Hauptsatzes formulierten Sitze von Heine-Borel und Bolzano-
Weierstraf3 gelten tatséichlich in keinem oo-dimensionalen normierten Raum X.
Dies allgemein zu beweisen, {ibersteigt hier den Rahmen und gehort eher in eine Vorlesung
iiber Funktionalanalysis. Zumindest fir X = 7 mit p € [1,00] erkennt man es aber direkt
daran, dass die Folge (ex)ken in /P mit e := (0,0,,...,0,1,0,0,...) € ¢’ (Eintrag 1 an k-ter
Stelle) keine in ¢P konvergente Teilfolge besitzt.

(2) Eine Abschwéchung der Sétze von Heine-Borel und Bolzano-Weierstra$, bei der Beschrénkt-
heit durch eine etwas andere Bedingung, die sogenannte Total-Beschranktheit, ersetzt wird,
bleibt aber tatséichlich in jedem metrischen Raum giiltig.

Bevor wir nun den fiir diese Vorlesung entscheidenden Extremalsatz auf kompakten Mengen
behandeln, halten wir vorbereitend eine weitere Abbildungseigenschaft stetiger Funktionen fest.

Satz (zum Prinzip ,,stetiges Bild erhilt Kompaktheit*). Seien X', Y metrische Riume.
Ist K kompakte Teilmenge von X und f: K — Y stetig auf K, so ist auch f(K) kompakt.

Zwei Beweise, einer mit Uberdeckungen, einer mit Folgen, werden in der Vorlesung gefiihrt.

Die fiir den Moment entscheidenste Konsequenz der Kompaktheit folgt.

Hauptsatz (allgemeiner Extremalsatz). Sei X' ein metrischer Raum. Ist K eine nicht-
leere, kompakte Teilmenge von X und ist f: K — R stetig auf K, so existieren eine
Minimalstelle und eine Maximalstelle von f auf K, d.h. es existieren x4« € K und z* € K
mit f(z.) < f(x) < f(z*) fir alle z € K.

Die Existenz einer Minimal-/Maximalstelle ist dabei wie iiblich als Existenz mindestens
einer Minimal-/Maximalstelle zu verstehen, und es geht es um globale Minimal-/Maximalstelle
auf ganz K in dem im Satz angegebenen Sinn — nicht zu verwechseln mit lokalen Minimal-/
Maximalstellen, zu denen wir im néchsten Kapitel noch einmal kommen.

Die zentrale Bedeutung des Extremalsatzes fiir uns liegt darin, mit diesem Satz (oder
seiner unten folgenden Erweiterung) im ersten Schritt jeder Extremwertbestimmung
iiberhaupt die Existenz von Extremstellen und Extremwerten zu sichern. Genaueres
zu diesem Vorgehen und Beispiele aus der Rechenpraxis folgen im néchsten Kapitel.
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Beweis des allgemeinen Extremalsatzes. Nach dem vorigen Satz ist f(K) kompakte Teilmenge
von R und nach dem Hauptsatz zur Charakterisierung kompakter Mengen somit abgeschlossen
in R und beschréankt. Es folgt, dass infx f = inf(f(K)) Element von f(K) ist, dass also ein
. € K mit f(z,) = infg f existiert. Dieses x, ist eine Minimalstelle. Analog begriindet man
die Existenz einer Maximalstelle z*. O

Alternativ zum gegebenen Beweis mit der Abbildungseigenschaft lasst sich der der allgemeine
Extremalsatz auch wie in der Mathematik 3 mit Minimal- und Maximalfolgen beweisen.

Anwendungen (des Extremalsatzes).

(1) Stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind stets beschrinkt.

Dies ist fiir R-wertige Funktionen f aus obiger Formulierung des Extremalsatzes klar, denn offen-
sichtlich sind f(z.) eine untere, f(x*) eine obere Schranke fiir f auf K. Allgemeiner gilt die Aussage
aber auch fiir stetiges f: K — ) auf kompaktem K C X mit beliebigen metrischen Rdumen X und
Y in Sinn von diam(f(K)) < oo. Das folgt aus der Kompaktheit von f(K) oder alternativ aus der
Beschrinktheit der R-wertigen, stetigen Funktion K — R, x — dy(f(x), yo) gemé dem Vorigen.

(2) Ist K eine nicht-leere, kompakte Teilmenge eines metrischen Raums X', so existieren stets
Punkte x,yo € K mit dy(zo,y0) = diam K, und insbesondere ist diam K < oo.

Ein Beweis hierfiir wird in der Vorlesung angerissen und in den Ubungen im Detail behandelt.

Bei fehlender Kompaktheit des Definitionsbereichs greift der bisher formulierte Extremalsatz
nicht. Das néchste Resultat zeigt aber, dass man zumindest fiir Mengen A in K" fehlende
Kompaktheit durch geeignetes Funktionsverhalten ,,bei co*“ und/oder bei nicht zu
A gehorigen Randpunkten kompensieren kann.

Erweiterung (des Extremalsatzes). Ist A nicht-leere Teilmenge von K" und ist f: A — R
stetig auf A mit }‘im inf f(z) > iﬁff fir alle xg € (0A) \ A und bei unbeschrinktem A zudem
S2T—x0
mit iminf f(z) > ir/llff, so existiert eine Minimalstelle von f auf A.
en B
(Dabei ist liminf f(z) = min{liminf f(zy) | (25)ken Folge in A, lim zj, = 29} € R. Der analog
Adz—10 k—o0 k—oo

erklarte Grenziibrgang |x| — oo ldsst sich im Fall A C R auch in x — oo und x — —oo aufteilen.)

Analog existiert unter der Voraussetzung limsup 45, ., f(x) < sup, f fiir alle zo € (04)\A
(bei unbeschréinktem A zuziiglich im sup,e 4 | |51 00 f(2) < sup, f ) stets eine Maximalstelle von
f auf A, und vor allem sind diese Aussagen natiirlich dann anwendbar, wenn die Limites
inferior bzw. superior von f(x) gleich co bzw. —oco (und damit iibrigens Limites) sind,
womit die benotigten Ungleichungen trivial gelten.

Zum Beweis der Erweiterung modifiziert man den Minimal-/Maximalfolgen-Beweis des Ex-
tremalsatzes. Néheres ist Thema der Ubungen.

Beispiele (zur Erweiterung des Extremalsatzes).

(1) Fiir die stetige Funktion f: [1,00) — R mit f(z) := 1 gilt lim, o0 f(z) = 0 = infpy o) f <
SUp|[; o) f = 1. Die Bedingung der Erweiterung fiir Minimalstellen ist also nicht erfiillt, die
analoge fiir Maximalstellen dagegen schon, und tatséchlich besitzt diese Funktion f keine
Minimalstelle auf [1,00), aber die Maximalstelle 1 auf [1,00). (In diesem Beispiel ldsst sich
aber die (Nicht-)Existenz natiirlich auch elementar ohne das allgemeine Resultat kldren.
Wir illustrieren hiermit nur, dass und wieso die geforderte Bedingung nétig ist.)
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26 KAPITEL 1. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine Stetigkeitsbegriffe

(2) Fiir die stetige Funktion f: R — R mit f(z) := e*—a> zeigt separate Betrachtung von
x — oo und x — —o0, dass mit limj, . f(7) = 0o > infg f die Bedingung der Erweiterung
fiir Minimalstellen erfiillt ist (ohne, dass man infg f hier kennt oder kennen miisste). Es folgt
somit die Existenz einer Minimalstelle von f auf R, und hier handelt es sich tatsédchlich um
eine typische Anwendung des allgemeinen Sachverhalts, denn explizit oder ganz elementar
bekommt man eine Minimalstelle in diesem Fall nicht.

Anwendung (der Erweiterung des Extremalsatzes). Sind K eine nicht-leere, kompakte
und A eine nicht-leere, abgeschlossene Teilmenge von K", so existieren stets zueinander néchste
Punkte 29 € K und yg € A mit |yp—zo| = dist(A, K). Insbesondere gilt im Fall AN K = ()
somit dist(A4, K) > 0 (und diese letzte Aussage bleibt mit anderer Begriindung tatséchlich auch
in einem beliebigen metrischen Raum statt IK™ richtig).

Die Herleitung dieser Aussagen ist Thema der Ubungen.

Im letzten Teil dieses Abschnitts (und des Kapitels) sammeln wir nun Aussagen mit/zu
Kompaktheit, gleichmifliger Stetigkeit, gleichméfliger Konvergenz und Lokal-Global-
Schliissen. Wir beginnen mit dem allgemeinen Konzept gleichméfiger Stetigkeit.

Definition (gleichmiflige Stetigkeit). Seien X' wund Y metrische Riume sowie D C X.
Dann heifit eine Funktion f: D — Y gleichmdfSig stetig auf D, wenn fiir sie die Bedingung
Ve >0:36 > 0: Yo,z € D: (dx(z,%) <0 = dy(f(z), f(T)) <e) erfillt ist.

Bemerkungen (zu gleichméBiger Stetigkeit). Seien X', ) metrische Rdume und f: D — Y
eine Funktion auf D C X.

(1) Entscheidend ist, dass bei gleichmifiiger Stetigkeit anders als bei ,normaler* Stetigkeit
das  nur von €, aber nicht von & abhingen darf. Dies ist in der Definition dadurch
kodiert, dass der Quantor Vz erst nach dem Quantor 3§ folgt.

(2) Lipschitz-stetige Funktionen und allgemeiner auch Holder-stetige Funktionen sind
stets gleichmifBig stetig, denn aus der Abschétzung dy(f(x), f(Z)) < Cdx(x,7)* ergibt
sich, dass man das fiir gleichméflige Stetigkeit bendtigte 6 > 0 zu einem € > 0 im Fall C' > 0
als § = (¢/C)/* (und im Fall C' = 0 beliebig) wiihlen kann.

(3) Tatséchlich ist gleichméfBige Stetigkeit von f auf D &quivalent zur Existenz eines Stetig-
keitsmoduls fiir f, d.h. einer Funktion w: [0,00) — [0, 00] mit limy gw(t) = w(0) = 0, so
dass die Abschitzung dy(f(z), f(7)) < w(dx(z, 7)) fiir alle 2,2 € D gilt.

Zum Beweis dieser Aquivalenz verifizieren wir die Hin- und die Riick-Implikation separat:

Besitzt f einen Stetigkeitsmodul w, so gibt es wegen der Bedingung lims\ o w(t) = w(0) = 0 zu jedem
e > 0ein d > 0, so dass fiir ¢t € [0,00) aus ¢ < J schon w(t) < e folgt. Insgesamt ergibt sich fiir
z,Z € D aus dy(z,7) < 6 daher dy(f(z), f(T)) < w(dx(z,T)) < e. Also ist f gleichmé&Big stetig.

Ist f gleichméBig stetig, so wihlen wir beliebige positive €1 > e > €3 > ... mit limg_ oo = 0
und dazu sukzessive positive d; > o > d3 > ..., so dass fiir jedes k € IN die Implikation aus der
Definition gleichméfiger Stetigkeit mit eg, d anstelle €, § gilt. Wir setzen g¢ := 0o und definieren
w: [0,00) = [0, 00] durch w(0) := 0 und w(t) := sup{ex | k € Ng, dx+1 < t} fiir ¢ > 0. Damit erhalten
wir limg ow(t) = 0, denn fiir ¢ > 0 gibt es ein k, € IN mit €5, < ¢, und fiir alle ¢ € (0, d,) gilt
wegen 61 > 0y > ... > 0, > t dann w(t) < g, < e. Fir ,7 € D unterscheiden wir nun den
trivialen Fall dy (f(x), f(Z)) = 0 < w(dx(z,7)) und den Fall dy(f(z), f(Z)) > 0. In letzterem gibt
es ein kg € Ny mit 4,41 < dy(f(x), f(Z)) < eg,, woraus durch Kontraposition der definierenden
Implikation dx,+1 < dx(x,7) folgt. Nach Wahl von w erhalten wir w(dx(x,Z)) > ek, und insgesamt
dy(f(z), f(T)) < ek, < w(dx(z,T)). Damit ist w im bendtigten Sinn ein Stetigkeitsmodul fiir f.
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1.3. Kompaktheit und GleichméBigkeit 27

Die erste, gelegentlich niitzliche Konsequenz aus gleichméfiger Stetigkeit ist stetige Fortsetz-
barkeit:

Satz (iiber stetige Fortsetzbarkeit). Seien X ein metrischer Raum, ) ein vollstindiger me-
trischer Raum sowie D C X. Ist f: D — Y gleichmdjf$ig stetig auf D, so gibt es genau eine
stetige Funktion f: D — ) mit ?|D = f, mit anderen Worten besitzt f dann genau eine stetige
Fortsetzung auf den Abschluss D von D in X.

Der Beweis des Satzes wird in der Vorlesung ausgefiihrt und nutzt entscheidend die Vollstandig-
keit von ), um die Funktionswerte von f auf D als Grenzwerte der Funktionswerte von f auf
D zu erhalten.

In teilweiser Umkehrung der vorausgehenden Satzes ist gleichméflige Stetigkeit fiir Funktio-
nen auf einem kompakten (insbesondere abgeschlossenen) Definitionsbereich generell gesichert:

Satz (gleichmiflige Stetigkeit auf Kompakta). Seien X' und Y metrische Riume. Ist K
eine kompakte Teilmenge von X und ist f: K — Y stetig auf K, so ist f schon gleichmdjf$ig
stetig auf K.

Ein analoger Sachverhalt fiir den Fall X = Y = R wurde bereits in der Mathematik 3
durch ein typisches indirektes GleichméfBigkeits- Argument mit einer ,,Folge von Gegenbeispielen*
bewiesen. Diese Argumentation kann mit naheliegenden Anpassungen iibertragen werden und
wurde auch in der aktuellen Vorlesung noch einmal ausgefiihrt.

Die néchsten beiden Proposition liefern weitere Beispiele fiir typische GleichméBigkeits-
aussagen, die sich auf kompakten Mengen ergeben.

Proposition. Seien X und Y metrische Riume. Ist K eine kompakte Teilmenge von X und
ist f: K — Y lokal beschrdankt auf K (d.h. fiir jedes x € K gibt es ein v > 0, so dass f auf
B, () N K beschrinkt ist), so ist f schon beschrdinkt auf ganz K.

Der Beweis erfolgt durch einen Lokal-Global-Schluss, entweder direkt mit Uberdeckungen
oder indirekt mit einer , Folge von Gegenbeispielen“. Beide Varianten werden in den Ubungen
behandelt.

Definition (gleichmiflige Konvergenz). Seien D eine Menge, Y ein metrischer Raum sowie
sowie fr, f: D — Y Funktionen auf D. Dann sagen wir, dass fr bei k — oo gleichmdf$ig auf
D gegen f konvergieren, wenn limy_, sup,cp dy(fx(z), f(z)) =0 gilt.

Proposition. Seien X und Y metrische Riume sowie fi, f: K — Y Funktionen auf K C X.
Ist K kompakt und konvergieren f bei k — oo lokal gleichmdf$ig auf K gegen f (d.h. fiir
jedes x € K gibt es ein v > 0, so dass fr bei k — oo gleichmdflig auf B,(x) N K gegen f
konvergieren), so konvergieren fi bei k — oo schon gleichmdf3ig auf ganz K gegen f.

Auch hier kann der Beweis durch einen Lokal-Global-Schluss direkt mit Uberdeckungen oder
indirekt mit einer , Folge von Gegenbeispielen® gefiihrt werden. Die Uberdeckungs-Variante der
Argumentation wurde in der Vorlesung ausgefiihrt.

Satz (Stetigkeit der Grenzfunktion bei gleichmifliger Konvergenz). Seien X' und Y
metrische Rdume sowie fi, f: D — Y Funktionen auf D C X. Ist fi fiir jedes k € IN stetig auf
D und konvergieren fi bei k — oo gleichmdflig auf D gegen f, so ist auch die Grenzfunktion
f stetig auf D.

Der Beweis des Satzes erfolgt durch naheliegende Anpassung des in der Mathematik 3 fiir
den Fall X = Y = R behandelten £-Arguments.
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Kapitel 2

Differentialrechnung mehrerer
Veranderlicher

2.1 Ableitungsbegriffe

Wir fithren nun verschiedene Ableitungsbegriffe fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen ein.
Teils sind diese sogar fiir Funktionen zwischen normierten Rdumen sinnvoll. Im Vordergrund
stehen aber stets Definitionsbereiche in R™ und das Ziel R™ und somit Funktionen von n € IN
einzelnen reellen Variablen und mit m € IN reell-wertigem Komponentenfunktionen.

Wir beginnen mit dem Ableiten einer Funktion mehrerer Variablen in der naheliegenden
Weise, dass wir alle anderen Variablen festhalten und nach einer ausgewéhlten Variablen , ganz
normal® ableiten. Im Kontext mehrerer Variablen fithrt man hierfiir verschiedene Schreibweisen
mit dem Symbol O ein (welches teils die Rolle des bei einer Variablen iiblicheren d iibernimmt):

Definition (partielle Ableitungen, Funktionalmatrizen). Seien f: A — ) eine Funktion
von A C R"™ in einen normierten Raum Y und a = (a1, as,...,a,) € A.

(I) Fiir ein j € {1,2,...,n} heifst f an der Stelle a/in a/bei a nach der j-ten Variablen
differenzierbar, falls folgende Ableitung in der Einzelvariable s € R bzw. t € R existiert:

d
/
8jf(a) = (f(al, N B TR X E S T ,an)) (aj) = & 3—a~f(a1’ sy Q158,541 .- ,an)
-
. [flathej) — f(a)
= — a+te;) = lim ey.
dt ‘t:Of( Fej) R5h—0 h Y
h£0
Hier istej der j-te kanonische Basisvektor in R™, a+tej = (a1, ...,a;—1,a;+t, aj41,...,an)
genau wie a+he; = (a1,...,aj-1,a;+h,a;11,...,ay,), und der Limes der Differenzenquo-

tienten wird im normierten Raum ) gebildet. Wenn 0;f(a) existiert, nennt man 0; f(a)
die j-te partielle Ableitung von f an der Stelle a/in a/bei a.

Gleichbedeutend mit 0; f (a) notiert man, vor allem, wenn f als f(x1,x2,...,2,) geschrie-
ben wird, %f(a), 607];(@) und Oy, f(a). Bei anderer Benennung der Variablen, zum Bei-

spiel als (x,y, z) im Fall n = 3, verwendet man analoge Notationen wie etwa %, 8%7 %.
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30 KAPITEL 2. Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher

(IT) Ist f im R™-wertigen Fall Y = R™ bei a nach allen n Variablen differenzierbar, so heifit
die (mxn)-Matrix

Df(a) := (81f(a) Oaf(a)| --- ‘8n—1f(a) 5nf(a)>
O1f1(a) O2fi(a) -+ On-1fi(a) Onf1(a)
01 f2(a) Oafa(a) -+ On-1f2(a) Onf2(a)
= : : : : € R™*"
O1fm—1(a) Oofm-1(a) -+ On—1fm—1(a) Onfm-1(a)
81fm(a) a?fm(a) T an—lfm(a) 8nfm(a)

die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f an der Stelle a/in a/bei a.

Weitere Erlduterungen zu partiellen Ableitungen und Funktionalmatrizen stellen wir etwas
zuriick, werden darauf aber schon bald in etwas allgemeineren Kontext zuriickkommen.

Bemerkung (zur Ableitung von Kurven). Fiir n = 1 und ein Intervall A = I C R reduziert
sich die Definition auf die Ableitung einer Kurve c¢: I — ). In diesem Fall ist die Ableitung
d(a) := d1c(a) € Y in a € I nach der einzig vorhandenen (ersten) Variablen der bekannte Li-

c(a+h)—c(a)
h

mes limy_,q der Differenzenquotienten. Gegeniiber der Mathematik 3 ist jetzt nur die

h#£0
Moglichkeit hinzugekommen, die Konvergenz der Differenzenquotienten und das Ableitungskon-

zept auch fiir Werte in ) = R™ oder gar einem normierten Raum ) zu erkldren. Geometrisch
ist ¢(a) € Y als Tangentialvektor an die (Spur der) Kurve ¢ im Punkt c¢(a) € Y zu
interpretieren (dessen Liinge |¢/(a)| einer Durchlaufgeschwindigkeit entspricht).

Fasst man die j-te partielle Ableitung als Ableitung in Richtung des Vektors e; auf, so liegt
nahe, dass man wie in die Richtung e; auch in eine ganz beliebige Richtung ableiten kann:

Definition (Richtungsableitungen). Seien f: A — Y eine Funktion von einer Teilmenge A
eines normierten Raums X in einen weiteren normierten Raum Y und a € A. Fir v € X heifst
f an der Stelle a/in a/bei a in Richtung v differenzierbar, falls folgende Ableitung in der
Einzelvariable t € R existiert:

_d . flathv) — f(a)
O f(a) = T tzof(a+tv) = ]R%LI%O .

ey.
Wenn 0, f(a) existiert, nennt man 0, f(a) die Richtungsableitung von f an der Stelle a/in
a/bei a in Richtung v.

Erweiterung (Richtungsableiten entlang Vektorfeldern). Fir f, A, X, ), a wie in der
vorigen Definition versteht man unter der Richtungsableitung von f an der Stelle a entlang eines
Vektorfelds' V: A — X einfach die Richtungsableitung

v fla) =0y @fla) €Y,

! Als Vektorfelder bezeichnet man Abbildungen V von einer Teilmenge von R™ in denselben R™ oder allgemeiner
von einer Teilmenge eines normierten Raums in denselben normierten Raum. Man stellt sich vor, dass an jeden
Punkt = des Definitionsbereichs der Vektor V (z) angeklebt wird.
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2.1. Ableitungsbegriffe 31

sofern diese existiert. Haufiger betrachtete Spezialfille sind die Ableitung Ox f nach dem Orts-
vektorfeld X mit X (x) := = und die radiale Ableitung O,.qf := Orf nach dem radialen
FEinheits- Vektorfeld R auf A C X\ {0} mit R(x) := %

ll=flx -

Bemerkungen (zu Richtungsableitungen und partiellen Ableitungen).

(0) Partielle Ableitungen sind spezielle Richtungsableitungen. Genauer ist fiir Defini-
tionsbereiche in X = R™ und j € {1,2,...,n} die partielle Ableitung 0; f(a) nach der j-ten
Variablen nicht anderes als die Richtungsableitung Oc, f(a) in Richtung e; € R"™. Deshalb
gilt alles im Folgenden fiir Richtungsableitungen Gesagte genauso fiir partielle Ableitungen.

(1) Eine Richtungsableitung 0, f von f: A — ) wird oft nicht nur an einer Stelle a betrachtet,
sondern selbst als Funktion 0, f: A — ) aufgefasst, falls sie (z.B.) an allen Stellen eines
offenen Definitionsbereichs A existiert. Dabei hat die Richtungsableitung 9, f genau wie f
selbst Werte in ), Richtungsableiten dndert also den Zielraum nicht. Fiir J) = R™

f1 8vfl

hat die Richtungsableitung eines R"-wertigen f = ( f;2 ) die Form 0, f = ( 8”;f 2 ) , sie darf
fm Do frm

also komponentenweise berechnet werden.

(2) Fiir R-wertiges f: A — R auf A C R"™ entspricht die Richtungsableitung 9, f(a) mit
einem Einheitsvektor v € R", |v| = 1 geometrisch der Steigung des Graphen von f in
Richtung v. In der Vorlesung wurde dies fiir den Fall n = 2, in dem man sich den Graph
von f als Fliche in R? vorstellen kann, bildlich veranschaulicht.

(3) Ableitungsregeln fiir Richtungsableitungen erhélt man bei Werten in R aus den ent-
sprechenden Regeln der Mathematik 3, bei Werten in R dann aus Bemerkung (1) und
allgemein fiir Werte in einem normierten Raum durch naheliegendes Umschreiben der von
frither bekannten Beweise. Konkret gelten (fiir Funktionen f, g auf dem gleichem Definiti-
onsbereich und mit fiir die jeweilige Regel geeigneten Werten):

e Summen- und Faktorregel 0,(sf+tg) = sO,f + tdyg fir s,t € K
(womit Richtungsableiten eine K-lineare Operation ist),

e Produktregel 9,(f - 9) = (0.f) - g+ - (9.9)
(wobei - die Multiplikation reeller oder komplexer Zahlen, die Skalarmultiplikation einer Zahl
mit einem Vektor, das Skalarprodukt zweier Vektoren oder allgemein eine stetige bilineare
Abbildung -: Y xY — Z zwischen normierten Réumen Y, )N), Z sein kann),

¢ Quotientenregel av(g) — (Quf)g—f(Oug)

(wenn g Werte in K\{0} und f Werte in K™ oder einem normierten Raum iiber K hat).

Etwas subtiler gestalten sich bei mehreren Variablen allerdings die Kettenregel und die Regel
fiir die Ableitung der Umkehrfunktion. Zu diesen kommen wir daher erst etwas spéter.

Beispiele (zu partiellen Ableitungen und Richtungsableitungen).

(1) Bei Benennung der Einzel-Variablen in R? als (z,y) beziehungsweise in R? als (x,y, z) gelten
gey’”3+y — 3yaPert Y geymgﬂ/ — (2341)ev" Y

Ox ’ Oy ’

— 2%tz = 2aytz —a?yts = 4232, — 2yt = 2%yt

ox oy 0z
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(2)

Fiir f: R? — R mit f(z,y) := sin(2x) cos?(y) berechnet man die Richtungsableitung an der
Stelle a := (%, 7) € R? in Richtung v := (-2, 3) € R? direkt anhand der Definition als

d d d .
Opf(a) = % ‘tzof(a—i-tv) =% L:Of(%—%, T+3t) = T L:O sin(m—4t) cos? (m+3t)
= [—4 cos(m—4t) cos?(m+3t) — 6 sin(m—4t) cos(m+3t) sin(m+3t)]

= —4cos®(m) — 6 cos(m) sin®(7) = 4.

t=0
Demnéchst lernen wir aber auch noch etwas andere Verfahrensweisen zur Berechnung von

Richtungsableitungen kennen.

Eine affin lineare Funktion f: R" - R, z + a -+ z+b mit a = (a1,as,...,a,) € R™ und
b € R hat fiir alle j € {1,2...,n} und v € R™ konstante Ableitungen

0;f =aj und Of=a-v auf R".

Etwas allgemeiner noch hat eine R"-wertige affin lineare Funktion f: R" — R™, z +— Ax+b
mit A € R™*™ und b € R™ fiir alle j € {1,2,...,n} und v € R™ konstante Ableitungen

0;f =A4Aj, Df=A und o, f = Av auf R™,
wobei A; € R™ die j-te Spalte von A bezeichnet.

Fiir allgemeine Polynome p ist die Darstellung

p(z) = Z cor® fir x € R

|| <m
in sogenannter Multiindex-Notation praktisch. Dabei heifit o = (aq, a2, ..., an) € (INg)"
Multiindex der Ordnung |o| := ||y = Z?Zl aj = ajtao+ ... +oy, (wobei einfache Betrags-

striche ausnahmsweise einmal fiir die 1-Norm, nicht wie sonst fiir die 2-Norm stehen), und

. . . . (e %] . .
man vereinbart die Schreibweise z¢ := H;‘L:1 z;) = x{teg?e L oafr fiir Monome. Als j-te

partielle Ableitung mit j € {1,2,...,n} des obigen p erhélt man dann

Oip(zx) = Z Caoz® ™ fir x € R".
lo]<m
a;>1
Bei den rotationssymmetrischen Funktionen

p: R"\{0} - R, z — |z|°

ergeben sich fiir die Richtungsableitungen in Richtung v € R", die Ableitung nach dem
Ortsvektorfeld X und die radiale Ableitung die Formeln

Opp(x) = 3\1:\5_23: ‘v, Oxp(x) = s|z|*, Oraqp(x) = s]a:\s_l fir € R"\{0}.

Der folgende, im Kern 1-dimensionale Sachverhalt, erlaubt es, Differenzen von Funktions-

werten iiber (Richtungs-)Ableitungen abzuschétzen.
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2.1. Ableitungsbegriffe 33

Satz (Schrankensatz mit Richtungsableitungen). Seien X' und Y normierte Raume sowie
f: A — Y eine Funktion auf einer Teilmenge A von X. Bleibt fiir a # b in A die Strecke
[a,b] == {a+s(b—a)|s € [0,1]} in A und ist f in jedem Punkt dieser Strecke in Richtung
V= ”bllﬁ des Verbindungsvektors von a zu b differenzierbar, so gilt

1FO)— @y < (Supllavf||y> b—al.

[a,]
(Insbesondere gilt dies natirlich fir X = R"™ und )Y = R™ mit dem Betrag als Norm.)

Fiir Werte in ) = R (und bei Stetigkeit von 9, f auf [a, b]) wurden kurze Beweis auf Grundla-
ge des Mittelwertsatzes beziehungsweise des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
in der Vorlesung behandelt.

Ein alternativer Beweis in der vollen Allgemeinheit sei hier der Vollstandigkeit halber nachgetragen:

Beweis. Wir betrachten « := 0, f := |b—allx und die differenzierbare Funktion g: [a, 8] — Y mit
(1) = fla+tv). Wegen - = [b—all. g(0) = f(a). g(8) = £(b) und supig g /][y = supy [0, f] st
dann nur [|g(8)—g(a)lly < C(B—a) mit Schranke C' := supy, g |||y zu zeigen. Um diese Abschitzung
einzusehen, fithren wir fiir beliebiges ¢ > 0 die Menge L. := {t € [a, 8]||g(t)—g(a)] < (C+e)(t—a)}
ein. Da L. den Punkt « enthélt und durch schwache Ungleichungen definiert ist, ist L. nicht-leer und
abgeschlossen. Insbesondere ist s. := sup L. € L., es gilt also |g(sc)—g(a)| < (C+e)(s.—a). Wiire
se < f, so erhielten wir aus |¢'(sc)] < C zudem |g(sc+h)—g(s:)] < (C+e)h fiir 0 < h <« 1. Per
Dreiecksungleichung ergébe sich fiir 0 < h < 1 dann |g(s.+h)—g(@)| < |g(sc)—g(a)|+|g(se+h)—g(s:)| <
(C+e)(se+h—a), also sc+h € L. im Widerspruch zur Wahl s, = sup L.. Also verbleibt s, = § als einzige
Méglichkeit. Wir erhalten somit 8 € L., mit anderen Worten |g(8)—g(a)| < (C+e)(f—a). Aufgrund der
Beliebigkeit von & > 0 folgt daraus die benétigte Abschiitzung |g(5)—g(a)| < C(B—a). O

Bemerkung und Beispiele. Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen einer Funktion
f an einer Stelle a reichen zur Beschreibung der Verhaltens von f nahe a nicht unbedingt aus.
Dies sieht man an den Beispielfunktionen fi, fo: R? — R mit

_ 2 _
fi(zr, @2) == {(1) iigztxl =13 #0 und folxy, ) = {(1) zilrllsstxl =12 #0

fiir (z1,22) € R?, denn bei f; existieren beide partiellen Ableitungen an der Stelle (0,0), bei fo
sogar alle Richtungsableitungen an der Stelle (0,0) mit

01f1(0,0) = 92£1(0,0) =0 und Dy f2(0,0) = 0 fiir alle v € R,

aber dennoch sind f; und fo im Punkt (0,0) nicht einmal stetig. Auch wenn die Beispiele der
Funktionen f; und fs natiirlich eher ,kiinstlich konstruiert®, zeigen sie dennoch, dass man mit
partiellen Ableitungen und Richtungsableitungen noch keine ganz zufriedenstellende Theorie
mehrdimensionaler Ableitungen erhélt.

Eine Verbesserung bringt die néchste Definition:

Notation & Bemerkung (Raum der stetigen linearen Abbildungen). Sind X', ) nor-
mierte Riume (hier und im Folgenden ohne Einschrinkung tiber R als Grundkiorper), so notieren
wir

L(X,Y) = {L € Homg(X,Y)| L stetig auf X}
fiir den Raum der stetigen R-linearen Abbildungen X — Y.
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34 KAPITEL 2. Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher

Im Fall dimg X' = oo ist dabei Stetigkeit eine echte Zusatzforderung an L € Homp(X,)),
wihrend im Fall dimg X < oo, etwa fiir X = R”, alle linearen Abbildungen L € Homp(X,))
automatisch stetig sind. (Dies liest man an L( )1, ze;) = Y1, z;L(e;) mit einer beliebigen

Basis e1, g, ..., e, von X ab.) Insbesondere gilt fiir dimg X < oo somit £(X,)) = Homg(X,)).

Definition (totale Differenzierbarkeit, totale Ableitungen). Seien X' und ) normierte
Riume sowie f: A — Y eine Funktion auf A C X. Man nennt f (total) differenzierbar an
der Stelle a € A, wenn ein L € L(X,Y) mit

If(a+v) = fa) = L(v)]ly If () = fa) — Lz=a)ly _,

lim =0 bzw. dquivalent lim
X3v—0 HUHX X3x—a H.@—CLH)(
v#£0 T#a

existiert. Dabei ist L, falls existent, eindeutig durch f und a bestimmt, man schreibt f'(a) fir L
und nennt f'(a) € L(X,Y) die (totale) Ableitung von f an der Stelle a.

Beweis der eindeutigen Bestimmtheit von L. FErfillen L, Le L(X,)) beide die Eigenschaft der
Definition, so folgt per Dreiecksungleichung

i ILO-LOly _ L@ far+ i@y, W) —f@-LE)ly

0.
woyoo vl X3y 0 [o].x Aoy 0 [0l x

Wiire L # L, so existierte ein vg € X \ {0} mit L(vg) # L(vo) und folglich

IL@) =L@y o o IL(0)~L(tvo) |y _ [IL(v0)~L(vo) |y

lim sup > = >0
X500 [ollx R>t—0 [[tvollx [[vol|x
v#£0 t#0

(wobei Linearitdt von L und L im vorletzten Schritt einging). Da dies der vorigen abgesetzten

Formel widerspricht, bleibt als einzige Moglichkeit, dass L = L gilt. O

Bemerkungen (zu totalen Ableitungen).

(0) Tatséichlich wird die totale Ableitung f’(a) an einer festen Stelle a als lineare
Abbildung definiert und aufgefasst. Dies bedeutet aber keineswegs, dass die zugehorige
Ableitungsfunktion f’, die die Zuordnung a — f’(a) vornimmt, linear wire. Vielmehr han-
delt es sich bei dieser (sofern sie auf offenem A iiberall existiert) um eine im Allgemeinen
nicht-lineare Funktion f': A — £(X,)) mit Werten im Raum L(X,)) der stetigen linea-
ren Abbildungen. Mit anderen Worten héngt f’(a)(v) € Y im Allgemeinen nicht-linear von
x € A, aber stets R-linear von v € X’ ab.

(1) Im Fall X = R einer einzelnen Variablen kann und sollte man lineare Abbildungen
f'(a) € L(R,Y) mit Vektoren f'(a) € Y so identifizieren, dass® f'(a)(h) = hf’(a) fiir alle
h € R gilt. Mit diesem Verstindnis verallgemeinert die totale Ableitung die frither definierte
,hormale“ Ableitung in einer einzelnen Variablen.

(Dies wurde in der Vorlesung auch formal durch kurze Rechnung mit den Definitionen verifiziert.)

2Mit anderen Worten identifiziert man also eine lineare Abbildung f’(a) € £(IR,Y) mit dem Bild f’(a)(1) € ¥
von 1 € R und umgekehrt einen Vektor f/(a) € Y mit der Linksmultiplikation R — Y, h + f'(a)(h).
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(2)

Bei mehreren Variablen manifestiert sich die Uberlegenheit der totalen Ableitung iiber par-
tielle Ableitungen und Richtungsableitungen unter anderem darin, dass aus totaler Dif-
ferenzierbarkeit von f: A — ) an einer Stelle a die Stetigkeit von f in a folgt.

(Auch hierfiir wurde in der Vorlesung ein kurzer Beweis gegeben.)

Zudem folgen aus totaler Differenzierbarkeit von f: A — ) an einer Stelle a auch die
Existenz aller partiellen Ableitungen und Richtungsableitungen von f in a mit

duf(a) = f(a)(v)|  firvex

und somit die lineare Abhingigkeit der Richtungsableitungen 9,(a)vom Richtungs-
vektor v € X.

(Diese Behauptungen werden im Rahmen der Ubungen verifiziert.)

Wenn immer im wichtigsten Fall X = R™, Y = R™ die totale Ableitung f'(a) €
L(R™, R™) existiert, so wird sie als lineare Abbildung R™ — R™ durch die Funktional-
matrix Df(a) € R™*" dargestellt (beziiglich der kanonischen Basen von R™ und R™), es
gilt also

‘f’(a)(v) = Df(a)v‘ fiir alle v € X.

(Dies folgt, wie in der Vorlesung genauer erldutert, aus der vorigen Bemerkung.)

Nebenbei wird hiermit auch klar, dass im Fall X = R", Y = R™ die totale Ableitung
statt als lineare Abbildung L € L(R"™, R"™) auch als Matrix M € R™*", die im Existenzfall
mit der Funktionalmatrix iibereinstimmt, hétte definiert werden kénnen. In der gegebenen
Definition wére dazu nur die Anwendung L(v) der linearen Abbildung L durch die Matrix-
Vektor-Multiplikation Mwv zu ersetzen.

Die Definition der totalen Ableitung setzt die fiir die gesamte Differentialrechnung grund-
legende Idee der (affin) linearen Approximation um, denn f’(a) ist alternativ als die
eindeutige lineare Abbildung in £(X,)) mit

@) = f@) + [(@)(@—a) + o(le—allx)  Dbei A5z —d]

charakterisiert (wobei das Landau-Symbol o(||z—a||x) stellvertretend fiir einen Term R, (x)

mit lim y5z sq % = 0 steht). In diesem Sinn handelt es sich bei der affin linearen
TFa
Abbildung = — f(a) + f'(a)(z—a) um die beste affin lineare Approximation an f bei a.

(Wie in der Vorlesung erklért wurde, ist dies lediglich eine Umformulierung der gegebenen Definition.)

Geometrisch kann man sich den Graph {(z, f(a)+f'(a)(z—a)) |z € X} C XxY der affin
linearen Approximation z — f(a)+ f'(a)(x—a) als (verallgemeinerten) Tangentialraum an
den Graph {(z, f(z)) |z € A} C XxY der Funktion f im Punkt (a, f(a)) € X'x) vorstellen.
Speziell im Fall X = R™, Y = R™ handelt es sich um einen n-dimensionalen Tangentialraum
an einen n-dimensionalen Graph in R"*™. Bildlich darstellen kann man dies (zumindest)
im Fall n = 2, m = 1 einer (Tangential-)Ebene im Anschauungsraum R3.
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36 KAPITEL 2. Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher

Zur Formulierung des néchsten (und einiger folgender) Resultate bendtigen wir zwei Begriffe:
Einschub (zweier Definitionen aus etwas anderen Bereichen).

(1) Fiir normierte Rdume X, ) definiert man die Operatornorm einer linearen Abbildung
L € Homp (&X,Y) als

[L(v)[ly
I Ll zx,y) == sup ———
sex\fop llvllx
Es ist dann nicht schwer zu zeigen®, dass ||| (x,y) < oo genau fiir stetiges L € Hompg (X, ))
gilt und die Operatornorm tatséchlich eine Norm auf £(X,)) ist.

(2) Eine Teilmenge A eines K-Vektorraums X nennt man konvex, wenn fiir alle Punkt a,b € A
auch deren Verbindungsstrecke [a,b] := {a+s(b—a)|s € [0, 1]} ganz in A enthalten ist, wenn
also [a,b] C A fiir alle a,b € A gilt.

(Anschaulich kann man sich, wie in der Vorlesung bildlich erldutert wurde, vorstellen, dass der Rand
von A iiberall nach aulen gewolbt ist.)

Insbesondere lisst sich fiir an einer Stelle a € A total differenzierbares firA=YaufACX
die Operatornorm || f’(a)|lz(x,y) € [0,00) der totalen Ableitung f'(a) € L(X,)) bilden und
damit der Schrankensatz auch auf folgende, alternative Weise formulieren.

Satz (Schrankensatz mit der totalen Ableitung). Seien X' und Y normierte Riume sowie
f: A=Y eine auf einer konvexen und offenen Teilmenge A von X iiberall total differenzierbare
Funktion. Dann gilt

1f(b)=f(a)lly < <Slj1p \f’llz:(x,y)) lb—allx fir alle a,b e A.

Der Satz ergibt sich aus dem Schrankensatz mit Richtungsableitungen, indem man fiir x € A
und v € X mit ||v]|x = 1 mittels Bemerkung (3) zu totalen Ableitungen und der Definition der
Operatornorm (|0, f(z)[ly = [lf'(z)vlly < [ f'(2)]zcx,y) abschétzt.

Korollar. Fir X, Y, A, f wie im vorigen Satz gilt:

f’ beschrinkt auf A (z’m Sinn sup Hf/||£(x,y) < oo) < f Lipschitz-stetig auf A.
A

Dabei ist sup 4 || f'l| z(x,y) die optimale (d.h. kleinstmdagliche) Lipschitz-Konstante fir f auf A.

Genauer folgt die Implikation ,, = “ des Korollars direkt aus dem vorausgehenden Schran-
kensatz, wihrend ,, <= “ in der Vorlesung aus der Definition der totalen Ableitung hergelei-
tet wurde. Die Ubereinstimmung der optimalen Schranke fiir f/ und der optimalen Lipschitz-
Konstante fiir f kommt bei diesen Argumenten mit heraus.

3Tatséichlich argumentiert man wie folgt. Ist ||L||z(x,y) < 00, so erhdlt man aus der Linearitdt von L und
der Definition der Operatornorm die Abschétzung || L(z)—L(Z)|ly = || L(z—2)|ly < || L]lzx,yl|lz—Z|lx fir alle
z, € X und damit sogar Lipschitz-Stetigkeit von L auf X. Ist umgekehrt L stetig auf X, so gibt es wegen
der Stetigkeit von L in 0 ein § > 0 mit ||L(z)||y < 1 fiir alle z € Bs(0). Mit Linearitit und Homogenitit folgt
L)y = 6|l x| L(S||v]| z )| < 6 v||lx fiir alle v € X\ {0} (wobei §||v]|3'v € S5(0) C Bs(0) einging) und
damit [|L||zx,y) <67 < oo.
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2.1. Ableitungsbegriffe 37

Eine einfache und in der Praxis fast immer ausreichende Moglichkeit zum Nachweis totaler
Differenzierbarkeit ergibt sich mit dem néchsten Sachverhalt:

Hauptsatz (hinreichendes Kriterium fiir totale Differenzierbarkeit). Seien ) ein nor-
mierter Raum und f: A — Y eine Funktion auf A C R™. Existieren die partiellen Ableitungen
von f nach allen n Variablen in einer Umgebung von a € A und sind all diese partiellen Ab-
leitungen in a stetig, so ist f in a total differenzierbar mit f'(a)(v) =Y i, vi0; f(a) fir alle
veR™
Ein Beweis des Hauptsatzes auf Basis des Schrankensatzes wird in der Vorlesung gefiihrt.
Differenzierbare Funktionen mit stetiger Ableitung bezeichnet man wie in der Differential-

rechnung einer Variablen auch allgemein als stetig differenzierbar oder als C!'-Funktionen:

Definition (stetige Differenzierbarkeit, Cl—Funktionen). Seien X und )Y normierte Rdiume
sowie A eine offene Teilmenge von X. Wir nennen f: A — Y stetig differenzierbar auf A oder
Funktion der Klasse C auf A, wenn die totale Ableitung f': A — L(X,)) auf ganz A exis-
tiert und beziiglich der Operatornorm auf L(X,Y) stetig ist. Den Raum aller Cl-Funktionen
A — Y bezeichnen wir mit C1(A, ).

Aufgrund dieser Definition und des Kriteriums aus dem Hauptsatz konnen wir festhalten:
Korollar. Fiir A C R"™, einen normierten Raum Y und f: A — Y gilt:
feCYAY) < Oif,af, ..., Ouf existieren und sind stetig auf A.

13

Wie in der Vorlesung genauer erldutert wird, ergibt sich dabei ,, <
und ,, == “ aus Bemerkung (3) zu totalen Ableitungen.

aus dem Hauptsatz

Auflerdem lisst sich an dieser Stelle folgende Version des Konstanzsatzes mit Voraussetzung
nur an die partiellen Ableitungen erhalten.

Satz (Konstanzsatz). Sei ) ein normierter Raum, und sei f: A — Y auf offenem und zu-
sammenhdngendem A C R"™ nach allen n Variablen differenzierbar mit verschwindenden
partiellen Ableitungen 8;f = 0 auf A fir alle j € {1,2,...,n}. Dann ist f konstant auf A
(also f =yo auf A fir ein yo € )).

Gemifl dem Kriterium des vorausgehenden Hauptsatzes liegt in der Situation des Konstanz-
satzes zunichst totale Differenzierbarkeit mit f/ = 0 auf A vor, und im Fall eines konvexen A
folgt die behauptete Konstanz von f dann aus dem Schrankensatz mit der totalen Ableitung.
Der Schritt zu Beweis des Satzes in der vollen Allgemeinheit gelingt dann mit einem typischen
Zusammenhangs-Argument, das in der Vorlesung ausgefiihrt wird.

Wie fiir alle Ableitungsbegriffe gelten auch fiir totale Ableitungen naheliegende Summen-
und Faktorregeln, die wir hier aber nicht im Detail ertértern. Von groflerem Interesse ist die
folgende allgemeine Kettenregel (auf die man andere Regeln tatséchlich zuriickfiihren kann).

Satz (Kettenregel fiir totale Ableitungen). Seien X', Y und Z normierte Riume sowie
ftA—=YmitAC X und g: B — Z mit f(A) C B C Y Funktionen (fir die g o f wohl-
definiert ist). Existieren fiir a € A mit f(a) € B die totalen Ableitungen f(a) € L(X,Y) und
J(f(a)) € LV, 2), so ezistiert auch (go f) (a) € L(X, Z) und ergibt sich als Verkettung linearer
Abbildungen

(90 1) (a) = g'(f(a)) o f'(a) .

Der Beweis der Kettenregel wird (bis auf einen in den Ubungen thematisierten Teilschritt) in
der Vorlesung aus gefiihrt und benutzt im Wesentlichen nur die Definition der totalen Ableitung.
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38 KAPITEL 2. Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher

Folgerungen. Aus der Kettenregel fiir totale Ableitungen folgen weitere Versionen der Ketten-
regel — fiir f und g wie im vorigen Satz, mit kleinen Zusatzargumenten aber auch dann, wenn
nur die jeweils auftretenden Ableitungen von f und die totale Ableitung ¢'(f(a)) existieren.

(1) Aus f'(a)(v) = 0, f(a) fiir v € X gewinnt man die Kettenregel fiir Richtungsableitun-
gen

du(go flla) = Ouwg(f(a)) € 2 mit w:=0,f(a) €Y

(2) Tm Fall X = R", ¥ = R™, Z = R’ ergibt sich, weil die totale Ableitung durch die Funktio-
nalmatrix dargestellt wird, die Kettenregel fiir Funktionalmatrizen

[D(g° f)(a) = Dg(f(a))Df(a) | € R™",

bei der rechts das Produkt der Matrizen Dg(f(a)) € R“*™ und Df(a) € R™*" steht.

(3) Ebenfalls im Fall X = R", ¥ = R™, Z = R’ fithrt Ausschreiben des Matrix-Produkts in
der vorigen Regel zur Kettenregel fiir partielle Ableitungen

Ok(gio fla) = Z;nzl igi(f(a))Okfi(a)| € R fir i € {1,2,..., ¢}, ke {1,2,...,n}

(wobei fj, gi und g;o f = (go f); die Komponentenfunktionen von f, g und go f bezeichnen).

Beispiele (zur Anwendung von Kettenregeln).
(1) Fiir beliebiges differenzierbares g: R? — R gibt die Kettenregel fiir partielle Ableitungen

(mit n =1, m = 2)

d 1
&g(tQ, arctant) = 9y g(t%, arctant) 2t 4 dag(t?, arctan t) e e R’ firteR.

(2) Fiir beliebiges differenzierbares g: R? — R gibt die Kettenregel fiir partielle Ableitungen
(mit n =3, m = 2)

0

59", 2+ siny) = Dig(y’e”, 24 siny) y’e” ER’,
i

0

8—g(y2e‘”, z+siny) = 8lg(y26x, z+siny) 2ye” + (929(3/26:”, z+siny)cosy € R* ,
Yy

5, 9(ye", 24 siny) = dag(y?e®, z+siny)  €R
2z

fir (x,y,2) € R3. Setzen wir f(z,y,2) := (y%e®, z+siny), so lisst sich dasselbe Ergebnis
aber auch aus der Kettenregel fiir Funktionalmatrizen durch Matrixmultiplikation von

2. 2eT ()
Do) = (019(5.0)[ag(s)) € R wnd Dfaz) = (Vg7 20 ) emes

gewinnen: Man erhélt
D(go f)(z,y,2) =Dg(f(x,y,2))Df(z,y,2)
= (819(. S y%e” [ Ong(.. ) 2ye®+0ag(. . ) cosy ’ day(.. )) e RS,

wobei bei den Piinktchen jeweils (y%e?, z+siny) einzusetzen ist und sich in den drei Spalten
der resultierenden Matrix dieselben Terme wie zuvor ergeben.
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2.1. Ableitungsbegriffe 39

SchlieBlich fithren wir in diesem Abschnitt einige weitere Ableitungsoperatoren auf Basis der

schon behandelten ein. Die fiir diese Vorlesung mit Abstand wichtigste Bildung folgt direkt.

Definition (Gradient). Sei f: A — R eine Funktion auf A C R™. Ist f an einer Stelle
a € A nach allen n Variablen differenzierbar, so heifit der zur Funktionalmatriz Df(a) € R'*"
transponierte Vektor

o1 f(a)

32f (a)

Vf(a) = eR"

Onf(a)

der Gradient von f an der Stelle a/in a/bei a.

Beispiel (zum Gradienten). Fiir die Funktion f: R? — R mit

2zyte?
f(z,y,2) = z?yte? ergibt sich Vf(z,y, z)=|42z?y3e*

$2y4ez

Bemerkungen (zum Gradienten). Sei f: A — R eine Funktion auf A C R.

(1)

(2)

(4)

Der Gradient V f wird nur fiir R-wertige Funktionen f, die man auch als skalare Funk-
tionen bezeichnet, erklért.

Ist f an einer Stelle a € A total differenzierbar, so existiert der Gradient V f(a) und hat die
zentrale Eigenschaft

8vf(a):v-Vf(a)‘ fiir alle v € R",

wobei - das Standard-Skalarprodukt auf R™ bezeichnet. Man kann also aus dem Gradi-
enten alle Richtungsableitungen berechnen.

(Der Beweis der behaupteten Formel gelingt dabei mit den Bemerkungen (3) und (4) zur
totalen Ableitung sowie durch Umschreiben der Matrixmultiplikation ,,Zeile mal Spalte* als
Skalarprodukt wie folgt: 9, f(a) = f'(a)(v) = Df(a)v = Df(a)t -v = Vf(a)-v=10v-Vf(a).)

Per Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich aus der Formel der vorigen Bemerkung die
Abschétzung 0, f(a) < |v||Vf(a)| mit Gleichheit genau dann, wenn v und V f(a) in die
gleiche Richtung zeigen (oder priiziser, wenn sie positiv linear abhingig sind, wenn also
entweder v = 0 oder V f(a) = 0 oder V f(a) = rv mit positivem r € (0,00) eintritt). Denkt
man an Richtungen in R™ als Einheitsvektoren v € R™ mit |v| = 1 und wendet das Vorige
auf diese an, so ergibt sich die geometrische Interpretation des Gradienten: V f(a)
zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs des Graphen von f an der Stelle (a, f(a)),
und |V f(a)| ist die zugehorige steilste Steigung.

Existiert V f iiberall auf offenem A C R", so macht das Vektorfeld Vf: A — R™ Sinn und
wird als Gradienten(vektor)feld von f bezeichnet.

Als Verallgemeinerung von Richtungsableitungen reiffen wir kurz an:

39



40 KAPITEL 2. Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher

Definition (Ableitung entlang einer Kurve). Seien X' und ) normierte Riume sowie
f: A —= Y eine Funktion auf A C X und c¢: I — A eine Kurve in A mit Definitionsinter-
vall I C R. Fiir tg € I heifst dann

d

OIS

falls existent, die Ableitung von f im Punkt c(ty) entlang der Kurve c.

Genau genommen ist es dabei nur korrekt, von der Ableitung im Punkt c(ty) entlang ¢ zu
sprechen, wenn der Parameterwert tg € I durch ¢(tg) € A eindeutig bestimmt ist. Ist dies nicht
der Fall, weil an der Stelle c(tp) ein Selbstschnitt der Kurve ¢ vorliegt, so ist fy im Prinzip
zusétzlich anzugeben, in der Praxis wird dies aber nur selten notig.

Bemerkung (zur Ableitung entlang einer Kurve). Existieren, unter den Voraussetzungen
der vorausgehenden Definition, ¢/(tg) und f/(c(tp)) in einem inneren Punkt ¢(tg) € A, so existiert
auch die Ableitung von f in a entlang ¢ und fiir diese gilt

d

& t:tof(c(t)) = C%f(c(to)) mit v := c/(to) cXx.

Diese Formel ergibt sich durch direkte Anwendung der Kettenregel, und sie besagt mit anderen
Worten, dass man — wie geometrisch plausibel — die Ableitung von f in a entlang c als
Richtungsableitung in Richtung des Tangentialvektors v an die Kurve ¢ im Punkt ¢(t)
erhélt.

Beispiel (zur Ableitung entlang einer Kurve). Fiir die Funktion
1
fRZ =R,z i(ac%—x%)
und die Parametrisierung der Einheitskreislinie S; = {z € R?||z| = 1} durch die Kurve

c:R—->R?, t— <C05t>

sint
ergibt sich als Ableitung von f entlang ¢ durch Einsetzen und direkte Berechnung

d1

= &§(c052t —sin?t) = —2(sint)(cost)

d

- t

& rte)
fiir t € R. Alternativ berechnet aufgrund von V f(z) = (21, —22) und ¢/(t) = (—sint, cost) mit
der Formel der Bemerkung

S Flelt)) = o F(e(t)) = ¢(1) - Vf(elt)) = ( Ci;“f) : (f‘;ift) = —2(sint)(cos)
fiir t € R und erhélt natiirlich dasselbe Ergebnis.

Ubrigens entsprechen hier die Nullstellen der Ableitung an allen Stellen ¢ € 7% den vier
Punkten (£1,0) € S; und (0,41) € S; der Form ¢(z%) mit z € Z, von denen sich (+1,0) als
Maximalstellen und (0,+1) als Minimalstellen von f auf S; bzw. entlang ¢ erweisen. Dies gibt
einen ersten, in der Tat aber sehr eingeschrinkten Vorgeschmack auf den folgenden Abschnitt
2.2 zur Extremstellenbestimmung auf Teilmengen des R".
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2.1. Ableitungsbegriffe 41

Zwei weitere Bildungen, die in der Analysis an verschiedenen Stellen niitzlich sind, folgen.

Deﬁzﬁtionen (Divergenz und Rotation). Sei V: A — R™ ein Vektorfeld auf A C R"™, das in
a € A nach allen n Variablen differenzierbar ist und fir das somit DV (a) € R™ "™ erklirt ist.

(1) Die Divergenz von V an der Stelle a/in a/bei a ist die Zahl

divV(a) := Spur(DV(a)) = Y _9;Vi(a) € R.
=1

(2) Die Rotation oder Rotationsmatriz von V an der Stelle a/in a/bei a ist der doppelte
antisymmetrische Anteil von DV (a), also die Matriz

Rot V(a) := DV (a) — DV (a)T = (9;Vi(a)—0;Vj(a)) e R™™,

0,j=1,2,..,n
(2’) Speziell fiir n = 3 bildet man mit den drei wesentlichen Eintrigen

0 82V1(a)—81V2(a) 83‘/1((1)—61‘/3(60
Rot V(a) = [ 01Va(a)—02V1(a) 0 3V (a)—0oV3(a) | € R3S
811/23(a)—83V1(a) 821/3(a)—83V2(a) 0

den Rotationsvektor oder die (klassische) Rotation
02V3(a)—03Va(a)

rot V(a) :== [ 85Vi(a)—01V3(a) | € R?,
01Va(a)—02Vi(a)

speziell fiir n = 2 bezeichnet man den einen wesentlichen Eintrag von

_ 0 R Vi(a)—01Va(a) %
Rot V(a) — (81V2(a)_82wa) 2Vila) Ve >6R2 2

auch als den Rotationsskalar

rot V(a) := 01Va(a)—02Vi(a) € R.

Bemerkungen (zu Divergenz und Rotation).

(1) Falls die jeweilige Bildung an allen Stellen eines offenen A C R™ existiert, kann divV als
R-wertige Funktion, Rot V' als R™*"-wertiges Matrixfeld sowie rot V' im Fall n = 3 bzw.
n = 2 als R3-wertiges Vektorfeld bzw. R-wertige Funktion aufgefasst werden.

(2) Mit dem Operator ,,Nabla“
V= (01,000 1.00) = © |,
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42 KAPITEL 2. Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher

den wir nicht als prézises Objekt einfithren, sondern nur in folgenden Schreibweisen/Merk-
regeln formal verwenden, driickt man Gradient, Divergenz und klassische Rotation als

Vf, divV=V.V und rotV=VxV

aus (wobei ersteres ja sowieso unsere Standard-Notation fiir den Gradienten und letzteres
nur fiir n = 3 und Vektorfelder V auf Teilmengen des R? gemeint ist). Mit dieser Notation,
die auch in der Physik sehr verbreitet ist, kann man sich die Definitionen aller drei Bildungen
mit Hilfe von V in formaler Analogie zu Skalarmultiplikation des R"™, Skalarprodukt - des
R”™ und Kreuzprodukt x des R? merken.

Das Kreuzprodukt ist dabei fiir Vektoren v, w € R? prizise erklirt als

VW3 —UV3W2
— 3
vXw:= |vgw—viws | € R
1wz —v2wq
und héngt von (v, w) bilinear sowie antikommutativ im Sinn v X w = —w X v ab. Bei linearer

Abhéngigkeit von v und w gilt stets v x w = 0, wihrend man bei linearer Unabhéngigkeit
von v und w als v X w den zu v und w orthogonalen Vektor erhilt, fiir den v, w, v X w
positiv orientierte Basis des R3 ist und |v x w| = |v| |w|sin % (v, w) gilt. Insbesondere folgt
v x w]? + [v-w? = [v|lwf?(sin?< (v, w) + cos? (v, w)) = |v|?|w|?.

Einige allgemeine Eigenschaften von Divergenz und Rotation werden in den Ubungen her-
geleitet. In den Lernwerkstétten wird zumindest ansatzweise die Interpretation der Divergenz
als Quell- bzw. Senkendichte eines Vektorfelds sowie der Rotation als Wirbeldichte be-
sprochen. Fiir eine Prézisierung dieser beiden Interpretationen durch den Satz von Gaufl und
den (klassischen) Satz von Stokes sowie weitere ,, Vektor-Analysis“ mit Divergenz und Rotation
wird auf die Vorlesung zur hoheren Analysis und aufbauende Vorlesungen verwiesen.

2.2 Extremstellenbestimmung

In diesem Abschnitt kommen wir zur Extremstellenbestimmung bei Funktionen mehrerer Varia-
blen oder, mit anderen Worten, bei Funktionen auf Definitionsbereichen in R". (Teils kann das
Vorgehen dabei sogar auf Definitionsbereiche in oco-dimensionalen normierten Réumen iibertra-
gen werden, doch solche Verallgemeinerungen werden wir hier nicht diskutieren.)

Als Erstes erklaren wir in weitgehender Analogie zum Fall einer Variablen einige Begriffe.

Definitionen (Extremstellen und kritische Punkte). Sei f: A — R eine R-wertige Funk-
tion auf A C R™.

e Wir nennen a € A eine absolute Minimalstelle von f auf A, wenn f(a) < f(z) fir alle
x € A gilt. Eine absolute Maxzimalstelle a € A von f auf A erkldren wir analog mit der
umgekehrten Ungleichung.

o Wir nennen a € A eine lokale Minimalstelle von f auf A, wenn es eine Umgebung
U von a in A gibt, so dass f(a) < f(z) fir alle x € U gilt. Kann U sogar so gewdhlt
werden, dass die strikte Ungleichung f(a) < f(x) fir alle x € U\ {a} eintritt, so sprechen
wir von einer strikten lokalen Minimalstelle a von f auf A. Eine (strikte) lokale
Mazximalstelle a € A von f auf A erkldren wir analog mit der umgekehrten Ungleichung.
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2.2. Extremstellenbestimmung 43

e FEine (strikte) lokale Extremstelle ist entweder eine (strikte) lokale Minimalstelle oder
eine (strikte) lokale Maximalstelle.

e Eine inneren Punkt a € A von A nennen wir einen kritischen Punkt von f, wenn f ina
differenzierbar® ist und V f(a) = Orn gilt, also der Gradient von f in a verschwindet.

Als einfaches, aber sehr grundlegendes Kriterium fiir Extremstellen bekommen wir:

Satz (notwendiges Kriterium fiir innere Extremstellen). Sei A C R". Ist a € A lokale
Extremstelle von f: A — R auf A und ist f in a differenzierbar, so ist a notwendig ein
kritischer Punkt von f.

Beweis. Fiir jedesi € {1,2,...,n} ist die i-te Komponente a; € R von a € R"™ lokale Extremstel-
le von s — f(ai,...,a;-1,$,ai4+1,--.,a,). Das notwendige Kriterium fiir Extremstellen in einer
Variablen gibt daher 0;f(a) = (f(al, ey i1yt gy - - ,an))/(ai) =0 firallei € {1,2,...,n},
und es folgt Vf(a) = (01 f(a),02f(a),...,0nf(a)) =0. O

Bemerkung. Tatsédchlich greift ein dhnliches Kriterium auch noch unter deutlich schwécheren
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen: Existiert in einer lokalen Minimalstelle ¢ von f: A — R
auf A C R™ nur die einseitige Richtungsableitung %’ b0t flattv) = limp\o w
Richtung eines Vektors v € R", so ergibt sich aus der Differentialrechnung einer Variablen, dass
notwendig

in

d

— >
pp t:wf(a—l—tv) >0

gelten muss. Fiir lokale Maximalstelle gilt natiirlich Analoges mit ,,<* anstelle von ,,>“.

Auf den vorausgehenden Satz baut ein schlagkriiftiges Rechenverfahren auf:

Verfahren (zur Bestimmung absoluter Extremstellen bei mehreren Variablen). Sei
f: A — R eine Funktion auf A C R". Zur Bestimmung der Extremstellen von f auf einer
Teilmenge A von D empfiehlt sich ein Vorgehen in drei Schritten:

(I) Existenz sicherstellen:

Ist A kompakt und ist f stetig auf A, so folgt die Existenz einer absoluten Minimal-
und einer absoluten Maximalstelle von f auf A aus dem allgemeinen Extremalsatz des
Abschnitts 1.3.

Andernfalls untersucht man das Verhalten von f bei Grenziibergingen gegen nicht zu A
gehorige Randpunkte in (0A)\ A, im Unendlichen und/oder bei Unstetigkeitsstellen. Meist
folgt dann die Existenz absoluter Extremstellen aus der Erweiterung des Extremalsatzes
geméfl Abschnitt 1.3, oder ihre Nicht-Existenz wird offensichtlich.

(IT) Vollstéindige Kandidatenliste aufstellen:

In diese Liste sind einerseits kritische Punkte und Nichtdifferenzierbarkeitsstellen
von f im Innern A von A aufzunehmen. Zur Berechnung der kritischen Punkte z € A
geht man dabei vom Gleichungssystem V f(x) = 0 aus, das ausgeschrieben aus den n
im Allgemeinen nicht-linearen Gleichungen 0;f(z) = 0, d2f(xz) = 0, ..., O f(x) = 0
besteht. Dieses Gleichungssystem fiir die n Variablen x1, z9,..., 2, € R kann keine, eine,
mehrere oder gar unendlich viele Lésungen besitzen.

4Soweit nicht anders spezifiziert, ist Differenzierbarkeit fortan immer als totale Differenzierbarkeit zu verstehen.
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(111)

Des Weiteren sind in die Kandidatenliste gewisse zu A gehorige Randpunkte aus
AN OA aufzunehmen. In gliicklichen Féllen (beispielsweise, wenn A offen und somit A N
OA = () ist, wenn nur endlich viele Randpunkte zu A gehéren, oder, wenn die Menge der
zugehorigen Funktionswerte iiberschaubar bleibt) kann man einfach alle solchen Punkte
in die Kandidatenliste aufnehmen und zum letzten Schritt des Verfahrens iibergehen. Im
Allgemeinen braucht man aber Kriterien zur Auswahl der Randkandidaten, die erst
im weiteren Verlauf dieses Abschnitts behandelt werden.

Wertevergleich durchfiihren:

Man berechnet und vergleicht die Funktionswerte in allen auf die Kandidatenliste
genommenen Punkten. Die Punkte mit den kleinsten und gréfiten Funktionswerten
sind damit — so die Existenz gesichert und die Liste korrekt aufgestellt wurde — als
absolute Extremstellen identifiziert.

Beispiele (zur Bestimmung absoluter Extremstellen bei mehreren Variablen). Wir
geben Beispiele fiir die Durchfiihrung des zuvor erlauterten Verfahrens:

(1) Zunichst betrachten wir die Funktion f: R?® — R mit

flz,y,2) =z +y+yz—y?— 2% —22* fiir (z,y,2) € A=R3.

(I) Da R3 nicht kompakt ist, ist der Extremalsatz nicht direkt anwendbar. Aufgrund der
Stetigkeit von f und von® limy(, Z‘Js_)oo f(x,y,z) = —oo ist aber klar, dass es keine
absolute Minimalstelle von f auf R° gibt, wahrend eine absolute Maximalstelle von
f auf R? gemiB der Erweiterung des Extremalsatzes existiert.

(IT) Man berechnet Vf(z,y,2) = (1—8:03, 14+2—2y, y—2z) und erhélt das Gleichungs-
system 1-8z% = 0, 1+2—2y = 0, y—2z = 0 fiir innere kritische Punkte. Als einzige
Losung dieses Gleichungssystems ergibt sich (z,y, z) = (%, %, %) Nichtdifferenzierbar-
keitsstellen oder Randkandidaten gibt es hier nicht, da f differenzierbar und R3 offen
ist.

(ITI) Da es nur einen Kandidaten gibt, ist kein Wertevergleich nétig.

Insgesamt ist nachgewiesen, dass es keine absolute Minimalstelle von f auf R? gibt, wihrend

(3

1 2

513 3) die einzige absolute Maximalstelle von f auf R? ist.

(2) Unser zweites Beispiel auf der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe B2(0,0) C R? ist die
Funktion f: B#(0,0) — R mit

flz,y) =z — 2% -y fiir (z,y) € A = B}(0,0).

(I) Da E?(0,0) kompakt ist, garantiert der Extremalsatz die Existenz einer absoluten
Minimal- und einer absoluten Maximalstelle der stetigen Funktion f auf B2(0,0).

(IT) Man berechnet Vf(z,y) = (1—3x2—y2, —2xy) und erhélt das Gleichungssystem
1-322—y? = 0, zy = O fiir innere kritische Punkte. Es kommen nur Losungen mit

= 0 oder y = 0 in Frage. Der erste Fall fithrt formal auf die beiden L&sungen

(z,y) = (0,£1), die jedoch nicht im Innern B%(0,0) von B2(0,0) liegen. Der zweite
Fall fiihrt auf die beiden Kandidaten (£3+/3,0) € B3(0,0). Zudem sind (mangels be-
handelter Randkriterien) alle Punkte in 9B?(0, 0) auf die Kandidatenliste zu nehmen.

5Zum prazmen Nachweis dieser Konvergenz schitzt man mit Hilfe der Youngschen Ungleichung yz < %yQ—&—%zQ

und

—2z* < —12* < —12°+1 ab und erhilt f(z,y,2) < 2[(z,y, 2)|—3|(z,y,2)|*+1 — —o0 bei |(z,y, 2)| — oco.
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(IIT) Es reicht hier, f(3v/3,0) > 0 > f(—%+/3,0) und den in diesem Beispiel gliicklichen
Umstand, dass f auf 9B?(0,0) konstant gleich 0 ist, zu bemerken.

Damit sind (—%\/3, 0) als einzige absolute Minimalstelle von f auf B%(0,0) und (%\/3, O)
als einzige absolute Maximalstelle von f auf B}(0,0) identifiziert.

(3) Als drittes Beispiel betrachten wir auf der rechten Halbebene (0, 00) xR C R? die Funktion
f:(0,00)xR — R mit

1
flo,y) = a%y* + 22y +w+—  fiir (2,y) € A= (0,00)xR.

(I) Da (0,00)xR nicht kompakt ist, ist der Extremalsatz nicht direkt anwendbar. Auf-
grund der Stetigkeit von f und von lim s, y)—(0.y0) f(2,y) = oo fiir alle yo € R
samt® limy(; )| o0 f(Z,y) = 00 ist aber einerseits klar, dass es keine absolute Maxi-
malstelle von f auf (0,00) xR gibt, wihrend andererseits die Existenz einer absoluten
Minimalstelle von f auf (0,00)xR gem#f der Erweiterung des Extremalsatzes folgt.

(IT) Man berechnet Vf(z,y) = (2my2+2y+1—m%, 22%y+2x) und erhilt das Gleichungs-
system 2:Ey2—|—2y—|—1—3%2 = 0, z(zy+1) = 0 fir innere kritische Punkte. Da x im
Definitionsbereich positiv ist, gibt die zweite Gleichung x = —% mit negativem y.
Einsetzen in die erste Gleichung fiihrt auf 1—y? = 0, so dass (1, —1) als einziger inne-
rer Kandidat verbleibt. Nichtdifferenzierbarkeitsstellen oder Randkandidaten gibt es

auch hier nicht, da f differenzierbar und (0, c0) xR offen ist.

(ITI) Da es nur einen Kandidaten gibt, ist kein Wertevergleich nétig.

Insgesamt ist nachgewiesen, dass es keine absolute Maximalstelle von f auf (0,00)xR gibt
und (1,—1) die einzige absolute Minimalstelle von f auf (0,00) xR ist.

Als Néchstes wenden wir uns Kriterien fiir nicht-innere Extremstelle und Extremstel-
len auf nieder-dimensionalen Mengen zu, und werden damit insbesondere Moglichkeiten
zur Bestimmung von Randkandidaten fiir Extremstellen erhalten. Das Vorgehen hierbei
unterscheidet sich stark, je nachdem ob von einer parametrischen Darstellung oder impli-
ziten Darstellung der relevanten Menge im Definitionsbereich ausgeht. Wir beginnen mit der
Diskussion der parametrischen Situation:

Bemerkung (zur Bestimmung von Extremstellen bei parametrischer Darstellung).
Sei f: D — R eine R-wertige Funktion auf offenem D C R, und sei

S=DnuX)={zeD|Ipecl:ulp) =z}

in parametrischer Darstellung mit offenem Parameterbereich ¥ C R fir £ € {1,2,...,n—1}
und Parametrisierung u: ¥ — R™ gegeben. In der Regel ist dann S eine ,,-dimensionale’

6Zum prizisen Nachweis von lim (5, )| >0 f (2, y) = 00 betrachtet man eine beliebige Folge (xx, yx)rew in A mit
limy 00 |(2k, Y )| = 00, fiir die ohne Einschréinkung Existenz von z, := limy_ o 21 € [0, 00] angenommen werden
kann. Nach Umschreiben a7 y? +2xsyr = (zryr+1)2—1 erhélt man dann limy e f(2k, yx) = 0o einerseits im Fall
Z» = 0o aus der Abschitzung f(zr,yx) > zr—1, andererseits im Fall 0 < z. < oo aus f(xk,yr) > (:ckyk+1)2—1
samt der Beobachtung, dass dann limy_,« |yx| = oo gilt, und schliefSlich im Fall z. = 0 aus f(xx,yx) > i—l.

"Der Dimensionsbegriff der linearen Algebra greift hier nicht, da S normalerweise kein (Unter-) Vektorraum ist.
Vielmehr verstehen wir die Dimension von S in einem naiven Sinn, in dem eine ,,normale“ Kurve 1-dimensional,
eine ,normale“ Fliache 2-dimensional, der ,normale“ Raum 3-dimensional ist.

45



46 KAPITEL 2. Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher

Fléche® mit leerem Innern S = 0 in RR™, so dass die bisher behandelten Kriterien fiir innere Ex-
tremstellen zur Untersuchung von Extremstellen auf S nicht greifen. Dennoch stellt dieser Fall
(prinzipiell) kein Problem dar: Wenn u zumindest stetig und an den meisten Stellen differenzier-
bar ist, so ist namlich u~*(D) offen in R, man kann die Extremstellen der Komposition
fowu auf u=!(D) als innere Extremstellen ,,normal“ bestimmen, und als die Bilder dieser
Extremstellen unter v erhilt man dann genau die gesuchten Extremstellen von f auf S.

Beispiel (zur Bestimmung von Extremstellen bei parametrischer Darstellung). Im
Falln =2, D = R?> und ¢ = 1, ¥ = R der vorausgehenden Bemerkung betrachten wir die
Funktion f: R? = R und die Kurve u: R — R? mit

flz,y) =4z — 3(y2+1)2 fiir (z,y) € R? und u(t) == (2t3,t) firt e R,

und wir suchen die Extremstellen von f auf der Spur S = u(R) der Kurve u. Durch Einsetzen
erhalten wir fiir fou: R — R erst (f ou)(t) = 83 — 3(t*+1)? fiir t € R, dann (nach Umfor-
mung/Rechnung) (f o u)(t) = —12t(t—1)? fiir t € R. Also sind 0 und 1 die einzigen kritischen
Punkte von fou. Aus (fou)(0) = =3 und (fou)(1) = —4 zusammen mit limy_, . (fou)(t) = —oo
folgt, dass 0 Maximalstelle von f ou ist und keine Minimalstelle von f o u existiert. Folglich ist
u(0) = (0,0) Maximalstelle von f auf S = u(R), und es gibt keine Minimalstelle von f auf S.

Als Néchstes behandeln wir den schon angekiindigten Fall einer impliziten Darstellung
und formulieren ein fiir diesen Fall geeignetes Kriterium wie folgt.

Satz (notwendiges Kriterium fiir Extremstellen bei Nebenbedingungen). Fir offenes
D CR" se:
S={xeDl|gi(x)=0 firi=1,2,...,m}

in tmpliziter Darstellung durch m € IN Gleichungen g;(x) = 0, genannt Nebenbedingungen,
mit Funktionen g;: D — R beschrieben, und zudem sei f: D — R gegeben. Ist dann a € S eine
lokale Extremstelle von f auf S, ist f in a differenzierbar, und sind g1, g, . - . , gm nahe a von der
Klasse C!, so sind die Gradienten V f(a), Vgi(a), Vgz(a),...,Vgm(a) linear abhingig.

Ein Beweis des Satzes (mit Vorgriff auf den Satz iiber implizite Funktionen) wurde in der
Vorlesung am Ende des Abschnitts ausgefiihrt.

Bemerkungen (zur Extremstellenbestimmung bei Nebenbedingungen und am Rand).

(1) Von Interesse ist der Satz im Fall m < n (hochstens so viele Nebenbedingungen wie Va-
riablen), denn fiir ¢ := n—m € {0,1,2,...,n—1} ist dann S in der Regel wieder eine ,,£-
dimensionale Fliiche“ mit leerem Innern S = @ in R”. Im wichtigsten Fall sind zudem fiir
x € S die m Gradienten Vgi(x), Vga(x), ..., Vgm(x) linear unabhingig. Man kann
sich dann vorstellen, dass diese m Vektoren an der Stelle x senkrecht auf der Niveaumenge
S von (g1,92,...,9m) stehen und einen m-dimensionalen Untervektorraum V,, von R"™ auf-
spannen, so dass V, (oder eigentlich der affine Unterraum z+V,) an der Stelle = senkrecht
auf S steht. Fiir lokale Extremstellen « von f auf .S gilt neben x € S nach dem Kriterium des
Satzes dann V f(z) € V,, was ausgeschriecben dem System von n+m im Allgemeinen
nicht-linearen Gleichungen

V(@) = MVgi(z) + A2Vge(2) + ... + A Vgm(z),

g(z) =0, gz)=0, ..., gn(x)=0 (%)
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fiir insgesamt (n+m) Variablen = = (z1,z2,...,2,) € D C R™ und A\, \2,..., Ay € R
entspricht. In der Praxis mochte man aus diesem System durch sukzessive Elimination von
Variablen die Kandidatenstellen x fiir Extremstellen von f auf S berechnen, wihrend
die sogenannten Lagrange-Multiplikatoren A\, \s, ..., \,;, weniger relevant sind und beim
Losen des Systems in der Regel als Erste eliminiert werden sollten. Prinzipiell kann man
als Losungen (und damit Kandidaten fiir Extremstellen) iibrigens eine beliebige Anzahl von
Punkten = € S erhalten (keinen, genau einen, endlich oder unendlich viele), und anders
als bei den linearen Gleichungssystemen der linearen Algebra bilden die Losungen hier im
Allgemeinen auch keinen (affinen) Unterraum.

Zusétzlich zu den Losungen des Gleichungssystems sind in die Liste der Kandidatenstellen
auch Nicht-C!-Stellen von f und den g; auf S sowie Stellen linearen Abhiingigkeit
von Vg1, Vga, ..., Vg, auf S aufzunehmen. In diese Kategorie fallen unter anderem
Ecken, Kanten und andere geometrisch ausgezeichnete Stellen von S.

Insbesondere niitzen der Satz und das aufbauende, gerade erlduterte Rechenverfahren im
Fall m = 1 einer einzigen Nebenbedingung oft zur Bestimmung von Randkandidaten
fiir Extremstellen. Genauer greift dieses Vorgehen bei A C R™ fiir (n—1)-dimensionale
Teile des Rands 0A, die 0A C A erfiillen und eine implizite Darstellung

DNoA={zxeD|g(x)=0}

mit einer Funktion g: D — R auf offenem D C R™ haben (wie sie sich typischerweise
zugleich mit DN A = {x € D|g(z) > 0} ergibt). Es folgt dann, dass C!-Stellen x € DN JA
nur als lokale Extremstellen von f auf A in Frage kommen, wenn V f(z) und Vg(z) linear
abhéngig sind. Mit anderen Worten gilt es in die Kandidatenliste als Randkandidaten im
Randteil D N A neben eventuellen Nicht-C!-Stellen alle Nullstellen von Vg in DN dA und
alle Losungen =z € D des Systems von n+1 Gleichungen

Vi(z)=AVg(z),  g(x)=0

fiir die n Variablen z € D und einen einzelnen Lagrange-Multiplikator A € R aufzunehmen.

Beispiel (fiir eine Extremstellenbestimmung am Rand). Als einfaches Beispiel zur Be-
stimmung von Randkandidaten fiir Extremstellen untersuchen wir

auf dem Dreieck A := {(z,y) € R*|z +y >0, max{zr,y} < 1}

die Funktion f: R? — R mit

flx,y) = —y? fiir (z,y) € R?

anhand der bisher entwickelten Verfahrensweisen:

(I) Da A kompakt ist, wird die Existenz einer absoluten Minimal- und einer absoluten Ma-
ximalstelle durch den Extremalsatz sichergestellt

(I1) Der Gradient V f(z,y) = (322, —2y) verschwindet nur fiir (z,y) = (0,0). Da (0,0) nicht

im Innern, sondern auf dem Rand von A liegt, gibt es keine inneren Kandidaten fiir
Extremstellen.
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Als Niichstes fassen wir das Randstiick 04 := {(z,y) € (-1, 12|z +y =0} ins Auge.
Eine Vorgehensweise besteht darin, 9(1)A durch u(t) := (¢, —t) {iber ¥ = (—1,1) zu para-
metrisieren. Dann zeigt Differentialrechnung einer Variablen, dass die kritischen Punkte
fiir f(u(t)) = t> — t> genau bei t = 0 und t = 2 liegen, und wir erhalten fiir Randextrem-

3
stellen von f in 9(;)A die Kandidaten u(0) = (0,0) und u(3) = (2,-2). Alternativ kann

man J(1)A implizit durch die Nebenbedingung g(v,y) := = +y :3 0 darstellen. Dann ist
Vg = (1,1), und Vf(z,y) = (322, —2y) ist genau dann linear abhingig von (1, 1), wenn
die beiden Eintrdge von V f(x,y) iibereinstimmen. Aus dem resultierenden Gleichungs-
system 322 = —2y, x +y = 0 erhilt man wiederum die Kandidaten (x,%) = (0,0) und
() = (5, =3)-

Die Kandidaten auf den Randstiicken 0(9)A := (—1,1) x {1} und 934 := {1} x (~1,1)
kann man analog berechnen. Da es sich um achsenparallele Strecken handelt, laufen alle
Vorgehensweise einfach darauf hinaus, die Nullstellen von 0 f auf d(5)A und von 0, f auf
J3)A zu bestimmen. Man erhélt die Kandidaten (0,1) € 9()A und (1,0) € J3)A.

Neben den Randstiicken 01y A, d(2) A, 9(3)A gehoren zum Rand dA noch die Ecken (-1, 1),
(1,—1), (1,1) des Dreiecks, die zusétzlich in die Kandidatenliste aufzunehmen sind.

(III) SchlieBlich vergleichen wir die Funktionswerte in den sieben ermittelten Kandidaten:

FO.0)=0.  fG-D=-f.  fOD=-1.  fLO=1.
f<_171):_27 f(17_1):07 f(l,l):O

Wir lesen ab, dass (—1,1) die einzige absolute Minimalstelle und (1,0) die einzige absolute
Maximalstelle von f auf dem Dreieck A ist.

2.3 Der Umkehrsatz und der Satz iiber implizite Funktionen

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir zunéchst die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunk-
tion zum allgemeinen Umkehrsatz fiir Funktionen mehrerer Variablen..

Hauptsatz (Umkehrsatz). Fir D C R"™ sei f: D — R"™ zumindest auf einer Umgebung von
a € D eine Ct-Funktion. Ist die totale Ableitung f'(a) in L(R™,R™) invertierbar, so gibt es
offene Umgebungen U von a und V von f(a) in R™, so dass f|;: U — V bijektiv und Cl st und
eine Ct-Umkehrfunktion f~':V — U hat. Zudem gilt dann die Regel fiir die Ableitung
der Umkehrfunktion

(f_l),(y) = [f/(f_l(y))]_l € L(R™,R") fiir alley € V.
Bemerkungen (zum Umkehrsatz).

(1) Der Satz kann auch mit Funktionalmatrizen anstelle totaler Ableitungen formuliert werden,
und die Ableitungsregel lautet dann

D(f )y = [DF(f )] €eR™™  firalleyec V.

Die —1 an der eckigen Klammer steht dabei fiir die Bildung der inversen linearen Abbildung
(im Satz) bzw. der inversen Matrix (in der gerade angegebenen Variante) und wirkt jeweils
,punktweise“ nach Einsetzen eines festen y. Die —1 an der eckigen Klammer spielt also eine
etwas andere Rolle als die —1 bei der Umkehrfunktion f~! und reduziert sich im Fall n = 1
einfach auf die Reziproken-Bildung in der bekannten Regel fiir Funktionen einer Variablen.

48



2.3. Der Umkehrsatz und der Satz iiber implizite Funktionen 49

(2) Die vorausgesetzte Invertierbarkeit der linearen Abbildung f'(a): R™ — R™ oder dqui-
valent der quadratischen Matrix Df(a) € R"*" ist wesentlich. Ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium hierfiir ist bekanntlich

det (Df(a)) #0]|.

(3) Der Satz gilt analog fiir Banach-Réume X', ) und Funktionen f: D — Y auf D C X unter
der Voraussetzung, dass f'(a) € L(X,)) eine Inverse [f'(a)] e L(Y,X) besitzt.

(4) Sind A, B offene Teilmengen normierter Riume, so nennt man eine bijektive C!-Abbildung
f: A — B mit C'-Umkehrabbildung f~!: B — A einen (C!-)Diffeomorphismus von A
auf B. In dieser Terminologie ist die Aussage des Umkehrsatzes, dass f|;; fiir (ausreichend
kleine) Umgebungen U von a und V von f(a) ein C'-Diffeomorphismus von U auf V ist.
Etwas verkiirzt spricht man auch davon, dass f lokal bei a ein C'-Diffeomorphismus ist.

(5) Ist f: D — R™ lokal bei jedem Punkt eines offenen D C R" ein C!-Diffeomorphismus,
so muss f noch nicht unbedingt ein C!-Diffeomorphismus auf ganz D sein. Dies zeigt das
Beispiel der komplexen Exponentialfunktion (in reellen Koordinaten)

exp: R? = R?, (z,y) — (e%cosy, e“siny),

die lokaler Diffeomorphismus von R? auf R?\ {0}, aber nicht global injektiv ist (denn es gilt
det(D exp(z,y)) = e® # 0 fiir alle (z,y) € R2, aber zum Beispiel exp(0,0) = 1 = exp(0, 27)).
Es gibt Kriterien fiir globale statt nur lokaler Umkehrbarkeit, die man aber eher selten
braucht und die wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht behandeln.

Ein Beweis des Umkehrsatzes, der auf einer Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes
basiert, wurde in der Vorlesung behandelt.

Als Néchstes kommen wir zu einer Erweiterung des Umkehrsatzes, auf die bereits im vorigen
Abschnitt zuriickgegriffen wurde.

Hauptsatz (Satz iiber implizite Funktionen). Sei D C R" = R’ x R™ mit n = (+m fiir
tme{1,2,...,n-2,n—1}, seia = (d/,a") € D C R x R™, und sei f: D — R™ zumindest
auf einer Umgebung von a eine Cl-Funktion mit einer Nullstelle in a, also mit f(a) = 0. Ist
die ,partielle totale Ableitung“ a‘zc]j, (@) nach den letzten m Variablen " € R™ (gemeint ist
damit die totale Ableitung von R™ — R™ 2" — f(a',2"”) an der Stelle a’’) in L(R™,R™)
invertierbar, so gibt es offene Umgebungen U’ von ' in RY und U” von o’ in R™ sowie eine

Cl-Funktion g: U' — U", so dass fiir alle (z',2") € D mit 2’ € U’ gilt:

‘m”e U”, f(',2") =0 <= 2" = g(a')

Bemerkungen (zum Satz iiber implizite Funktionen).

(1) Der Satz besagt, dass man das unterbestimmte System f(2/,2”) = 0 von m im Allgemei-
nen nicht-linearen (Komponenten-)Gleichungen fiir die n = ¢+m Variablen x = (2/, 2")
lokal eindeutig nach den m Variablen &’ auflésen kann. Ahnlich wie bei unterbestimm-
ten linearen Gleichungssystemen kann man also einen Teil der Variablen, hier die ¢ Variablen
x’, vorgeben und daraus die anderen Variablen, hier die m Variablen z”, berechnen. Anders
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als im linearen Fall kann man fiir nicht-lineare Gleichungssysteme aber auch bei gegebenem
2’ keine globale Eindeutigkeit von z”, sondern nur lokale Eindeutigkeit innerhalb der ten-
denziell kleinen Umgebung U” erwarten. Dies ist der Grund, warum obige Aquivalenz nur
mit der einschrinkenden Bedingung x” € U” auf der linken Seite allgemein gelten kann.

Die Funktion g im Satz bezeichnet man als (lokal) auflésende Funktion des Gleichungs-
systems f(z’,2") = 0 oder implizit durch f(2/,2"”) = 0 gegebene Funktion. Sie erfiillt
insbesondere g(a’) = a” und

f(@' g(2")) =0 fiir alle 2’ € U’ .

Die vorausgesetzte Invertierbarkeit der partiellen totalen Ableitung gxf,, (a): R™ —
R™ oder dquivalent Invertierbarkeit der partiellen Funktionalmatrix D,~ f(a) € R™*™ (die
aus den z”-Spalten von Df(a) € R™*" besteht) ist wesentlich. Als notwendiges und

hinreichendes Kriterium hierfiir ergibt sich

det (Dzuf(a)) 7& 0].

Durch Ableiten von f(2/,g(2’)) = 0 fiir 2/ € U’ mit der Kettenregel und Auflésen erhilt
0,

man die Formel ¢/(z') = —[55: (', g x’))]_l%(x’,g(x’)) fiir die totale Ableitung ¢’ bezie-

hungsweise Dg(z') = — [Dy f (2, g(z'))] _lDz/f(x/, g(x')) fiir die Funktionalmatrix Dg.

Ist 88:5, (a) nicht invertierbar, aber hat f'(a) € L(R™,R™) beziehungsweise D f(a) € R™*™
den maximal méglichen Rang m, so kann man stets m linear unabhéngige Spalten von
Df(a) finden. Analog zum Satz kann man dann statt nach den letzten m Variablen z” nach
einem anderen Set von m Variablen auflésen (und tatsiichlich nach jedem Set von
m Variablen, das zu m linear unabhéngigen Spalten gehort. Formal ergibt sich dies durch
Anwendung des Satzes nach geeigneter Permutation der Variablen.

Geometrisch besagt der Satz, dass die Nullstellenmenge {(2/,2") € D| f(«/,2") = 0}
der C!-Funktion f: D — R™ zumindest lokal (d.h. geschnitten mit U’ x U”) als Graph
{(2',g(2")) |2 € U'} der Cl-Funktion g: U’ — R™ dargestellt ist. Mit anderen Worten
ist die Graphenabbildung u: U’ — R"™, 2’/ +— (z',u(2')) eine lokale C!-Parametrisierung
der Nullstellenmenge mit maximalem Rang; sie erfiillt u(a’) = a sowie f(u(z’)) = 0 und
Rang(Du(z')) = ¢ fiir alle 2’ € U’, und dies ging tatséchlich beim Beweis des Kriteriums fiir
Extremstellen bei Nebenbedingungen in Abschnitt 2.2 bereits ein.

Unter den gleichen Voraussetzungen an f (abgesehen nur davon, dass f(a) = 0 nicht mehr
benotigt wird) kann man auch die Gleichung f(z’, z”’) = y mit allgemeiner rechter
Seite y € R™ lokal zu 2’ = §(a/,y) auflésen, wobei g: U’ x V — U”" eine C!-Funktion
ist, U’ und U” dieselben Umgebungen wie zuvor bezeichnen und V eine jetzt zusitzlich
benotigte Umgebung von f(a) in R™ ist. Insbesondere gelten damit g(a’, f(a)) = a” und
f(@,g(2',y)) = y fiir alle (2/,y) € U’ x V, und geometrisch hat man damit nicht nur die
Nullstellenmenge, sondern eine ganze Schar von Niveaumengen {z € D|f(z) = y} mit
ly—f(a)| < 1 als Graphen von C!-Funktionen dargestellt.

Diese Variante des Satzes, die C'-Abhingigkeit der Losung und der Graphendarstellung
von der rechten Seite y beinhaltet, gewinnt man durch Anwendung der obigen Version auf

f((«',y),2") := f(2',2")—y (oder kann sie alternativ auch direkter aus dem Beweis ablesen).
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Ein Vorteil dieser Betrachtungsweise besteht darin, dass man den Umkehrsatz als genaues
Analogon des Satzes iiber implizite Funktionen im Fall £ = 0, m = n erkennt: Streicht man
niamlich alle Auftreten von 2, so entspricht g gerade einer lokalen Umkehrfunktion zu f.

(8) Der Satz gilt allgemeiner fiir Banach-Ridume X”, X", Y und Funktionen f: D — Y auf
D C X' x X”. Wie beim Umkehrsatz muss man dann voraussetzen, dass %(a) e LX)
eine Inverse in £(Y, X”') besitzt.

Beispiele (zum Satz iiber implizite Funktionen). Wir betrachten nur den Fall £ = n—1,
m = 1, in dem f eine skalare Funktion ist, %(a) € L(R,R) bzw. Dy f(a) € R einer Zahl

(%J:, (a) € R entspricht und sich die Invertierbarkeitvoraussetzung zu %(a) # 0 reduziert.

(1) Die Gleichung
f(z) = (") =2’ =0 fir x € R"

kann wegen %(m) = 22" nahe allen Nullstellen (z/,2”) € R"! x R von f mit 2” # 0
lokal durch eine C!'-Funktion nach z” aufgeldst werden. Die aufgeloste Gleichung lautet
2" = +|2'|3/? := g(a'), wobei fiir 2’ > 0 das Vorzeichen Plus, fiir 2/ < 0 das Vorzeichen
Minus zu wihlen ist. Global gibt es also zu x’ # 0 stets zwei Losungen z”, nur lokal ist z”
eindeutig. Nahe der Nullstelle Ogn» von f und f’ dagegen ist kein Auflésen méglich (auch
nicht nach einer der z’-Variablen). Dies kann man fiir n = 2 auch gut an einer Skizze der
Nullstellenmenge erkennen, die sich im Ursprung verzweigt und dort eben nicht die lokale
Struktur eines Graphen hat.

(2) Die Gleichung
f(z) :==]2'| — 2" log|2"| = 0 firxz e D

betrachten wir auf dem Definitionsbereich D := {(z2/,2") € R"! x R|2’ # 0, 2" # 0}
betrachtet, auf dem eine C'-Funktion f vorliegt. Wegen %(x) = —1 — log |2”| ist nahe
allen Nullstellen (2/,2”) € D von f mit [2”] # 1 das lokale Auflésen zu 2 = g(2) moglich,
die auflésende Funktion g lasst sich aber nicht explizit angegeben. Als Nullstellen von f

in D mit |2”| = 1, bei denen man nicht nach z” auflésen kann, verbleiben (1,—1) und

(—é, —%) Ersatzweise ist bei diesen Stellen aber ein lokales Auflésen nach jeder der z’-
Variablen méglich, denn (,;9 in , 86 ;, ) ey 8:5f sind dort alle ungleich Null. Auch bei diesem
1 2 N-1

Beispiel ist eine Skizze der Nullstellenmenge instruktiv.

Ein Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen, bei dem man triviale Komponentenfunk-
tionen ergénzt, auf diese Weise ein voll bestimmtes Gleichungssystem herstellt und die Aussage
dann auf den Umkehrsatz zuriickfithrt, wurde in der Vorlesung ausgefiihrt.

2.4 Ableitungen zweiter und héherer Ordnung

In diesem Abschnitt erweitern wir auch Ableitungen zweiter und héherer Ordnung auf den Fall
mehrerer Variablen.

Naheliegend ist zunéchst die Bildung iterierter partieller Ableitungen:

Definitionen (partielle Ableitungen héherer Ordnung, Hesse-Matrizen). Sei f: A — )
eine Funktion von A C R™ in einen normierten Raum Y, und sei a € A.
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52 KAPITEL 2. Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher

(I) Ezistiert fir £ € N und iy1,i2,...,50—1,%¢ € {1,2,...,n} die iterierte partielle Ableitung
8”81'571. . 8128“f(a) = 81-@ (8%1. . .8i2 (811 f))(a) ey

(was insbesondere die Existenz der Ableitungen 0;, f, 0;,0;, f, ..., 0, ,...03,0;, f bis Ord-
nung {—1 auf einer Umgebung von a erfordert), so spricht man von einer partiellen
Ableitung €-ter Ordnung von f an der Stelle a/in a/bei a. Speziell heifit

A f(a) == 0;0;...0;0; f (a)
£-mal

mit £ € N, i € {1,2,...,n} die reine partielle Ableitung £-ter Ordnung von f an
der Stelle a/in a/bei a nach der i-ten Variablen.

(IT) Ezistieren speziell im R-wertigen Fall Y = R alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
von f in a, so heifit

Hf(a) == D(Vf)(a) = (0;0:f(a))ij=12,..n € R"*"

die Hesse-Matrix von f an der Stelle a/in a/bei a. Ausgeschrieben bedeutet dies

0t f(a) 0201 f(a) -+ On101f(a)  0n01f(a)
0102f(a) 02f(a) coo Op—102f(a)  Op0af(a)
Hf(a) = : : : :
D10n-1f(a) DO if(a) -+ 02_f(a)  Ondn1f(a)
Houf(a)  ROuf(a) - Ou10nfla)  92f(a)

GeméB dem néchsten Satz ist die Reihenfolge, in der die einzelnen Ableitungsoperatoren 0;,
in der vorausgehenden Definition angewandt werden, ,,meistens® irrelevant.

Satz (iiber Vertauschbarkeit partieller Ableitungen). Seien f: A — Y eine Funktion von
A C R™ in einen normierten Raum Y und a € A. Ezistieren firi,j € {1,2,...,n} die partiellen
Ableitungen 0; f und 0;f auf einer Umgebung von a, so gilt

0:0;f(a) = 0;0:f(a)

vorausgesetzt eine der folgenden schwachen Zusatzvoraussetzungen ist erfillt:

(a) Die partielle Ableitung 0;0;f existiert auf einer Umgebung von a und ist in a stetig.
(b) Die beiden totalen Ableitungen (0, f) (a) und (9w f) (a) existieren.

Unter Voraussetzung (a) ist der Satz auch als Satz von Schwarz (nach H.A. Schwarz) be-
kannt. Ein Beweis (fiir beide angegebenen Fille) auf Basis der Definition der (totalen) Ableitung
und des Schrankensatzes wurde in der Vorlesung gefiihrt.

Mit anderen Worten driickt der Satz genau folgende Eigenschaft der Hesse-Matrix aus.

Korollar (Symmetrie der Hesse-Matrix). Sei f: A — Y eine Funktion von A C R"™ in
einen normierten Raum Y. Wenn alle partiellen Ableitungen 0;0;f mit i,j € {1,2,...,n} auf
einer Umgebung eines a € A existieren und in a stetig sind, so gilt

Hf(a)" = Hf(a)|.
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Bemerkung (zur Rotationsfreiheit von Gradientenfeldern). Wie in den Ubungen schon
frither gezeigt, ergibt sich in der Situation des Korollars auch

Rot(V f)(a) = D(Vf)(a) = D(Vf)(a)" = Hf(a) —Hf(a)" = 0.

Somit erweist sich RotV = 0 als grundlegende notwendige Bedingung dafiir, dass ein C!-
Vektorfeld V' ein Gradientenfeld sein kann.

Genau wie partielle Ableitungen lassen sich auch Richtungsableitungen iterieren:

Definition (Richtungsableitungen héherer Ordnung). Seien X, Y normierte Rdume,
f: A=Y eine Funktion auf A C X und a € A. Euxistiert fiir £ € N und vy, vo,...,0p_1,0p € X
die iterierte Richtungsableitung

Oy Ovy_y- - OuyOpy f@) 1= 0y, (Op,_, - - .00y (Op, f)..)(a) €Y

(was insbesondere die Existenz der Ableitungen Oy, f, OpyOpy f - -y Ovpy- - -Ouy Oy, | bis Ordnung
£—1 auf einer Umgebung von a erfordert), so spricht man von einer Richtungsableitung £-ter
Ordnung von f an der Stelle a/in a/bei a. Speziell heifit

9L f(a) :== 0,0,. . .0,0, f(a)
—_———
£-mal
mit £ € N, v € X die reine Richtungsableitung £-ter Ordnung von f an der Stelle a/in
a/bei a in Richtung v.

Bemerkungen (zu Richtungsableitungen héherer Ordnung). Seien f: A — ) eine Funk-
tion von A C R™ in einen normierten Raum Y und a € A.

(1) Auch bei beliebiger Ordnung ¢ € IN sind partielle Ableitungen ein Spezialfall von Rich-
tungsableitungen. Genauer gilt 9;,0;, ,...0;,0;, f(a) = Oe,, 0, .. .0Oc;,0e, f(a) mit den ka-
nonischen Basisvektoren e, eq,...,e, € R™.

(2) Auch bei Richtungsableitungen ist die Vertauschung
8v8wf(a) = awavf(a)

unter zum Fall partieller Ableitungen analogen schwachen Voraussetzungen gerecht-
fertigt. Dies folgt durch Anwendung des Vertauschungs-Resultats fiir partielle Ableitungen

auf f(s,t) := f(a+sv+tw) mit 192f(0,0) = 0,0y f(a) und 201 £(0,0) = 0,0y f (a).

Ein weiteren Ableitungsbegriff hoherer Ordnung werden wir in dieser Vorlesung nur anreiflen:

Bemerkung (zur totalen Ableitung héherer Ordnung). Fiir normierte Rdume X, ), eine
Funktion f: A — Y auf A C X und a € A kann die totale Ableitung f( (a) der Ordnung
¢ € N> von f an der Stelle a iterativ als eine stetige multi-lineare Abbildung X ¢ — Y definiert
werden. Wir gehen auf Details dieser Definition (wie etwa Stetigkeit multi-linearer Abbildungen,
Norm auf dem Raum stetiger multi-linearer Abbildungen) hier nicht ein, sondern illustrieren das
Konzept nur dadurch, dass bei Existenz von £ (a) die Formel

FO(>a)(v1,v2,. .., 00) = Dy,Ouy_, . . Oy Boy f(a)

fiir alle vy, vo, ..., v, € X gilt, dass also die ¢ Argumente von f®) (a) im Wesentlichen ¢ Ablei-
tungsrichtungen spezifizieren. Speziell fir X = R, Y = R, ¢ = 2 ist f@ (a) eine Bilinearform
auf R™ und wird als solche durch die Hesse-Matrix Hf (a) € R™*™ dargestellt.
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Im Folgenden ziehen wir es aber tatsichlich vor, ohne totale Ableitungen hoherer Ordnung
auszukommen und stattdessen weiter mit partiellen Ableitungen zu arbeiten. An einzelnen Stel-
len macht dies leicht stéarkere Voraussetzungen erforderlich, reicht aber fiir so gut wie alle Zwecke
vollig aus.

Die Definition von C/-Funktionen, die oft per Stetigkeitsforderung an f) erfolgt, formulieren
wir mit dem Kriterium fiir C'-Funktionen aus Abschnitt 2.1 im Hinterkopf daher dquivalent wie
folgt.

Definition (C*-Funktionen). Seien A offen in R™ und Y ein normierter Raum. Fiir £ € N>o
nennen wir f: A — Y eine C¥-Funktion auf A, wenn alle partiellen Ableitungen (-ter Ordnung
0i,0ip_y-- 01,05, [ mit iy,i9,...,00 € {1,2,...,n} auf ganz A existieren und stetig sind. Den
Raum der Ct-Funktionen A — ) bezeichnen wir als CK(A,y) und speziell im Fall Y = R
auch als C*(A) := CY(A,Y). Ist die C*-Eigenschaft fiir alle ¢ € IN erfillt, so sprechen wir von
einer C*°-Funktion und vom Raum C*(A,Y) beziehungsweise C*(A).

Bemerkung (zu C4-Funktionen). Fiir eine C*-Funktion sind nicht nur die durch die Definition
erfassten partiellen Ableitungen der Ordnung = ¢, sondern tatséchlich sogar alle partiellen
Ableitungen der Ordnung < ¢ stetig.

Zum Beweis dieser Tatsache argumentiert man, dass zunéchst die partiellen Ableitungen der
Ordnung = ¢—1 (noch ein Weiteres mal) stetig partiell differenzierbar sind, nach Abschnitt 2.1
also auch total differenzierbar und daher selbst stetig. Iterativ ergibt sich dann die Stetigkeit
aller partiellen Ableitungen der Ordnung < £.

Als sehr praktisch fiir den Umgang mit partiellen Ableitungen hoherer Ordnung erweist sich
folgende Konvention.

Definition (Multiindex-Notation). Fir A C R", einen normierten Raum )Y, eine Funktion
f: A=Y, die C* nahe a € A ist, und einen Multiindex o = (a1, asz,...,a,) € (Ng)" der
Ordnung |a| := ag+ags+ ...+, < £ vereinbaren wir die Schreibweise

0% (a) := 0%m...05%07" f(a)

fiir eine partielle Ableitung |o|-ter Ordnung.

Beispiel (zur Multiindex-Notation). Fiir n =5 und ¢ > 7 ist
03010003010305 f (a) = 8°f(a)  mit a:=(2,1,3,0,1) € (N)®, |a| =7,
Bemerkungen (zur Multiindex-Notation).

(1) Jede partielle Ableitung (der Ordnung < ¢) ldsst sich eindeutig als 0“-Ableitung mit
einem Multiindex a darstellen. Dies liegt einfach daran, dass die verschiedenen Opera-
toren 9; mit i € {1,2,...,n} gemifl dem Satz iiber Vertauschbarkeit partieller Ableitungen
in eine beliebige Reihenfolge ,,umsortiert* werden kénnen.

(2) Fiir Monome wurde bereits in Abschnitt 2.1 die weitgehend analoge Multiindex-Notation

a® = atay® e apn o firz € R, o€ (INg)”

eingefiihrt.
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(3) Des Weiteren treffen wir fiir Fakultdten die Festlegung

al = (a1!) (a2!) - ... (an)) fiir « € (INg)™.

Als Néchstes reiflen wir kurz die Erweiterung des Konzepts der Taylor-Entwicklung auf
den Fall mehrerer Variablen an.

Definition (Taylor-Polynome). Seien f: A — R™ eine Funktion auf A C R"™ und a € A.
Wenn fiir £ € Nq alle partiellen Ableitungen zu Ordnungen < ¢ von f an der Stelle a existieren,
so heifst die Polynomfunktion Tﬁf: R™ — R™ mit

T! f(z) == Z é@o‘f(a)(ac—a)o‘ firx e R"

| <€

das L-te Taylor-Polynom von f an der Stelle a/bei a. (Dabei liuft die Summe iber alle Multi-
indizes a € (INg)™ der Ordnung < £. Analog sind dhnliche Summen im Folgenden zu verstehen.)

Beispiel (zu Taylor-Polynomen). Speziell fiir n = 2 Variablen, beliebiges m € IN, Ordnung
¢ = 3 und Entwicklungspunkt a = 0 = (0,0) € R?2 lisst sich das Taylor-Polynom TS f:R?> > R™
als Funktion der Variablen (x,y) € R? in der Form

Tof(z,y) = f(0)
+01f(0)x + A2 f(0)y
+ 307 £(0)2? + 0192 f(0)zy + 503 £(0)y?
+ 300 £(0)2® + 50700 £ (0)2y + 30105 f(0)ay® + £05 £ (0)y?

Ordnung 0)
Ordnung 1)
Ordnung 2)
Ordnung 3)

~ o~

ausschreiben.

Bemerkung (zu Taylor-Polynomen). Allgemein handelt es sich bei T f: R — R™ um
eine Polynomfunktion in n Variablen z = (21,22, ...,2,) € R" mit Koeffizienten 9% f(a) in
R™, den sogenannten Taylor-Koeffizienten. Die entscheidende Eigenschaft besteht darin, dass
T.f an der Stelle a bis Ordnung ¢ dieselben Ableitungen wie die Funktion f hat und damit
naturgeméf ein guter Kandidat fiir eine Approximation von f nahe a ist. Genauer gilt fiir
partielle Ableitungen

0°(Tef)(a) = 0°f(a)  fiir alle 8 € (Np)" mit |3 < ¢,

wobei die Herleitung dieser Formel in der Vorlesung im Zusammenhang mit dem Beweis des
nun folgenden Hauptsatzes diskutiert wurde und im Wesentlichen auf einer in den Ubungen
behandelten Aufgabe beruht.

Als Hauptresultat sammeln wir nun eine Mischung qualitativer und quantitativer Aussagen
in weitgehender Analogie zum Fall einer einzelnen Variablen:

Hauptsatz (Satz von Taylor). Seien A offen in R", f: A — R™ eine Funktion, a € A und
{ € Ny. Dann gelten:

(I) Ist f € CY(A,R™), so ist T.f die eindeutige Polynomfunktion R — R™ vom Grad < /
mit der Taylor-Eigenschaft

f(x) =T f(z) + o(|z—al®) bei Az —a.
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(IT) Ist f € CFY(A,R™), so gilt sogar die verschérfte Taylor-Formel

f(z) =T f(z) + O(|lz—al) bei A>T —a.

(IIT) Ist f € C*HY(A,R™) und ist fir a # x € A die Strecke [a,x] := {a+s(z—a)|s € [0,1]}

ganz in A enthalten, so gelten mit dem Vektor v := |;:Z| die Integral- Restglied- Formel

) =T (@) = plealt®! [ A0 otttz a
. 0

1
-y %1 /O (1-1) 0°F (atH(z—a)) dt (z—a)

|a|=€+1

und die daraus folgende Lagrange-Restglied- Abschdtzung

¢ 1 0+1 041
o) = T < tpla—al®™ s LH6)
1
= s — 0% (§)(x—a)?|.
EZE%} a|zg:+1 al o

Bemerkung (zum Satz von Taylor). Fiir die Teile (I) und (II) des Satzes reicht, dass f nur
auf einer (eventuell kleinen) offenen Umgebung von a eine C%- bzw. C*t1-Funktion ist. Fiir Teil
(ITI) reicht analog, dass f nur auf einer offenen Umgebung von [a, z] eine C**+1-Funktion ist.

In der Vorlesung wurde die Taylor-Eigenschaft (I) mit Hilfe des Schrankensatzes bewiesen
sowie fiir die verschérfte Taylor-Formel (II) und die Restglied-Formel/-Abschitzung (III) die
Zuriickfiihrung auf den Fall einer Variablen diskutiert.

Als letzten Themenkomplex dieses Kapitels erwéihnen wir Kriterien fiir lokale Extremstellen
auf Basis zweiter Ableitungen.

Satz (Zweiter-Ordnung-Kriterien fiir lokale Extremstellen). Sei f: A — R eine R-
wertige Funktion auf A C R", die C? auf einer offenen Umgebung eines Punktes a € A ist.
Dann gelten mit dem Gradienten V f(a) € R™ und der Hesse-Matriz Hf(a) € R™*™ von f an
der Stelle a einerseits die notwendigen Kriterien fir lokale Extremstellen

a lokale Minimalstelle von f = V f(a) =0, Hf(a) positiv semidefinit,
a lokale Mazimalstelle von f = V f(a) =0, Hf(a) negativ semidefinit,

andererseits die hinreichenden Kriterien fir lokale Extremstellen

Vf(a) =0, Hf(a) positiv definit = a strikte lokale Minimalstelle von f,
Vf(a) =0, Hf(a) negativ definit = a strikte lokale Maximalstelle von f,

wobei positive /negative (Semi-) Definitheit der symmetrischen Matrix Hf (a) oft auch in Form
der Ungleichungen Hf(a) > 0, Hf(a) <0, Hf(a) > 0 bzw. Hf (a) < 0 notiert wird.

Der Beweis des Kriterien erfolgt durch eine Standard-Anwendung von Taylor-Entwicklung.
Wie man im Einzelnen die Kriterien an der Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung abliest, wurde
dabei in der Vorlesung erldutert.
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Bemerkungen (zu den Zweiter-Ordnung-Kriterien).

(1) Als weiteres hinreichendes Kriterien, aber nicht fiir Extremstellen, sondern fiir Sattelpunkte
(wie man kritische Punkte, die keine lokalen Extremstellen sind, nennt), folgt unter densel-
ben Voraussetzungen wie im Satz aus den beiden notwendigen Kriterien:

Vf(a) =0, Hf(a) indefinit = a Sattelpunkt von f.

(2) Standard-Herangehensweisen zum Nachweis der Definitheit, Semidefinitheit oder Indefinit-
heit einer Matrix sind — wenn nicht gerade Diagonalstruktur oder ein anderer besonders
gilinstiger Fall vorliegt — die Anwendung des sogenannten Hauptminorenkriteriums und not-
falls die Berechnung aller Eigenwerte iiber das charakteristische Polynom. Néheres hierzu
ist Thema der Ubungen. Da die Rechnungen aufwiindig sein kénnen und die Extremstellen-
frage nicht einmal unbedingt final entscheiden (etwa dann nicht, wenn sich die Matrix als
semidefinit, aber nicht definit erweist), lohnt die Anwendung der Zweiter-Ordnung-Kriterien
bei praktischen Extremwertproblemen allerdings eher selten.
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