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H.J. Oberle Boolesche Algebra WiSe 2006/07

1. Aussagen

Definition (1.1)
Aussagen sind Satze, die entweder wahr oder falsch sind.
Tertium non datur (Es gibt keine dritte Mdglichkeit)!

Ist A eine Aussage, so bezeichnet w(A) ihren Wahrheitswert,
w(A) = 1 falls A eine wahre Aussage ist und w(A) =0 andern-

falls.

Beispiele:
“Hamburg ist die Hauptstadt Deutschlands” - "1 4+1=2" -
“Es regnet” - “Wie geht es dir?” (ist keine Aussage!) - “z > 5"

(ist keine Aussage!)



Definition (1.2)

Aussagenformen sind sprachliche Gebilde mit Leerstellen (Aussa-
gevariablen). Dort kdnnen Subjekte (Dinge), Pradikate (Eigen-
schaften) oder Aussagen eingesetzt werden. Wenn man einsetzt,
erhalt man eine Aussage. I.Allg. muss wohldefiniert werden, was
eingesetzt werden darf!

Beispiele (1.3):

e P(x) sei "z ist die Hauptstadt von Deutschland”; P(x) ist
eine Aussageform (keine Aussage!); flur die Variable z diurfen wir
Stadtenamen einsetzen.

P(Miinchen) (ist eine Aussage) ist falsch, P(Berlin) ist wahr.

e (Q(z) & z>3. Wir setzen reelle Zahlen ein, z € R.
Q(11) ist wahr, Q(—2) ist falsch.



Verknupfung von Aussagen durch Junktoren (1.4):
Seien A und B Aussagen. Dann werden die folgenden Aussagen
definiert

° Negation —-A (“nicht A")

° Konjunktion A A B (“Aund B")

° Disjunktion AV B (“A oder B")

° Implikation A= B (“wenn A, dann B")

° Aquivalenz A< B ("“A ist daquivalent zu B")

Wahrheitswertetabellen (1.5) (Definition der Junktoren)
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Die Implikation wird allgemeiner als im normalen Sprachgebrauch
Ublich definiert (dort gibt es immer einen Zusammenhang zwi-
schen Pramisse und Konklusion). Waichtig (und gewdhnungs-
bediirftig): Wenn die Pramisse falsch ist, ist die Implikation im-
mer wahr!

Beispiele (1.6):

A & “Es regnet.”, B ;< “Es ist Montag.”,

—-B < “Es ist nicht Montag.”

(AN B) & “Es regnet und es ist Montag.”

(AV B) & “Es regnet oder es ist Montag”

(A= B) & “Immer wenn es regnet, ist Montag.”

(B= A) & “Wenn Montag ist, dann regnet es.”
(B=(141=2)) ist eine wahre Aussage, da 1+ 1 = 2 wahr ist
(die Aussage ist also an jedem Wochentag wahr).



Dies sind aber nicht alle moglichen Verknupfungen zweier Aus-
sagen, es gibt genau 24 = 16 verschiedene Junktoren.
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Beispiele:

o4 entspricht der Negation, og entspricht der Disjunktion.

Satz (1.7): Alle 16 Junktoren lassen sich mit den elementaren
Junktoren Negation -, Konjunktion A und Disjunktion Vv dar-
stellen. D.h. es gibt Aussageformen w;(A, B), welche nur diese
Verknupfungen verwenden, so dass

AO,L'B <~ wz-(A,B), 1=1,...,16
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Definition (1.8):

NAND Verkniipfung: AlB < —-(AAB)

NOR Verkniipfung: AVB & —(AV B)

Die NAND-Verknupfung heiBt auch Sheffer-Operator, die NOR-
Verknupfung auch Pierce-Operator.

Satz (1.9): Alle 16 Junktoren lassen sich mit der NAND-
Verknupfung darstellen. Analoges gilt fur die NOR-Verknpfung.
Insbesondere bedeutet dies, dass sich jede Verknupfung zweier
Aussagen allein als Komposition von NAND-Verknipfungen (oder
NOR-Verknipfungen) dargestellt lasst.

Beweis:

AAB < (A|B)|(A|B)
AVB & (AA(BIB) o



Beispiel (1.10): Ao7B & (AANB)V((mA)AN(—-B)) &
((A[B)[(AIB)[(A|B)|(A|B)|(((AlA)[(B|B))|((AlA)[(B|B))|((A]A)|(B|B))[((A|A)|(B|
Definition (1.11): Aussageformen, in denen die Leerstel-

len Aussagevariablen sind, heiBen Formeln der Aussagenlogik.

Formeln heiBen erflllbar, falls die Variablen so durch Aussagen
ersetzt werden konnen, dass eine wahre Aussage entsteht.

Beispiel: AN (—A) ist nicht erflllbar.
Definition (1.12): Eine Formel heiBt allgemeingliiltig oder
auch eine Tautologie, falls bei jeder Ersetzung der Leerstellen

durch Aussagen eine wahre Aussage entsteht.

Beispiel: AV (—A) ist eine Tautologie.



Wichtige Tautologien (1.13):

a.) Av-A Ausgeschlossenes Drittes
b.) —(AA-A) Satz vom Widerspruch
c.) ——As A Doppelte Verneinung

d) —-(AANB)& -AvV-—-B Regel von de Morgan I
e.) —-(AVvB)& -AAN-B Regel von de Morgan II
f.) (A= B)< (-B = -A) Kontraposition

g.) (A= B)ANA=1HB modus ponens

h.) (A= B)A—-B=-A modus tollens

i.) (A= B)< (BV-A)

i) (A=B)A(B=C)=(A=C) modus barbara

K.) AAN(BAC)s (AANB)ANC Assoziativgesetz 1
) Av(BV(C)&s (AvB)vC Assoziativgesetz II
m.) AAN(BVC)< (AANB)V(ANC) Distributivgesetz 1
n) AV(BAC)< (AVvB)AN(AvVC(C) Distributivgesetz II



Klammerregeln: Es wird vereinbart: Junktoren niedrigeren
Rangs werden zuerst ausgefuhrt. Bei gleichem Rang wird von
links nach rechts abgearbeitet.

Junktor Rang
& 5
= 4
V 3
N\ 2
— 1
Beispiel:
mit Klammerung ohne Klammerung
(=(=(ANC))) V (mA) ——(ANC)V—-A

(AV (=B)) A(C A (=A)) (AV-=B)A(CAN—-A)
((AV(=B))ANC) AN (mA) (AV-B)ANCA-A
(mA) = (B=(—-(AVv(C)) —-A=(B=-(AVvV(D))
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Nachweis von Tautologien:

° Semantisches Verfahren. Man stellt die Wahrheitswerte-
tafel auf und belegt die auftretenden Aussagevariablen mit allen
moglichen Kombinationen von Wahrheitswerten.

° Syntaktisches Verfahren. Man versucht, die Formel, die
man als Tautologie nachweisen will, durch Anwendung bekann-
ter Tautologien, vgl. (1.13), direkt umzuformen.

Beispiel: Zeige: —p = (p = q) ist eine Tautologie.

p={pP=q9 < [(p=q VvV -p]
< (g vV —p) V p]
< gV (=pV p)
Erlauterung: Es wird der Reihe nach angewendet (1.13) i), i),
c) und ). Da (—-p V p) nach (1.13) a) stets wahr ist, ist auch die
letzte Formel eine Tautologie!
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Aussagenkalkul.

Betrachtet man nur Aussagen und Aussagenverknupfungen mit
den obigen Junktoren, so erhalt man den Aussagenkalkul. Ge-
nauer besteht der Aussagenkalkul aus Axiomen, das sind grund-
legende Tautologien und Regeln, wie man durch Umformung aus
diesen neue Tautologien gewinnt. Es gilt der

Vollstandigkeitssatz des Aussagenkalkuls.

Jede korrekte Formel (Tautologie) ist mit den Regeln des Aus-
sagenkalkuls ableitbar.

Fur die Darstellung der meisten mathematischen Sachverhalte
reichen jedoch die bisherigen Sprachelemente nicht aus!
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Quantoren.

In mathematischer Sprechweise werden die Quantoren folgender-
massen definiert

e Allquantor oder Generalisator: Vze Q : A(x)
“Fir alle x aus der Menge/Klasse 2 ist die Aussage A(xz) wahr.”

e Existenzquantor oder Partikularisator: Jxze€ Q : A(x)
“Es gibt (mindestens) ein x in 2, so dass A(x) wahr ist.”

e Existenz und Eindeutigkeit: J12e€Q : A(x)
“Es gibt genau ein x in 2, so dass A(x) wahr ist.”
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Man beachte: ‘Vax € Q : A(x)" oder “dy € Q : A(y)" sind
Aussagen. Die Variablen x,y werden durch die Quantoren ge-
bunden. Insbesondere sind die Aussagen Vx € 2 : A(xz) und
Vze Q : A(z) gleichbedeutend!

Beispiele:

VeeR . x =3 ist falsch.
drxreR . =3 ist wahr.
dizxeR : x=3 ist wahr.
VzeR : z4+1 &R ist wahr.
VyeR : y>|y| ist falsch.

Verneinungsregel: -~ (Vz e Q: A(x)) & JxeQ: (mA(x))
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Erweitert man den Aussagenkalkul durch die Sprachelemente
“Quantoren”, “Subjekte” und “Pradikatsvariable” (Eigenschaf-
ten), so erhdlt man den Pradikatenkalkiil ersten Stufe. Auch hier
sind genau die korrekten Formeln aus dem AXxiomensystem ab-
leitbar. Das ist der Inhalt des Vollstandigkeitssatzes von Kurt
Godel (1930).

Eine weitere Erweiterung der Sprachelemente, bei der auch Pradi-
kate von Pradikaten und Quantoren uber Pradikatsvariblen zu-
gelassen sind, fuhrt zu einem Pradikatenkalkiilen hoherer Stufe.
Dieser ist allerdings stets unvollstandig, Unvollstandigkeitssatz
von Godel (1931). Mehr noch, es gibt keinen (endlichen) Al-
gorithmus, mit dem man entscheiden kann, ob eine vorgegebene
Formel allgemeingultig ist, Unentscheidbarkeitssatz von Alan
Turing und Alonzo Church (1936).
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Kurt Godel
(1906-1978)

Alan Turing
(1912-1954)
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