H.J. Oberle Analysis I WS 2011/12

4. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

4.1 Grenzwerte von Funktionen. (V,||-|]), (W,||-]]) seien
normierte Vektorraume tber R/C, DCV, f: D—-W

Definition (4.1.1)

a) xg € V heiBt Haufungspunkt von D :<—
F(z) e VN 2z, €D A zpFxg A xp — xg (K — 00).

D’: Menge der Haufungspunkte von D, D := DU D’
hei3t abgeschlossene Hulle von D, D heil3t abgeschlossen
<— D =D.

b) Ke(xg) = {xz eV |lx —xo| < e}
heiBt (offene) Kugel um xg mit Radius € > 0.

96



C) zg heiBt innerer Punkt von D <= de > 0: K:(zg) C D.
DO: Menge der inneren Punkte von D,
D heiBt offen :«<— D = DVY.

d) D heiBt beschrankt <= daxg€V, e>0: D C K:(xp).

Beispiele (4.1.2)
e D=]0,1[; D ist offen, D'= D = [0, 1].

e D =]0,1]; D weder offen noch abgeschlossen, D® =]0, 1],
D' =D =0, 1].
e D= {11U]2,3]; D°=]2,3[, D'=1[2,3], D= {1} U [2,3].
e Kugeln K,(xzg) sind stets offen und beschrankt,
Kr(zg) = Ky(zg) ;= {z: |lz — x| < r}.

o Innere Punkte sind stets auch Haufungspunkte.
97



Definition (4.1.3) Grenzwerte von Funktionen

Sei f:D—-W, DCV, g€ D',
a) xlljzgof(a:) = yo <
V(z) e DN zp#£29 ANz — zg = f(z) — yo (K — 0).

b) Fir D C R werden einseitige Grenzwerte definiert:
flzg) = lim f(x) = yo <=
T—TQQ—
V(zp) € DN zp <29 A xp =20 = f(z) = yo (k — 0).
flzd) = lim f(z) = yp =
r—xo+

V(zp) € DN 2 >a20 A xp > 20 = f(zr) = yg (kK — 0).

Hierbei muss jeweils wenigstens eine Folge (x;) mit den ver-
langten Eigenschaften existieren!
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Beispiele (4.1.4)

lim sinl und lim sini existieren nicht: lim z sint = 0.
r—0— * x— 0+ r x—0 x

im 1 = —00, im 1 = 00, im £ = o.

rz—0— T xr—0+ L r—00 T

Die Grenzwertsatze gelten analog fur Funktionsgrenzwerte!

im (z+3)(2z—-1)  lim(x+3)-lim2z—-1) 3
r——-1 2243z —2 o lim(z2 43z —2) 2
22434241 o2-34+ L 1
93“—>m00 64+ 23 -3z — 33'“_>m00 6—|—a:1 g — g
x 23
\/ h — h) — 1
im Yethove o @th)-a z > 0.

0 h T 0 h(VzFh+vT) 2T

99



lim 3—xz+vy 3—limzxz+4+Ilimy 4

o = = 4,
(z,y)—(12) 44+ — 2y 4 +limx —2limy

. lim hrty—3z

(z,y,2)—(0,00) 2x —5y+ 2=z

existiert nicht!

Definition (4.1.5) (Stetigkeit) Sei F: D—-W, DCV.

a) f heiBt stetig erganzbar in zg € D/, falls xli_ggo f(x) existiert.

b) f heiBt stetig in o € D'N D, falls lim f(«) = f(x0).

c) f heiBt stetig, falls f in allen Punkten zg € D' N D stetig ist.
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Satz (4.1.6)
Fir zg € D'N D gilt: f ist genau dann in zg stetig, falls

Ve>0:3§>0:VaxeD: |lx—xg|| <d = ||f(x) — flzg)]| <e.

y=Ff(x)
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Bemerkungen (4.1.7)

a) Sind f, g: D — W stetig in zg € DN D/, so sind auch f+g
und « f stetig in zg. Flir W = R/C sind auch f-g und f/g stetig
in xqg, letzteres falls g(xg) # O.

b) Die Komposition stetiger Funktionen ist stetig!

Beispiele (4.1.8)

a) Konstante Funktionen sind stetig.

b) Dieldentitat id: V=V, f(x) =z ist stetigq.

c) Polynomfunktionen f: R— R oder f: C— C,
f(z) = YP_gaiz® sind stetig!

d) Polynomfunktionen in mehreren Variablen

m
flx1,...,2n) = > aklmkn:clfl ...xkn sind stetig!
k1. =0
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f)

d)
h)

h)

i)

Lineare Abbildungen f(x) =Ax, xeR"?, A eR{mn) gind
stetig.

Quadratische Formen g¢(x,y) = x'Ay, x € R™, vy c R"
sind stetig.

Wurzeln %/xz . [0,00[ — R sind stetig.

©.@)

Durch Potenzreihen f(z) = Y. ajz* definierte Funktionen
k=0

sind stetig. Damit sind auch die elementaren Funktionen

exp, sin, cos, tan ... auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich
stetig.

f(z,y) = \/xQ + 42 ist als Komposition stetiger Funktionen
stetig.

S+222-3
f(x) = z7 xl ist auf R\ {1} stetig und in z = 1

stetig erganzbar.
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Satz (4.1.9) Sei f: [a,b] — R stetiq.
a) Existenz einer Nullstelle:
fla) - f(b) < 0 = Fzg€la,b[: f(zg) = 0.

b) Zwischenwertsatz:

fla) < ec< f(b) = dxg€la,bl: f(xg) = c
c) Stetigkeit der Umkehrfunktion: Ist f stetig und streng
monoton wachsend, so ist auch f_l stetig und streng monoton
wachsend.

d) Min—Max—Eigenschaft:

Jz1, 22 € [a,b] 1 f(z1) = min_ f(x) A f(xz2) = max f(z).
x€[a,b] r€[a,b]
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Verallgemeinerung auf mehrere Variable.

Definition (4.1.10) D C R™ heiBt kompakt, falls jede Folge
(z1) € DN eine in D konvergente Teilfolge besitzt.
Satz (4.1.11) (Min-Max Eigenschaft)
Ist D CR"™ kompakt und f: D — R stetig, so existieren
X1,Xp € D mit

fea) = M feo) und §iGp) = MEX ).

Kriterien fur Kompaktheit (4.1.12) Es sind aquivalent:

a) D ist kompakt,
b) D ist beschrankt und abgeschlossen,
c) Jede offene Uberdeckung von D besitzt eine endliche Teil-

uberdeckung (Heine, Borel).
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Beispiele (4.1.13)

a)

b)
C)

d)

Normen sind stetig! Denn
%kl = lIxoll | < [Ixg —%0l = 0 (k— o0).
Abbildungen der Form x— || A x|l sind stetig!

Sphiren S" 1 = {x e R” : |x]|| = 1} sind kompakt
(beschrinkt und abgeschlossen). Daher 3 x1, xo € S~ 1 mit

[Axy]] = min JJAx|, [[Axo] = max [|Ax]].
Ix|[=1 Ixl|=1

Bilineare Abbildungen (-,-) : R" x R® - R sind stetig!

Die Determinante (x1,...,xp) — det(x1,...,Xp) ist stetig!
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GleichmabBige Stetigkeit: Wie hangt 6 von ¢ und zp ab?
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Definition (4.1.14) f: D — R™ gleichmaBig stetig, falls

Ve>0:35>0:Vx,xg€eD: ||x—xp|]| <d = ||[f(x) —f(xg)|| < €.

Satz (4.1.15)

Jede stetige Funktion f : D — R™ auf einem kompaktem
Definitionsbereich D C R™ ist gleichmaBig stetig.

Beispiel (4.1.16) Die Funktion f(x) := 1/x ist nach obigem
auf jedem kompaktem Intervall [a,b], a > 0, gleichmaBig stetig —
auf einem halboffenen Intervall ]0, b] jedoch nicht!

Denn fur xzq,zo > 0 gilt

11 |21 — 2|
[flz) = fla)] = | ———| = < &,
L1 X2 L1 X2
falls |:E1—£B2| < 0. =x1206 — 0 fur =z1, xo — 0. ged
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4.2 Differentialrechnung einer Variablen

Definition (4.2.1) Sei f: D—-R"™, DCR, zg€ DND.

f(x) —f
a) f differenzierbar in zg & 3f(zg) = lim L&)~ f@o)
f(x) —f
b) Einseitige Ableitungen: f’(;cg—L) = lim () (xO).
r—xrot T — TQ
v} y=f(x)
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c) Der Differentialquotient

110



d) Die Tangente: Durch y = f(zg) + f'(zg) (x — zg) wird
die bestapproximierende Gerade (Tangente) an den Funktions-
graphen im Punkt (xqg,f(xzg)) beschrieben.

Fir den Fehler r(z;zo) := f(z) — |f(z0) + f'(z0) (z — z0)| gilt:

f ist genau dann in xzg differenzierbar, wenn es einen Vektor
f/(xo) gibt mit

r(z,zg) = o(x —xzg) & |lim r(@; zo) = 0.

T—=I0 x — xQ

o(h) heiBt Landau—Symbol.

Beispiele (4.2.2)

a) Konstante Funktionen f(xz) = c¢ sind auf R differenzierbar
mit f'(z) = 0.
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b)

d)

Fir n € N ist f(z) = 2™ auf R differenzierbar; f'(z) = na™ 1.

Denn

" — x( el 1lk 1
lim O — |im > 2%z = nafTt.

Grenzwertsatze = Polynome sind differenzierbar mit

d /< k & k—1
g(Zakx)z Zakkx_.
k=0 k=1
sin's — lim sin(x + h) —sinx
h—0 h
. . cCosh—1 . sin h
— SII’]:I:-lIﬂ’]( ) —|—cos:1c-llm( )
h—0 h h—0 \ h

O-sink + 1-cosx

Analog: cos'xz = —sinz.
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Differentiationsregeln (4.2.3)

a) f differenzierbar = [ stetig

b) (af + B9)(z) = af(z) + Bg'(z)

c) (f - 9)(x) = fi(z)g(x) + f(z)¢'(z) (Produktregel)
7\’ o = @) - () g (@)

D (9) ) g(x)?

e) (gof) (x) = ¢(f(x)) - f'(z) (Kettenregel)

f) Umkehrsatz: Ist f auf [a,b] dffb. mit f/(z) %= 0(Vx), so ist f
auf [a,b] injektiv, die Umkehrabbildung f—1 ist auf f([a,b]) diffb.

und es gilt (1) (y) = f,(lx), y= f(z) .

(Quotientenregel)
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d) Verallgemeinerte Produktregel: Ist (-)-) : R®" x R™ — R
eine Bilinearform und sind f,g : [a,b] — R™ diffb, so ist auch das
Produkt (f,g) dffb. und es gilt

d / !
— (f(x),g(x)) = <f (:I;),g(:v)> + <f(113)79($)>

Beispiele (4.2.4)

o d d (sina:) COSx cosxz — Sinxz (—sinx)
— tanax = =
dx dx \COSz COS2 x
1 73
— ; x — kwx, k€Z.
COS2 x 7 2 T
d 1
® —arctany = — = cos?z
1 1

1 4+ tan?z 1 4+ y2

114



dy A g e” y

d - . 1 . 1 . 1 1 4

dy Yo %mm  omagm—1 my '

d i ' xr xr

P [cos(e®)] = — sin(e’) - e*.

d d

% [am] — % [e(lna)x} — (ln a) 'Cl,m.

d d

Y — Y lazrlnze] — Az inz . 1
e [z7] = P [e } = e (1-Inz+ = x)

= z¥-(1+1Inx).
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Definition (4.2.5)

f: [a,b] = R™ heiBt eine C*—Funktion, falls f k-fach stetig dif-
ferenzierbar ist, k &€ N.

Die Menge aller CF—Funktionen wird mit C*([a,b],R™) bezeich-
net; sie bildet einen reellen Vektorraum.

Mit C([a,b],R™) wird der Vektorraum der stetigen Funktionen
bezeichnet, mit C°([a,b],R™) der Vektorraum der beliebig oft
stetig differenzierbaren Funktionen. Naturlich gilt

C*®([a,b],R™) C C*([a,b],R™) C C*([a,b],R™) C C([a,b],R™)

Die Exponentialfunktion (4.2.6)
n
(1) Fir z eR definiert man exp(x) = Ilim (1 + E) .
n

n—oo

Konvergenz wird im Lehrbuch (8.2.13)-(8.2.16) gezeigt.
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(2)

(3)

n
Ve: —n<z<1 = 14z < <1+f)
T

Ve <1 :

3

25F

14+z < exp(x) <

1
1l —=x

y=1/(1-x)

y=1+x

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2 0.4 0.6 0.8
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(4)

Vae,yeR:

exp(z 4+ y) = exp(z) - exp(y)
(5) VzeR: %exp(x) = exp(x)
20
sl
) !
e S -
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