H.J. Oberle Analysis II SoSe 2012

6. Potenzreihen

6.1 GleichmalBige Konvergenz
Sei fn: C">D — C eine Folge von Funktionen.
Punktweise Konvergenz (6.1.1)

fn—f (n— o) <= VzeD: im fn(z) = f(2)

< VzeD:Ve>0: 3N =N(z,e)eN:

Vn>N: |fn(z)—f(2)]| < €.

GleichmaBige Konvergenz (6.1.2)

fn—=>f ((—00) glm. <= nli_)moo[sgg |fn(z)—f(z)|} = 0
< Ve>0:3dN=N(e)eN:

Vn>N,zeD : |fn(z) — f(2)]| < e
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GleichmabBige Konvergenz = Punktweise Konvergenz

Aber:

GleichmalBige Konvergenz 4= Punktweise Konvergenz

Satz (6.1.3)

fn: C* > D — C stetig und f, = f (n — o) glm. auf D,
= f stetig auf D.
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oo
Reihen von Funktionen (6.1.4) f(z) = ) fi(2),z€D
k=0
e Majorantenkriterium von Weierstrall

oo
Vzi [ fg(z)] <bp A X by < oo
k=0

oo
= > fr(z) glm. und abs. kvgt auf D.
k=0

© @)
e frstetig A > fir(z) 9glm. kvgt. = f stetig
k=0

e Differenzierbarkeit:
D =[a,b] N fi dffo. A X fr, > f. glm.kvgt. =
f(x) dffb. auf [a,b] mit:
d

— Y #@ = ¥ fi), el
T k=0 k=0
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6.2 Potenzreihen

oo
f(z) = 3 arn(z—z9)F: Potenzreihe zum Entw.punkt zg € C.
k=0

Beispiel: Taylor-Reihen von C®-Funktionen sind Potenzreihen:

T@ = 3 f k(' O)(x_xo)k:’ ak:f k(' 0)

k=0
Warnung: Tavylor-Reihen miussen nicht konvergieren, und selbst
wenn sie konvergieren, mussen sie nicht gegen f konvergieren!!
Gegenbeispiel (6.2.2)

exp(—1/z2), fir x#0
0, fur =20

Definition (6.2.3) Konvergiert die Taylor-Reihe einer
C>-Funktion f zu jedem Entwicklungspunkt lokal gegen f, so
heiBt f analytisch (C“-Funktion).

(6.2.1)

flx) =
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Satz (6.2.4) (Uber Potenzreihen)
Sei f(z) = % ar (z — z9)* Potenzreihe.
e Jr e [0, ] :_|z —zol < 1T = k%() ar, (z — zg)* abs. konv.
z— 20| > 1 = % ar (z — z9)F divergent.
r. Konvergenzradius =

e VO< 7 <7m: Yap(z—29)* glm. kvgt. auf |z — zg| < rq
o » = 1/limsupy_o /|ax] (Cauchy-Hadamard Formel)

e r = I|lim |aw/a r = |lim 1/¥#|a.l.
k_>oo| k/ak+1 |, Jim / 1/ lag

oo
e > apk(z—29) ! hat den gleichen Konvergenzradius!
k=1
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Folgerungen (6.2.5)

o f(z) = ;_.50 ar (z — zg)*F ist auf K,(zg) stetig!

e Sind ai, z0 = z9 € R, so ist f(x) auf Jxg —r,zg + r[ eine
C°°-Funktion und es qgilt

@)
fl(@) = ¥ agk (x —zg)F 1,
kgol
(@) = 3 apk(k —1) (@ —x0)"2, -
k=2
Damit folgt insbesondere : a; = f(’“)(a;o)/k!, Vk
e Identitatssatz (6.2.6)
S k S k
> ap(z —x0)" = X b(z —x0)", V] — 20| <6,

m— VEk: akZbk
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e Abelscher Grenzwertsatz (6.2.7)

Reelle Potenzreihen sind dort stetig, wo sie konvergieren,
auch in den Randpunkten des Konvergenzintervalls!

Niels Henrik Abel: (1802-1829); Berlin, Paris

Niels Henrik Abel wurde am 5.8.1802 auf der Insel Finngy (Nor-
wegen) geboren und starb am 6.4.1829 in Froland (Norwegen).
Abel arbeitete an elliptischen Funktionen und elliptischen Integra-
len und verallgemeinerte diese auf Riemannsche Flachen hoheren
Geschlechts. Es bewies, dass eine polynomiale Gleichung funften
Grades nicht explizit gelost werden kann und er war neben Galois
ein Mitbegrunder der Gruppentheorie.
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Beispiele (6.2.8)

©.@)
a) Y k!zF konv. nurinz=0, da k!|z|F¥ — oo fiir z % 0.

k=0
oo
b) S 2K hat den Konvergenzradius r = 1.
k=0
C) 3 o] hat den Konvergenzradius r = oo.
k=0
d) Durch Differentiation folgt aus der geometrischen Reihe:
1
= Z kzk—1 = 14 2,4+322443+ ... , |z| < 1,
(1—2)? k=1

1
(1-2)3

= % %’f k(k —1)282 =%(2—|—6z—|—1222—|—...),|z|<1.
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e) Umgekehrt lassen sich Potenzreihen auch integrieren:

1 o0
Aus —— = S (=1)kzF folgt
1+ 2 L—0
In(14+2z) = % (_1)kxk+1 —l<z<1
d _ 1 k. 2k
f Aus —— arctanzxz = = —1 folgt
00 —1 k
arctanz = Y. !m%"'l, —l<z<1.
=0 2k + 1

g) Der Abelsche Grenzwertsatz ergibt fiir Beispiel e):

00 (_1)k

n2 = > .

i—o kt+1
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Satz (6.2.9) (Rechenregeln fur Potenzreihen)

Seien f(z) = % apz®, g(z) = % bz mit rq1, ro > 0.
k=0 o k=0
¢ f(Z)-'—g(Z) — kgO (a’k_l_bk) Zka |Z| < miﬂ(’)"]_,TQ).

S k

o af(z) = X (aap)z¥ |z|<r1.
k=0

e Cauchy-Produkt:

00 k
f -0 = & ( > azbk_g> . |2| < min(ry, o).

e f(0)=0 = g(f(x) = > sk |zl <r3.

e F(O)#O0 = 1/f(2) = k%_'fo di ¥, |z <7a.
00 00 o 00 k
1 = ( Z CLka) . ( Z dkzk) — Z ( Z dgak_g)zk
k=0 k=0 k=0 ¢=0
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Beispiel (6.1.10)

oo
Aus et = Y} %mk erhalt man Potenzreihenentwicklungen fur
k=0
die hyperbolischen Funktionen:
1 1 oo 1 o 1
coshz = = (e% 4+ e %) = = gk — (=1)k gk
v 2( T ) 2<k§ok!$+k§ok!( )a:)
00 1
= Y w2k Yz eR.
k=0 (2k)!
Analog:
1 1 o© 1 |
sinhz = = (e — e %) = —( S gk - % —(—1)ka:-k>
2 2 N\ k=0 k! k=0 k!
o0 1
= > p2k+1 Ve eR

=0 (2k + 1)! !
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0_________________

1

0

1

y = cosh(x) und y = sinh(

-2

)

X
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Beispiel (6.2.11)

cosz o (—1)k
1—z (kgo (2k)! x2k> (g

- (1—Z—T+Z—T—+---)(1+x+x2+---)

%)

1 1
1 +z + (1—5)%‘2 + (1—5)3«“3

1 1 4
+(1_5‘|‘4—!)$ + ...

< ko (=1)
lgo (ego (274)!

)(:czk'—l—:ch"'l), —l<z<1l.
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Beispiel (6.2.12)

f(x) ;= (e — 1)/x Dbesitzt eine Potenzreihenentwicklung zum
Entwicklungspunkt xqg = O:

o 1] 08 1
e? = Y —1fF = e -1 = % kTl
k=0 k! k=0 (k+ 1)!
et —1 00 1
T =0 (k+ 1)!

Die obige Funktion f(x) lasst sich also zu einer analytischen
Funktion auf R erweitern. Dabei ist f(0) = 1.

1
Sei nun g(z) = —— = u

O N ~
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L= (3 o) (S 20 = S (Y g )
- k+0/ V=t ) T St (k—e4+ /"

Hierauf wird nun Koeffizientenvergleich angewendet:

Ll
__z:ww—e+1y3’

Die Zahlen B; heiBen Bernoullische Zahlen. Man findet:

By = 1, k=1,2,...

Bo=1 By =--, B,=-, Bz =0,

1 Bg = 0 B—1
307 5 — Y, 6_427“'

Bemerkung: Es gilt: Bogpy1 =0,k>0.

By
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6.3 Elementare Funktionen

oo 1
Die Exponentialfunktion exp(z) (= Ezk

k=0
Konvergenzradius: r = oo; also exp : C — C.
Fur reelle Argumente liefert die Differentiation der Reihe:

OTl—wexp(a:) = exp(x), exp(0) = 1.

Funktionalgleichung: (Beweis mittels Cauchy-Produkt)

exp(z+w) = exp(z) - exp(w), Vz w eC.
Vz:exp(z) #0, Vz:exp(—z) = 1/exp(z).
VeeR: exp(x) >0, Ilim exp(x) =00, Ilim exp(x)=0.
T—r—+00 T—r—00
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2

e Auf R ist exp: R —- R streng monoton wachsend.

= exp(l) = > — = lim (14 )"
o & = exp()—kgog—nl_)moo( -I-;)

2.7182 81828 45904 52353 60287 ... ist irrationall

e & —
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Der naturliche Logarithmus In:]0,c0[— R

ist die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion.

e In ist streng monoton wachsend und eine C*-Funktion.

186



Funktionalgleichung:
In(zy) = In(z) +1In(y), In(z?) = qg-In(z) (¢€Q)

Iim Inz = —o0, Iim Inzx = oc©.
2—0+ T—00

In(1) = 0, In(e) =1

d 1

da:*( z) T

In(l+2z) = > (_1)kxk+1, —1<z<1
=0 k+1 -
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Allgemeine Potenzen a® = exp(z-lna), a>0, ze€C

f(x) = a® ist streng monoton wachsend (fir a > 1)

Umkehrfunktion ist der Logarithmus zur Basis a:

In

log, e = —,a#1,a, x>0
Ina

d

—(a*) = Ina - a*, x€R, a>0

dzx

d —1

—(x%) = a2, a€eR, x>0,

dzx

d 1

—((log,x) = , x,a>0.

d:z:( 9a ) x Ina
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Binomialreihe (1 4+ =) = % (a

1 k-1
° <Z>:=H Il (a=j), k>0

j=0 B
ViFs =1+ 0 %+ - > 2% 4
o T = —T — = — — — — .
2 g " 128
1 1 3 5 35
- =1 - = 2 73 x4 — ...
* Itz 5T T g% T 1eY T g% T
Hyperbolische Funktionen
1 ~ 1
coshz ‘= — (e + e %) = 2k
: A Y T T
1 o0 1
sinhz = E(ez —e?) = Y z2kT1

k=0 (2k+1)!
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cosh(—z) = cosh(z), sinh(—z) = —sinh(z)

d d
—— cosh(xz) = sinh(x), —— sinh(x) = cosh(x)
dx dax

sinh(x +vy) = sinhx coshy 4+ coshx sinhy,
cosh(xz +vy) = coshx coshy + sinhz sinhy.
cosh?z — sinh?z =1

Umkehrfunktionen

arsinhz = In(z + 22+ 1), z€eR,
arcoshz = In(z + 22 —-1), 1<z <o
1 d

d
—— arsinhx = : —— arcoshx =
dx 332 +1 dax CE2 1
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Trigonometrische Funktionen

x (—1)F 2k

S (e e = 5
2 k=0 (2k)!

1 : . 00 —1 k
sinz ;= — (e* —e %) = (=1) 72k +1
> 2o (2k + 1)1

(2

°
0O
O
n
N
I
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sin(0) = 0 cos(0) = 1

sin(—z) = —sinz cos(—z) = COSz
d . d .

— COSx = — sinxz, —Sinx = COS«x
dax dax

sin(u +v) = sinu cosv 4+ Ccoswu Sinw
cos(u +v) = CcoSu CoSv — Sinwu Sinwv

sin?z 4+ cos?z = 1
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Die Kreiszahl m (Periphereia)

m = 3.1415 92653 58979 323384 62643 38327 950288...

cos 0=1>0, = sinx streng monoton wachsend in [—¢,¢].
= sinx >0 fir x€]0,¢]
= cosz fallt somit streng monoton in ]0,¢].

o0 —1 k
Fir z = V6 ~ 2.45 erfillt Y %x% das Leibniz—Kriterium.
k=0 -
Damit lasst sich abschatzen:
(vV6)*

6 1
cos 6—(1—5) < = cosv6 < -5 < 0.

41
Nach dem Zwischenwertsatz hat cosx wenigstens eine Nullstelle
im Intervall ]10,v/6[. Die Kreiszahl = wird definiert als das
Doppelte der kleinsten positiven Nullstelle von coszx.
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Folgerung

sin(w/2)

Sin 7

+/1—cos?(n/2) = 1
2 sin(w/2) cos(w/2) = O
cos = cos?(n/2) — sin?(n/2) = -1

und mit dem Additionstheoremen:

sin(z + g) =  COSz, cos(z + g) = —sinz
sin(z4+m) = - sinz, cos(z+m) = — COSz
sin(z4+2n) = sin z, cos(z+2m) = COS z

= Sin und cos sind 2 m—periodische Funktionen.
F. von Lindemann (1882): = ist transzendent.

= Die Quadratur des Kreises ist unmoglich!!
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Ferdinand von Lindemann:

Ferdinand von Lindemann wurde am 12.4.1852 in Hannover ge-
boren und starb am 6.3.1939 in Munchen. Lindemann studierte
ab 1870 in Gottingen und Erlangen. 1877 wurde er Professor in
Freiburg. 1883 wechselte er nach Konigsberg und 1893 an die
Ludwig-Maximilians-Universitat Munchen. Aus seiner Freiburger
Zeit stammt sein Beweis, dass w eine transzendente Zahl ist, wo-
mit erstmals auch die Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises
bewiesen wurde.
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Archimedes (=~ 250 v. Chr.):

10

— = 3.1428
70

10
3—|—ﬁ = 3.1409 < ® < 3+

Ludolph van Ceulen (~ 1610):

7 mittels eines im Kreis einbeschriebenen regelmaBigen 202-Ecks
auf 35 Dezimalstellen berechnet

John Wallis (=~ 1655):

D 13355779 "
Gottfried Wilhelm Leibniz (~ 1682):
T i (—1)"
4 = 2n+1

Fabrice Bellard (2010):
m auf ~ 2.7 x 1012 Dezimalstellen berechnet
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