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8. Lineare Ausgleichs probleme

84 Rroblemsiellung

Von zwei skalarenw Gropen ¥ undt o
bekavwd: dass Zwtsd)\e\/\ \JM(\CV\ ein
Zusavv\vnew\nay\%

Y= O, = Glx) (84
Destelt .

Xqy--, ¥ wnbekannte Favameter

A 4;%) : Modell {mwf{on

Beisprele (32)
/(L> “ Lineaver Zusammmlm,wg "
%= Olxx%) = % +Ex,
Xf) “ 'Pc@(wmal.w memw&aw




9

,d) “ Eﬁ&(gse ' Kurve (xt 4 )

X ywe =
a* b*

‘1.3&1&‘ Mamn Seonute ( 1,’\3) n mal Mo
wad X = (¥yy- %) Qo dom 0 Gledm%%
| "(\)(,‘c«;-,x) = O (i=1,..,n)
beobmmen l.
Fur die U%\%zu Bdspn‘dz wivrde don bedudeu:

= W3 AR

L KR GF Jutecpel ahowapelymom zu (t;,y;)

Oder
4 ‘c Jc“ 1% M
'\ ‘Ln :‘\‘1“ bXn \ahJ
| At
= de)\; -Y% =0
xett—y, =
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) &Xf‘ 3 [0‘):(1) DL
ey lle) Tla) e P

Nachiel : /\\A%Opw/\ot der MessW .
A Vi ook Wam wur UMOLmOumL % - Wecle .

\_ A\OBV{W . Vom VUWeMole m >7 w Memwete
wnd Dése dao Ubecbeshimmbc 6 leichuugp -

Supleom. whglichet Goman !
N\ Hio de O\.@r \&Qu nstem Q\A,G-Ol/" a»""‘-’- (GQA"B} l

Seke zu xe R":
KATY = Y1 ]
T = :- e R" (Residuwm)
b lw,X) ~ Y |

wnd. beskmme X so, dom

Y.

I, = (2 (@o-yy )™ (82)

A



H«Jert Ex :
scﬁwaszw% o dun Tl Win o
eoxex

q)(*:,X) = Z%_ a;(ﬂ Ky (g?ﬂ

Dot Lamkek O\M Qﬂmdwum
01(%:4\ 1) Tx ; | \h-

T(x) =
La4(~sm\...an({m) f Bk
/A1 X b

/Ro‘o\.emsjrtuumq (RY%)

Geghem : A eR™™  beR”
W: xeR" muk N
I, = | Ax-bll, minimol |

Au%%dm ﬁvm&mu%z Bespiede
) in dor Form (R.4) . ! O% B
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}.2. Novma).ﬂlei d\.unﬂ

Dao Problem (1) (‘Lineares Ausgleidboprdslem)
ist 2ine Jr«moisch A\J(—%aﬂre, dec Approximahon:
Der Vedhor be R™ ist moqlichot %/c" dul,
o Ebowmank z = Ax deo Sweact. Tl =
YUAML) |

U ‘-=€Bi(ck@\> = SPGV\V\ (/(f,...,'(l“)

2w Oppvoyimiere
Beobmme 2¥e U it

Iz~ b “Z = ’U/v% { z-bll, @
ze'J |

Chavakt.satz (£.6)
E,<-~;-7) Ewkdid . Vektoraum ; ||l zu%.l\lorm.
be € U livearer Teilrawm viw E

Es sind aguivaduwt @ (2¥e U)
) lZ-bl = Iz-bl (VzeU)

A VveU:4z*b,v)=0
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(Vf. ok Sake (%1€) Woer Spliao | )

Bowess ¢
A) = b)  (andivelet)
Ware {A‘m A, VeU:X".:(z"’b vy #0,

S0 fotot fir z 1= TS PR eV
lz-b1* = {2 &v/ivi —b, 2" 8§ v/ivi-b)
= “ Z*—b\\z*'Z “8“7.<Z* b V>
\Ivl\‘* N

= |I2* ‘ol\ = “'\T“‘z
< \2-bl? Wi o\.erspmdzv';
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5 = a) Tur ze U set Vi= z-2°

lz-b 1> = |l 2*=b +v II°
= |2-b|"+ 2 (%”l‘o,v\/_ + W

/Q) Der 0‘613& Baustir Z&Of Zn—aﬂhtﬂx e Ein =
d%/‘\q&o/\’c d@r Bw%approxlmakm

Dre Bxigenz it %M\C,Vuz,r‘c U em
omdld dwmensiowaler Toframwm vim E Aot.
£) Die Pobildung P: € = U, Plb) = z*
%@{‘ e m*aﬁ%cwaﬂ(gloj%'m Wi
E /mJ( U.
T OVWWQA%MAW% '.
Vvedild(A): CAX-b,v) =0
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< VxeR": (Ax*—b)TAX = 0
5 YxeR: T [AAT-AL] - 0

& A'AY = A'b (3.8)

A xFe R" Lost also %mwdm dao
 Jiease M%Qb‘o%pvv%m (8.9), wemm
X" die. Novmal gfei chumg el *
&) AA eR™ symmekisdh, po. somiduid
ATA wegulac & 'va\3 (A) =n

Numensdhe L.SS\AMa vie (R.8) awmttelo
%M’ZQ&‘Z{“M% v ATA.

Au%wamok '. |

Bueo%ww%m ATA %hzm weoentf. Op.
%%—ZW LB weeenkd. Op.
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Warnung :  Die Nonalgfhichung it

m% nddedk KondahswieA wnd zwoc
ol ker allo dao \MPV\;M%QALYM, AM%,@,.CQO =
peobton | dh. die Lcwug Aibec (8.8) ik

mstaonf ! V%. dazw M%ah 26 .
23 QR-Zerlegung

2ine Maix Qe ™™ M{bt OH—RA—M |
falo ¢ Q@Q = T,,. (89)
Makizen % ing beo
Claxd, = (Gxyex):
= (CEAXY" = (TxE = 1),
Sind. oMurgmuale Tvouoforahow. y = QX
Admaamtren (MMQ‘»WUWWM
Die %"\M/»ol/{olu ,%t\o%wmqu,\) doo
Kin. Puoglviduopvittin  min [ Ax-b1,

XeR"
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duy GW&TWMW A

e QA ro\’mm/@v\w%m,%b/»oum

b | Ax-bY, — vmwl\&Ax—Qb\\

wit Qe RM™™ Mﬁx‘rcdm«qﬁ.
QT'W\‘V‘OL dobu 50 beohmmt , dlan QA eine
ote. A-Mahix wnvd :

QT - [§] odee A-aQ[R] au

&&.10)- M@)‘c dﬂ/m%@mﬂ{ﬁ AL QR”Z@%EM
der Matix A .

Sah (811)

kde Matix Ae R™) mit mzn wad
RO\M,% (AY=n feaht eine QR- ZU\QM
(810). Mk

W -(8) , Ber, ewr
ohblk wan die Loswng X duo Puogfvida-
problems amo Rx =T, ,’:Fmer Aot
I+0, = 1AX-bl, = I .




A%%
Baras:

Existenz W SP&}U ddde Avxaa,@t Uio
A’\%@;“'RMM.
Wit

Il = 1Ax-b ] = TQAx-Qbl,

- | (R,

= JIRx-B 1% + 1F,2

g

Dicowe Puodmuck 1aird. winimal fir Rx =b, wu
Givens Rotakionen »
Dies sind Drelkumgu. m der (r, L)~ Brene

e .

Qu=| T8 er™ @

p ‘4C\ el

" M
Wober C:= cos(8), s:=sin(B).

" Jomes Wallace Givens (1953)
| (A4%0-1993)



Der Wik O 1ovd. s0 %wr&m} dom das
EX-WW\,UAt (X.,V} A dQIW\,(PW'OlMM le A
Wodsindck : (Spalkerindun v)

C. S Cl'.ky a‘w
=5 i dly 6
5 \\_ L_ : < . ' &
e Qiey
u’k\’ — \[Q:; + Qb ) (XD@ —_— Nv )
\ Q
SnQ = =X
Q\w
EXMWCV\OA\‘MVN%QM%_';
_ - L = — =
%----% N ¥---- %
HE Q‘““-m ¥R Qm-z,m-1 R 4
' ' ——— : ' e ' '
e * ¥ ¥ 0 %
e = il
Nty I
_— : —_— —_— * *
Ox ¥ O
| 0 %--¥% .
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Die ’O‘k.l 3nd. OMM Mahizen, daher
it amdh dao PRodukt OM\/«M :

Dae Exi | - * '

¢ .Xlg(‘\'ﬂl\% e QR Zerev.%«m% Wt damX

Qpreaft
Der A\,%’UV'\“‘R/W\M.O wivd. oud die envetede Matix
(Ab) amgeiremdet.

AW?A,«)‘Q/M)‘, : Z.Vnn?' RIYIN .4 OPW)FO%%

Householder Reftexionen »

Fine Makix Qe R™™ dor Tomm
Q= T, - 2% ,v#0  (8B)
haipt Howoehotder - Makvix .
Sie. Aeodheer bt Q{?ﬁme)m‘sck die SP\‘Q%M
doo R™ am dac H«gpud&m VR
X=AV = QX = =X
XLy =» G\x‘= X

*) Alston Scott Householder (4904-1393)
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Efementare Etgenschatden (8144)

A) Q ist symmptrisch | also Q=Q

&) Quist ovthogonal ) alho AR = QK = I
©) Quast nvolutorisch, oo Q@ =T,

é\_ Q hot die Ex %Me
A=+ (m-A)-kadh
- )‘L = —1 Uw%a& )
Amokeoondere @ detQ = -1, cond,(Q)=1

Ees’r\'mmm% vew (!

Bin gegelboner Veldor 4e R™ soll
vermoge (Q An ein \/id,%ad»@g v
e,= (4,0,..,0) abgebildet werdu:
Qy = xe,
L(’iy\%mivme, = o =% s,
=

V = }j —-0(61 ) K= "'S%\'\(%/\) “46“1
(8.15)




192

Das Vorzeichen ist so gewahlt, dass v
aus Loschungsfrei  berechnet werden Kann.

Mit (8.15>) (8.13) {:\'V\dd: wan

| Q= T g W, =1yl Iy

- (346)
Zumeist wivd. anstelle v Q. wwr (V, (5)*
Q&)P&'Cher'\: .

Fodult Qx : Tur xeR" findek man

Qx=x—%v. ’H)
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Die Ldsumg des Ringaren Ausqleichoprodlens
Qxf(otq‘% mum wie Seim Qivens—Verfahren :

oy % -- % | %

Qq 0 -- |*
| ]
*

=

(Al) —

o-.‘

o) ¥--- %] %]
QZ 0«2_* : '
—> [ 0% |,
100 kx| %
(o= - =~ % |% ]
Qn ) R! ' }b’l
—_— 0(,\*
O/ |
LV

= Rx=b,, |+, = l\bz“z
Spaicherum

= =

~ R ||
v,vz‘\’“—\ 1] |




(th

.. Verallgemeinerte Inverse

1.| Fur Ae [R(mn) 0 'uMoK‘RaM%,A=n
ms’c die Abbi lo\MV\%

be R™ +— x*e®R" 7. [AX-bl,=Min.!
wohldefiniert wnd Linear.

No\rmad.c%@u'c&m@ = X'= QA\TA>—1 A'b
Die zugehorige Aboil dungomanx

= (NAY AT ()
et Psendoinverse vim A

Es qitt A'A =T, und firmen A=A

Z.% Mm<n  oder 'RQM%A'—' P <N

it TAx-bl, = Min.! zwar Logbar -
aber Midht mehr e,ivxdewk%.

Der L()S\AM%/Dvwm mt Q,H,m fear !

X + Ken (A) | X : beliekriae Losww%
=" "5 %\\o’c QUL deeub% beohmmte
normminimale Loswvx% ww LAX-bl, = Wi

Dieoe werde mt X bereidwek .
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Die /\\obaldm% b +— X" Mt domu Unear,
dAQZlLOJ%g'r{%L A\obi\dmopmabix A *9&)\(?5\'
wieder Pseudoinverse Wu A.

Wir sutunckedn wwn e wumenschos Verfaheen,
m%moﬂ/ww% dec Prondotnvenom 1w
Ae R™ . Gomanes Zue Becchmung vou

x= A"b ) be R" \Ior%a%dom
Doz Seotmmenm wir v A 2ine QR-7Zer=
ﬂtq‘«mt}( it Spaﬂkmp\‘.vo{w'vx% :

P - QTR | aw
Y= (e\’« - Gpn) eR™ : Pormukahouomahi
R e RPP: wgdart obe Dreiecksmahix
Qe R™: oRegewole Makix
Se RP™P. Kumw oo, owHalln,

1. Allg. wivd qewalo Line Spaﬂ}e movxivnadas L Gmge

oo Privetspalie quuraldk, s dam okt -

""4‘\?/ ¢2.2>/ -*ZT‘)F>O .
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Damt wivd
IA%-b I, = | APy =b I, ; y:="P'x
- la(35)(L) o,
= LE3)G) b, 5 B
(RW ‘\‘Sbflz \J)"L

Domt vt der emte Tl deo M%QMM Sakzen
grosiqe

Sakz (£.20)

Es su 2iue QR- Zerle wa A gma
(849) Guopbem, b=a'b (\:> ik
bGRP b e{R‘"‘P) yi= P xz_: (yf)w;t
\146“2? Y. € R“‘P Z
_)_ X mimwced || Ax- \3\\2 &
& Ry +Sy,=b, . IA%-bl, =I5,
&)_H\% w:=R'E,, Vi= R'S otk
Xhovmmxwwdt &=
T+V'V) Y,
N

e

V'iy
w=Vy,

N




A9+
DPevtis: zub):

Nad, obioum opet:
X = LW = Uy, I*+ 1l
= | w= Vi |5+ Iyl
= - 2400, Vo) + N Vo) +H 1l
Wl + g, {—2 Vi + ViVy, + 44,_&
Il + 47 { (THVV) 42 -2V
Divo Wt vine quadroksthe Form m M, wnt
posttiv dubiwitec Keelfi ziewrmmalix (T+VTV).
Dnooe heaoh vin tindwwhg eohmudeo otikieo
Otwraﬁm Mivu'vwww) dao dudh
Ny, = 2[ @V g, - VU] = O
Bekmmt At m
A) Dec RBuwtds zegh Z«A-%»QM&, dom die

T Zwodmmg b X* wrtddahiwen
mnd iveac sk,

e
=
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&) A" ediltt die Penvose - Axiome ”
+ (AAY = AA
« ANY) = AN
« AAAT= A
¢ AAA = A

Algoritmus zw x= ATb (3.21)

1. QR- Zu\e%ww% M (£.49)

2. l8se RV =S  (fp Rickwarb - dubst.)
3. Wmha —:ZQAQM T+VV =: LD R
iy (;) Qb

5. Lhse Ru=5, (Rickwos—ut.)

6. Ldse LDL Yy, = V' (Vovww/\o/Ruokm>
?. \J1 ;== u.— \/\Jz_

g. X := Py

9 %o%ex Bonvose (1359)
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8.5 Singularwert-Zedegung
EAve Zer| Q,W% einer Malnx A€ R(m &

i Poe W ST (822)
Wit ovthogamadin Mokizen UeR™™,
Ve R™  tmd giver Diagonalimaknx

s (_2_631;_*0__> e(Rth)
010

/vw& 917G 7 7S 70 Supt eine
g(«&a/rwexjc ZQAC%\AM% viw Ay die €
b om S\V\W Werke wyw A .

MATLAB + [U,S,V] = SVDS(A,...)
Bemercumopm (8.23)

/ill Die 65;20 2ind EJRV\O\.UJ\'%, Ireoti mwt , denn
AA =NSTUTUSV" = V(SS)V'
=2 Die 52 nind due Posﬂ-\ve\'\ E\%QMW‘?H-& dar

mmsdan umd peitbv sewldidinaten
mx R ; t
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K'r) Mt V= (Vn ,Vm) = (1\ . )

%UUC
AV" = 6"' u\' ’ 1= 1)...)‘)
AV‘: -~ O | {'zp'\‘«)--)“
Alw= &V o+ =49
ATM‘:: O ) i=P‘\'4)u,m.
Weter Axok

V= () V) ONB awo EVem vow AA,
U= Q\AA)“)'“.‘W\) ONB QM/DEV% W‘VA T

o A, =6, |, Gmd, (A\——P‘

Satz. (3.23)

Zw AeRMW C{‘\'M 20 N eine S\‘V\%\&,&r--
Werrzedegquang (9.22) . Die Makvizen U, V
%ind JQM A A\kg. bk eindaunhg beokimmt .

Bewtis : M &,:= |Al, = “wt‘w1 | Ax\,

forgk: Fue R, v,eR", =1, Ivi=1
Av, = 5, U

Es it §, 70 (Wonn /\#O Vwoum%omm\)
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Mam erweitere U, bur v, 2w oiver ONB
U=('U,\)..,'\bm> ow Rm frea . V"(V'\)--;Vm)
v R". Dot Sthe. man

A,‘ = UTA\/ = (l:‘r> (AV4)") AVM)

1 W'

- GEB) L(i“AV1=51u1>

0.

Wir zeigm, dom W vers dusinolut ¢

of = 1AL = AL
LA ()
> 18
S (1 s
(o 4w 02) + | Bw W=
5y + \wl?
> 6wy = wi=0

©40...0
Domit Wt quawigk: A=UAV= |9 B >

Die B + wwilotand. . Indiddvon,
MM W o Ot -
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112 = LAx=-bl;
— | USVx-bl,
= | SVx - UTbll;
= [Sy-Tl; , w—-\/"x b:=Ub
= i@m b) + Z‘;ﬂb
Domnt g@ecxk
%= B8], =heaP & Yo, -, Y bebickig
0=V = Z4Y
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Dne Lé')sw\/x% Jlvinoter Norm eafdle mow

Wown WMam Yo = ... = Y= O Seat,
Ww;max
b TEA h
M W": _— A"V
x=ANb, \i ’ J]
A=V SU



