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©Dr. K. Rothe

Horsaaliibungsaufgaben und Lésungen zu

Analysis 11

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:
Gegeben sei die Funktion f : IR — IR mit

1 fir >0,
f(x):{l—xz fir <0.

b) —
Ist der Mittelwertsatz — ¢'(xg) = w mit 1z €Ja,b] fir a = —1 und

b =1 auf f anwendbar? Man bestimme gegebenenfalls eine Zwischenstelle xg.

Aufgabe 2:
Fiir die folgenden Funktionen f : [a,b] — IR mit z — f(x) bestimme man mit Hilfe
des Mittelwertsatzes eine Konstante L € IR, so dass fir beliebige x4, x5 € [a, b] gilt

|f(z2) — f(z1)| < Llzg — 21

und tiberpriife, ob f([a,b]) C [a,b] gilt:

a) [a,b] =[0,1] und fi(z) = cosh(x) — 1,
b) [a,b] = [-3,—1] und fo(z) = (z +2)* — 4.
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Aufgabe 3:

Gegeben sei die durch ~ f(z) = o

definierte Funktion.
2 — 3z

a) Man zeichne die Funktion f.
b) Man beweise durch vollsténdige Induktion, dass fiir & > 0 gilt

5.3k k!

PO = —aapn

1
¢) Man berechne die Taylor-Reihe von f zum Entwicklungspunkt xq = 3

1
d) Man untersuche die Konvergenz der Taylor-Reihe in den Punkten z; = 3 und

2

Ty = —.
73
Aufgabe 4:

Aus einem kreisférmigen Stiick Pappe vom Radius R wird ein Sektor mit dem Winkel
a herausgeschnitten. Dieser Kreissektor wird an den Schnittflichen so zusammen-
geklebt, so dass ein Kegel entsteht.

Fiir welchen Winkel a besitzt dieser Kegel maximales Volumen? Man berechne dieses
Maximalvolumen.

Aufgabe 5:
Gegeben sei die durch ®(x) = e® — 2 definierte Funktion.

a) Man zeige, dass ® genau zwei Fixpunkte besitzt.

b) Man gebe ein Intervall D an, in dem die Fixpunktiteration
ka:CI)(xk), k:0,1,2,...

fiir jeden Startwert zp € D auf Grund des Fixpunktsatzes gegen einen Fix-
punkt z* konvergiert.

Wieviele Iterationsschritte n werden nach der a priori-Abschéitzung fiir eine
Genauigkeit von |z, — 2*| < 107* héchstens benétigt?

¢) Man berechne den Fixpunkt mit einem absoluten Fehler von |z, —z*| < 107
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Aufgabe 6:
Man untersuche die Funktionenfolgen
) fui[-2,2] = R, fu(2) ! b) ho R - R, ho(z) — —2
a n - |74 y Jn\T) = /=3 n - y Mp(T) = .
1 + ne®? 1+ na?
auf punktweise und gleichméflige Konvergenz.
Aufgabe T:
Gegeben seien die folgenden Funktionenreihen
[e.e] o0 1
i = P-1)(2 -2 i = :
0 0 =3 - D= @) o) =3

Man bestimme den maximalen Konvergenzbereich D und untersuche die Reihen auf
punktweise und gleichméflige Konvergenz in D.

Aufgabe 8:

a) Fiir folgende Potenzreihen bestimme man den Entwicklungspunkt und berech-
ne den Konvergenzradius:

Q) iﬂx" (i) i((g)Q:p)zn

n=0 n=0

b) Man bestimme den Entwicklungspunkt, den Konvergenzradius und das Kon-
vergenzintervall der folgenden Potenzreihe

= (20 +1)"
; vn+1

und untersuche das Konvergenzverhalten in den Randpunkten des Konvergen-
zintervalls (mit Begriindung).
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Aufgabe 9:

a) Unter Verwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe:

1 o0
1—z z::Zk

k=0

berechne man die Potenzreihe fiir die durch f(z) = definierte Funktion
2

3i
zum Entwicklungspunkt zp und bestimme deren Konvergenzradius fiir zyp = —.

b) Man berechne die Potenzreihe von g(z) = zum Entwicklungspunkt

(5 —4x)?
xo und bestimme den zugehérigen Konvergenzradius.

Aufgabe 10:
6

Gegeben sei die durch ~ f(x) = T 12 definierte Funktion.
—4dx

Man bestimme die Glieder der Potenzreihenentwicklung von f mit Entwicklungs-
punkt xq = 0 iiber die Rekursionsformel aus dem Cauchy-Produkt von Reihen, sowie
den zugehorigen Konvergenzradius.

Aufgabe 11:
Man berechne die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung

v =y
mit dem Anfangswert y(0) = 3 in folgender Potenzreihendarstellung

[e.o]

y(x) = Z apx®.

k=0

Aufgabe 12:

a) (i) Man berechne die Ableitung von f(x) = In(2+ x) und damit die Potenz-
reihe von In(2 + ) zum Entwicklungspunkt zp = 0 und bestimme deren
Konvergenzradius.

(ii) Man untersuche das Konvergenzverhalten der unter (i) bestimmten Po-
tenzreihe in den Randpunkten und berechne im Falle der Konvergenz den
Wert der entsprechenden Reihe.

b) Man berechne die Potenzreihe fiir die durch g(z) = /8 + 3z gegebene Funk-

tion zum Entwicklungspunkt zy = 0 und bestimme deren Konvergenzradius.
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Aufgabe 13:
Fiir die Stiitzstellen z; und sind nur die Funktionswerte f; bekannt

n| -11 3 5

fi

=15 3 -3 15.

a) Man gebe die Lagrange-Darstellung des Polynoms ps an, das die obigen Daten
interpoliert.

b) Man zeichne ps.

¢) Man gebe das Gleichungssystem an, dass ps in der Darstellung ps(x) = ag +
a12 + asx?® + azx® aufgrund der obigen Interpolationsdaten erfiillen muss.

Aufgabe 14:

a) Das (lineare) Polynom p;; interpoliere die Stiitzpunkte (o, o), (21,¥1) und
pa,1 interpoliere (z1,41), (22, y2). Man rechne durch einsetzen nach, dass

T — T2

pa2() = paa(z) + (p11(7) — p2a (7))

Ty — X2
die Stiitzpunkte (xo, %0), (x1,v1), (T2, y2) interpoliert.

b) Von der Funktion g(x) = Inz seien nur die Stiitzstellen

x| 05 1 2

—-0.693 0 0.693

In z;
bekannt.

(i) Fiir das Interpolationspolynom p niedrigsten Grades berechne man p(1.5)
als Naherungswert fiir In 1.5 mit Hilfe des Schemas von Neville-Aitken.

(ii) Wie groB ist der Fehler hochstens und wie grofl mindestens?

(iii) Man berechne p(1.5) mit einem Matlab-Programm nach dem Schema von
Neville-Aitken.
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Aufgabe 15:
a) Von der Funktion sinh(z) sind nur die Stiitzstellen

z |0 3 6

sinhz; |0 10 201.7

gegeben. Man berechne das zugehérige Interpolationspolynom po(z).

b) Man berechne ps(4) als Naherungswert fiir sinh(4). Wie grof§ ist der Fehler
hochstens? Man berechne zum Vergleich den tatséchlichen Fehler.

¢) Man zeichne sinh(x) und po(z) im Intervall [0, 6.5].

d) Zusitzlich sei noch sinh(5) = 74.2 gegeben. Mit dieser Information fithre man
a) bis ¢) bzgl. ps(z) durch.

e) Man schreibe ein Matlab-Programm zur Koeffizientenberechnung eines New-
tonschen Interpolationspolynoms und teste dies am obigen Beispiel.

Aufgabe 16:
a) Man berechne den natiirlichen kubischen Interpolationsspline s(z) zu folgen-
den Daten
E10 1 2 3
e |0 2 3 4
fel4 0 1 4.
Diese Daten wurden durch die Funktion f(z) = (z — 2)? erzeugt.

b) Man zeichne die Funktionsgraphen von s(x) und f(x).
¢) Warum kann s(x) nicht mit f(x) iibereinstimmen?

d) Man zeichne s(x) unter Verwendung der Matlab-Routinen ’spline’; "linspace’,
‘ppval’ und "plot’.

Aufgabe 17:
Man berechne alle Stammfunktionen zu

a) fi(z) =22° —5sin(z), b) fa(w) = 4cos(z) — Tsinh(z)

O mw=HIE g g -
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Aufgabe 18:
Mit Hilfe der partiellen Integrationsregel berechne man

a) /(3x—1)cosh(x) dr , D) /:z:ln( ) dx /x cos(z :

d) /cos(t)sinh(t) dt e) /15x\/dex f) /tan

Aufgabe 19:
Mit Hilfe der Substitutionsregel berechne man

a) / cos(z) sin®(z) dz , b) / 20Va? + 1dx, c)

/
d) /wdt, e) / A /tan(w)dx.

6t +9 e?r +1

Aufgabe 20:

a) Man berechne den (positiven) Flécheninhalt F', der durch die Teilmenge
M = {(x,y) ceR?: 2*<y< \/E}
des IR? gegeben ist.

b) Man berechne die folgenden Integrale

(i) 7Qe$sin(x) de, (ii) 7281n(x)cos2(m) dr , (i) /4 V22 + 1 d.

Aufgabe 21:
Man berechne die folgenden Integrale

3 1 623 — 322 + 2z — 3
2y b -y d
2) /5—2:5 z, D) /(755—4)2 T ) / 2 — 1 T

5) 5%4 6x
d) /—z2+2dx, e) /2x2+2dx, f) /—x2+4$+5dx
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Aufgabe 22:
Man berechne folgende Integrale ggf. unter Verwendung der Partialbruchzerlegungs-
methode

7
2) / 327+ 150 — 18

3 235 17
b)/er;ic T+ d
2 +6x —7

x?
9
C>/md”

Aufgabe 23:
Man berechne unter Verwendung der Partialbruchzerlegungsmethode

/ 83 — 43x% + 46z — 39 p
x .
xt — 43 4+ 27
Aufgabe 24:
Man berechne die unbestimmten Integrale
3x 1
a) /cosh2tdt, b) /\/1+x2d:c, c) / ‘ dr , d) / dx .
e’ +4 cos

Aufgabe 25:

a) Man berechne die uneigentlichen Integrale, falls sie existieren

(i) /ﬁdx, (ii) Zﬁdm

b) Man untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz (ohne
sie zu berechnen)

Q) 7$2+;dx, (i) /1 VT

x + xt + 23
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Aufgabe 26:

a) Man berechne die Ableitung des parameterabhéngigen Integrals

2x

F(z) = / 3 dy

1

(i) durch Integration nach y und anschlieBendes Ableiten nach x,

(ii) durch Ableiten nach x und anschlielende Integration nach y.

b) Man berechne fir f(t) = cos(yt) mit v € IR die Laplace-Transformierte F'(s)
fiir s > 0

F(s) = / ft)e* dt.

Aufgabe 27:
Gegeben sei die Funktion

f:]0,7/2] — IR mit f(z)=sinz.
a) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph
von f um die z—Achse rotiert.

b) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph
von f um die y—Achse rotiert.

¢) Man berechne die Mantelfliche des Rotationskorpers, wenn der Funktions-
graph von f um die z—Achse rotiert.

d) Man zeichne die Mantelfichen der Rotationskorper aus a) und b) mit Hilfe
der MATLAB-Routine "ezsurf’.

Aufgabe 28:
Man berechne die Bogenléngen der folgenden Kurven ¢ mit

cost
a) cft) = ( t?};) te[0,1], b)clt) = :;Ii(t) L tel0,8n].

und zeichne die Kurven.
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Losung 1:

1 fir >0, 0 flir x>0,
f<x>={ g

/ —
1— 22 fir <0 if(x)_{—lc fir <0

Da f stetig differenzierbar ist, sind die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt
und es ldsst sich eine Zwischenstelle xy € | — 1, 1] berechnen:

fA)—f(=1) _1-(0—-(=1)?) 1 1 _ 1
1—(—1) 2 2 2 4

f'(w0) =

x

L L L
—1.0 —0.5 0.5 1.0

1
Bild 1 f(z) mit Tangente in 2o = ~1 und Sekante fiir a = —1 und b =1

Losung 2:
Aus dem Mittelwertsatz erhdlt man mit zq €]a, b

£(8) = F@] = 1 @)l - b= a] € mas | F(@)]-Jb—al.

—_————
=:L

L = max |f{(x)] = max |sinhx| = sinh1 = 1.1752....
z€0,1] z€[0,1]

fi wichst in [0,1] streng monoton, denn es gilt fi(z) = sinh(z) > 0
fir x € 1]0,1]. Damit nimmt f; seinen Maximalwert fiir z = 1 und seinen
Minimalwert in = 0 an. Man erhélt also

£1([0,1]) = [2(0), fu(1)] = [0, cosh(1) — 1] = [0,0.543...] < [0,1] .
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osf
04
03fF
02f

0.1

! . . . ! . . . ! . . . ! . . . !
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Bild 2 a) fi(z) = cosh(x) — 1
hax (@) = max [2(z+2)
Aus der Scheitelpunktform fo(z) = (z 4+ 2)? — 4 erhélt man Minimalwert

fa(—2) = —4 und in [-3, —1] den Maximalwert fiir fo(—3) = —3 = fa(—1).
Damit ergibt sich

fo([=3,=1]) = [fa(=2), fo(=D)] = [-4, 3] £ [-3, 1] .

=25 =20 -15 -1.0

Bild 2 b) fy(z)=(z+2)* -4
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Losung 3:
a)

10~

Bild 3 f(v) = ; _5333
5-30.0! 5
by k=0 e —ag JW =/
k—k+1:
, 5.3k
FED @) = (fP@) = (m)
5.3kl (=3)- (—(k+1) 5.3 (k+1)
(2 — 3z)k+2 (2 3x)k2
c) mg =~ ergibt f)(zy) = f® %) :%:5-3’“%!
— P (20) — f®(1/3) & 1\
% k!O (Jf—xo)kng (x—§> 225-3k($—§>

1
d) Konvergenz fiir z; = 5 iiber die geometrische Reihe:

ad 1 1\" > /1\" 1 1
5-38(=—=) =5 -] =5. =10=Ff(=).
S50 (3-5) =2 (3) =5 rmm=10=1(3)

2
In 2y = 3 liegt Divergenz vor, denn
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Seo(t-) £ )£

erfullt die notwendige Konvergenzbedmgung nlcht: klim 5#0.
—00

2
Bemerkung: xo = 3 ist Polstelle 1.0rdnung von f.

Losung 4:
Fiir den Umfang des Kegelbodenkreises os N
mit Radius r gilt: Wl \
\
R 04
2rr =aR = T(@):a_. |
27T 02 \
L,

Bild 4 a) Kreissektor mit R =1

Da die Lénge der Kegelmantellinie mit R iibereinstimmt, gilt nach dem Satz des
Pythagoras h? + r? = R%. Damit erhélt man fiir die Kegelhohe h:

o2 R2
R? —r?(a) = (| R? — on R \/ (2m)2 —a?.

Das Kegelvolumen ist also gegeben durch

V(i) = mri(e)hla) a?y/(2m)2 —a? = WRB -\ (2m)2at —ab > 0.

3 3

Per Konstruktion gilt 0 < o < 27. In den Randpunkten des Definitionsbereichs
ag = 0 und ay = 27 liegen offenbar Minima vor:

V(0)=0=V(27) .

Die Extremalkandidaten im Inneren ergeben sich aus:

( 2
>0 0<oz<27r\/;

TR 4(21)%0% —6a® _ wR® a(2(27)’ - 3a?) 2 \/5
3(2m)3 2,/(2m)2at —ab  3(27m)? 27 — ;o =2m /g

2
<0 , 27T\/j<a<277.
L 3

V() =
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Bild 4 b) V(a) mit R=1

2
Daher liefert oy = QW\/; = 5.130199321.. das maximale Volumen mit

2 TR®  2(2m)? \/ 2(2m)?  2mR?
Vi 2m /=] = . 2m)2 — = ~ 0.403066525R>.
( i 3) e 3 VO 3 9v/3

Loésung 5:
a) Das Fixpunktproblem ist dquivalent zum Nullstellenproblem fiir g(x):
r=€e"—-2 & gr)=e"—-2—2=0.

Da ¢'(x) = e* — 1 genau eine Nullstelle besitzt, hat g nach dem Satz von Rolle
hochstens zwei Nullstellen.

Es gilt g(—2) = 0.135..., g(—1) = —0.632..., g(1) = —0.282..., g(2) = 3.39...

Nach dem Zwischenwertsatz besitzt g also eine Nullstelle im Intervall [—2, —1]
und eine weitere im Intervall [1,2].

Bild 5 a i) Winkelhalbierende und ®(z) =e* —2 Bild 5 a ii) g¢g(z) =" —2—x

b) Fiir das Intervall D = [—2, —1] werden die Voraussetzungen des Fixpunktsat-
zes iiberpriift:
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(i) D ist abgeschlossen.
(ii)) Da ®'(z) = €® > 0 gilt, wéchst & monoton. Es gilt also

®(D) = [®(—2),(—1)] = [~1.865, —1.632] C [-2, —1] = D.

(iii) @ ist eine C'-Funktion und damit Lipschitz-stetig. Eine Lipschitz-
Konstante in D erhélt man durch

1
L= sup |[P(z)|= sup " =—-=0.367880,

_o<x<—1 —2<g<—1 e
d.h. ® ist kontrahierend auf D.

Damit sind die Vorraussetzungen des Fixpunktsatzes erfiillt. Es gibt also genau
einen Fixpunkt x* € D, das Fixpunktverfahren konvergiert fiir jeden Startwert
xo € D gegen x* und es gelten die a priori- und a posteriori-Fehlerabschatzung.

Die Anzahl der Iterationsschritte, die zur ndherungsweisen Berechnung des
Fixpunktes mit |z, — 2*| < 107* hochstens erforderlich sein wird, kann aus
der a priori-Fehlerabschétzung ermittelt werden. Fiir den Startwert xo = —1
erhélt man n = 10 Iterationsschritte:

n

» 4
Ty, — x| < T1 — To| < 10
10— 2] < 2oy — a0
1-L 1-0.367880
In (10000|117:p0|> In <1OOOO|71.632+1\>
= n> = =9.21...

InL In 0.367880

Ein  Matlab-Programm zur Fixpunktberechnung mit a posteriori-
Fehlerabschétzung als Abbruchkriterium:

>> funkt=inline(’exp(x)-2’,’x’)

>> fixpunkt(-1,0.0001,funkt,0.36787944117144233)
k x_k

0 -1

1 -1.632120558828558

2 -1.804485465847412

3 -1.835440893922046

4 -1.840456855343537

5 -1.841255113911434

ans= -1.841381782812870

function x = fixpunkt(x0,eps,funkt,L)

% Berechnet einen Fixpunkt mit Hilfe des Fixpunktverfahrens

A
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% Input: x0 Startwert

/A eps  Genauigkeit

% funkt Verfahrensfunktion

% muss als inline Funktion definiert sein,
% z.B.: funkt=inline(’exp(x)-2’,’x’)

% L Lipschitzkonstante,

yA

yA

% interne

% Variable: n
% X
yA

% Output: x
yA

falls unbekannt L>1 setzen

zdhlt die Iterationsschritte
niachste Iterierte

Fixpunktnaherung

% Kai Rothe, Marz-2015.

% _________________

[n x0]
x = funkt(x0);
if (O<L & L<1)

while(L*abs (x-x0)/(1-L)>eps)

x0 = x;
n=n+1;
[n x0]

x = funkt(x0);

end
else

while (abs(x-x0)>eps)

x0 = x;
n=n+1

x = funkt(x0)

end
end

Bemerkung:

Der Fixpunkt im Intervall [1, 2] kann mit der Verfahrensfunktion ®(x) = €® —2 nicht

berechnet werden, denn es gilt

inf |®'(z)] = inf " =e=2.71828... > 1,
1<2<2

1<z<2

d.h. ® kontrahiert nicht im Intervall [1, 2].

Schreibt man obiges Fixpunktproblem um in = In(x +2) =: ©(z), so sind die Vor-

aussetzungen des Fixpunktsatzes fiir © in [1,2] mit L =

berechnet sich zu z** = 1.1461.

1
3

erfiillt und der Fixpunkt
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Losung 6:
a) Die Folge f, konvergiert punktweise gegen f:

lim f,(z) = lim b lim _Yn =0=: f(x).

n—o0 n—oo 1 +ner’  n—oo I/n+ er”

fn konvergiert auch gleichméflig gegen f, denn es gilt

1/n 1 1
0 < sup |fulz)— f(x)] = sup ——0‘: sup — |————
x6[72,2]| (@) (@) ze[-2,2] 1/n+ e ze[-2,2] 1 1/n + e**
1] 1 1 oo
< sup —|—|=-"30
ze[-2,2] T | €7 n
Y
(0]
0.4
.3
0.2
6]
) -1 1 > =
1

Bild 6 a) f,(x) > firn=1,2,3,5,10,20

T 1t e
b) Es gilt h,(0) = 0. Fiir  # 0 erhélt man

na? x?

am o) = m 3= = i e

Also konvergiert die Folge h,, punktweise gegen h:

0 : =0
hw) = { 1 : 2#0
h,, konvergiert nicht gleichméflig, da h unstetig ist.

Y

Bild 6 b)  h,()

= 3 firn=1,2,3,5,10,20
nx
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Losung 7:
a) Fiir f,(z) := > (2% — 1)(2 — 23)* ergibt die geometrische Summenformel
k=0
n 1 — (2 . x3)n+1
= (#*—1 2— 23" = (23 -1
hio) = @ =D - = @ - )
_ 1 . (2 . x3)n+1

Fir 2—-2% <1 & 1< 2% <3 erhilt man Konvergenz mit lim f,(z) = 1.
n—oo

AuBerdem gilt f,,(1) = 0. Fiir alle anderen z liegt Divergenz vor. Die Funktio-
nenfolge f,, konvergiert also punktweise gegen die Funktion

0 : x=1
f(z) =
1 : 1l<xz<+3.

05 :v‘//'f
/

Bild 7 a) f,(z)=1—(2—2*""" fiir n = 0,5,10, 15,20, 25,30

Die Grenzfunktion f ist nicht stetig, die Konvergenz kann also nicht
gleichméBig sein.

b)

o

1
g<l’) = Z (k + 1)3(1,2]@ + 1)

k=0

konvergiert gleichméBig (und damit auch punktweise) und absolut nach dem
Majorantenkriterium auf ganz IR, denn
1 1
< d —_— = — < .
(k + 1)3(z2k + 1)‘ S CES Z (k+1)° Z EE
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Bild 7 b) g,(x) = TP 1) firn=0,1,2,3,5,10
k=0

Losung 8:
—~Vn+1
a) (i) Z n?n——:_ll ", Entwicklungspunkt: zy = 0
N=0 N—_— —’
. an . vVn+1l (n+1)2+4
r= lim = lim .
n—=00 | Gpt1 n—oo N2+ 4 \/n——|—2

1+1 142 2
~ lim +1/n 142/n45/n .
n—oo \[ 142/n 1+4/n?
) 9 2 2n 0o 4 2n 0o
.. o 2n __ k
i) 3 ((5> :v) > (5) -t
n=0 n=0 k=0
Entwicklungspunkt: zp = 0

4 k
o0 k=2
Koeffizienten: a; = (25> ’ "
0 , k=2n+1
Konvergenzradius:
1 1 25
T = = e
lim sup +/|a . onfran2n 4
msup Viad - im /(1)
— 2z + 1) o 2 ( 1)n
b —_— = x + —
) nzz() n+1 HZ:O n+1 2
1
Entwicklungspunkt: z¢ = —3
Qp, 2”\/ n -+ 2 1

n—oo In+1l, /n 1 5

Konvergenzradius: r = lim
n—oo

Ap+1
Konvergenz in den Randpunkten:
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x1 =0, Divergenz nach dem Minorantenkriterium:

= 1 =1
> — =00.
ro = —1, Konvergenz nach dem Leibnizkriterium:
S o
—vn+1
Man erhélt also das Konvergenzintervall — [—1,0] .

Bild 8:
Loésung 9:
6 6 6 1
8) 5_4; | B—dztdzm—4z  5—dzn _(e=2)
5—420
6 KA\ & 6.4k "
- 5—4,202(5—420) = L G agit )
k=0 k=0

Berechnung des Konvergenzradius:

6 - 4k(5 — 42’0)k+2

r= lim 6 - AFHL(5 — dzg)kHT

k—o0

. 5—420
N 4

= lim
a’k‘-i—l k—oo

Die Konvergenzbedingung der geometrischen Reihe wird bestétigt:

4(z — zp)
5 — 42!0

5—420

<1l = |z—2|< 1

— — 20| =T

4

_‘5
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Man beachte: z = % ist Polstelle von f.

31 5 X 5—3i 34
Der Konvergenzradius fiir zg = ZZ: r= ‘Z — ZZ = ‘ 1 ' = \2_
6\ 24 1 f'(x)
b) A )= ——) = ——— folgt = = .
) Aus ['(z) (5 - 493) Gz O 9@ = 5T T o
Damit ergibt sich die Potenzreihe von g durch differenzieren der Potenzreihe
von f:
/
1 [« 6 - 4" X . k- 4kt 1

Der Konvergenzradius stimmt mit dem von f {iberein.

Probe:
. a . k- 4715 — dxg)kt2
r = 1m == 1m

k=00 | Ayt k—oo | (5 — dxo)k+1(k + 1)4F

li k(5 — 4%0) 5— 4%0 5

= lim |———F| = = |xg— —

koo | (k+1)4 4 4
Loésung 10:

0 = f(z) =do + dix + doa® + dsa® + - -
5 dr 0o+ ad 2 3

= 06 = (5—4$)(d0+d12}—|—d2x2—|—d3x3+)

= 5dy + (5dy — 4do)x + (5dy — 4dy)2® + (5ds — 4dy)x® + - -

Koeffizientenvergleich:

6
= 6=>5dy, 0=5d, —4d_; = dozg,

k k 00 k
dkzgd“:---:(%) dO:g(%l) = f(:v)zzg(%l) z*

6 (4"
5\5 5

TS| 6 /4\| 4
19

Alternativrechnung mit den Formelauswertungen aus dem Skript (Methode iden-
tisch):

Konvergenzradius: r= lim |——
k—oo dk+1
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Da ¢g(0) # 0, besitzt f in 2y = 0 eine Potenzreihenentwicklung

IR o
fle) = g(x) ,;dk

mit Konvergenzradius » > 0 und die Koeffizienten d;, lassen sich nach der Rekursi-
onsformel aus dem Cauchy-Produkt berechnen:

k—1
aodo =1 s aodk = — E djak_j
Jj=0

mit
- 5 4 5 4
_ k _ _ — _
9@)—;@1& —6—61’ = ao—g,al——g,ak_o,kzz.
, . 1 6
Man erhélt damit dy=— = —,
Qo 5
k—1 k k
1 aq 4 4 6 (4
d = —— diar i = ——dp 1 =-dyp 1--=(=2) do==[=
k ag; §Ak—j a0k1 5 (k-1 <5> 0 5(5)

Losung 11:

Im Inneren des Konvergenzintervalls darf die Potenzreihe gliedweise differenziert
werden. Setzt man die Potenzreihe und ihre erste Ableitung in die Differentialglei-
chung ein, so ergibt sich

o0 o0
E apkzt ! = E apr®
k=1 k=0

= D ake! ™ =) awt =) (an(k+1) - aat =0.
k=1 k=0 k=0
Aus dem Koeffizientenvergleich mit der Nullfunktion ergibt sich folgende Rekursi-
onsformel zur Berechnung der ay:
ak ak—1 ag

k+1  (k+Dk  (k+1)!

a1k +1) —ar =0 = apq1 =

3
Der Anfangswert ergibt y(0) = ag = 3 = a = ] und damit

®© Lk
!

=3 x .
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als Losung der Differentialgleichung. Der Konvergenzradius berechnet sich durch

Qg

Ap+1

= lim

k—o0

= lim(k+1) =

k—o00

r = lim
k—oo

3(k+1)!
3 k!

Losung 12:
a) (i) Unter Benutzung der geometrischen Reihe erhilt
lz/2| <1< |z <2

) = L _1.— N
MO =5 = 3 iR ;271

die Potenzreihe von f’ mit dem Konvergenzradius r = 2.

man

fiir

Gliedweise Integration der Reihe liefert wegen f(0) = In(2) die Potenz-

reihe von f

n

fl@)=m@2+z) = C+Y_

(ii) Der Randpunkt x = —2 fithrt auf die harmonische Reihe

und man erhélt keine Konvergenz.

(=1 N
— (n+ 1)2”Jrl B )+ z%

2n+1

Fiir den Randpunkt x = 2 erhélt man mit der alternierenden harmoni-

schen Reihe

29 +3 =

Konvergenz. Konvergiert eine Potenzreihe in den Randpunkten, so ergibt
sich nach dem Abelschen Grenzwertsatz dort der Wert der stetigen Fort-
setzung der Summenfunktion im Inneren. Man erhélt also im Randpunkt

x = 2 den Wert

In(4) =In(2) + > E;i): (

1/3

= ln(2)> :

3
b) Die Potenzreihe von g(x) = v/8 + 3x = 2 (1 + g) wird {iber die Binomi-

3 8 8 8
alreihe fiir —1 < g <l <& —3<r<3z e |z| < 3 berechnet:

(o3) - S B -5 ()

n=

n

n+1
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Der Konvergenzradius r =

w| oo

bestétigt sich auch rechnerisch iiber die Koeffi-

n—1
) _(1/3\2-3" . /3 1 1 .
o= () () =51 G4)

<1/3)2-3n
n 8"

r=lim Sl <l ( 13 )2-3"“
n+1 ) gl

e %k

(-

Losung 13:

a) ps(z) = —15- (_(15”__1?((_5”1__3;)(:(”__15_)5)
‘3'%13%: G- >)“5'
e 1)(95_;83)(3;_ D
LGN -DE=5)

—16

1% /1
8 mH(g_k)

k=0

n

O] (5"“)
(n+ 1)+

lm8 n—+1 8
m-:——=—.
n—oo 3 n—1/3 3

(x4 1)(x —3)(x —b)

16

(x+1)(x—1)(z—3)

48

b) Fiir die Zeichnung und zur Uberpriifung, ob c) erfiillt ist, multiplizieren wir

die Lagrange-Darstellung (ausnahmsweise) aus.




©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 201925

y
20}
10 -
ouel L, o, o, LTSS L Loy
-2 F 2\/‘- 6
—10 |
-20 +

Bild 13 p3(z) = 2% — 622 + 8z = x(x — 2)(z — 4)
c¢) Die Koeffizienten von p3 in der Darstellung ps(z) = 2 — 62% + 8z lauten:
(ap, a1, a2,a3) = (0,8, —6,1) .

Diese sind eindeutig bestimmt und l6sen das Gleichungssystem

1 -1 1 -1 ap —15
1 1 1 1 aq . 3
1 3 9 27 as - -3
1 5 25 125 as 15
Losung 14:
o — T2
a) p22(70) = paa(wo) + - - (P1,1(z0) — P2,1(0)) = P1,1(T0) = W0
0— T2
T —T I —
P2,2(1'1) = p2,1($1)+ - 2 (pl,l(l’l) —P2,1($1)) =yt - 2 (yl - yl) =Y
Ty — To Lo — T2

T2 — T2

p2,2(I2) = p2,1($2) + (pl,l(IQ) - p2,1($2)) = P2,1(1’2) = Y2

o — T2
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b) (i)

1.5 — T
To — T1

(Poo(1.5) — P1o(1.5))

Pii(15) = Pio(L5)+
5

= 0+ (—0.693 — 0) = 0.693

0.5—-1

1.5 —x
P2’1(1.5) == P2?0(1.5) + T x2
1= 42

1.5 -2
5 (0-0.693) = 0.3465

(P1o(1.5) — Pyo(1.5))

= 0.693 +

1.5 — )

To — T2

P5(1.5) = Ppy(1.5) + (P11(1.5) — P,;1(1.5))

= 0.3465 : 0.693 — 0.3465) = 0.462
+ 0.5 —2 ( )
k‘ Tk ‘ Py Py Py
01]10.5|—0.693 — —

111 0 0.693 -
2| 2 | 0.693 0.3465 0.462 = pyo(1.5)

(i) Mit 7 €]0.5,2[ gilt : g(z) =Inz = ¢"(x) = %
IIn15—p(15) = g”;)(!T) (15— 0.5)(1.5 — 1)(1.5 — 2)
N < % < 0.6667
IR I S = 0.0104

Der tatsédchliche Fehler:  |In1.5—p(1.5)| = |0.405465 —0.462] = 0.0565.

(iii) Alternativ und kiirzer als die obige Rechnung:

Eingabe der Matlab-Befehle

>> x=[0.5 1 2]
>> y=[-0.693 0 0.693]
>> neville_aitken(x,y,1.5)

x = 0.5000 1.0000 2.0000
f = -0.6930 0 0.6930
f = 0.6930 0 0.6930
f = 0.6930 0.3465 0.6930
f = 0.4620 0.3465 0.6930
ans = 0.4620

mit dem Matlab-Programm (vgl. Skript S.66) in der Datei
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neville_aitken.m

% INPUT:

% x=(x(1),...,x(n)) : Stiitzstellen

% f=(£(1),...,f(n)) : Stiitzwerte zu x

hy : Auswertungsstelle

% OUTPUT:

h p : Funktionswert des Interpolationspolynoms bei y

function p=neville(x,f,y)

X
f
n = length(x);
for k=2:n
z=y-x(k) ;
for i=k-1:-1:1
f(i) = £(i+1) + z/ (x(@)-xk)) * ( £(i) - £(i+1) )
end
end
p= £(1);
Losung 15:

a) Aus dem Schema der dividierten Differenzen erhélt man die Koeffizienten der
Newtonschen Darstellung des Interpolationspolynoms:

0] 0
3/ 10 3.33 = po(z) = 3.33z + 10.09z(2z — 3)
6[201.7 63.9 10.09

Alternativ lautet die Lagrange-Darstellung des Polynoms:

. (z—=3)(x —6) (x — 0)(z — 6) (x —0)(x — 3)
po(z) =0- 0=30-6 "V EZ0GE_0 2017 (6—0)(6—3)
b) pa(4) = 3.33 -4 + 10.09 - 4 = 53.71
Mit 7 €]0,6] gilt:
sinn(@) —po(@)| = [P 0)a—3)a-5)
_ 4dcosht < 4 cosh 6 B 4.201.7 96803

3 - 3 3
Der tatséchliche Fehler:  |sinh(4) — po(4)| = |27.29 — 53.71| = 26.4 .
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c)

d) (i)

300¢
250¢
200¢
150¢
100+

50¢

Bild 15 ¢) sinhz und py(x)

An das Schema der dividierten Differenzen aus a) wird fiir p3 eine Zeile
angehéngt

0 O

31 10 3.33

6 (2017 639 10.09

5| 742 1275 318 4.34

= py(x) = pa(w) + 4340 (x — 3)(x — 6)

Die Lagrange-Darstellung von py kann nicht durch Anhéngen eines Sum-
manden in p3 iiberfithrt werden. Es &ndern sich hier alle Terme.

(i) ps(4) = po(4) + 4.34 - 4(4 — 3)(4 — 6) = 18.99

(i)

Mit 7 €]0,6[ gilt:

sinb(4) — po()] = | T 00y - gy - 6)a -5

sinh 7 < sinh6 . 201.7
3.~ 3 3
Der tatsédchliche Fehler:  |sinh(4) — p3(4)] = [27.29 — 18.99| = 8.3.

= 67.2

300¢

2507

200¢

150+

100+

50¢

1 > 3 4 5 6

Bild 15 d) sinhz und ps(x)
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e) Alternativ und kiirzer als die obige Rechnung;:

Eingabe der Matlab-Befehle

>> x=[0 3 6]
>> y=[0 10 201.7]
>> newtonkoeff (x,y)

x= 0 3 6

y = 0 10.0000 201.7000
y = 0 10.0000 63.9000
y= 0 3.3333  63.9000
y= 0 3.3333 10.0944
ans = 0 3.3333 10.0944

Eingabe der Matlab-Befehle

>> x=[0 3 6 5]
>> y=[0 10 201.7 74.2]
>> newtonkoeff (x,y)

x= 0 3 6 5

y= 0 10.0000 201.7000 74.2000
y = 0 10.0000 201.7000 127.5000
y= 0 10.0000 63.9000 127.5000
y= 0 3.3333 63.9000 127.5000
y= 0 3.3333 63.9000 31.8000
y= 0 3.3333 10.0944  31.8000
y= 0 3.3333 10.0944 4.3411
ans = 0 3.3333 10.0944 4.3411

mit dem Matlab-Programm in der Datei ’'newtonkoeff(x,y).m’

% INPUT:

% x=(x(1),...,x(n)) : Stiitzstellen
hoy=(y(1),...,y(n)) : Stiitzwerte zu x

% OUTPUT:

% y=(y(@),...,y(n)) : Newtonkoeffizienten
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y(i) = (y(@)-y(i-1))/(x(1)-x(i-k+1))
end
end

Losung 16:
a) Der kubische Interpolationsspline s(x) besitzt im Intervall I; = [z;_1, —z;] fir
7 =1,2,3 die Darstellung

sj(w) = aj +bj(x — 2j1) + ¢j(w — 2j-1)* + djz — 250)°

Die Koeffizienten a;,b;,c; und d; ergeben sich nach der Momentenmethode
folgendermaflen:

Fir j = 0,1,2,3 werden mit M; := s"(z;) die Momente bezeichnet. Beim
natiirlichen Spline sind My = 0 und M3 = 0. Die iibrigen Momente ergeben
sich aus folgendem ’tridiagonalen’ Gleichungssystem

(a2 ) ) = (50)

mith]’:l’j—l’j_l = h1:2,h2:1,h3:1

hiiq 1 h; 1
M\ = gt = A = — , e R = = _
77 by + by 173 A H2 =5
und
p__ O (fj+1—fj_fj— j—1>
Tt hia Ry hj
6 /1-0 0-4 6 /4—1 1-0
D = — _— — D = — _— fry
;‘13<1 2)6’22(1 1)6
Zu losen ist also das lineare Gleichungssystem
2 1/3 My\ (6
/2 2 My, )]\ 6
60 54
M, =—, My =—
BT N %
Mit den Momenten berechnen sich die Koeffizienten folgendermafien:
fi—fio1 (M1 + M;)h; M; 4 M; — M;_4
a; = fi-1, bj:jhjj - 5 o, Cj:#, dj:#

Man erhilt fiir s(x) in den Intervallen Iy, I und I3 damit die Darstellungen

)
a(e) = 4- g+ 5o
6 30 1
o) = @2t 2P a2)

ss(z) = 1—|——(a:—3)+2—(x—3)2—3(37—3)3.



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 201931

b)

1 2 3 4
Bild 16 a) f(z) = (x —2)? und s(x)

¢) Der natiirliche Spline s kann nicht mit f {ibereinstimmen, denn per Konstruk-
tion gelten My = §”(0) = 0 und M3 = s”(4) = 0, aber f"(0) =2 = f"(4).

d) >> clear
>> x=[0 2 3 4];
>> f=[4 0 1 4];
>> s=spline(x,f);
>> t=linspace(0,4,1000);
>> y=ppval(s,t);
>> plot(t,y)

o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Bild 16 b) s(z)

Losung 17:

6
a) /2x5—5sin(x) dr = %+5COS(I)+C,
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b) / 4 cos(x) — Tsinh(x) dr = 4sin(z) — 7cosh(z) + C,

2 v 2
c) e dr = —+e"dr = 2In|z|+ e+ C,
T T

325 — 5x® + 4 6 10 8
d) / & \/2 i xda::/3x9/2—5x5/2+4x1/2d1::ﬁx11/2—7x7/2+§x3/2+0

Losung 18:

a) partielle Integration: wu =3z —1, v = cosh(x)

/ (3x — 1) cosh(z) dz = (3x — 1)sinh(x) — / 3sinh(z) dz + C

= (3z — 1)sinh(z) — 3cosh(x) + C
b) partielle Integration: v =z, v = In(z)
2 z? 1 7 T
/ rln(z)der = gln(x) —/ 5 Edm = ?ln(x) s +C

c) partielle Integration: u = 2%, v/ = cos(x)

/ 2% cos(z) dz = 2? sin(z) — /Zx sin(z) dz + C
weitere partielle Integration: u = 2z, v/ = sin(x)
= 2”sin(z) + 27 cos(w) — /2 cos(z) dx + C
= a?sin(z) + 2z cos(x) — 2sin(z) + C
d) partielle Integration: — w = sinh(t) , v’ = cos(t)
/ cos(t) sinh(t) dt = sin(t) sinh(t) — / sin(t) cosh(t) dt + C
weitere partielle Integration:  u = cosh(t) , v = sin(t)

= sin(¢) sinh(t) — (— cos(t) cosh(t) — / — cos(t) sinh(t) dt) + C
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= sin(¢) sinh(t) + cos(t) cosh(t) — / cos(t) sinh(t) dt + C

= / cos(t) sinh(t) dt = sin(t) sinh(?) —g cos(t) cosh(?) to,

e) partielle Integration: u =15z, v =z —1

2-1 2-1
/1595\/95—161:15 = 35x(91:—1)3/2—/75(3;—1)3/2(137—1—0

= 10z(z —1)%? — / 10(z — 1)*%dx + C

20
E(.ZU — 1)5/2 + C

= 10z(z —1)%? —
= (z—-1)%?10z —4(z - 1))+ C

= 2z —1*%Bz+2)+C

£) / tan(z) dx = / sin(x) - (cos(z)) " dz

partielle Integration:

1 2

u=(cos(z))~", v =sin(z) = o =sin(z)(cos(z))™*, v = —cos(x)

/ tan(z) de = / sin(z) - (cos(x)) ™! dx
= —cos(z)(cos(z)) "t + / sin(z)(cos(x)) % cos(z) dx + C
= —1+/ tan(z) doz + C

= 0 = -14C = (C=1

Mit partieller Integration kann keine Stammfunktion gefunden werden.

Loésung 19:

a) Substitution: s =sin(z) — ds = cos(x) dx

4 .4
/ cos(z) sin®(z) do = / 3 ds = SZ +C = sm4(:c) LC
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b) Substitution: s=2>+1— ds=_2zrdx

23/2 22 13/2
/2xx/x2+1dx:/\/§ds: i —i—CZ%%—C.
dt

c) Substitution: t=2% — dt =32*dx — dr = 32
T

1 1 1
/xQeISda::g/etdt:§et~|—6’:§6x3+0.

d
d) Substitution: z=2t+3 — dv=2dt — dt = 7"”

(In(2t + 3))* 1 [ (In(x))* 11 4
/ Wdtzﬁ/ dezé/ E(ln(a:)) dx

1
weitere Substitution: v =Ilnz — du= —dx

x
1 g, u ~ (lnz)° _ (In(2t 4 3))°
—é/udu—%jLC— 30 +C——3O +C
e) Substitution: ¢=e" — dat =e¥ — dr = d
dz t
e’ t dt 1 .
[ ait= [ mrr = [y = a0 = mctan e+
f) / tan(z) dor = / sin(z) dx
cos(x)
Substitution: ¢ = cos(x) — dt = —sin(z) dx

/tan(x)d:c:/ sin(z) dx:—/%dt:—ln]t|—|—C:—ln|cos(a:)\+C

cos(x)
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Losung 20:

a) Die Schnittpunkte von f(z) = /z und g(z) = z*® ergeben sich durch

Ve=2 = 0=2°-z=2("-1).

Nur zwischen den Schnittpunkten z; = 0 und xo = 1 gilt g(z) < y < f(z).
Daher berechnet sich der Flédcheninhalt durch

1 1
2 T N\' 2 1 5
Fo— _ _ 3. (.32 L a _ <+ _1_29
1 /f(:v) g(x)dx /\/5 x°dx (3x i T3TIT 1
0 0
1,
0.8
0.6
0.4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Bild 20: Menge M
b) (i) partielle Integration:
/ew sin(z) dr = €®sin(z) — /ez cos(x) dx
= e"sin(z) — (ex cos(x) — /e"”(— sin(z)) dx) +C
e™? 41

w/2
= /ex sin(z) de = %.(sin(:ﬁ) —cos(x))+C = / e’ sin(z) de = 5
0
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(ii) Substitution:
u = cos(x) — du= —sin(z)dr, cos (z) =0, cos(0) =1

2
w/2 0
sin(z)cos®(x)de = — [uwdu = —| = -
31, 3
0 1

(iii) partielle Integration:
4

/x\/2x+1d:v =

0

x(2z +1)Y2 d

S — .

2

2 13/2
2.3( x+

2
——/ 2x+13/2d:1:
3
0

4

x 4 1
= e+ )| - (e 1)
R e T

0

27 + 1\ |*
- (2x+1)3/2<f— T )

3 15 0
3r— 1" 208
- (2 1)3/2. 22| — 222
(22 +1) 5 |, 15
2
—1
Substitution als Alternative: uw=+v2z+1 = z = Y 5
4 3 . 3, )
/:U\/2x+1d:c = /u2— -u-udu:/u ;u du
0 1 s L
B woud B 3u® — 5ud B 298
10 6|, 30 |, 15

Losung 21:

a) Substitution: ¢t=5—-2x — dt=—-2dx

3 3 1 3 3
— 2 Cdt=—"lt — —Zlnl5—2
/5_2xd1‘ 2/t 2n||+C 2n|5 x|+ C

b) Substitution: t=7r—-4 — dt="7Tdz
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1 1
Sdt = ——tl C=-—— 4C0=——+C
/ (7x— / i e —4) T 28 —dor T

¢) Polynomdivision:

2
(623 — 322 + 22 —3): (22 — 1) = 322 +1_ﬁ
—(62% — 32?%)
2v. =3
—(2z —1)
—2

dx

623 — 322 4+ 2x — 3 2
dr = +1-—
/ 2 — 1 * /3x+ 2 — 1

Substitution: t=2x—-1 — dt=2dx

1
:x3+x—/;dt+C’:x3+x—1n|t|+C:x3—|—x—ln|2x—1|+C

d)/x25+2d:v:g/md$

Substitution: ¢ = 2z — dr=+/2dt

5v2 1 5 5 x
= / P dt = Earctan(t) +C = Earctan (E) +C

ox 5} 2x
T =2 2y
e)/2x2+2 v 4/x2+1 v

Substitution: t=2>4+1 — dt =2z dx

>

Y 1 5 5
=2 | Zdt=Z1Inlt = “Inlx2+1
/t 4n|\—|—C 4n|x+]+C

6 3(2x +4) —12
f T dr=
>/x2+4a:—|—5dx / (r+2)2+1 e
2(x +2) 1
= ———dr —12 | —————d
3/<w+2)2+1 : /(m+2)2+1 !

Substitution: t=zx2+2 — dt =dx
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2t 1
=3 dt — 12 dt
/t2+1 /t2+1

Substitution: u=t*+1 — du=2tdt

1
= 3/ —du — 12arctant = 31n |u| — 12 arctant + C
u

=3In|t* + 1| — 12arctan(z +2) + C = 3In |2 + 42 + 5| — 12 arctan(x + 2) + C

Losung 22:

a) Nennerfaktorisierung: 322 + 15z — 18 = 3(2% + 5z — 6) = 3(z — 1)(z + 6)

7 T 1 T 1
302+ 150 —18 3 \a2+52-6/) 3 \(v—1)(x+6)

Partialbruchzerlegungsansatz:

1 A B A(x+6)+ Bz —1)

@—D@+6) 2-1 246  (z—1)@+6)

= 1=A(x+6)+B(r—1)
Nennernullstellen einsetzen:

1
r=1 = 1=A1+6)+B(1-1)=74 = A:?

1
r=-6 = 1=A(-6+6)+B(-6-1)=-78 = B=-:

/

(In|jz—1]—In|z+6|)+C

1 1 1 1
Tt—1 Tx+6

Wl

= / ! d
T g
3z2 4+ 152 — 18

W —

b) Polynomdivision:

2z — 18

(2% +2% =350 +17) : (a? + 62 = T) =7 =5+

— (2 4 62 — Tz)
—5x% — 28z + 17
— (=522 — 30z + 35)
2z — 18
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Nennerfaktorisierung: 2?4+ 6z — 7= (z — 1)(x +7)

Partialbruchzerlegungsansatz:

2-18 _ 2w-18 _ A B
246 -7 (z—1)(x+7) -1 x+7

= 20—18=A(r+7)+Blzr—-1)=(A+B)x+7A—-B
Berechnung von A und B iiber einen Koeffizientenvergleich von

20— 18 = (A+ B)z + 7TA— B

—18=7TA—-B = B=TA+18
2=A+B=A+TA+18=8A+ 18
= 8A=-16 = A=-2 = B=4

alternativ:

Berechnung von A und B durch Einsetzen von z-Werten, vorzugsweise der
Nennernullstellen in die Gleichung:

20 - 18 =A(x +7)+ Bz — 1)

z=1: 2-18=-16=A(1+7) = A=-2
x=-7: 2-(-7)—18=-32=B(-7-1) = B=4

Integration:
3+ 22— 35z 4+ 17 2 4
de = —5— d
/ 2i6z—7 & /x r—1 a7 ™

2
= %—59:—21n|33—1]—|—41n|x—|—7|+0

c¢) Dieses Integral wird iiber die Rekursionsformel mit ¢ = 2 berechnet
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J e - [t | iy

7/
- % (1 )<(3—2.2)/t21+1dt—t2:1)+0
"

\/_
V2x
V3 Vs
= —— | arctan + +C
2v/2 f (szf 1
3
arctan
x
= C
222 + 3) +

Losung 23:
Raten der Nennernullstelle = 3 (Teiler der Konstanten 27) und Polynomdivision:

(2t — 423+ 27): (v —3) =2 — 2> =32 —9
—(z* — 32%)
—1® + 27
—(—a® 4 32?%)

—3x? + 27

—(—32% + 9x)
—9x + 27

—(—9z +27)

0

Erneutes Raten der Nullstelle z = 3 (Teiler der Konstanten 9) und Polynomdivision:

(23 —2> =32 —-9): (x —3) =2+ 2x+3
— (2% — 32?%)
22° —3x —9
—(22% — 62)
3r—9
—(3x—9)
0

Damit lautet die Nennerfaktorisierung:

ot —4xd + 27 = (z - 3)}(2* + 22+ 3) = (z = 3)*((x + 1) + 2).
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N / 8z — 432° +46x —39 / 8x3 — 432% + 462 — 39
xt —4x3 + 27 B (x —3)2((z+1)2+2)

Partialbruchzerlegungsansatz:

8z — 43z +46x —39 A N B N Cx+ D
rt — 4z3 + 27 S r—-3 (z-32 (z+1)2+2

= 83 — 4322 + 462 — 39
=Az -3)((z+1)*+2)+ B((x +1)> +2) + (Cz + D)(z — 3)*
Koeffizienten iiber Einsetzen verschiedener xz-Werte berechnen:

Berechnung von B durch Einsetzten der Nennernullstelle z = 3:

8-33-43-3*+46-3—-39=-T2=B(4*+2) = B=-4

Berechnung von A durch Ableiten

24x* — 86z + 46

=A((z+1)*+2)+B-2(x+ 1)+ (v — 3)[24(x + 1) + C(x — 3) + 2(Cx + D)]
und dann Einsetzten der Nennernullstelle x = 3:
24-32-86-3+46=4=A(4*+2)—4-23+1) = A=2

Berechnung von C' und D durch Einsetzen geeigneter x Werte:

x=0:

—39 = A(=3)(1242) + B(12 + 2) + (C - 0 + D)(=3)?
=-30+9D = D=-1

r=1:

8§ —43+46 — 39 = —28

=A(-2)((2)* +2)+ B((2)*+2) + (C+ D)(1 = 3)?
=-52+4C = (C=6

Damit kann das Integral mittels Partialbruchzerlegung berechnet werden

82 — 432? 4 462 — 39 2 4 6x — 1
dx = - + dx

xt —4a3 4 27 r—3 (r—3)2% (z+1)2+2
4 2(x+1) 1 ~
=2njz-3|+ —+3 | —————=de -7 | ————dz+C
nfe |+x—3+ /(m+1)2+2 v /(az+1)2+2 v

Zur Losung der verbleibenden Teilintegrale:
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Mit der Substitution t = (z + 1)? + 2 — dt = 2(x + 1)dx erhilt man

2z + 1) 1 ,
7 e = —dt =3Inlt| =31 1 2 .
3/ RS T 3/ ; 3ln|t| =3In|(x+ 1)+ 2|+ C;

1
Mit der Substitution t = T — dx = /2dt ergibt sich

V2

7/7@“}/« )/1f) v »
:E/ mdtzﬁarctant—\/_arctan (T) + Cs.

Damit erhalt man die Stammfunktion

/8x3—43x2+46x—39d
ot — 4z 4 27 v
2In |z — 3| + ! +3In|(z+1)*+ 2 ‘ t 1 + K.
= n|r — e ni|(xr — —=arctan | ———
v -3 V2 %
Losung 24:

a) Additionstheorem: cosh?¢ —sinh®*# =1 und

partielle Integration: w = cosht, v' = cosht

/ cosh’tdt = / coshtcosht dt = coshtsinht — / sinhtsinht dt + C
= coshtsinht—/(3osh2t—1cl7f+éY =
2/ cosh’tdt = t+coshtsinht+C =
2 1 .
cosh®tdt = 3 (t + coshtsinht) + C

b) Substitution: z =sinht¢ = dr =coshtdt wund ¢ = arsinh z

/\/1+x2dx = /\/1+sinh2tcoshtdt:/coshztdt

1 1
= §(t+coshtsinht)+0:§<arsinhx+x\/1+x2>+c
o dt
c¢) Substitution t = e* dx = —

/ e’ p / B dt 1 / 3t? i@t
I’: _— = —
e3r + 4 t34+4 ¢t 3) t34+14

1 1
:gln(t3—|—4)—|—C:gln(e&”—i—él)—i—C,
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/

Losung 25:

1—¢2 2dt
d) Substitution: tanzzt, cosT = ———, dr=—-r
2 2 +1 2 +1
1 1 2dt
dr = [ — L = BEIE
cosx v /1—752 ?+1 /1—t2 /1—t+1+t
2 +1
1+t
= In[l+t/—Inj]l—¢t/+C =In ‘1+t‘+0
x
1+ tan - " .
- In|—2 +C:ln’cos——|—sin ‘ ln‘cos——sm +C
1 —tan = 2 2 2 2
2
9 9 A o
= - 1 IR ST _1\1/3
/ ot = M ) oo = Ap e
1 1+e
= lim 12((9 — D)2 — /%) =24
%) e—=0+
/#dx = lim #dx: lim 8(:54—1)1/4‘(1
(;U + 1)3/4 a—00 (aj‘ + 1)3/4 a—00 0
0 0
= lim 8((a+1)"*—1) =
a—ro0
o 9 1 9 o0 9
e +1 | x4+ 1
dr = d d
/:c5+3 . /x5+3 x+/x5+3 .
0 0 1
Y
0.5/
0.4af
0.3f
0.2}
0.1}
3 B 10 *
2?2 +1

Bild 25 b): Funktion f(z) =

1

2

1

/ w5 1 5 dx  ist ein bestimmtes Integral mit endlichem Wert.
T

241 o241
/ vt dr = lim / x5+ dxr  ist ein uneigentliches Integral.
x° +3

1 1
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241 2 2
Firxz >1gilt 0< Tt < v = — und man erhélt
x4+ 3 x° 3
OOxz—}—l i 2 +1 i
— i < 1 =
[T - e smf e
1 1
11? 1
= lim -——| = lim <1— —2> =
a— 00 x 1 a—00 a

Damit konvergiert das Ausgangsintegral absolut nach dem Majoranten-
kriterium.

(ii) Das Integral divergiert nach dem Minorantenkriterium,

denn fir 0<az<1 gilt 272 <%
1 1 1
VT o 1 . 1
/ x4+ g3 dv = 6111_% x7/2 4 15/2 dr > (llli% 15/2 4 15/2 dx
0 a a
o I .
a alil’(l) 33/ “ - ali% 3a3/2 3 o0
Y
1000
800}
600}
400}
200}
0.2 0.4 0.6 0.8 T =
Bild 25 b :  Funkt = —
i ) (ii) unktion f(x) por
Losung 26:
2x
a) (1) F(l’) — / €3m+y dy — 63m+y ix — e3x+2m o e3m+1 — 65r o 63:2—&—1
1
F'(z) = 5e%* — 33+

2x
(11) F/(.T) — e3x+2x'2_e3x+1 0+/ 3€3x+y dy
1

3631‘+1 _ 5€5$ _ 3637:-1-1

— 265x + 363:c+2:c _

b) Die Berechnung erfolgt iiber partielle Integration:
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’ —st |@ K. —st
/cos(vt)e_“ dt = —cos(vi&)6 —/ ysin(yt)e dt
s s
0 0 0
G*St a 67515 a r efst
= —cos(t) + ysin(vt)—; —/ V2 cos(yt)—5- dt
S o S 0 S
0
= [ costrear ; () 4 ysingn) |
cos(yt)e = ——— | —cos sin
7 1+172/s2 T TR 0
0
r 1 1 S
: —st _ -
= Jm feost)e™dl = s T Ey e

0

Losung 27:

a) Mit partieller Integration und Additionstheorem erhélt man:

/(sin:z:)2 dx:/sin:vsinxdx: —sinxcosa:+/(cos:r:)2 dz +C
:—sinxcosx—i—/l—(sinx)Qdm—i-é

= —sinzcosx + x — /(sinx)2 dr +C

1
= /(sinm)de:§(x—sinxcosa:)—|—0
Damit erhalt man
b w/2
Vi-Achse = 7T/ (f(2))? de‘=7T/ (sinz)? da
a 0
T ( . ) w2 2
= 5(z—sinzcosz . T

b) Bei Rotation um die y-Achse ist der Abstand vom Funktionsgraphen zur y-
Achse gegeben durch z = f~!(y) = arcsiny.

Mit der Substitution y = sinx und partieller Integration erhélt man
f(b) 1 w/2

Vy—Achse = T / (f_l(y))2 dy = 7r/ (arcsiny)2 dy = 7r/ 22 cos x dx
f(a) 0 0
w/2 /2
- 2 . ﬂ'/2 . - 7T2 71'/2
=7 | smx‘o —2 [ zsinzdr | =7 I+2$COS$|O —2 [ cosxdx
0 0

2 3
=7 (% - 28inx|g/2) = % — 2
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¢) Unter Verwendung von cosh®t — sinh®¢ = 1 ergibt sich

/\/1+s2 ds STHmht /cosh2tdt:sinhtcosht—/ sinh? ¢ dt
= sinhtcosht—kt—/cosh%dt—i—é’ =

1
/\/1+32d5 = 5(5\/1+32+arsinhs>+0

Die Mantelflache berechnet sich dann durch:
/2

b
My_ Achse = 277/ fl@)/ 1+ (f'(z))? de = 27r/ sinzv'1 + cos? x dx

0

0
=cos T 1 ' 1
5L —27r/ V1+s2ds=m (sv 1 + s%2 4 arsinh S) ‘ =7 <\/§ + arsmhl)
0
1

d) Fiir den Fliachenplot muss der Vektor des Funktionsgraphen
v(x) = ( fé;) ) mit 0 < z < 7/2 und f(z) = sinz zunichst in den IR?

x
eingebettet werden, also auf v(x) = | f(z) | erweitert werden.
0

Anschliefend wird v(x) mit der Drehmatrix D(y) multipliziert, wobei eine
ganze Umdrehung durch 0 < ¢ < 27 erreicht wird.

Fiir die Drehung um die z-Achse erhédlt man damit die folgende Parameter-
darstellung der Mantelfléiche

1 0 0 T T
Uy Achse(T,0) = | 0 cosp —singp sinz | = | cospsinx
0 sing cose 0 sin @ sin x
D‘?tp) ’U‘(;)

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 27 a) lautet damit:

ezsurf (’x’,’cos(p)*sin(x)’,’sin(p)*sin(x)’, [0,2*%pi,0,pi/2])



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 201947

X = X, Y = cos(p) sin(x), z = sin(p) sin(x)

14
RN NN
SRR
0.5+ 7 T
i,
N 0
N
N
-0.5 \\\\\\\\&\3\&\\\
14
05
° 05 1 ' 05 © '
1.5 -1 .
y
X
Bild 27 a) Rotation um die z-Achse
cosp 0 —sing T T COS
UWUy— Achse (I7 QO) = 0 1 0 sinx = sin x
singp 0 cosg 0 xsin g
A ,
R ~~
D) V()

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 27 b) lautet:

ezsurf (’x*cos(p)’,’sin(x)’, ’x*sin(p) ’, [0,2%pi,0,pi/2])

X = X cos(p), y = sin(x), z = x sin(p)

2 -
1.5
14 Y
SR
0“:‘\:“\\“‘\\ \\\\\\\ \\\\\
0.5 Sttt
SR
N 0+
—0.5
-1 4
1.5
24
-2 > |
0
1 > S 0.5
y

Bild 27 b) Rotation um die y-Achse
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Losung 28:

2t

wwz@m)ﬁcm:@éﬂ .

ﬁmmﬁ—/J ViR dt = /ﬁﬂ?ﬁ

25
e=16+9t L1 1 3/2 3/2 61
- = 55 = — ((25 — (16 - =
cost —sint
b) C(t) — SlIlt = C(t) f— COSt
t/10 1/10
101
= |le(t)]]2 = /(—sint)? + (cost)? + (1/10)% = 0 -
8T
/||c Ol dt = /\/10 tv/101 4m/101
2 — =
10 5

08l
06f
OU{[ ]= L

04]

02l

P E S B
05 1.0 15 20

Bild 28 a) c(t) = (2t,t%/%)T Bild 28 b): c(t) = (cost,sint,t/10)T




