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Horsaaliibungsaufgaben und Losungen zu

Analysis 11

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:

Aus einem kreisférmigen Stiick Pappe vom Radius R wird ein Sektor mit dem Winkel
a herausgeschnitten. Dieser Kreissektor wird an den Schnittflichen so zusammen-
geklebt, so dass ein Kegel entsteht.

Fiir welchen Winkel ar besitzt dieser Kegel maximales Volumen? Man berechne dieses
Maximalvolumen.

Aufgabe 2:

a) Fiir die folgenden Kurven gebe man Parameterdarstellungen an und zeichne
sie:

(i) die Gerade, die durch die Punkte (1,3) und (—3, —4) verlduft,
(i) die durch 922 + 4y* — 362 — 8y + 4 = 0 beschriebene Ellipse.

b) Man zeichne die Epizykloide mit ¢ € [0, 87] und

_ [ Scos(t/4) — cos(5t/4)
c(t) = ( 5sin(t/4) — sin(5t/4) ) .
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Aufgabe 3:

Gegeben sei die Zykloide ¢ fiir ¢ € [0,00[ und c(t) = ( f: ilor;tt ) .

a) Man zeichne die Zykloide c fiir ¢ € [0, 37] .

b) Man berechne den Tangentenvektor zum Parameterwert ¢ im Kurvenpunkt
c(t). In welchen Kurvenpunkten ist ¢ nicht regulér?

¢) Man bestimme in allen reguldren Kurvenpunkten, in denen der Anstieg gleich
null ist, die Tangentengleichung in Parameterform und als Einzelgleichung.

d) Man berechne néherungsweise die Lange des Kurvenbogens zwischen ¢(7) und
c(2m) unter Verwendung des Differentials der Bogenlénge zum Parameterwert
t=m.

Aufgabe 4:
Mit ¢,y € IR wird durch y — t?> = 0 eine Parabel beschrieben.

a) Man bestimme eine Parametrisierung c(t) der Parabel iiber den Funktionsgra-
phen.

b) Man berechne den Kurvenpunkt mit maximaler Kriimmung,

¢) den Kriimmungskreis und

d) zeichne die Kurve mit dem berechneten Kriimmungskreis.

Aufgabe 5:
Man berechne alle Stammfunktionen zu

a) fi(r) =22° —5sinw, b) fo(x)=4cosx — Tsinhz

T 5 3
O falx) = 2 +xxe ’ Q) filz) = 3x \5/9; + 4x .

Aufgabe 6:
Mit Hilfe der partiellen Integrationsregel berechne man

a) /(Sx—l)coshxdas, b) /xlnxda: ) c) /ZBQCOSQSdQZ :

d) / costsinht dt | e) / 152vx — 1dx .
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Aufgabe T7:
Mit Hilfe der Substitutionsregel berechne man

a) /sin(x) cos’(z) dz , D) /Qx\/T—de, c) /xQexS dr |
/

d) /Mdt, e) / A

6t + 9 e +1

Aufgabe 8:
Man berechne die unbestimmten Integrale

x
a) / re”* % dy b) / dx |
Vo +4

c) /
d) /v1+x2dx , €) /sin3tcos3tdt, f) /arcsinxdx.

cosh®t dt |

Aufgabe 9:

Man berechne die folgenden Integrale

3 1 62® — 322 4+ 22 — 3
d D R — d
2) /5—2:5 z, D) /(7x—4)2 T, 9 / 21 — 1 v

5) 5T 6x
O [ 9 [ 0 [ arise

Aufgabe 10:
Man berechne folgende Integrale ggf. unter Verwendung der Partialbruchzerlegungs-
methode

7
2) / 327 150 — 18

3 235 17
b>/z+;ﬁ T+ d
2 +6x—7

T,

c) /(21_2—3_3)20[3:
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Aufgabe 11:
Man berechne unter Verwendung der Partialbruchzerlegungsmethode

dx

/ 8x3 — 4322 + 462 — 39
xd — 43 + 27

Aufgabe 12:
Gegeben sei die Funktion f: [—1,1] — IR mit f(z) = 3z + 4.

a) Man berechne fiir die dquidistante Zerlegung

29— n 4—n 6—
Zn:{_]-a n7 n76 nv"' 71}

n n n

des Intervalls I = [—1, 1] Unter- und Obersumme, also U¢(Z,) und O¢(Z,),
zu f.

b) Man weise die Integrierbarkeit von f nach.
1
¢) Man berechne / 3z + 4 dz tiber den Hauptsatz.
1

Aufgabe 13:
Man berechne die folgenden bestimmten Integrale

In(2)
3x
e
a) dx unter Verwendung der Substitution t = e*,
e3r + 4
0

/4
1
b) / dzr unter Verwendung der Substitution ¢ = tan z
cosw 2
0
Aufgabe 14:

a) Man berechne den Fliacheninhalt Fj, der sich im Intervall [—3,3] zwischen
x-Achse und der durch y = 22 — 4 gegebenen Funktion befindet.

b) Man berechne den Flicheninhalt F,, der Menge des IR?, die von den Graphen
der Funktionen f und g mit f(z) = cosx und g(z) = 1 — 2z /7 eingeschlossen
wird.
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Aufgabe 15:
Gegeben sei die Funktion

f:00,2) — IR mit f(z)=2".

a) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph
von f um die z—Achse rotiert.

b) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph
von f um die y—Achse rotiert.

¢) Man berechne die Mantel- und Oberfliche des Rotationskorpers, wenn der
Funktionsgraph von f um die x—Achse rotiert.

d) Man zeichne die Mantelflichen der Rotationskérper aus a) und b).

Aufgabe 16:

a) Man berechne die Ableitung des parameterabhéngigen Integrals

2x

F(z) = / et dy .

1

b) Man berechne die uneigentlichen Integrale, falls sie existieren
/ 4
® / w125 ™

1

T2
(ii) O/mdm.

¢) Man berechne fir f(t) = cos(yt) mit v € IR die Laplace-Transformierte F'(s)
fiir s > 0.
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Aufgabe 17:

a) Man untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz (ohne
sie zu berechnen)

. [ a2+1
0 [ Ly
0
[ E
.. x
(ii) /x4+$3das,
0

b) Mit Hilfe des Integral-Kriteriums fiir Reihen zeige man, dass fiir 0 < a <1

die Reihe -
y L
k=1 ke
divergiert.
o ok+1
¢) Man berechne den Wert der Reihe Z 4. s
k=1
Aufgabe 18:
Gegeben sei die Reihe i ((_1)n L 1) :
n+2 n+3

a) Man zeige, dass die Reihe konvergiert.

b) Ab welchem Index k unterscheiden sich die Partialsummen

o3 (s 54)

n=0

vom Grenzwert S der Reihe um weniger als 0.0017

¢) Wie lauten die ersten drei Nachkommastellen des Grenzwertes S?

Aufgabe 19:
Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:
o n oo 27l
2 _ b il
) 3 (Vi —n) DI
1 3 9 271 8l ~ k+1
B T L R RPN | .
) 6tmteitim etV X
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Aufgabe 20:
a) Man untersuche die Funktionenfolgen
) fui[22 0 R @)= () bR R @) =
i) fn:[-2, y o) = ——, (i) hy: , hp(x) = —— .
1+ ne*’ 1+ na?
auf punktweise und gleichméflige Konvergenz.
b) Gegeben seien die folgenden Funktionenreihen
o o0 1
i = P -1)(2 -2 i = :
0 f0 =36 -0e- 0 00 =3 e

Man bestimme den maximalen Konvergenzbereich D und untersuche die Rei-
hen auf punktweise und gleichméflige Konvergenz in D.

Aufgabe 21:

a) Fiir folgende Potenzreihen bestimme man den Entwicklungspunkt und berech-
ne den Konvergenzradius:

2n
Lo 2 1\" o (2
0 Sy (ems) - ® Z(@ ) .
b) Man bestimme den Konvergenzradius und das Konvergenzintervall der folgen-

den Reihe

= ™ [(r-1\"
Zn—i—l( 2 )

n=0

und untersuche das Konvergenzverhalten in den Randpunkten des Konvergen-
zintervalls (mit Begriindung).

Aufgabe 22:

Gegeben sei die durch  f(z) = 0

definierte Funktion.
5 —4x

a) Unter Verwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe:
1 =
D e
k=0

berechne man die Potenzreihe von f zum Entwicklungspunkt zy und bestimme
. 31
deren Konvergenzradius fiir zg = T

b) Man bestimme die Glieder der Potenzreihenentwicklung von f mit Entwick-
lungspunkt xy = 0 iiber das Cauchy-Produkt von Reihen und berechne den
zugehorigen Konvergenzradius.
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Aufgabe 23:

a)

Unter Verwendung der Potenzreihe von

6

fla) = e—-

berechne man die Potenzreihe von

1
g(x) = (5——495)2

zum Entwicklungspunkt zy und bestimme den zugehorigen Konvergenzradius.

Man berechne die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung

y// — y
mit den Anfangswerten y(0) = 1 und 3/(0) = 0 in folgender Potenzreihendar-

stellung
y(x) = Z apz®.
k=0

Aufgabe 24:

a)

definierte Funktion berechne man die Potenzreihe

2
Fiir die durch =
tir die durch f(z) g
von f zum Entwicklungspunkt xq = 0 mit Konvergenradius unter Verwendung
der geometrischen Reihe.

Man berechne die Potenzreihe von arctan(z/2) zum Entwicklungspunkt

o = 0, bestimme den Konvergenzradius, untersuche das Konvergenzverhalten
in den Randpunkten und berechne im Falle der Konvergenz den Wert der
entsprechenden Reihen.

(=1)*
2k +1

Man zeige, dass Z = % gilt.
k=0

definierten Funktion

Man berechnet die Taylor-Reihe der durch f(z) = )
—dx

zum Entwicklungspunkt zy = 0. Dazu beweise man zunéchst iiber Induktion
firn >0
6-4" - n!

f"(x) = (5 dz)nt -
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Aufgabe 25:
Gegeben sei die Funktion

a) Man zeichne die Funktion f.

b) Man berechne die Fourier-Reihe der 4-periodischen direkten Fortsetzung von

I3

¢) Man zeichne S,,(z) und die Fehlerfunktionen f(x) — S,,(z) fiir m = 1,3,5,
wobei S, (z) die m-te Partialsumme der Fourier-Reihe darstellt.

e —1)n—1 3
d) Man zeige mit Hilfe von b) die Identitét E ﬁ = 73T—2 :
n p—

n=1

Aufgabe 26:
Gegeben sei die 27-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f mit

—sinz , 7<z<0 |
f(z) =
0 , 0<zx<m

a) Man zeichne die direkte Fortsetung im Intervall [—m, 47].

b) Man berechne die zugehorige Fourier-Reihe.

)
)

¢) Man zeichne die Partialsummen Sy(z), ..., S3(x) der berechneten Fourierreihe.
)

d) Mit Hilfe von b) zeige man die Identitét

o0

1

1
2n—1)2n+1) 2°

n=1
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Aufgabe 27:
Gegeben sei die Funktion

0, 0<e<m,
-]

1, n<2e<3r

a) Man zeichne die 37-periodische Fortsetzung der Funktion f.

b) Man berechne die komplexe Fourier-Reihe der 3m-periodischen Fortsetzung
von f.

¢) Man gebe die reellen Fourier-Koeffizienten dieser Fourier-Reihe an.

d) Man zeichne die Partialsumme Ss0(x) der berechneten Fourier-Reihe.

Aufgabe 28:
Von der Funktion sinh(x) sind nur die Stiitzstellen gegeben

i |0 3 6
sinh(z;)

0 10 201.7.

a) Man gebe die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms py(x) an.

b) Man berechne die Newtonschen Darstellung von ps(z) mit Hilfe des Schemas
der dividierten Differenzen.

¢) Man berechne py(4) als Naherungswert fiir sinh(4) sowie den Fehler | sinh(4) —
pa2(4)| und zeichne sinh(x) und po(z) im Intervall [0, 6.5].

d) Zusétzlich sei noch sinh(5) = 74.2 gegeben. Mit dieser Information berechne
man p3(z) und p3(4) als Ndherungswert fiir sinh(4) sowie den Fehler | sinh(4) —
p3(4)| und zeichne sinh(x) und p3(z) im Intervall [0, 6.5].
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Losung 1:

e

Fiir den Umfang des Kegelbodenkreises
mit Radius r gilt:

2mr =aR = r(a)=—

L L X
0.5 0.5 1.0

Bild 1 a) Kreissektor mit R =1

Da die Lange der Kegelmantellinie mit R iibereinstimmt, gilt nach dem Satz des
Pythagoras h? + r? = R%. Damit erhilt man fiir die Kegelhohe h:

02 R2
R?2 —1r?(a) = (| R? — o R \/ (2m)2 —a?.

Das Kegelvolumen ist also gegeben durch

wazm%?h@) o=l = 2 [Orai —ab > 0.

Per Konstruktion gilt 0 < o < 27. In den Randpunkten des Definitionsbereichs
ap = 0 und ay = 27 liegen offenbar Minima vor:

V() =0=V(2n) .

Die Extremalkandidaten im Inneren ergeben sich aus:

( 2
>0 0<0z<27r\/;

Vi(a) = TR3 _4(27r)2oz3—6045 _ TR? .oz(2(27r)2—3042) ~0 :27T\/§

3(2m)3 24/(27)2a4 —ab  3(27)? (2m)? — a?
2
<0 27r\/j <a<2m.
\ 3
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Bild 1 b) V(a) mit R=1

2
Daher liefert oy = 277\/; = 5.130199321.. das maximale Volumen mit

2 TR 2(2m)? \/ 2(2m)2  2nR?
Vi 2m/= )| = . 2m)2 — = ~ 0.403066525R>.
( 7T\/;> s 3 Ve 3 93

Losung 2:

a) (i) Die Orts-, Richtungsvektordarstellung fiir eine Gerade durch die Punkte
a=(1,3)T und b = (-3, —4)" mit ¢ € IR lautet

o =atio-a)= (3 )+ ((Z3)-(5))=(5)+(2)

Mathematica Plotbefehl:

ParametricPlot[{{1 + t (-3 - 1), 3+t (-4 - 3)}}, {t, -0.5, 3},
AxesLabel -> {"x", "y"}, PlotRange -> {-3, 4}]

gL

Bild 2 a) (i) Gerade durch a = (1,3)" und b = (-3, —4)

(ii) Mit quadratischer Ergénzung erhélt man eine Ellipsengleichung mit den
Halbachsen @ = 2 und b = 3 und dem Mittelpunkt (zo,y0) = (2, 1).

0 = 922 +4y*>— 36z —8y+4
= 9(x* 4o +4—4)+4@y* -2y +1)
= 9(z—2)?-36+4(y — 1)

(z—2) (y—1)°
2 T 3
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Parameterdarstellung durch angepasste Polarkoordinaten

24+ 2cost
oft) = ( 1+ 3sint ) , t€0.2n]

Mathematica Plotbefehl:

ParametricPlot[{2 + 2 Cos[t], 1 + 3 Sin[t]l}, {t, 0, 2 Pi},
AxesLabel -> {"x", "y"}, PlotRange -> {-2, 4}]

ol
Bild 2 a) (ii) Ellipse, Halbachsen a = 2 und b = 3, Mittelpunkt (x¢,yo) = (2, 1)
b) Mathematica Plotbefehl:

ParametricPlot [{{5 Cos[t/4] - Cos[5 t/4],
5 Sin[t/4] - Sin[5 t/4]1}, {5 + Cos[t], Sin[t]}, {4 Cos[t],
4 Sin[t]}}, {t, 0, 8 Pi}, AxesLabel -> {"x", "y"}]
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Bild 2 b) Epizykloide mit r =1 und R = 4

Wird ein kleiner Kreis mit Radius r aulen auf einem groflen Kreis mit Radius R
abgerollt, so beschreibt die Epizykloide die Bahnkurve des Beriihrungspunktes
P der beiden Kreise zu Beginn des Abrollens. Fiir » = 1 und R = 4 kehrt P
nach R/r = 4-maligem abrollen in seinen Ausgangspunkt zuriick.

Losung 3:

([ z(t)\ ([ t—sint :
a) c(t) = ( () ) = < | — cost ) , t€]0,3r], Mathematica Plotbefehl
ParametricPlot [{{t - Sin[t], 1 - Cos[t]}, {Cos[t],
Sin[t] + 1}, {0.07 Cos[t], 0.07 Sin[t]}}, {t, O, 3 Pi},
AxesLabel -> {"x", "y"}, AspectRatio -> 0.2]

2:0
15
1.0
0.5

! ! ! ! !X
2 4 6 8 10
Bild 3 a) Zykloide, mit Abrollkreis vom Radius R = 1

Wird ein Kreis mit Radius R, auf dem sich der Punkt P befindet (fiir ¢ = 0 sei
P = 0), auf der z-Achse abgerollt, so beschreibt die Zykloide die Bahnkurve
von P.

b) Tangentenvektor: ¢(t) = ( 1 ; E(zst )

Fiir reguldre Punkte gilt ||¢(2)]| = /(1 — cost)? 4 sin’t > 0.

1—cost=0 = t, =2nm mit n € Ny = sint, =0 = |[¢(t,)|| =0

Nur fiir ¢, = 2n7 erhélt man also die singuliiren Punkte c(¢,) = (2n7,0)7.

c¢) Wird mit « der Winkel zwischen x-Achse und Tangentialvektor
c(t) = (&(t),y(t))T im Punkt c(t) beschrieben, so ergibt sich der An-
stieg durch
(t)

t)

<.

tana =

=
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Einen Anstieg von null, d.h. eine waagerechte Tangente, erhélt man daher

durch
y(t) =sint=0 A @(t) #0.

Da die singuldren Kurvenpunkte zu den Parameterwerten t,, = 2nm ausgenom-
men sind, ergibt sich eine waagerechte Tangente nur fiir die Parameterwerte

tn, = (2n 4+ 1)m mit n € INy in den Kurvenpunkten

(2n + 1)m — sin((2n + 1)) (2n+ 1)m
o((2n + 1)m) = < 1 —cos((2n + 1)7) ) - < 2

Tangentengleichung in Parameterform mit A € IR

T(N) = c(to) + A é(to) = ( (2n+1)m ) +)\< 2 ) Y R Y fy——

2 0

Tangentengleichung als Einzelgleichung mit z € IR

(@) = ylto) + L (& — (1)) = 2 4 5 — (20 + 1)) = 2

d) Fiir die Bogenlédngendifferenz As gilt mit t = 7 und dt =27 — 7w =7
As ~ ds = \/32(t) + 2(H)dt = (\/22 n 02) m=or
Mit Hilfe der Integration lasst sich (spéter) As exakt berechnen
27 27
As = / VE2(t) + g2 (t)dt = / \/(1 — cost)? + sin’ tdt
71—27r 7T271' 27
= /\/2 — 2costdt = \/5/ \/2sin’(t/2)dt = 2/|sin(t/2)]dt
= —dcos(t/2))7" =4.
Losung 4:

a)

Durch Auflésen nach y erhiilt man y—t2=0 <& y(t) =1t

Parametrisierung von c iiber den Funktionsgraphen mit ¢ € IR

IA

2/dt-27r
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b) Die Kriimmung berechnet man durch

CE)g) —Eyt)  1-2-0-26 2
@02 +9(1))* 1+ 2077 (1+42)°
24t >0 t <0 streng monoton wachsend
= k(t)=————F5¢ =0 t=0 strenges globales Maximum

5/2
(1+422) <0 0<t streng monoton fallend

Damit liegt das strenge globale Maximum mit Kriimmungswert x(0) = 2 im
Kurvenpunkt c(0) = (0, 0).

¢) Fiir den Kriimmungskreis erhilt man

1 1
Krimmungsradius: R = W =3

Kriimmungsmittelpunkt:

(o) = () * swsor—zom (0 )

() () ()

d) Mathematica Plotbefehl

ParametricPlot [{{t, t°2}, {Cos[t]/2, Sin[t]/2 + 1/2}}, {t, -Pi, Pi},
AxesLabel -> {"x", "y"}, PlotRange -> {-1.5, 1.5}]

15

-1.5 -1.0 -0.5 L 0.5 1.0 15

=10+

-15%

Bild 4 y(t) = * mit Kriimmungskreis in (0, 0)
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Losung 5:

6
a) /2:65—581n:cdx = %4—5008374—0,

b) /4cosx—7sinhxdx = 4sinx — 7coshx + C',

2 v 2
c) e dr = —+e"dr = 2Iln|z|+ e+ C,
T T

5 3
a) 3x° — b +4xdm _ /3$9/2_5x5/2+4x1/2d$ _ Ex“/z—gx7/2+§x3/2+0
3

Nz 11 7

Loésung 6:

a) partielle Integration: wuw =3z —1, v = coshx

/(3x—1)coshxdm = (3x—1)sinhx—/3sinhmda:—l—0
= (3x —1)sinhz —3coshz + C

b) partielle Integration: « =z, v=Inx

2

2 2 2
/xlnxdw = %lnx—/ %de = %lnx—%—i—C

c) partielle Integration: u = 2%, v/ = cosx
/ z?cosx dr = 2% sinx — /2xsinx dx +C
weitere partielle Integration: u = 2x, v/ =sinx
= z%sinz + 2w cosz — /QCoszvd:v +C
= a?sinx +2xcosx — 2sinx + C

d) partielle Integration: —« =sinht, v' = cost

/costsinhltdt:sinzfsinht—/sinzfcos.htdt%—éY
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weitere partielle Integration: u = cosht, v/ =sint
=sintsinht — (— costcosht — / —costsinht dt) + C
=sintsinht 4 costcosht — / costsinht dt + C

sintsinht¢ + costcosht
2

= / costsinht dt = +C,

e) partielle Integration: u = 15z, v =z —1

215 2-15
/15x\/x—1d:r = 3 “"(x—1)3/2—/ T(x—l)S/de+C

= 10z(z —1)%?* - / 10(z — 1)*?dz + C
= 10z(z —1)%?* - ?(I — 12+ C
= (z—-1)%?10z —4(z — 1)) + C

= 22 —-1%?Bz+2) +C

Loésung 7:
a) Substitution: w = cosz — du = —sin(z) dx
_ ) ) u? cos® x
sin(x) cos®(x)de = — [ u*du = —3—1-0 =3 +C

b) Substitution: s=a?+1— ds=2zdx

23/2 (12 13/2
/Qx\/xQ—l—ldx:/\/Eds: 83 +C:(‘T+)+C’.

dt

c¢) Substitution: t=212% — dt =32*dr — dr = 37
T
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3
/xzex dz =

1 1 -
/etdt:§et+C:§e‘Td+C.

W

d
d) Substitution: =z =2t+3 — dr=2dt — dt = ;

/ (In(2t +3))* dt — 1/ M dr = 1/ 1. (In(x))* dw
9 6

6t +9 3z T

1
weitere Substitution: w=Ilnz — du = —dz

x
1 A u® (Inz)® (In(2t + 3))°
6/ v =yt 30 0
dt dt
e) Substitution: t=e* - — =€ — dr = —
dx t
e’ t dt 1 N
/ 2 1 1 déE:/ 2 ?:/ 211 dt = arctant + C' = arctane” + C'
f) / tan x dz :/ Y g
coS T
Substitution: ¢t =cosz — dt = —sinz dz
i 1
/tanxdx:/Smxdx:—/—dt:—1n|t|—|—(]:—ln|cosx|—|—0
cos T t
Loésung 8:
/ b5x—2

a) partielle Integration: wuw=uz, v =e

5x—2 Sx—2 bx—2 bx—2
xre e xre e
/me5“”_2d:v: z —/ de + C = — +C,

b) partielle Integration: u =z und v’ =
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/\/fﬂda: = x-2\/x+4—2/\/:c+4dx+0

4 2
= 2x\/x+4—§(x—l—4)3/2+0 = g(x—8)\/x+4+0

Alternative, Substitution:

u=+vr+4 = x=u’-4, dv/du=2u— dr=2udu

2_4
/\/;_Hdm = /uu -2udu:2/u2—4du

u? 2u , 2
= 2| — —4u +O:§(u —12)+O=§(x—8)\/x+4+(]

¢) Additionstheorem: cosh?t —sinh®¢ =1 und

partielle Integration: —w = cosht, v = cosht

/ cosh’tdt = / coshtcoshtdt = coshtsinht — / sinhtsinht dt + C

= Coshtsinht—/costh—ldt%—C' =

2/ cosh?tdt = t+coshtsinht+C =
2 1 .
cosh“tdt = 5 (t + coshtsinht) + C

d) Substitution: x =sinht = dxr =coshtdt und t = arsinhz

/\/1+x2dx = /\/1+sinh2tcoshtdt:/costhdt

(arsinhx + x@) +C

DN | —

1
=5 (t + coshtsinht) + C =

e) Additionstheorem: cos?t +sin’t =1 und

Substitution: z =sint = dz = costdt
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/sinBtcos3tdt = /sinBt(l—siHQt)costdt:/:c3(1—x2) dx

$—6+C: sin*t  sin®¢
6 4 6

f) / arcsinxz dr = / 1-arcsinz dx

+C

x
4

partielle Integration: «' =1, v =arcsinx < x =sinv =

1 1 1 1
v = (arcsing) = —— = = =
(sinv)  cosv /1 —sin2y V1—2a?

/ arcsinz dr = xrarcsinx — dr +C

T
/ V1—22
d
Substitution: w=1— 22 — du= —2zdr — _7u =zdx

inxdr = i —du+C
/arcsmw X xarC81nx+/ 2\/_ U +

= zarcsinz + u +C = zvarcsinz + V1 — 22+ C

Losung 9:

a) Substitution: ¢t=5—-2x — dt=—-2dx

1
/ 5 da::—§/Edt:—;ln]t\—i—C:—glnb—QaEH—C

5 —2x 2
b) Substitution: t =7z — —  dt=Tdx
/ / di= =2t 4O = oo 4O = o 4 C
(7x - T 1(7x—4) 28— 49z

¢) Polynomdivision:

2
(623 — 322 +20—3): 2z —1) =322 +1— 51
—(62% — 32?%)
2v. =3
—(2x —1)

—2
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dx

6% — 322 +2x—3
/x %+ 22 dx:/3a72+1—

20 — 1 20 — 1

Substitution: t=2x—-1 — dt=2dx

1
:x3+x—/gdt+0:x3+x—ln|t|+C’:$3+x—ln|2x—1|—|—C

d) /%de:g/mdx

T
Substitution: t=— — dr =+vV2dt
V2 v2
5\/5/ 1 5 5 ( T )
= dt = — arctan(t) + C = — arctan | —= | + C
2 ) 241 V2 ®) V2 NG

ST 5 2z
e)/2x2+2d$_1/x2+1d:”

Substitution: t=22+1 — dt =2z dx

) 1 5 5
=- [ —dt=-In]t =-—Infz*+1
4/t 4n||—|—C 4n|x+|+C’

6 3(2x +4) — 12
o % =
>/x2—|—4:v+5dx / (r+2)2+1 du
2(x +2) 1
— Y -1 -
3/(:1:+2)2+1d$ /($+2)2+1dx

Substitution: t=z2+2 — dt =dzx

2t 1
= —dt — 12 —dt
3/t2+1 /t2+1

Substitution: uw=t*+1 — du=2tdt

1
= 3/ —du — 12arctant = 31n |u| — 12 arctant + C
u

= 3In[t* 4+ 1| — 12arctan(x +2) + C = 31In |2 + 42 + 5| — 12 arctan(x +2) + C
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Losung 10:

a) Nennerfaktorisierung: 322 4+ 15z — 18 = 3(2? 4+ 5z — 6) = 3(z — 1)(z + 6)

7 _ (L T 1
302+ 152 —18 3 \a2+4+52-6/) 3 \(v—1)(z+6)

Partialbruchzerlegungsansatz:

1 A B A(x+6)+ Bz —1)

D@46 -1 246  (@=D@+6)

= 1=A(x+6)+B(x—1)

Nennernullstellen einsetzen:
1
r=1 = 1=A(1+6)+B(1-1)=74 = A:?

1
r=—6 = 1=A-6+6)+B(-6—-1)=-7B = B:—?

/1 o1
Tr—1 Tz+6°"

(In|jz —1]—In|z+6|])+C

wl

/
i

W =

b) Polynomdivision:

2¢ — 18

— (2% + 622 — Tx)
—5z% — 287 + 17
—(=52% — 30z + 35)
2z — 18

Nennerfaktorisierung: 2?4+ 6x — 7= (z — 1)(z + 7)

Partialbruchzerlegungsansatz:

2z — 18 2z — 18 A B

22 4+6x -7 (z—1)(z+7) x—1+$+7

= 20—18=A(x+7)+Blx—-1)=(A+B)x+7A—-B
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Berechnung von A und B {iber einen Koeffizientenvergleich von

20 —18=(A+B)x+7A—-B

—18=7A—-B = DB=T7TA+18
2=A+B=A+7A+18=8A4+ 18
= 8A=-16 = A=-2 = B=4

alternativ:

Berechnung von A und B durch Einsetzen von z-Werten, vorzugsweise der
Nennernullstellen in die Gleichung:

20 =18 = A(x +7) + B(x — 1)

r=1: 2-18=-16=A(1+7 = A=-2
r=-7: 2-(-7)—18=-32=B(-7—-1) = B=4

Integration:
23+ 2% — 35x + 17 2 4
dr = —5— d
/ 224+ 6x—7 g /x x—1+x+7 v

2

— %—5x—21n]a:—1]+41n|x+7|+0

c¢) Dieses Integral wird iiber die Rekursionsformel mit ¢ = 2 berechnet

Vax
V3

/ﬁw N /32<2x2/93+1>2dx:/ (( )12“)2‘1‘”

S (o [ e )

V2 2(1-2
V3 t
= Q_ﬂ(arCtant+t2+1)+C
V2z
— ﬁ arctan Vo + \/52 +C
2v/2 V3 (f_2> 41
V3

2z
arctan (W)

V6 +2x2+3

Il
N W
/-~
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Losung 11:
Raten der Nennernullstelle x = 3 (Teiler der Konstanten 27) und Polynomdivision:

(xt =423 +27): (z—3) =2 —2* - 30— 9
—(z* — 323)
—x® + 27
—(—a® + 32?%)

—3x? 4 27

—(—32% + 9x)
—9x + 27

(92 +27)

0

Erneutes Raten der Nullstelle x = 3 (Teiler der Konstanten 9) und Polynomdivision:

(23 —2>—-32—-9): (x —3) =22 +2r+3
— (2% — 32?)
222 — 3z —9
—(22% — 62)
3z —9
—(3z—9)
0

Damit lautet die Nennerfaktorisierung:

ot — 42 + 27T = (2 - 3)*(2* +22+3) = (v = 3)*((z + 1)* + 2) .

N / 8.1:3—43:1:2+46x—39d / 8$3—43x2+46:v—39d
= x
xt —4x3 4+ 27 (x —3)2((z+1)2+2)
Partialbruchzerlegungsansatz:
8x3—43x2+46x—39_ A . B n Cx+D
xt —4x3 + 27 S x—=3 (-3 (vr+1)2+2

= 8z° — 432% + 462 — 39
= Az —3)((x +1)*+2)+ B((x + 1) +2) + (Cx + D)(z — 3)*
Koeffizienten iiber Einsetzen verschiedener z-Werte berechnen:

Berechnung von B durch Einsetzten der Nennernullstelle z = 3:

8:-33-43.32446-3-39=-72=B(42+2) = B=-4

Berechnung von A durch Ableiten

242% — 861 + 46
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=A((x+1)*+2)+ B-2(x+1) + (z — 3)[24(x + 1) + C(x — 3) + 2(Cz + D)]
und dann Einsetzten der Nennernullstelle z = 3:
2432 —-86-3+46=4=A(4>+2)—-4-2B3+1) = A=2

Berechnung von C' und D durch Einsetzen geeigneter x Werte:

r=0:
39 = A(=3)(12+2) + B(12+2) + (C - 0 + D)(—3)?
= -30+9D = D=-1

r=1:

8 — 43+ 46 — 39 = —28

= A(=2)((2)2 +2) + B((2)? +2) + (C + D)(1 — 3)°
= 52+44C = C=6

Damit kann das Integral mittels Partialbruchzerlegung berechnet werden

/ 8x3—43x2+4633—39d / 2 4 L 6z — 1
T = —
xt —4ad + 27 r—3 (x—3)% (x+1)2+2

4 2(x+1) 1 ~
=2hlz-3|+ —+3 | —————de -7 | ——————dx+C
nle =3[+ -—+ /($+1)2+2 x /<x+1)2+2 x +

Zur Losung der verbleibenden Teilintegrale:

Mit der Substitution ¢t = (x 4+ 1)+ 2 — dt = 2(z + 1)dz erhilt man

2 + 1) 1 )
— _dx = —dt =3In|t| =31 1 2 .
3/ RS T 3/t 3ln|t| =3In|(x+1)"+ 2|+ C;

1
Mit der Substitution ¢ = T — dx = /2dt ergibt sich

V2

7/;@—3/ ! do
(z+122+2 " 2] (z+1)/vV2)?2+1
—L/ ;dt—larctant—Larctan (x_—i—l) +C
vl et % v vz )t

Damit erhalt man die Stammfunktion
/ 8x3 — 4322 + 462 — 39
gt — 4x3 + 27
4 7 1
=2In|z — 3| +—3+31n|(:c+1)2—|—2] — —=arctan <x+ ) + K.
x R

V2 V2

X
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Losung 12:
21 —
a) Mit x; = i fir i = 0,1,...,n erhalt man
n
n—1
Ui(Z,) = Zinff([mi,xiﬂ])(ﬂ?iﬂ—l’i)
i=0
_ ”z‘:l <322’—n+4) (2(i+1)—n_ 2i—n)
— n n n
n—1
2 , 2 (n—1)n 6
= EZ(H+62) = ﬁ(n2+67> = 8-
i=0

04(Z) = 3 sup f(lo wior]) (i — )

=0
n—1 . . .
2 1) — 2 1) — 21 —
=0 n n n
n—1
2 , 2 (5, (n—1)n 6
- Eio(n+6z+6) = ﬁ(n +GT+6n) =8+

b) f ist integrierbar, denn f ist stetig. Der Wert des Integrals ergibt sich dann
durch

: : 6 . 6 :
Jim O] = fimy (8 ) == fm (5 ) = fimy 02)

1

2
c) /3x+4da:: (3%—1—4:5)

-1

1
=38

-1

Losung 13:
a) Substitution: ¢t =e* — dr = %, to=e" =1, t; = @ =2
" 3" Foe a1 3t? 1 s 1 12
/ 63x+4d$:/m?:§/t3+4dt:§ln(t3+4)\l :§ln(€>
0 1 1
alternativ mit Riicksubstitution der Stammfunktion und den alten Grenzen:

In(2)

e3® 1 me2) 1 12
/63$+4dm 3n(e —i—)o 311(5) 0.2918229

0
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b) Substitution:

fan = =t L= 2dt to = tan(0) = 0, £, =t <7T>
an— =1, cosx = = — = tan(0) = =tan ( —
9 ) t2+17 t2+17 0 ; Ul S
/4 . tan(m/8) ) 0t tan(m/8) 5
der = —_— = —dt
/cosx v / 11—t 241 / 1 —¢2
° i ’
tan(7/8)
/ tdt = (In[14t] —In|1 —¢])[>/®
0

_ 1n’1+tan<g>‘—m‘l_tan(gﬂ

alternativ mit Riicksubstitution der Stammfunktion und den alten Grenzen:
w/4

[z == (vt (G)]-afi-an (3)

0

—In ’1 + tan (g)‘ —In ‘1 — tan (g)‘ — 0.8813735...

w/4

0

Losung 14:

a) Schnittpunkte von y = 2% — 4 mit der z-Achse:
O=a?—4=(rx+2)(x—2) = 21=—2, 79 =2

2

- 3
F, = /x —4dx—/x2—4d:p+/x2—4dm
2

3

2

3
= 2/$2—4d$—2/x2—4d$

2 0

<25 (5w
[

27 8 46
——12—— 8—-+8) = =
3 * 3+) 3

2

= 2
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Bild 14 a): y=2?—4in [-3,3]

b)
1
0.5
0.5 1 1. 2 2.5 3
-0.5
-1
Bild 14 b): Menge M,
Die Schnittpunkte von f(z) = cosx und g(x) = 1 — 2z /7 sind gegeben durch
x1=0,20=7/2, 23 =
Daher berechnet sich der Fldcheninhalt durch
w/2 T
F, = /cosx — (1 —=2z/m)de + /(1 —2x/7) — cosx dx
0 w/2
= 2 [sin$—x+x2/7r]g/2 =2(1—-7m/247/4) =2—-71/2.
Losung 15:

O\w
YounY
8

w
N—
[\o}

&

3

|

)
—~
~| &,
~

2) Vi Achse = W/ (f(x)? de=m
0
1287

= = 57.4462 . ..
7
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b) y=Jfl@) =" & a=f)=y"
8 8
Vy—Achse = w/ (f—l(y))2 dy:ﬂ-/ (y1/3)2 dy

0 0

(3y5/3> * 96
g i 5 g

— =60.3185. ..
5
c¢) Die Oberfliche des Rotationskorpers bei Rotation um die z-Achse setzt sich
zusammen aus der Mantelflache M,_aaqse und der Fliache K des seitlich be-
grenzenden Kreises:

0

K = 81 = 647 = 201.0619. ..

My Achse = 27?/ fl@)\/ 1+ (f'(x))? da::27r/ 23\/1+ (322)2 dx

145 145
t=1492* 2_7r/ i dt — wt?’ﬂ
36 36-3 /|,
1
- %(1453/2 — 1) = 203.0436 . ..

Damit besitzt der Rotationskorper eine Oberfliche von

m(1727 + 145%/2)
27

O =K+ M, Achse = = 404.1055. ..

d) Fiir den Fliachenplot muss der Vektor des Funktionsgraphen

o= ( 10 )

mit 0 < z < 2 und f(r) = 2° zuniichst in den IR? eingebettet werden, also auf

erweitert werden.

Anschliefend wird v(z) mit der Drehmatrix D(p) multipliziert, wobei eine
ganze Umdrehung durch 0 < ¢ < 27 erreicht wird.

Fiir die Drehung um die z-Achse erhédlt man damit die folgende Parameter-
darstellung der Mantelfléche

1 0 0 T x
Uy Achse(T,0) = | 0 cosp —sing 2 | = 2%cosgp
0 sing cosgp 0 23 sin ¢
Dyy) U(x)

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 15 a) lautet damit:



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 202131

ezsurf (’x’,’cos(p)*x~3’,’sin(p)*x~3’, [0,2%pi,0,2])

X = X, y = cos(p) x3, z= sin(p) x3

Bild 15 a): Rotationskorper fiir f(z) = 2% bzgl. der z-Achse

cosp 0 —sine T T COS (P
Uy Achse(T, ) = 0 1 0 2 | = x3
sinp 0 cose 0 xsin
—~ s N —
D) V()

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 15 b) lautet:

ezsurf (’x*cos(p)’,’x"3’, x*sin(p)’, [0,2%pi,0,2])
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Bild 15 b):

Losung 16:

3z+2x 2 6391;+1 X

a) F'(x) = e

— 2653; + 363x+2x _ 3€3ac+1

b 1 / 4

) () /—( 1)2/3dx _
i 2
(i) 0/ (x4 1)3/4 dr =

X =X cos(p), y = x3, z = x sin(p)

Rotationskorper bzgl. der y-Achse

2x

0+ / 337 dy

1

c¢) Die Berechnung erfolgt iiber partielle Integration:

a

a

—st —st

/cos(vt)e_“ dt = —Cos(vt)e —/ ysin(’yt)6 dt
s
0 0 9 .
efst a . 6fst a )
= —cos(t) + ysin(vt)—; —/ 7= cos(7t)
5 o 57 o
0
0 . 1 e—st —st
= /cos(fyt)e dt = m(—cos(’yt) . + v sin(~t) >
0

)

= 5e’ — 33t
9 4 9

li ———dz = lim 12(z — 1)'/?
Eir(r)lJrlJrE (Z’ — 1)2/3 t ELI(I)IJr (l’ ) It
lim 12((9 — 1)V2 —e'/3) = 24

e—=0+ 4

. e _ 1/4|®
B8] e = RS U

0
lim 8((a + 1)Y/* — 1) = o0
a— 00

efst

52

dt
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1 1 S
4 —st o _
= alggo cos(yt)e " dt = T 22 s 10
0
Losung 17:
oo 9 1 9 00 )
z”+1 =+ 1 41
i dr = d d
?) 0 /x5+3 ! /m5+3 x+/x5+3 ’
0 0 1

O O O O O
EN WA~ »

2 4 (S 8 10
241

Bild 17 a): Funktion f(x) = i3
T

2

1

/ xs i 5 dx  ist ein bestimmtes Integral mit endlichem Wert.
T

0

2?2 +1 r 2241
/ dr = lim / dxr  ist ein uneigentliches Integral.

x® 43 a—oo | 2%+ 3
1 1
2 1 2 2 2
Fir x > 1 gilt ng + Sx T = — und man erhalt
x5+ 3 0 3
2?41 Y 12
/a:5+3dg’j = Jm x5+3dx§alg§o/$dx
1 1
11 1
a—00 x 1 a—00 a

Damit konvergiert das Ausgangsintegral absolut nach dem Majoranten-
kriterium.

(ii) Das Integral divergiert nach dem Minorantenkriterium,
denn fir 0<z<1 gilt 272 <252

1 1 1
NG L 1 : 1
x4+ g3 dv = (111_% x7/2 4 5/2 dv > (lll_rf}) 25/2 4 5/2 dx
0 a a
oy I S S
T s 32972| 4503432 3
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Y
1000¢
800+t
600}
400¢

2007}

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Bild 17 a)(ii): Funktion f(z) = — e
4

1
b) Fiir 0 < a < 1 und z > 0 féllt die Funktion f(z) = — (streng) monton und
xa
es gilt
1. Fall:: a=1
1 R O
—dr = lim [ —dr=lim Inz|] = lim Ina = oo,
x a—00 x a—00 a—00
1 1
2. Fall: O0<a<l=0<1l-a
[e.e] 1 a 1 1—a a
—dr = lim [ —dx = lim
e a—oo | 1@ a—00 (1 — a) 1
1 1
] al—a 1
= lim — = 00.

a—00 (1 — 04) (1 — a)

Das Integral divergiert also fiir 0 < a < 1. Nach dem Integral-Kriterium fiir

1
Reihen besitzt die Reihe Y o das gleich Konvergenzverhalten.
k=1

¢) Mit Hilfe der geometrischen Summenformel erhalt man

X gktl 2 X /2\F 8 1 16
4.2 __—y4. = Z) =2 1) ==
Z 3k+2 32;(3) 9 (1—2/3 ) 9

k=1

Losung 18:

a) Es handelt sich um eine alternierende Reihe, die nach dem Leibniz-Kriterium
konvergiert, denn es gilt:

n+1
i n = >0
W o= o ymre 2
1 1/n+ 1/n?
() Lm e = lim — = lim P
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(ili) a, fallt monoton, denn

0 < n
= n+2?2=n’+4n+4 < nP+in+4=mn+1)(n+4)
n—+ 2 n+1
= <
n+4 = n+2
n—+ 2 < n—+1 _

= Op41 = (

n+3)(n+ 4) nt2)(n+3)

b) Man verlangt fiir die Abschitzung des Wertes S der Reihe durch die Partial-

summen Sy,
k+2

(k+3)(k +4)

Aus aggs = 0.001001 und aggg = 0.000999998 erhilt man k& > N = 995. Die
Partialsummenwerte lauten Sggs = 0.0789413 und Sggg = 0.0799413.

|
‘S—Sk’ < agq1 = < 0.001 .

¢) Mit dem Mathematica-Befehl

NSum[(-1)"n*(n + 1)/(n"2 + 5 n + 6), {n, 0, k}]

berechnet man die Partialsummen und erhélt

Fiir den Grenzwert bedeutet dies S = 0.079- - -.

Lo6sung 19:

a) Z (\/ n?+4+n— n> konvergiert absolut nach dem Wurzelkriterium, denn mit
n=1

an = (Vn?+n— n)n erhilt man

n? +n —n? 1 1
lim la,| = lim vVn2+n—-n=lim —— = lim —— = —
n—00 | | n—00 n—oo \/n24+n+n n—>oo,/]__|_1/n—|-1 2

<1

S
b) > — konvergiert absolut nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt
n=0 T
n 2mt1 . pl 2
tim ol gy 2T —0<1.
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c¢) Die Reihe konvergiert nicht, denn mit der geometrischen Summenformel erhélt

man
n

1,3 ,9 21 8 y 1 /3\" i LY 3\"

J— J— J— - - oo = 1M J— — = Iim — —

16 32 64 128 256 dm D lz) =Jmg 2
k=0 \ , k=0

=ay

11— (3/2)"! 1
= lim — - ——————— = lim 2)ntl 1) =
Tl 16 1-3/2  nbw8 ((3/2) ) =00
Alternative Begriindung:

Die notwendige Konvergenzbedingung fiir Reihen ist nicht erfiillt

I lim — 3)" _ £ 0
fim o= fim g (5) =70

kE+1
d) k2—:— 1 divergiert nach dem Minorantenkriterium, denn es gilt
k=1
k+1 _ k+1 k+1 1 1
“CTRT1IT Rk kk+1) K 2 ;E
Losung 20:

a) (i) Die Folge f, konvergiert punktweise gegen f:

lim f,(z) = lim o lim _L/n =0= f(x).

n—00 n—oo 1 + net? n—00 1/n + er?

fn konvergiert auch gleichméfig gegen f, denn es gilt

1/n 1 1
0 < sup |fulz)— f(x) = sup ——O‘: sup — |————
xe[—2,2}| (@) (@) 1/n+ e vel—22) M | 1/n+e*’
1 1 1 nooo
< Sup — = - "%
ze[—2 ]n 6 n
Y
0
0.4
3
5.2
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Bild 20 a) (i) f.() ~ fiir n = 1,2,3,5,10,20

"1 + ne*
(ii) Es gilt h,(0) = 0. Fiir  # 0 erhélt man
2 2
lim h,(z) = lim i =1,
n—00 n—oo | 4+ nx2 n—00 ]_/n + T2

Also konvergiert die Folge h,, punktweise gegen h:

0 : x2=0
h(x):{l v #0

Bild 20 a) (ii) () = mez fiir n = 1,2,3,5, 10,20
b) (i) Fir f,(x) = > (2% —1)(2 — 2®)* ergibt die geometrische Summenformel
k=0
n 1— (2 _ xg)nJrl
= @1 2-a) = (-1
- 1— (2 . xg)n-i-l

Fiir [2—2%] < 1 & 1 < 23 < 3 erhiilt man Konvergenz mit lim f,(z) = 1.
n—oo

AuBlerdem gilt f,(1) = 0. Fiir alle anderen x liegt Divergenz vor. Die
Funktionenfolge f, konvergiert also punktweise gegen die Funktion

0 : z=1

flz) =
1 : 1<x<\3/§.
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Bild 20 b) (i) fu(z) =1 (2—2%)""" fiir n = 0,5,10, 15,20,25,30

Die Grenzfunktion f ist nicht stetig, die Konvergenz kann also nicht
gleichméBig sein.
(i)

1

o(r) =) (k+ 1)3(2% + 1)

k=0

konvergiert gleichméBig (und damit auch punktweise) und absolut nach
dem Majorantenkriterium auf ganz IR, denn

1 1 - 1 =1
< 4y — =Y = <.
G+ 13@*+ 1)~ kr1p %(/@H)S kzlk;3<°°

oy
i @
—
(o
[\~
e}
=)
~
—~
=
~
s
3
—
8
S~—
Il
=t
=
3
Il
=
\_}—‘
N
w
o
—_
S

Losung 21:

a) (i) iﬁ(x‘%)

n=0
: 1
Entwicklungspunkt: z( = 5

Tt (n 4 2) 7

nhoo Ti(n + 1)20F 2

an

Konvergenzradius: r = lim
n—oo

Ant1

Entwicklungspunkt: zo = 0
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AN\F
= k=2
Koeffizienten: aj = (25> ’ "
0 , k=2n+1
Konvergenzradius:
1 1 25
r = = =1
lim sup /|a im %/ (L) 4
D2 (5) ~ L Bk =1
n=0 n=0 ——
a, 7n2n+1(n + 2) 2

Konvergenzradius: r = lim
n—oo

Upi1 nm00 2n(n 4 1)7ntt 7

Man erhélt damit das offene Konvergenzintervall } g, g [ .

Konvergenzuntersuchung in den Randpunkten:

, _ 9 =~ 9 S|
Divergenz in x, = - denn : nzzom (? — 1) = HZ:O I
, 5 = ™ 5 T K (1)
Konvergenz 1m roy = ?, denn: nZ:% m (5 — 1) = nz:% n T 1
. . . 59
Konvergenz liegt also insgesamt im Intervall - vor.
y
3'0f
25}
20}
15[
—
7
0.5r
o8 o0s 10 1 12 *
N n
Bild 21:  Sy(z) =) _ 7—(:10 —1)" fiir N =0,1,2,3,4,7,10,15
2n(n 4+ 1)

n=0
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Losung 22:
6 B 6 B 6 1
8) 54, T B _dzptdm—4z 54z (=)
5— 420
6 =4z —2)\" = 6 - 4% .
T 54z ,; ( 5 — 4z ) T (5 — dzg)RH (2 = 20)
Berechnung des Konvergenzradius:
I I 6 - 45 (5 — dzg)kt2 5 — 4z
r = lim = lim =
k—o00 | Qg41 k—oo |6 - 4k+1(5 — 4ZO)k+1 4

Die Konvergenzbedingung der geometrischen Reihe wird bestétigt:

4(z — 2 5 —4z )
‘é——élzg) <1 = |Z—Z()|< 1 O:’Z—ZO =7
d .
Man beachte: x = 1 ist Polstelle von f.
31 5 3 D — 3 V34
Der Konvergenzradius fiir ZOZZZ: T:‘Z_ZZ :‘ 1 ' = 1
b 6
) = f(x):d0+d1x+d2x2+d3x3+
5 —4dx

= 6 = (5—4)(dy + dyx + dox® +dsz® + )
= 5dy + (5dy — 4dy)x + (5dy — 4dy)x* + (5ds — 4dy)a® + - -
Koeffizientenvergleich:

6
= 6 =>5dy, 0=>5d, —4dy_1 = d(]:ga

Konvergenzradius: r= lim |[—| =
k—o0 dk+1

S NG
5 (5)

Alternativrechnung mit der Rekursionsformel (Methode identisch):
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Da ¢g(0) # 0, besitzt f in zp = 0 eine Potenzreihenentwicklung

1 - k
f(fc)—m—kz_odkl’

mit Konvergenzradius r > 0 und die Koeffizienten dj lassen sich nach der
Rekursionsformel aus dem Cauchy-Produkt berechnen:

k—1
(lodo =1 s (lodk = — E djak_j
J=0

mit
= 5 4 5 4
g(m):kgoakkaE—éx = ag—g,alz—g,ak—o,k>2
. ) 1 6
Man erhélt damit dy = — = -,
Qo 5
k—1 k k
1 a 4 4 6 (4
d:__E:d. o M a2 g =22
' @055 S aokl 5 <5> ’ 5(5)

Losung 23:

oo 60\ 24 1 (o)
a) Ausf(x)—(m) BRGETE folgt g(m)—(5_4x>2— T

Damit ergibt sich die Potenzreihe von ¢ durch differenzieren der Potenzreihe

von f:
/
g(x) = 21 (;W(m—l’o) ) —;W@—xo) :
Der Konvergenzradius stimmt mit dem von f {iberein.
Probe:
li ag li k- 4k_1<5 — 4xo)k+2
r = lim |[—| = lim
k—o0 Q41 k—o0 (5 — 4$0)k+1(1€ + 1)4k
_ i PO 4z0)| (5 —dwmo) | D
T ooeo| (k+1)4 | | 4 ° Ty




©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 202142

b) Im Inneren des Konvergenzintervalls darf die Potenzreihe gliedweise differen-
ziert werden. Setzt man die Potenzreihe und ihre zweite Ableitung in die Dif-
ferentialgleichung ein, so ergibt sich

Zakk — 1)z Zakx

= Zakk —1 Zak :Zak+2k+2 k:+1)—ak) =0.
k=0

Aus dem Koeffizientenvergleich mit der Nullfunktion ergibt sich folgende Re-
kursionsformel zur Berechnung der ay:

Qg

(k+2)(k+1)

ak+2(/€ + 2)(k' + 1) — ar = 0 = g2 =

Hier unterscheidet man

Qa = agk — a2k_2 — e e+ — L
FRT 0k +2)2k+ 1) (2k +2)(2k + 1)2k(2k — 1) (2k +2)!
und
a S e N U2k—3 e S
P 0k +1)2k  (2k + 1)2k(2k — 1)(2k — 2) 2k + 1)1
1
Die Anfangswerte ergeben y(0) = ag =1 = ag, = w und

y'(0) =a; =0 = ages1 = 0 also

cosh

lc=0

als Losung der Differentialgleichung. Der Konvergenzradius in z = 2% ergibt
sich durch

r = lim
k—o0

= lim (2k +2)(2k + 1) =

k—o00

Af41

Dies ist dann auch der Konvergenzradius fiir z.

Losung 24:
a) Mit der Summenformel der geometrischen Reihe erhélt man fiir

()

<l <& )§‘<1<:>|x|<2
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2 1 1 1 & \2\" X (-DF
m—a'm—a;(—@ ) =2 gt
Der Konvergenzradius r = 2 bestétigt sich auch rechnerisch iiber die Koeffizi-

(=D"

22n+1

enten as, = und asg, 1 = 0:

1 1
limsup &/]ax|

2 1 N 1 ;
k—oo nh_)fgo 92n+1 n—oo 21+1/(2n)

(T — (-1
(arctan) (5) 4—1—3:2 ; 22k+1

0
ergibt gliedweise Integration der Reihe

arctan <§> —C+ f: ix%ﬁ—l _ f: ilﬂk-ﬂ
2 £ (2k + 1)2%+1 £ (2k+ )22+

denn fiir die Integrationskonstante gilt C' = arctan 0 = 0. Der Konvergenzra-
dius r = 2 stimmt mit dem der abgeleiteten Reihe iiberein.

Setzt man die Randpunkte x = £2 in die Potenzreihe ein, so ergeben sich die

Reihen .
prt k —|— 1’

die nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium konvergieren.

Konvergiert eine Potenzreihe in den Randpunkten, so ergibt sich nach dem
Abelschen Grenzwertsatz dort der Wert der stetigen Fortsetzung der Sum-
menfunktion im Inneren.

Also erhélt man hier in den Randpunkten x = +2 den Wert

oo 1 k

)1 = arctan(+1).
c¢) Aus b) folgt i (1" = arctan(1l) = —
— 2k +1
d) Induktionsbeweis fiir — f™(x) = AU :
(5 _ 4x)n+1
6-4%-0! 6
n=0 fO)= = = f(z)

(5 —4x)%*t 5 —4x
n—n-+1:
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P = (1) = () = e

64" (n+1)!
(5 _ 4x)n+2
Die Taylor-Reihe stimmt erwartungsgeméfl mit der Potenzreihe aus Aufgabe

22 b) iiberein, d.h Konvergenzradius r = 5/4 und damit keine Konvergenz bei
x =5/4:

< ()
=31
n=0

Bild 24 d) f(z) = 3 _64x , Polstelle bei z = 5/4
Losung 25:
a) 1
0.5
- 1 1 2
/)
-1

Bild 25 a) f(z)
b) Da f ungerade ist

0<z<2: —f(r)=-22-2)=(2)2+ (=) = f(-2),
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gllt ay = 0.

Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist T'=4 = w =27/T = 7/2

2

bp>1 = %/ f(z)sin (lm;x) dr = /x(2—x)sin (%) dx
0 0
2

2\? k
bi>1 = 2(1—x) (H) sin ( 7m)
_ o 2\? o8 kmx
N krm 2
Damit lautet die Fourier-Reihe

ﬂ@:%:__L?mG&:m%'

1.0

0.5

e e N
-1 L 1 3

0.5
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Bild 25 c¢) (ii) f(z) —

Sm(x) fiir m =1,3,5

d) Da f stiickweise C'-Funktion und stetig in = = 1 ist, konvergiert die Fourier-

Reihe dort gegen f. Es gilt also

32 — 1 . ((2n—1r 32 o= (=1t
1=f(1)=Fi(1l) = = == ~ 7
U r(1) T (2n—1)3sm( 2 > — (2n — 1)
o) (_ 7T3
= -
Z(2n—1)3 2
n=1
Losung 26:
a) T
O\ 8¢
O .\6
O .
O .
—2.5 2.5 5 7.5 10 12.5

Bild 26 a) 27-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f

b) Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist 7' =27 = w=1.
1 1 0 2
/f :—/—Sinxdx:—c()sq; —
T T . T

™

1
ag>1 = = / x) cos(kz) d
= T
B sinz sin(kx) sin(kx)
1 — cos z cos(kx) |’
 kn _ﬂ
1
= — ( 1 — cos(km)) kl;

—sinx cos(kz) dx

>1|r—

cos x sin(kx) dz

> =

0
-7
0

-7

0
1
k/ sin x cos(kx) dz

—T

Uber a; kann nach dieser Rechnung nichts ausgesagt werden.
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=
0 k=2n—1 (ungerade)
1+ (=1)*
p>2 = — o =
= (k% —1) B 2 b —9 d
7k — 1)k +1) no (eerade)
1 r 1
. ) 0
mo o= — / —sinzcosz dr = 5 (sm Jc)|_7r =0
. 0
bi>1 = /f sin(kz) de = — / —sinzsin(kz) dx
- T
B sin x cos(kx) 1
= |- ’ _ﬂ+k/cosxcos(ka:)daz
1 cos z sin(kz) |° 1 / by
= T Tﬁ%—g/sinxsin(kx)d:c =12

—T

= bp>2 =0, iiber b; kann nach dieser Rechnung nichts ausgesagt werden.

0
1 1 1
by = —/—sinxsinxdx = —— (z—sinzcosz)]’ = —=
T 2T g 2
Damit lautet die Fourier-Reihe
1 1 2 — 1
F = — — — i - 9
() ——gsinz — ; Gn =1+ 1) cos(2nx)
c) v
1,
o\ s}
o \e
O- L
[ oA \
—>2 .5 \W2.5 5 -5 10 12 .57

Bild 26 c): Partialsummen Sy(z),..., S3(x)

d) Da f stiickweise C'-Funktion und stetig in x = 0 ist, konvergiert die Fourier-
Reihe dort gegen f. Es gilt also

1 2 1 = 1
Ozf(o):Ffm):T%nzl(2n—1)(2n+1) = 2 (2n — 1) 2n+1):§'

n=1
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Losung 27:

a)

2.0

40+

0.5 -

L L L Lox
-5 L 5 10 15 20

Bild 27 a):  3m-periodischen Fortsetzung von f

2 2
b) Mit den Bezeichnungen des Skriptesist 7T =317 = w= 3—7T =3
T
7 7 7 o 2
T
"o T /f(x) . 3T /f(x) v 37‘(’/ . 3 3
0 0 T
Fir £ #0
. 7 1 3
_ —ikwz _ —i2kx /3 —i2kx/3
- dy — — dr — —
T Tﬁ/‘ftwe YT i2kn
0 g
1 ) 7 )
- _ 1 —i2km/3) _ 1 —i2km/3
12km ( ) 2km ( € )
) ] 2k s 2km
= — — -_— in{ — =
S CoS 3 78 3 Vi
00 9 0 i A A
thwer __ 2 —i2km/3\ i2kx/3
= Ff(z)—’70+276 —3—!-2—2]{%(1 e )e
k#0 k0
=—00 k=—0o0
4
C) agp = 2’}/0 = g

Fiir k # 0 gilt

b ivkmyay b (4 2km . (2km
V—k = 2k7r(1 € )_ 2k7r(1 COS(B) zsm(3 _

Damit erhalt man:
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ag>1 = Vet Y-k

und
b1 = (v — V-k)

=i (2 (1 cos (PFTY s isin (2R

= 1 Y. COS 3 7 8111 3
(12 cos (ZETY i (AT
By COS 3 7 S111 3

_ L LU

= . COS 3

Wir bestétigen dieses Ergebnis, indem wir die reellen Koeffizienten zur Kon-
trolle direkt berechnen:

5 T 9 3 9 3
aozf/f(ac)dng—ﬁ/f(x)dx:?)—7T ldx = =
0 0 s
2 2 [ (2%
x
ag>1 = T/ f(z) cos (kwzx) dx = 3. | cos (T) dx
0 s
1 2\ " 1 . (2kn
= posin|— T TEe sin | —

T
bp>1 = %/ f(z)sin (kwzx) dx = sin (T) dx
0

d) Mit dem Mathematica Befehl

Plot[2/3 +
Sum[(-Sin[2*k*Pi/3] *Cos [2*¥k*x/3] + (Cos[2*k*Pi/3] - 1)x*
Sin[2*k*x/3] )/k, {k, 1, 30}]1/Pi, {x, -12, 15},
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PlotRange -> {-0.2, 1.2}, AxesLabel —> {"x", "y"}]

erhalt man

—_0o.2 L

Bild 27 c): Partialsumme Sso(x)

Losung 28:
a) Die Lagrange-Darstellung des Polynoms lautet:
(x — 3)(x — 6) (x —0)(z — 6) (x —0)(z — 3)
=0- 10 - 201.7 -
P2@) =05 i0=6) T GooE =0 | (6—0)(6—3)

b) Aus dem Schema der dividierten Differenzen erhilt man die Koeffizienten der
Newtonschen Darstellung des Interpolationspolynoms:

o [o]
30 10 = po(z) = 3.3z + 10.1z(z — 3)
6(201.7 64 [10.1

¢) pa(4) =3.3-4410.1-4="53.6
| sinh(4) — pa(4)] ~ [27.3 — 53.6] = 26.3

300¢
250¢
200+
150¢
100¢

50¢

3 4 5 6

Bild 28.1 sinh(z) und po(z)
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d) An das Schema der dividierten Differenzen aus a) wird fiir p; eine Zeile an-
gehingt

0]
10 [3.3]

201.7 64 [10.1
742 1275 317

T oY W O

= p3(x) = pa(x) + 4.32(x — 3)(x — 6)

Die Lagrange-Darstellung von p, kann nicht durch Anhéngen eines Summan-
den in p3 iiberfiihrt werden. Es dndern sich dann alle Terme.

p3(4) = pa(4) +4.3-4(4—3)(4 — 6) = 19.2

| sinh(4) — ps(4)] ~ |27.3 — 19.2 = 8.1

300¢
250¢
200t
150¢
100¢

507

1 2 3 4 5 6

Bild 28.2 sinh(z) und ps(x)



