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Horsaaliibungsaufgaben und L6sungen zu

Analysis III

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:
Gegeben sei die Funktion

a) Man zeichne die Funktion f.

b) Man berechne die Fourier-Reihe der 4-periodischen direkten Fortsetzung von

f.

¢) Man zeichne S,,(z) und die Fehlerfunktionen f(x) — S,,(z) fiir m = 1,3,5,
wobei Sy, (z) die m-te Partialsumme der Fourier-Reihe darstellt.

- &yt e
d) M t Hilf b) die Identitdt or 113 29"
) Man zeige mit Hilfe von b) die Identita ; (2n—1)3 32

Aufgabe 2:
Gegeben sei die 2m-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f mit

{—sinx , —m<x<0 ,

fx) =

0 , 0<zx<rm

a) Man zeichne die direkte Fortsetung im Intervall [—m, 47].

b) Man berechne die zugehorige Fourier-Reihe.

¢) Man zeichne die Partialsummen Sp(z), ..., S3(z) der berechneten Fourierreihe.

)
)
)
d) Mit Hilfe von b) zeige man die Identitét

1

ad 1
nzl 2n—1(2n+1) 2°
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Aufgabe 3:

Fiir die folgenden Funktionen f : IR* — IR berechne man die Gradienten und erstelle
ein Bild im Bereich [—1, 1] x [—1, 1], auf dem verschiedene Hohenlinien der Funktion
angegeben sind. Dies sind Linien, fiir die f(x,y) = ¢ mit ¢ € IR gilt.

a) flz,y) =52 =3y*, b) flz,y)=5z+3y,

¢) f(z,y) =52>+3y*, d) f(x,y)=sin(6x)+2y.

Aufgabe 4:

Gegeben sei die Funktion f: R* — IR mit f(z,y) = 2° — 4y
a) Man berechne von f alle partiellen Ableitungen bis zur 3. Ordnung.
b) Man zeichne die Funktion im Bereich [—4, 4] x [—2,2].

¢) Man bestimme die Tangentialebene fiir das gegebene f im Punkt
($07 yO) = (27 O)

d) Man gebe eine Parameterdarstellung der Hohenlinie von f an, die durch den
Punkt (2,0) lauft.

e) Man berechne den Winkel o zwischen gradf(2,0) und der Tangentialrichtung
der Hohenlinie von f im Punkt (2,0).

Aufgabe 5:

a) Man zeige, dass die Warmeleitungsgleichung u; = Aw fiir zwei Ortsvariable
von der Funktion
u(z,y,t) = sin(z) sin(2y)e

gelost wird.

b) Man zeige, dass mit n € IN die Funktion
u(z,y) = (sin(nz) + 2 cos(nz)) sinh(ny)

die Laplace-Gleichung Au = 0 16st.
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Aufgabe 6:

a) Man berechne Divergenz und Rotation fiir die Vektorfelder mit z,y, z € IR

i) h(z,y,2) = (@ + 2+ 2202 +y? + 222 + 2 + 22",
(i) w(z,y,2)= (@2 —y? =22y —a? — 22 22 — 2% — y2)T

(i) h(z,y,2)+u(z,y,2).

Y

b) Gegeben sei das Vektorfeld

g(xa y) = (u@j? y)a ’U(l’, y))T = (l’, _y)T :
(i) Man berechne div g und rot g und

(ii) skizziere das Vektorfeld und einige Stromlinien in [—1,1] x [—1, 1].

Aufgabe T7:
Gegeben sei die Funktion f: IR* — IR mit

2zy

—— L falls (z, 0,0
Py = ERT (z,y) # (0,0)
0 Jfalls  (z,y) = (0,0)

a) Man zeichne die Funktion im Bereich [—1,1] x [—1,1].

b) Man {iberpriife, ob f stetig ist.

)
)

¢) Man berechne J f(z,y).
)

d) Man iiberpriife, ob f total differenzierbar ist.

Aufgabe 8:

a) Man berechne die Jacobi-Matrizen der folgenden Funktionen mit den Abbil-
dungsvorschriften

(i) f(z,y) =log(y) + cos(zy) und x € R ,y € RT,

(i) g(t) = (tcost,tsint,t)’ und t € IR,

(iii) h(p, 1) = h(2coscost,2sinpcosty, 2siny)” und o, € R,

(iv) u(x

b) Gegeben sei das Vektorfeld f(z,y) = (z+y+1,2° —y—1)T mit z,y € R.

1, 2) = (=3 +vy,x —3y+2z,y—32)T und 2,9, 2 € R.

Man bestimme f(0,0) und berechne damit néherungsweise f(0.2,0.1) un-
ter Verwendung des vollstdndigen Differentials. Anschliefend berechne man
£(0.2,0.1) und ermittle den euklidischen Abstand zur Néherung.
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Aufgabe 9:
Man berechne die Jacobi-Matrix unter Verwendung der Kettenregel und direkt:
a) f:R? 7 R? e R
x r =ye® 9
(y) — (s:w3 ) —  rcos(s?).
b) g: R & R? I3 R
x . 2v — 3u
V) (o) (T
z u’v
Aufgabe 10:

Man berechne fiir die Funktion f : IR* — IR mit f(z,y) = 2% +y im Punkt (z, 1)
die Ableitung in Richtung h = (hy, hy)T. Welchen Anstieg besitzt die Funktion im
Punkt (2, —3) in den durch die Gerade 2z + 7y = 3 gegebenen Richtungen.

Aufgabe 11:

a) Gegeben sei die Koordinatentransformation
_(ulzy) N _ -y
Bloy) = ( v(z,y) ) - ( Tty )
mit (z,y) € Q :=[-1,1] x [-1,1].
(i) Man berechne J®(z,y) und det(J®(x,y)) sowie

(i) @ '(u,v), J® (u,v) und det(J® ' (u,v)).
(iii) Man zeichne ) und ®(Q).

b) Man zeichne den folgenden Kérper und gebe die zugehorige Zylinderkoordina-
tendarstellung an

K={(z,y,2)" e R*|9<y*+2° <25 A 0<2 <10 A 2 <0}.

Aufgabe 12:
Gegeben sei die Funktion f : IR* — IR mit f(z,y) = 2 + 2.

a) Man berechne das Taylor-Polynom ersten Grades Ti(x,y) von f im Punkt
(20, y0) = (=1, —-1).

b) Man zeichne f und die Tangentialebene im Quadrat [—3,1] x [—3,1].

¢) Man berechne den Abstand von f zu T} im Punkt (1,1).
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Aufgabe 13:
Man berechne das Taylor-Polynom 2.Grades der folgenden Funktion zum Entwick-
lungspunkt (20, 3o, 20) = (0, 0,0)

fley,z)=1+z4+ay+2°(1—y)>+ (y+2)°.

Aufgabe 14:
Man berechne das Taylor-Polynom 2. Grades zum Entwicklungspunkt
(x0,Y0) = (0,0) der folgenden Funktion

h(z,y) = cos(z” +y?)

und schétze den Fehler, der dadurch entsteht, wenn man 75 anstelle von f im Recht-
eck [0,7/4] x [0, 7/4] verwendet, nach oben ab.

Aufgabe 15:
Man berechne alle stationdren Punkte der folgenden Funktionen und klassifiziere
diese:

a) flz,y) = (22 —yHe V",
b) flz,y) =yy* —3),
¢) f(x,y) = sin(z® +y?),
d) f(z,y) = |z +y
Aufgabe 16:

Gegeben sei die Funktion  f(x,y) = 82* — 102y + 3y* .

a) Man berechne alle stationéiren Punkte von f.

b) Man versuche die hinreichende Bedingung zur Klassifikation der stationdren
Punkte anzuwenden.

¢) Man weise nach, dass f im Ursprung léngs jeder Geraden durch Null ein lokales
Minimum besitzt.

d) Besitzt f auch lings jeder Parabel y = az? mit ¢ € IR ein Minimum im
Ursprung?

e) Man zeichne die Funktion beispielweise mit Hilfe der MATLAB-Routinen ’ez-
surf” und ’ezcontour’.
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Aufgabe 17:
Man untersuche die durch die Niveaumenge

flay) =2’ +y* —ay =0
implizit gegebene Kurve. Im Einzelnen sind gesucht
a) die Symmetrien der Kurve,

b) die Kurvenpunkte mit horizontaler und

)
)
c¢) vertikaler Tangente,
d) die singuldren Punkte der Kurve mit Klassifikation und
)

e) eine Zeichnung der Niveaumenge.

Aufgabe 18:
Gegeben sei die Funktion A : IR® — IR mit

h(z,y,2) = 2> +y* —a* + 4z — 22+ 3.

a) Man tiberpriife, ob die Niveaumenge h(x,y,z) = ¢, die durch den Punkt
(—1,1, —2) festgelegt wird, in der Umgebung dieses Punktes eine glatte Fliache
bildet.

b) Man lése obige Gleichung gegebenenfalls nach einer der Variablen auf, um die
Fléache explizit anzugeben.

¢) Man gebe im Punkt (—1,1, —2) die Tangentialebene beziiglich der Fliache aus
a) in Parameterform an.

d) Man zeichne die Fldche mit Tangentialebene.

Aufgabe 19:
Man berechne die Extremwerte der Funktion f : IR* — IR mit f(z,y) = = + y auf
dem Kreis 2% + ¢y =1

a) unter Verwendung der Lagrangeschen Multiplikatorenregel und

b) iiber Parametrisierung des Kreises durch ¢ und anschliefendes Losen der Ex-
tremalaufgabe in A(t) := f(c(t)).
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Aufgabe 20:

Fiir die Funktion f(z,y,2) = 2? berechne und klassifiziere man die Extrema auf
dem Schnitt des Zylinders 22 + y* = 9 mit der Ebene y = z unter Verwendung der
Lagrangeschen Multiplikatorenregel.

Aufgabe 21:
Zur Bestimmung eines Extremums der Funktion

f(z,y) = (z +y)* + cosh(z) + cos(y + 1)

soll das Newton-Verfahren auf die Funktion F'(z,y) = V f(z, y) angewendet werden.

a) Man berechne F'(z,y) und die Jacobi-Matrix JF'(z,y).
b) Man stelle das Newton-Verfahren auf.

¢) Man schreibe ein MATLAB-Programm zur numerischen Durchfithrung des
Newton-Verfahrens unter Verwendung der MATLAB-Routine ’linsolve’.

d) Ausgehend vom Startvektor (zg,yo) = (0,0) berechne man damit eine Losung
auf zehn Stellen genau.

e) Man Kklassifiziere den berechneten stationdren Punkt und erstelle einen
Flachenplot und einen Hohenlinienplot mit Hilfe der MATLAB-Routinen ’ez-
surf” und ’ezcontour’.

Aufgabe 22:
Mit @ := [0, 2] x [0, 1] berechne man fiir die Funktion

f:Q—-R, f(zr,y)=2—2

a) Riemannsche Unter- und Obersumme zu folgender Zerlegung Z von Q)

20—1) 21 —1 7
<Z )7_Z:|><|:j 7l:|7iaj:17"'7n
n n

n n

Qi,j = |:

b) und das Integral von f tiber @) nach dem Satz von Fubini.
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Aufgabe 23:
Man berechne folgende Integrale

27 i
a)/ / cos(z + y) dz dy,
g 0
// x—3y+1da:dy und // 3:—3y—|—1dydx

c)/@ o d(x y) mit Q = [1,¢] x [1,2].

Aufgabe 24:
Man berechne folgende Integrale

/// \/dea:dydz

b) /Q sinh z + (2;3+Qy)2d(x,y,z) mit @ = [1,2] x [0,1] x [—1,1].

Aufgabe 25:

a) Man zeichne das Dreieck D mit den Eckpunkten P, = (—1,1), P, = (0,0)
und P; = (2,2) und stelle es als Normalbereich dar.

b) Man berechne / 18y d(z,y)
D

Aufgabe 26:

a) Man zeichne den durch z <0, 2 > 1, 2 < 3 und 2% + y? = 4 eingeschlossenen
Bereich Z und stelle ihn als Normalbereich dar.

b) Man berechne / 3z d(x,y,z) in x,y,z-Koordinaten und in Zylinderkoor-
z

dinaten.
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Aufgabe 27:

Man zeichne die durch y <0, 2 < 0 und 2% + y? + 22 < 16 gegebene Viertelkugel K
und berechne ihren Schwerpunkt mit der Dichtefunktion p(z,vy, z) = 2*> +y*+ 22 +1
unter Verwendung von Kugelkoordinaten.

Aufgabe 28:
Durch 2? + y? + 22 < 9 wird eine Kugel K beschrieben. K habe die konstante

Dichte p.

a) Man zeichne K unter Verwendung der MATLAB-Routine ’ezgraph3’.

b) Fiir K berechne man die Masse und das Tragheitsmoment beziiglich der z-

Achse.

¢) Man berechne das Trigheitsmoment von K beziiglich der zur z-Achse paral-
lelen Achse D, die durch den Punkt (2, 1,3)7 verliuft.

Aufgabe 29:

a) Fiir das Vektorfeld f:IR?> — IR® mit f(x,y) = ( :Bly ) berechne man das

Kurvenintegral 7{ f(x)dx.

Dabei ist ¢ die mathematisch positive durchlaufene Randkurve OH der Halb-
kreisfliche H : 2? +y? <4 mit x < y.

b) Fiir das Vektorfeld f:IR® — IR® mit

Y
f(l’,y,Z): z
(z+y)/z

berechne man das Kurvenintegral / f(z)dx mit der Kurve ¢ : [47, 167] — R?

und
tcost

c(t)=[ tsint
t
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Aufgabe 30:

Gegeben sei das Vektorfeld f : IR® — IR?® mit
322yt + 1

flay,2) = | 4a®y°2° +2y
523yt + 322

a) Man zeige, dass f ein Potential besitzt, ohne es zu berechnen.

C

)
b) Man berechne ein Potential durch sukzessives Integrieren von f und
) mit Hilfe des Hauptsatzes fiir Kurvenintegrale.

)

d) Lings der Kurve c : [0, T] — IR? mit

c(t) = (cost,sint,sint + cost)”

berechne man fiir die Félle ' = 7 und 7' = 27 das Kurvenintegral / f(x)dz

C

Aufgabe 31:

Man verifiziere den Satz von Green fiir das Vektorfeld
fz,y) = (—zy — 2y, 2z + 4y°)"

und das durch die Kurve x? + 4y? = 4 eingeschlossene Gebiet FE.
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Losung 1:
a) 1
0.5

- 71 1 2
-0.5
-1

b) Da f ungerade ist

2
4 . kmrx . kmx
be>1 = f/ f(z)sin <T> dr = /x(2—x)sm <T> dx
0 0
2 9 i

2\* [k
bi>1 = 2(1—x) (E) sin (%)

Damit lautet die Fourier-Reihe

P =225 L g <M) .

] —1)3
T £~ (2n — 1)
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N 1.0 N
/ [ /
05+
e I .
F0.5
. /
N -10f S

Bild 1 ¢) (ii) f(x)— Su(z) fir m=1,3,5

d) Da f stiickweise C'-Funktion und stetig in x = 1 ist, konvergiert die Fourier-
Reihe dort gegen f. Es gilt also

1=y = pn =23 L (G ) S By G

_ 3 —1)3
1 2 s 2= (20— 1)
e —1)n—1 3
Lo e
Za(an—1p 32

Losung 2:
a) T
o\ 8
O .\6
O .
O .
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Bild 2 a) 2m-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f

b) Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist T'=2r = w=1.
17 17 o
ao——/f(x)dx:—/—sinxdx:—cosx =—
T T T I s
T 0
1 1
ag>1 = — /f( ) cos(kzx) d —/ —sinx cos(kz) dx
= T T
sin x sin(kx )
= (T 3 7 cos x sin(kx) dz
1 k) |” _17r /
= (cosxlsos( z) B — E/ sin x cos(kx) dx
1 ag -
= (—1 — cos(km)) + Y=
Uber a; kann nach dieser Rechnung nichts ausgesagt werden.
=
0 k=2n—1 (ungerade)
1+ (=1)k
ag>2 —— s —
= m(k? —1) 2 i
_ =2 d
P T n (gerade)
) 1
1
a = — / —sinzxcosrdr = —— (Sin2:c)|(i =0
T T i
17 17
bp>1 = — / f(z)sin(kx) de = — / — sin x sin(kz) dz
= T T
I e k) |” _17r /
= —— _sina cos(kz) + —/ cos z cos(kz) dx
s k .k
1 in(kz)|” 1 F b
= T M]iw B + E/ sinzsin(kz) de | = k_l;
= bp>2 =0, iiber b; kann nach dieser Rechnung nichts ausgesagt werden.
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0
1 1 1
by = —/—sinxsinxdw = —— (z—sinzcosz)]’ = —=
T 27 4 2
Damit lautet die Fourier-Reihe
1 1 2 — 1
F = - — —sinx — — 2
#(2) T Qsmx w;@n—l)@n—l—l)ces( nz)
C) v
:L,
(@] Sr
O \6r
O. L
A S NS
—>_.5 \‘Vz\y.5 5 SRS e 1z2.5>°

Bild 2 c¢): Partialsummen Sy(z),..., S3(x)

d) Da f stiickweise C'-Funktion und stetig in x = 0 ist, konvergiert die Fourier-
Reihe dort gegen f. Es gilt also

0= F0) = F(0) = 2= 30 s

1
VI
n=1

- 1
ent1) Z(2n—1)(2n+1) >

n=1

Losung 3:

a) f(z,y) =52> - 3y> = gradf(z,y) = (10z,-6y)"

%

-

o
ul

=}

-1

-1

Bild 3a) 522 —3y?=c¢ mit ceR
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b) f(z,y) =5z +3y = gradf(z,y) = (5,3)7

1\\\

o
w

o

Bild 3 b) 5z+3y=c¢c mit celR

¢) flz,y) =52 +3y*> = gradf(z,y) = (10z,6y)"

7 \
\ %

[

o
(&)

(=}

-1

- -0.5 0 0.5 1

Bild 3 ¢) 522+ 3y*>=c mit ceR

d) f(z,y) =sin(6r) +2y = gradf(z,y) = (6cos(6x),2)"
Ein MATLAB-Befehl fiir den Hohenlinienplot lautet:

ezcontour (’sin(6*x)+2*xy’,[-1,1,-1,1])
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sin@x)+2y

0.8 /

0.6 /

04f \ Y. / |
N \

02t - 1

Bild 3 d) sin(6z)+2y=c mit celR

Losung 4:

a) f(.T,y) :[E2—4y7 fz(x7y> :2:)37 fy(xay) = _47
fm(x,y):Z, fxy(l‘,y):(), fyy(x,y)zo,

fxzx(xvy) :Oa fx:cy(xay) :()7 fxyy(xay> :()7 fyyy(xvy) =0
b) Ein MATLAB-Befehl fiir den Flichenplot lautet:

ezsurf (’x"2-4xy’,[-4,4,-2,2])
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x2—4y

N
\ Q&%&i&%&
N N

\ \Q\Es\\\\\\\t\%}\\\\im\
Nt N -
\ i 7y,
%

A 2747477

NN
N N
T i ittt n A
NI
N anni 4 020
N 2 2 2417,
4
g
22 222
7

Bild 4 f(z,y) =2* — 4y
¢) f(2,0)=2>-4-0=4, f.(2,00=4, f,(2,0)=—4

Tangentialebene :  z=4+4(z —2) — 4y

d) Es ist f(2,0) = 4. Damit wird die Hohenlinie im Punkt (2,0) beschrieben
durch die implizite Gleichung

4= f(z,y(r)) = 2" — dy(v) .

2
Man erhélt durch Auflésen y(z) = Y 1. Eine die Hohenlinie parametrisie-

rende Kurve ist daher gegeben durch

x
x
c(z) = =
(@) ( y(x) ) 2
4
e) gradf(27 0) = (f:c(27 0)7 fy(27 O)>T = (47 _4)T
Tangentialrichtung der Hohenlinie
1 1
c(x) = . = d(2)=
d 1
2

Cos . —=

grad f(2,0)7 - ¢/(2) .
=0 =90
lgradf (2, 0)]> - €' (2)]]2 -
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Losung 5:
a) u(z,y,t) = sin(z)sin(2y)e
uy(z,y,t) = —5sin(x) sin(2y)e ™
Uy (z,y,t) = cos(z) sin(2y)e™™ | u,(x,y,t) = 2sin(z) cos(2y)e™
Ug (7, y,t) = —sin(x) sin(2y)e ™ | wu,,(z,y,t) = —4sin(z) sin(2y)e™™

Damit 16st u die Wéarmeleitungsgleichung u; = ugy + uy, -

b) u(z,y) = (sin(nx) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

uz(x,y) = n(cos(nz) — 2sin(nx)) sinh(ny) ,

= n(sin(nz) + 2 cos(nx)) cosh(ny)

£
<
K
s
|

Uge (7, y) = —n?(sin(nx) + 2 cos(nz)) sinh(ny) ,
y,(z,y) = n*(sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

Damit 16st u die Laplace-Gleichung Au = 0.

Losung 6:

a) (i) h(z,y2)=(@2+1y2+ 2222+ + 2222 + 2 + 2%)
divh = hlx + hgy + h3z = 2r + 2y + 2z
I'Oth = (hgy — hgz, hlz — hgx, hgx — hly)T = (2y — 22’, 22’ — 21’, 2.113 — 2y>T

alternativ:
1
h(:ll"y, Z) = (p(%,y,Z)’U mit @(5573/72) = :C2 + y2 + 22 und v = 1
1
Man erhalt

Vo = (2z,2y,22)", dive =0, rotv =0 und
(Vo) x v = (2y — 22,22 — 2z, 22 — 2y)T.

Damit ergibt sich
divh = (V,v) + ¢ divo = (Vp,v) = 22 + 2y + 2z
roth = (V) X v+ ¢ rotv = (Vo) x v = (2y — 22,2z — 2z, 2x — 2y)7.
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(i)

(i)

b) (i)

(i)

'LL(.T,y,Z) = (LC2 - y2 - 22;3/2 - 1’2 - 22722 - xQ - yQ)T
divee = w1y + ugy + us, = 22 + 2y + 22

rotu = (Ugy — Uz, Ur, — Uy, Ugy — Uny) ! = (—2y+ 22, —22 + 22, — 22+ 2y)

div(h 4+ u) = divh + divu = 2(2z + 2y + 22)
rot(h + u) = roth + rotu = 0

alternativ:
divih +u) = (hq + 1), + (he +u2)y + (hg +u3), = 4o + 4y + 4z
rot(h +u) = (O—O,O—O,O—O)T =0
g(.T, y) = (U(l’,y), U(Q?, y>>T = (37, _y)T
divg=u,+v,=1-1=0, rot g=v, —u, =0—-0=0
Die MATLAB-Befehle fiir das Vektorfeld lauten:

[X,Y] = meshgrid(-1:.2:1);

U=X."1;

V=-Y."1;

quiver(X,Y,U,V)
N 7T T VN
’ < 7/ 7 vV N N N .
o =+~ 7 7/ / & NV NN D\ s
0.4 =— o+~ »~ ~ / 1 N N ™\ S T
::j S~ >~ N~ \ 1t 7 s m - _=
o6 S~~~ N~ XN\ 1 7r g 7 7~
o SNSNN\\\tv rr 077
LSNN AN S

Bild 6 b) Vektorfeld g(z,y) = (z,—y)"

Stromlinien sind die Kurven c(t) = (z(t),y(t))", deren Tangentialvekto-
ren durch das Vektorfeld g gegeben sind
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oder alternativ die Differentialgleichung 3/'(z) = M erfiillen.
u(x

—y(z) dy dx c
=2 o [T [T sy =S
x Yy T T
1 ~
—
o.8 - ) S
0.6 L . / T
0.4 .
0.2 -
o -
—o0.21 .
—o0.af -
—0.6F_ . A
- o
ook -
L N ‘ ‘ ‘ ‘ / /
-1 —0.8 —0.6 —0.4 —0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Bild 6 b) Stromlinien c¢(x) = (z,¢/x)”, ¢ € IR, (Hohenlinien von zy = c)

Losung 7:
a) MATLAB-Befehl fiir den Flachenplot:

ezsurf (’2*x*xy/sqrt(x~2+y~2)’,[-1,1,-1,1])

2 x y/sqrt (x2+y?2)

-
o
-~ -,

2

Z 7177

i i
e

2zy

Bild 7:  f(z,y) =
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b) Als Komposition stetiger Funktionen ist f fiir (z,y) # (0,0) stetig.
Mit 0 < (z —y)? = 22 — 22y + y* = 22y < 2? + y? erhilt man:

0 < lim |f(z,y)]= lim

(z,)—(0,0) (2.9)=(0,0) /22 + 12

%+ y2
< lim ————= lim +/22+4+y2=0.
(z,y)—>(0,0) \/ LUQ -+ y2 (z,y)—>(0,0) Y

m )f(:v,y) = 0= f(0,0). Damit ist f in IR? stetig.
,0

Also gilt  1i
(z,y)—=(0

c¢) Die Jacobi-Matrix J f(z,y) = (f(x,y), f,(z,y)) lautet fir (x,y) # (0,0):

Jf_ 21 223
f= (x2+y2)3/2’ (9(:2—1—3/2)3/2 )

Fiir (x,y) = (0,0) erhélt man

om0y = f(0,0) . 0-0
12(0,0) = Jimy h =i =0

Analog berechnet man f,(0,0) = 0.
Also gilt J £(0,0) = (f2(0,0), f,(0,0)) = (0,0)
d) Fiir (z,y) # (0,0) ist f eine C'-Funktion und damit total differenzierbar.

‘( Zj )‘ = /22 + y? erhilt man

ﬂ%w—fmm—JﬂQm(z) »
|

Fiir (z9,v0) = (0,0) und mit

\/ x2+y? Qxy

<m>H VR Py
Y

11 1
Fiir die Nullfolgen (z,,,y,) = (—, —) und (Z,,, ) = (—, 0) berechnet man
n’'n n
2 2/n? 22,1
i TnYn /n” _ 1 T Un 0o 0

Also existiert der folgende Grenzwert nicht

lim
(2,9)—(0,0)

e = 10.0) - 350.0) (3
|

()]

Damit ist f in (x,y) = (0,0) nicht total differenzierbar .
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Losung 8:

a) (i) f(z,y) = log(y) + cos(zy),
. 1 )
Jf(z,y) = (fo fy) = gradf(z,y) = (—y sin(zy), ; — xsm(my))

(i) g(t) = (tcost,tsint,t),
Jg(t) = (91(1), 95(t), 95(t))" = g'(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1)"

(iii) h(p, 1) = h(2cos pcos, 2sin pcos, 2sin) T,

his  hiy —2sinpcosy —2cospsiny
Jh(p, ) = | hap hoy | = 2cospcosty —2sinpsiny
hs,  hsy 0 2 cos

(iv) w(z,y,2) = (=3z+y,z —3y+2y—32)", und z,y,2 € R,

Ule Uiy Uiy -3 1 0
J’U;(ZIZ’, Y, Z) = Uge Uy U2y = 1 -3 1
Uze Uy U3z 0 1 -3

b) Fir f(z,y) = (z+y+ 1,22 —y— 1T und x° = (z9,90)" = (0,0)7 erhilt
man f(x°) = £(0,0) = (1,-1)7.

Die Auswertung des vollstandigen Differentials

_of of
- On +8xn

erfolgt durch  df(z°)(x — z°) = J f(z°)(x — z°).
Fir = (0.2,0.1)T folgt = —x° = (0.2,0.1)T.

o f,a:(x>y) f, (iﬁ',y) _ 1 1 — 1 1
s = (10 e ) = (o 1) = ar00= (5 )
Niherungsweise Berechnung von f(x) durch f(x) ~ f(x°)+J f(z°)(x —x°):

N f(0.2,0.1)z<_1)+<(1) _1)(8:?):<—ﬁ)>

Die exakte Auswertung:
£(0.2,0.1) = (0.2 + 0.1+ 1,(0.2)2 — 0.1 — 1)T = (1.3, —1.06)7

df(z") (x%)dzy + - (x°)dz,,

Der Abstand zur Néherung:

Iro20 - so.0i=||( _ 5 ) - ()] -0
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Losung 9:

a) Kettenregel:

TF1(wy) = ( A ) ,
Jfy(r,s) = (cos(s?), —2rssin(s?) )

Jf(r,y) = J(fr0 Fi)(x,y) =T fo(f1(2,y) - T f1(z,y)
= (cos((z%)?), —2yetasin((z%)?) ) - (g; 60)

6

= ( ye”cos(a®) — 62°ye” sin(af) , e” cos(zf) )

)
divekt:  f5(f1(2,y)) = Fo(r(2,y)), s(z,y)) = f(z,y) = ye cos(z®)
= Jf(z,y) = (ye" cos(af) — 62°ye” sin(2f) , e” cos(z®) )

b) Kettenregel:
0 2zcos(2yz) 2ycos(2yz
ng(afy,Z)Z( (Byz) 2y (y>>,

2x 0 0
-3 2
Jgy(u,v) = | 22ty ety
3uv ud

Jg(z,y,z) = J(gs09:)(2,y,2) = Jg5(9:(2, 9, 2)) - Jg (2,9, 2)
-3 2
_ %2¢ 2sin(2yz)+a? e2sin(2yz)+a}2 . ( 20 2z COS(2yZ) 2y COS<2y’Z> >
3(sin(2y2))%z?  (sin(2yz))? v 0 0

4x —6z cos(2yz2) —6y cos(2yz)
— 2re? sin(2yz) 42 4z COS(2yZ)€2 sin(2yz) 42 4y COS(2yZ)€2 sin(2yz) 42
27 sin®(2yz) 6222 cos(2yz)sin?(2yz) 6x%y cos(2yz) sin?(2yz)

direkt:

22% — 3sin(2yz)

g2(gl(x7y72)) = 92(U(£E,y, z),v(x,y, Z)) = g(.ﬁlﬁ,y,Z) = eZsin(2y2)+x2

sin®(2yz) - 22

dx —6z cos(2yz) —6y cos(2yz)
Jg — 2re2 sin(2yz)+x2 4z COS(2y2>€2 sin(2yz)+x2 4y COS(2y2)62 sin(2yz)+x?
2rsin®(2yz) 6%z cos(2yz)sin?(2yz) 6%y cos(2yz) sin?(2y2)
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Loésung 10:

Da f stetig partiell differenzierbar ist, ist sie auch total differenzierbar und die
Richtungsableitung in (o, yo) kann folgendermaflen berechnet werden:

h
th(%,yo) =< Vf(zo,90), h >= (220,1) ( h; ) = 2z0h1 + ho
Die Gerade 2z + 7y = 3 in Parameterform lautet:

g(x)Z(yé;)):<3/7—xzx/7):(337)“3( —21/7)

Zur Berechnung des Anstieges ist der in der Richtungsableitung verwendete Rich-
tungsvektor h aus der Geradengleichung noch zu normieren:

7 1 1 7
h=+— —
V53 ( —2/7 ) V53 ( —2 )
Der An- bzw. Abstieg im Punkt (xg,yo) = (2, —3) lautet daher

2 2 2
th<2,—3>=4h1+h2=i( s ): 6

V53 VB3) VA3

Losung 11:

q><xy>=(55§§§)=(ﬁli>:(i _1)(5)

ist eine lineare Transformation, genauer sogar eine Drehstreckung um 45°
mit dem Faktor v/2, denn:

(1) (s ) - (s i)
J&(z,y) — < U Uy ) _ ( - ) det(TB(x,y)) =2

(i)
o= (i) )= (020 )= (e ) ()

= (G5 ) = (il ) =
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(i) y

05

-2 -1

Bild 11.1: Q Bild 11.2: ®(Q)
b) 9 <y?422<25

ist ein unbeschréinkter Hohlzylinder
um die z-Achse mit Radius 3 < r <5.

0 < z < 10 ergibt einen Hohlzylinder
der Lange 10.

z < 0 ergibt einen halben Hohlzylinder
der Lange 10.

Die Zylinderkoordinaten lauten:

x x
y | =®(z,r,0) = | rcose
z rsin @

mit 0 <2z <10, 3<r<5
und 7 < <27 Bild 11.3: halber Hohlzylinder

Losung 12:

a) f(:r,y) = $2 +y2 = (fx(l'7y),fy($,y)) = (21'7 2y>7 ($0>y0) = <_1> _1)
Ti(w,y) = f(zo,y0) + fulxo,y0)(® — x0) + fy(0, v0) (¥ — v0)
=2-2(z+1)—-2(@y+1)

b) MATLAB-Befehle fiir die Fliachenplots:

>>ezgraph3(’surf’,’x’,’y’,’x"2+y~2’,[-3,1,-3,1])
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>>hold
>>ezgraph3(’surf’,’x’,’y’,’2-2x(x+1+y+1)’,[-3,1,-3,1])

X= X,y= Y,z2= 2-2 (x+1+y+1)

Bild 12: f(z,y) =2*+y?> und T (x,y) =2 —2(x + 1) — 2(y + 1)

o |f(1,1)-Tv(1, )| =2—(2-2(1+1)—2(1+1)] =8

Losung 13:

flz,y,z) =1+z+ay+2’(1 -y’ +(y+2)° = (0,00 =1
felz,y,2) =y +22(1 — y)? = f:(0,0,0) =0
fo(z,y,2) =2 —22%(1 —y) + 3(y + 2)? = £,(0,0,0) =
fo(z,y,2) =14 3(y + 2)? = £,(0,0,0) =
fouo(z,y,2) = 2(1 = y)? = f22(0,0,0) =2
foy(@,y,2) =1 —4a(l —y) = fwy(o 0,0) =
fuz(zy,2) = = [:.(0,0,0) =
Fuu(w,y,2) = 207 +6(y + 2) = [y(0,0,0) =
Jy=(,y, 2) = 6(y + 2) = [f42(0,0,0) =0
fer(,y,2) = 6(y + 2) = [::(0,0,0) =
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= Ty(z,y,2;0,0,0) = £(0,0,0) + £,(0,0,0)x + f,(0,0,0)y + f.(0,0,0)z

1
+5 (f22(0,0,0)2° + f,,(0,0,0)y* + f..(0,0,0)z"
+2£24(0,0,0)zy + 2f,.(0,0,0)xz + 2f,.(0,0,0)y=z)

= 1+z+ay+a®

flz,y,2) =1+ 2z +ay+ 2> — 22 + 2%9y* +9° + 3y*2 + 3y + 2°.

Loésung 14:

h(z,y) = cos(x? + y?)

4
>
s
=
[

he(z,y) = —2xsin(z? + y?)

hy(x,y) = =2y sin(z? + y?)

hew(2,y) = —2sin(2? + y?) — 4a? cos(a? + y?)
hay(x,y) = —4ay cos(z? + y?)

by (2, y

S
SFFsF

= Ty(z,y;0,0) = h(0,0)+ hy(0,0)x + hy(0,0)y
1
+5 (Raw(0,0)2* + hyey (0, 0)zy + hyy(0,0)y%) =1

MATLAB-Befehl fiir den Flichenplot:

ezsurf (’cos(x"2+y~2)’,[-2.5,2.5,-2.5,2.5])
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cos (x2+y?2)

oo ]
% e
M
T,
[
N e MWM"""""’”/”Z’?Z’?”"“
(0] Z X / 7
OO o gt A
DR

)

Bild 14:  h(z,y) = cos(z? + y2)

Fiir die Fehlerabschitzung sind die dritten Ableitungen erforderlich

howe(z,y) = —12xcos(z® + y?) + 8z3 sin(z? + y?)
howy(T,y) = —4dycos(z® + y?) + 82y sin(z? + y?)
hoyy(z,y) = —dxcos(z? + y?) + 8y?x sin(a? + y?)
_ 2,2 3 win (2 4 o2
hyyy(z,y) = —12ycos(z® +y*) + 8y’ sin(z* + y?).

Die Fehlerabschétzung fiir beliebiges (
ein beliebiges (£1,&) = (0,0) + 6(x,y
der Dreiecksungleichung erhélt man:

x,y) € [0,7/4] x [0,7/4] zieht mit 0 €]0,1]
) €]0,w/4[x]0, 7 /4[ nach sich. Mit der Hilfe

’h(:ﬂ,y) - TZ(way;an)‘ = ’RQ(zay; 070)‘

= % V%mc(fla 52)1’3 + 3hawy (&1, 52)1'23/ + 3hayy (&1, 52)371/2 + Ty (&1, 52)y3|

IA

5 (heael€0, €)1 2 + 31y (61, 6) - 147

+3 |hxyy(§1,52)| ) |$92| + |hyyy(§1v§2)| ) |y3|) .

Jeder der vier Summanden kann nun jeweils noch oben abgeschétzt werden. Dabei
wird |sint| < 1 und |cost| < 1 verwendet.

|hawa (€1, &2)| - |2]* = [—1281 cos(&F + &3) + 8T sin(&f + &) - [«

< (| =126 - [cos(&F + &)| + [8€7] - | sin(&F + E)I) - [«

(255 (D)) ()

IN
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Entsprechend erhélt man

3 haay(&1,&2)| - |2%y] <3 (4 ' % +8 (%)3) <%)3

3 [hayy(61,&2)| - |zy?] <3 (4- % +8 <§>3) <Z>3

|Pyyy (&1, 62)] - ‘93‘ < <12 ‘ % +8 <%)3) (%>3

Insgesamt erhélt man also

3 T T\ 3
[h(z,y) = Ta(e,4:0,0)] < 5 48-Z+64-<Z> — 5.5476...

Der tatsédchliche Maximalfehler wird angenommen fiir x =y = —.

RS

2

Ih (% %) —T (% %;0,0) | = | cos (2 : %) — 1] = 0.669252...

Losung 15:

a) grad f(x,y) = e_x2_y2(2x(1 — 2 + y2)7 2y<_1 —a° + y2))T = (Oa O>T

Zur Berechnung der stationdren Punkte werden fiir f,(x,y) = 0 alle Fille
untersucht.

LFall: =0 = 0= f,(0,9) = e ¥ 2y(—1+4?)
= y:07y:17 y:_l
= stationdre Punkte: P, = (0,0), P, = (0,1), P; = (0,—1)

2Fall: 1 —22+9y2=0 = 22 =1+1>

= 0= fy(z,y) = eIV 2y(—1 — (14 ¢?) +¢?) = —dye 2
= y=0=z=12=-1

= stationdre Punkte: P, = (1,0), P5 = (—1,0)

Hf(z,y) =

9p-—1? 1 — 522 + 2% + 2 — 22292 2zy(x? — y?)
2zy(x? — y?) —1+5y% — 2y* — 22 + 22%y?

Hf(0,0) = ( g _02 ) ist indefinit
= P, = (0,0) ist Sattelpunkt.
Hf0,+1) =2¢! < g g ) ist positiv definit

= P53 =(0,%1) sind Minima.



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis III fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, WiSe 201 9/2030

0 2
= P,; = (£1,0) sind Maxima.

Hf(+1,0) = —2¢! ( 20 ) ist negativ definit

2 2

Bild 15 a):  f(z,y) = (2® — y?)e ™ ¥

b) grad f(x,y) = (0,3y*> —3)T = (0,0)7 = y==+1, 2R

Die stationdren Punkte liegen auf den Geraden Pi(x) = (z,1) und Py(x) =
(x,—1).

Hf(z,y)= ( 8 60y >

Hf(x,1)= ( 8 2 ) ist positiv semidefinit

= Pi(z) = (z,1) sind keine lokalen Maxima.

Hf(x,—1) = ( 8 —06 ) ist negativ semidefinit

= Py(z) = (2, —1) sind keine lokalen Minima.

f ist unabhéingig von x, d.h. fiir festes y = c gilt
f(x,c) = konstant fir alle x € IR. Die Extrema sind also die von
g(y) = y(y* — 3), d.h. alle Punkte der Geraden Pi(z) = (z,1) sind lokale
Minima und fiir P(x) = (z, —1) erhélt man lokale Maxima.
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Bild 15 b):  f(x,y) = y(y* — 3)

c) grad f(x,y) = 2cos(z? + 3?)(z,y)" = (0,0)T

Die stationdren Punkte sind also gegeben durch (0,0) und
alle Punkte P, fiir die 22 + y* = 7/2 + n7 mit n € Ny gilt.

Hf(z,y) =
2 cos(z? + y?) — 4a? sin(a? 4 y?) —4zy sin(z? + y?)
—4zysin(a? + y?) 2 cos(z? + y?) — 4y* sin(a? + y?)

Hf(0,0) = ( g (2) ) ist positiv definit
= (0,0) ist Minimum.

[ —4dx?sin(z® +y?) —daysin(2z? + y?)
Hf(P) = ( —dxysin(z? +y?) —4y?sin(2? + y?)
ist semidefinit, denn det H f(P) = 0.
Wir klassifizieren daher anders:

Fiir die Punkte P auf den Kreisen 22 + y* = m/2 + n7 gilt sin(7/2 + nw) =
(—1)™. Deshalb liegen fiir gerades n Maxima und fiir ungerades n Minima auf
diesen Kreisen vor.
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Bild 15 ¢):  f(z,y) = sin(2? + ¢?)
d) Fir x +y #0ist f(z,y) = |z + y| stetig differenzierbar und es gilt

LT, z+y>0
grad f(x7y): _E 1§T $+y<0

In den offenen Halbebenen liegen also keine Extrema vor, da die notwendige
Bedingung verletzt ist.

Es gilt f(z,y) = |x+y| > 0und f(xz,—z) = 0. Also nimmt f auf der Geraden
y=—x < x+y = 0 den global kleinsten Funktionswert an.

- ,,,,,,..,,--.......'.'
7 7 4 ,..--'.,"'..'.'...'
ZZZTIZZA
SIS -

Bild 15 d):  f(z,y) = |z + v

Losung 16:

a) grad f(z,y) = (4(82% — 5y), —10z* + 6y)T =0
1L.Fall: =0 = 6y =0 = stationdrer Punkt (zo,y9) = (0,0).
2.Fall:8z> — 5y =0 = y=82%/5 = —102°+6-82?/5=0 = =0

Einziger stationdrer Punkt ist also (0,0).

9622 — 20y —20x 00
b) Hf(wy) = 00 ¢ )= HO0=(, ¢

ist positiv semidefinit, und das hinreichende Kriterium ist nicht anwendbar.

Die notwendige Bedingung II lasst fiir den stationdren Punkt (z¢,yo) = (0,0)
noch die Moglichkeiten Minimum oder Sattelpunkt zu.

¢) Auf der Geraden z = 0 wird die Funktion beschrieben durch

9(y) == f(0,y) = 3y>.
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Fiir y = 0 besitzt g ein striktes lokales Minimum.

Alle anderen Ursprungsgeraden kénnen durch y = ax mit a € IR dargestellt
werden, und die Funktion wird dann durch

h(x) := f(z,ax) = 82* — 10ax® + 3a*x?

beschrieben. Fiir a = 0 wird h in = 0 minimal. Fiir a # 0 erhélt man in
x = 0 auch ein Minimum, denn es gilt

B (z) = 322% — 30ax® + 6a’x = K (0)=0

und
h'(z) = 962° — 60ax + 6a®> = h"(0) = 6a> > 0.

Auf der Parabel y = ax? hat die Funktion die Gestalt
p(z) := f(z,a2?) = 82* —10ax* +3a’s* = 2*(3a* —10a+8) = 2*(a—2)(3a—4).

Damit erhalt man

plr) = 42%(a—2)(3a—4) = p0) = 0
p'(x) = 122%(a—2)(3a—4) = p"(0) = 0
p(x) = 24z(a—2)(Ba—4) = p”"(0) = 0
p"(x) = 24(a—2)3a—4) = p"(0) = 24(a—2)(3a—4).

Fiir a €14/3,2[ ist p””(0) < 0 und in z = 0 liegt ein striktes Maximum vor.
Fir a ¢ [4/3,2] ist p””(0) > 0 und in = = 0 liegt ein striktes Minimum vor.
Bei dem stationdren Punkt (0,0) handelt es sich also um einen Sattelpunkt.

Hitte man gewusst, dass f(z,y) = (2y — 3z%)? — (y — 2%)? gilt, hitte man
auf der Ursprungsparabel 2y — 322 = 0 in & = 0 sofort ein Maximum und auf
y —2?> = 0 in z = 0 sofort ein Minimum erkannt und hétte dann sofort auf
den Sattelpunkt schlieen kénnen.

X2)2

(2y-3x®)°~(y-

ezsurf (’8+x"4-10%x"2xy+3*xy~2’ ,[-1.5,1.5,-2.5,6])
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(2 y-3x3°~(y-x®)?

ezcontour (’8*x~4-10*x"2xy+3*xy~2’,[-1,1,-2.5,3])

Bild 16  f(z,y) = 8z* — 1022y + 3y?

Losung 17:
flryy) =2 +y*—2y=0, grad f(z,y) = (32 —y,3y> — )7

a) Die Kurve ist symmetrisch zur Winkelhalbierenden, d.h. es gilt f(z,y) =
f(y,z). Wir erinnern uns dabei an die Spiegelungsmatrix §,:

(e o) (0)=(20) (3)=(2)

-~

:§7r/4

b) Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

fol,y) =0 A flz,y)=0 A fy(z,y) #0.

0= folz,y) =32 -y = y=3* =

0= f(z,32%) = 2® + (32%) — 2322 = 23(2723 — 2)
21/3

= =0V zr=—
x T 3

0 1 21/3
= P0=(0> ,P1=§(22/3> :
Nur fiir P, gilt die Bedingung f,(P;) # 0. Also ist P, ein Punkt mit horizon-

taler Tangente.

¢) Kurvenpunkte mit vertikaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

flz,y) =0 A flz,y) =0 A fulz,y) #0.
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0=fylr,y)=3y* -2 = =3 =

0= f(3y*y) = (3y*)° +v° — 3y°y = y*(27y* — 2)
21/3

0 1 22/3
= POZ(()) 7P2=§(21/3>

Nur fiir P, gilt die Bedingung f,(P) # 0. Also ist P, ein Punkt mit vertikaler
Tangente. Dieses ergibt sich auch ohne Rechnung aus der Symmetrie.

d) Fiir Py = (0,0)7 gilt gradf(0,0) = 0, damit ist P ein singulirer Punkt.

A= (% 3) = meo=( 0 ))

Wegen det H f(0,0) = —1 < 0 handelt es sich bei Py um einen Doppelpunkt.
e)

(=}

Bild 17  f(z,y) = 2® +y* — 2y = c fiir
c=—-2-1,-0.5,-0.2,-0.025,0,0.05,0.2,0.5, 1
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Losung 18:

a) Durch quadratische Ergénzungen kann A iibersichtlicher dargestellt werden:

hz,y,2) =2+ =2’ +42 =20 43=(2+2) +¢" — (¢ +1)°

Wegen h(—1,1,—2) = 1 stellt sich die Niveaumenge als einschaliges Hyperbo-
loid heraus und wird damit durch die standardisierte implizite Gleichung

g(@,y,2) = (2 +2° +y* = (z+1)* =1=0

beschrieben. Um festzustellen, ob ¢g(z,y, z) = 0 in der Umgebung des Punktes
(—1,1,—2) eine glatte Fldche bildet muss die Voraussetzung des Satzes iiber
implizite Funktionen iiberpriift werden:

grad g(z,y,2) = (—2(z + 1),2y,2(z + 2))" = grad g(—1,1,-2) = (0,2,0)".

Damit ist nur g,(—1,1, —2) = 2 invertierbare 1 x 1 Untermatrix. Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen bildet die Niveaumenge also eine glatte Fléche,
die durch Auflésen von g(z,y,z) = 0 nach y beschreibbar ist, d.h. es gilt in
einer Umgebung von (—1,1, —2)

y=f(z,z), mit f(-1,-2)=1 und g(z, f(z,2),2)=0.

b) Auflésen der impliziten Gleichung g(z,y, z) = 0 ergibt zunéchst

y=4\14 (x+1)2 - (2+2)2

Aus diesen beiden Moglichkeiten folgt wegen y = f(—1,-2) =1

flz,2) =14 (xz+1)2 — (2 +2)2.

¢) In (—1,1,—2) wird die Flache f ndherungsweise beschrieben durch die zu-
gehorige Tangentialebene 77, in vektorwertiger Schreibweise bedeutet dies:

x x x
y | =1 flz,2) | = | Ti(x,z;—1,-2)
z z z

Zur Darstellung der Tangentialebene wird die durch implizites Differenzieren
der Gleichung g(z, f(z, 2), z) = 0 mittels Kettenregel entstehende Jacobima-
trix von f benétigt:

Jf(x,2) = (fu f:) = —(9y) " (g, 9-)

_ —%(—2x—2,22+4)
S Jf(-1,-2) = —711(0,0)2(0,0).
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Damit lautet die Parameterform der Tangentialebene

X
X
Ty(z,2-1,-2) | = f@qﬂ—m—%chqﬂ—Q)(Ztt;)
& z
x -1 1 0
= 1| = L |+(@+1) | 0 ]+(:z+2)1]0
z —2 0 1

d) Unter Verwendung von Polarkoordinaten kann die Fléche
h(z,y,2) = (z+2)°+y" — (z+1)*=1
folgendermaBen durch (r, ) € [1, R] x [0, 27] parametrisiert werden:

-
y=rcosp, z=rsing—2 = pi(r,p) = 7 COS
rsing — 2

7

Uiz
////////////////I/////i 277 My
’////////I/IIIIIIIII " i llllii////’/////’/

7 1
L7 7
900 Y
)
220,
),
0
7

7
7

47

)

2,
A

ohne Tangentialebene aufgeschnitten
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mit Tangentialebene

Bild 18  einschaliges Hyperboloid (z +2)? +¢* — (z +1)? =1

Losung 19:

Unter der Nebenbedingung g(x,y) := x* +y* — 1 = 0 sollen die Extremalpunkte der
Funktion f(z,y) = x + y bestimmt werden.

a) Regularitatsbedingung:

grad g(z,y) = (22, 2y) = (0,0) = (z,y) = (0,0)
Da ¢(0,0) = —1 gilt, (0,0) also nicht auf dem Kreis liegt, erfiillen alle

zuléissigen Punkte (g(x,y) = 0) die Regularitdtsbedingung
Rang(Jg(z,y)) = 1.

Lagrange-Funktion: F(z,y) =z +y+ )\(ZEQ +y® - 1)

Lagrange-Multiplikatorenregel:

14+ 2\x 0
( VF(z,y) ) —| 142w | =10
g(*T?y) x2+y2_1 0

Multipliziert man die erste Gleichung mit y und die zweite mit x und subtra-
hiert beide, so erhdlt man x —y =0 = z =y.
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Aus der dritten Gleichung ergibt sich dann z? + 2° = 1
1 1
\/§ Y y172 \/§

= T12= +

Extremalkandidaten:

w500 ne5()

Da die Menge g(x,y) = 0 einen Kreis beschreibt, ist sie kompakt. Damit
nimmt die stetige Funktion f auf g(z,y) = 0 Maximum und Minimum an. Es

ist f(P) = V2 und f (Py) = —+/2. Also ist P, Maximum und P, Minimum.
Alternative Begriindung iiber die hinreichende Bedingung 2. Ordnung:

Fiir die Extremalkandidaten P;, wird die Definitheitseigenschaft der Hesse-
Matrix

2\ 0
HessF(x,y) = ( 0 2\ )
auf dem Kern von Jg(z,y) = grad g(x,y) = (2x,2y) iiberpriift.
1
PLQ = :l:%(l, 1)T = Jg(PLQ) = :l:(\/§, \/5) = TG(PLQ) = Sspann {y = < _1 > }
Aus 1+ 2 \z = 0 erhélt man \; = _\/Li fir P, und My = \/Lﬁ fiir Ps.
Damit ergibt sich

HessF(P,) = < _(\)/5 _(\)@) und HessF(P,) = ( \(/)5 \% ) :

Wegen y HessF(P,)y = —2v/2 < 0 ist P; ein strenges lokales Maximum. Fiir
P, erhélt man y"HessF(Py)y = 2v/2 > 0. Damit ist P, ein strenges lokales
Minimum.

/
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Bild 19 a) Nebenbedingung g(z,y) = 22 + y* — 1 = 0 mit
Hohenlinien der Funktion f(z,y) =z +y

b) Der Kreis g(z,y) = #2+y?—1 = 0 kann durch Polarkoordinaten parametrisiert

werden
(‘T)—(C(.)St)—:c(t), 0<t<2r,
Yy sint

d.h. es gilt g(cost,sint) = 0. Man muss jetzt also nur noch die Extrema der

Funktion
h(t) :== f(c(t)) = cost + sint
finden.
h'(t) = —sint+cost=0 = 1 :g’ ty = %
R'(t) = —cost —sint = h"(t}) =—v2<0, h'(t) = V2.
Damit liegt fir ¢, = x/4 ein Maximum mit dem Funktionswert

h(t;) = /2 und fiir t, = 57/4 ein Minimum mit dem Funktionswert

h(ty) = —/2 vor.

Bild 19 b) c¢(¢) und f(c(t)) = cost + sint

Losung 20:
Nebenbedingungen: ¢ (z,y,2) :== 2? + y* — 9 und go(z,y,2) =y — 2 .

2z 2y 0
0o 1 -1

Regularitatsbedingung: Jg(x,y,z) = (

besitzt den Rang < 2, wenn die erste Zeile gleich dem Nullvektor ist, d.h. fiir die
Punkte (0,0, z). Diese sind wegen ¢,(0,0, z) = —9 jedoch nicht zuléssig.
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Alle zulassigen Punkte erfiillen also die Regularitdtsbedingung und die Lagrangesche
Multiplikatorregel kann angewendet werden:

Lagrange-Funktion:  F(z,y,2) = 2% + A(z® + y* — 9) + Xa(y — 2)

Lagrange-Multiplikatorenregel:

2)\1.T 0
20y + A 0
(Srena )| ]
g(ﬂf,y,Z) x2+y2_9 0
y—z 0

1. Gleichung:
LRl 2 =0 = 0=g1(0,y,2) =9* -9 = y=3=2Vy=-3=2

0 0
Extremalkandidaten: P, = | 3 , Py = -3
3 -3

2Fal: Ay =0 = M =0= 2=0=y = =3V r=-3

3 -3
Extremalkandidaten: P;= | 0 , Py = 0
0 0

Die stetige Funktion f nimmt auf dem Schnitt des Zylinders 2% + y* = 9 mit der
Ebene y = z ihr absolutes Maximum und Minimum an, da diese Schnittmenge eine
Ellipse und damit kompakt ist. Unter den Extremalkandidaten befinden sich also
absolutes Maximum und Minimum.

Fiir die Funktionswerte der Extremalkandidaten berechnet man

f(Pi2) =9, f(P54)=0.

Also sind P, 5 absolute Maxima und Ps4 absolute Minima.

Alternative Begriindung iiber die hinreichende Bedingung 2. Ordnung:

Fiir die Extremalkandidaten P;534 wird die Definitheitseigenschaft der Hesse-
Matrix

2y 0 O
HessF(z,y) = 0 2\ O
0 0 2

2¢ 2y 0

auf dem Kern von Jg(z,y) = ( ) tiberpriift.

0 1 -1
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Fiir P, o erhdlt man
0 £6 O 1
P172 = :I:(O, 3, 3)T = Jg(PLg) = (0 1 _1) = TG(PLQ) =Sspann { Yy = 0
0

0=2z2— X =F26—X3 = A =16 = 0:2)\1y+/\2::|:6)\1:|:6 = N =-1

Damit ergeben sich P, 5 als strenge lokale Maxima, denn

-2 00
HessF(Py,) = 0 -2 0 = gy HessF(Po)y=-2<0.
0 0 2
Fiir P34 mit Ay = 0 = Ay = 0 erhdlt man
0

+6.0 0 ) = TG(P34) =spanng y = | 1

Pyy=(£3,0,0)" = Jg(Ps4) = ( 0 1 1

Damit ergeben sich Ps 4 als strenge lokale Minima, denn

HessF(Ps4) = =  y'HessF(Ps,)y=2>0.

o O O
o O O
N O O

NN
NN\,

N

~
Z

AN

N
AN

N
SS

N

Bild 20:  f auf dem Schnitt des Zylinders z? + y*> = 9 mit der Ebene y = 2
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Losung 21:

a) Vi(z,y) = Flr,y) = (22($+y)+sinh(g;) )

(x +y) —sin(y + 1)

Hf(z,y) = JF(z,y) = ( 2+C(2)Sh(x) 2 — 0082(y+ 1) )

b) Das Newton-Verfahren

mit ¥ = (24, yx)T und Ax* = (zp01 — Tp, Yryr1 — i) T sowie FH = 2k + Axk
lautet hier:

< 2 + cosh(xy) 2 ) ( Tpe1 — T, ) _ ( 2(xy + y) + sinh(xy) )
2 2 — cos(yx +1) Yk+1 — Y 2(xk +yi) —sin(y, +1) )

¢) function [x] = newtonverfahren(n)

e R ——_
% Berechnet die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
b
yA grad f(x)=0
b
% mit Hilfe des Newtonverfahrens.
b
% Input: n  Anzahl der Iterationen
b
% Output: x Losung
b
% Kai Rothe, Oktober-2007.
Y
b

% Startwert

b

format long

x= [0 0]’;

b

% Newtoniteration

b

for i=1:n

b

% Berechnung der Newtondaten

b

[A,b]=newtondaten(x) ;
b
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% Losen des Gleichungssystems
b

d= linsolve(A,b);
b
% Berechnung der ndchsten Iterierten
b

x=x+d
end

function [A,b] = newtondaten(x)
S
% Fir das Newtonverfahren zur Lésung von
b
yA grad £ = 0
b
% werden die Daten bereitgestellt.
b
% Input: x
)
% Output: A = Hess f(x)
/A b =-grad f(x)
b
% Kai Rothe, Oktober-2007.
S ——
% f= @(x,y) (x+y) 2+cosh(x)+cos(y+1)
A —
b
fx= 0(x,y) (2x(x+y)+sinh(x));
fy= 0(x,y) (2x(x+y)-sin(y+1));
fxx= @(x,y) (2+cosh(x));
fyy= @(x,y) (2-cos(y+1));
fxy= 0(x,y) (2);
YA
% rechte Seite:
b
b(1)=-fx(x(1),x(2));
b(2)=-fy(x(1),x(2));
b=b’;
)
% Newtonmatrix
b
AL, D=fxx(x(1),x(2));
A(L,2)=fxy(x(1),x(2));
AC2,1)=fxy(x(1),x(2));
A(2,2)=fyy(x(1),x(2));

Wert fiir den die Newton Daten berechnet werden.
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b

end

d) Der MATLAB-Funktionsaufruf:

newtonverfahren(10)

Ty

Yk

e) Die Hessematrix

H f(—0.753797370,1.167416902) = <

—_
=}

© 00 1O Ul W N~ O |

0.000000000 00000
—4.439389816 82513
—3.449060735 74839
—2.394655233 59035
—1.489158729 03652
—0.920832169 34858
—0.763781704 52020
—0.753841072 54155
—0.753797371 39895
—0.753797370 45256
—0.753797370 45256

0.000000000 00000
6.659084725 23770
3.648025573 49758
1.950288881 70317
1.704755385 99186
1.310834722 92832
1.177842461 21565
1.167468313 38200
1.167416903 97919
1.167416902 81365
1.167416902 81365

3.297815268

2
2 2.561850095 )

ist im stationdren Punkt positiv definit, da ihre Hauptunterdeterminanten
positiv sind. Der gefundene stationéire Punkt ist also ein Minimum.

(x+y)2+cosh(x)+cos(y+1)

12

10

o N b O ®

(&
%%

20.9%
(XXX

S,
0020 305% %
IR,

50002050,

2050000

050.0.95%

SIS
X

0030520,

05002 0.%
2000%54,%%

995002, ’

<
(> %20

12205959,26 00, %%%,
X <
o.:o‘o.’%’

Bild 21 a)

ezsurf (’ (x+y) "2+cosh(x)+cos(y+1)’,[-2.3 1.0 0. 2.5])
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(x+y)?+cosh(x)+cos(y+1)

257

15F |

0.5F

Bild 21 b)

ezcontour (’ (x+y) “2+cosh(x)+cos(y+1)’,[-2.3 1.0 0. 2.5])

Losung 22:

n

&) Us(2) = Y inf (f(z,y))- Vol (Qsy)

i1 (z,9)€Qi,;
- - 2i 2 4 & - i

= Z<Z<2_E>ﬁ>:ﬁ ( (“5))
i=1 \j=1 i=1 \j=1

RS 4, nn+1)

= = 2 (n—1) = > (n 5 )

Op(Z) = > sup (f(z,y))- Vol(Qiy)

ij=1 (z.y)€Qi,;

b) /Qf(x,y)d(l“,y) _ /01(/022—xd$)dy=/012x—%2

1
= /2dy=2y|é=2
0
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Man erhalt natiirlich:

2(1—1) _U,(2) < /Qf(x,y)d(x,y)—Q < Of(Z)_z(Hl) |

n n

Losung 23:

27

2m g 2m
a) / / cos(x +y)dedy = / sin(z +y)|g dy = / sin(m +y) —siny dy
s 0 T

™

= (cosy — cos(m +y)[7" =4

2 1 2
b) / / w2 —3y+ldedy = / $3/3—3y$~|—x|é dy
0o Jo 0

2
= (/‘ 4/3 — 3y dy = 4y/3-3y2/2ﬁ
0

= 8/3-12/2 = —10/3

1 2 1
/ / 2 —3y+1ldyde = / ngy—3y2/2+y‘§ dx
0o Jo 0

1
= /‘Zf—4dx:th3—4ﬂé
0

= 2/3—4 = —10/3

2 2 e 2 2 e
y-—x y-—x 1 1
c dlx,y) = // dxdy:// — — —dzxdy
) /Q Ty? ( ) 1 J1 wy? A T
2

2 e
-1
= / ln\xl—% dy:/ 1—62 dy
1 Y7 1 )

2

1 1 3—¢
=1+(-1)(=-1
e (3m1) =5

e —
Y
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Losung 24:

L[ A e [ ]
L )
([ ) ([ e
([ 2] ([ So([ 5719) )
([ ) ([ o) (] )
:

1
+ 28 da dy dz

7| 2
- B 1)3/2
- 0) <3(y+ )

-7-1n(8) = In(4)

) (In |z = 1[[3)

Wl N

62’2 2
b /sinhz+—dm,y,z = /// smhz—|— dz dy dx
) Q (27 4 y)? (.9.2) | )

2 pl 9,3 1
= cosh z + —>
/1 /0 ( (22 +y)?

-1

dy dx

1

2 1 4 2 4
e
1 Jo 2z 4y) 1 2r+y|,

2
4 2 2
_ /1 o dr= (=2 |2z + 1] + 2In |z|)|?

= —2In5+2In2+2In3 —ln%

Losung 25:

a) Die Geraden durch folgende Punkte lauten:
P, Py g(x)=(x+4)/3, P,Py: fi(r)=—x, PPy folx)=2x
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@+ |

<

|l <y

-1 <x<2

Jex

Bild 25 Dreieck D

2 (z+4)/3

©
™
I
h
(V]
=
o
= S
o (ap]
~
mﬂ _
) 2.
—— S
I
—— =
,
I I
) 8
= o
D
S &
D
0 _
— ~
~—~
<t
/W +
)
N —
I I
—

Losung 26

A
AT

2 4 42 = 4 beschreibt einen halben Zylinder

z<3und x

<0, z>1,

a)

[77
(77

L7

L7
[ 77

L7 77
777

N

(/777

X

Bild 26 halber Zylinder Z
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x
7 = y | €eR}| —2<2<0, Vid—22<y<V4—22,1<2<3
2
b) 0 V4—zZ 3
/3xd(m,y,z) = / / /Bxdzdydx
d Z2 iz 1
3 0 Vi—a?
= /dz/ / 3z dy dx
1 2 i

— 44— =32
oder alternativ mit Transformation auf Zylinderkoordinaten:

3 37/2 2

/Z Sz d(r,y,2) — / / / 31 cos()r dr dyp d-

1 #/2 0

2 3r/2 3

= /3r2 dr / cos(p) dgo/ dz

0 /2 1
= () (sin@)2777) (=1)

= 8.(=2)-2=-32
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Losung 27:

oSS,
SO SSSSSSs
RS2

Bild 27 Viertelkugel K

Kugelkoordinaten fiir K: 0<r <4, 7 <p <271, —7/2 <60 <0 mit

x r cos(p) cos(6)
y | = rsin(p)cos(d) | = ®(r,¢,0), detJ®(r,¢,0)=r*cos(f)
z rsin(6)

Berechnung der Masse M in Kugelkoordinaten unter Verwendung des Transforma-
tionssatzes mit p(z,y,2) = 22 +y* + 2> + 1

4 2 0
M = /x2+y2+z2+1d(x,y,z):///(r2+1)r2cos(9)d9dgodr

K 0 = 777/2
2m

4 4
= //7’4—|—7’2clg0dr:/7r(7“4+7°2)dr:(3'75—1_5'7”3)7T :33927T
0 0

4

15 . 15

T
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Berechnung der Schwerpunktkoordinaten (xs, ys, 25):

1
Ty = M/x2+y2+z2+1)xd(x Y, 2)

= M/// 7% + 1)1 cos(ip) cos(6)r? cos(6) df dy dr

4 7l—27:71-/2 0 0 0 0
= // 7 +13) cos(y) i Sm(2) cos(6) dy dr
—7/2

= /r +7%) sin(p) 2" dr = 0
0

Dies Ergebnis ergibt sich auch auf Grund der Symmetrie.

1

yo = M/(x2+y2+22+1)yd(:c,y,z)

27

/ / r? + 1)rsin(e) cos(0)r2 cos(6) dO dy dr

I
S
\ﬁ

0 © —m/2
1 rr 0 + sin(6) cos(6) |”
s
= —//(r5—|—r3) sin(¢p) n de dr
0
4
4
T 5 3 o (210 + 3.1, 11207 175
= dr — — - _ __
1M / (" 4 17) cos()ly" dr 240 3M 106
0

(°+y* + 22 + 1)z d(z,y, 2)

==

I
|-
o, O R

0
/ (r* + 1)rsin(6)r? cos(0) df dy dr

24M 3M 106

<

7
T —m/2
1 2T . 2(9) 0
= W /(T5 +7%) sz dep dr
. —m/2
4
2. 76 4 3.2 1120 175

0
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Losung 28:

a) Der MATLAB-Plotbefehl lautet

ezgraph3(’surf’,’3%cos(s)*cos(t)’,’3*sin(s)*cos(t)’,’3*sin(t)’,
[0,2%pi,-pi/2,pi/2])

x= 3 cos(s) cos(t),y= 3 sin(s) cos(t),z= 3 sin(t)

Bild 28 Kugel K mit Radius R = 3

b) Berechnung der Masse M in Kugelkoordinaten unter Verwendung des Trans-
formationssatzes mit konstanter Dichte p:

21 7T/2
M = /pda:y, —p/// r? cos(0) df dy dr
0 —7/2
3 27 7r/2
= p/err/dgo/ cos(6) do
0 0 —n/2
r3 ’ 27 . /2
= o (5)| @F cnenrs,
3 0 3
4
= p%-27r 2 =0p 7;3 = 36mp

Berechnung des Trigheitsmoments beziiglich der z-Achse in Kugelkoordinaten
unter Verwendung des Transformationssatzes mit konstanter Dichte p und des
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Additionstheorems cos®(0) = (3 cos(#) + cos(36))/4

@z—Achse = /p(flf? + y2) d(iC, Y, Z)
K

3
0

2

[

w/2
/ (1% cos? () cos?(0) + r? sin®(y) cos?(0)) 2 cos(0) df dip dr
/2

3 2 w/2

= p/ r4d7°/d<p / cos”(0)d0

0 0 —x/2

5 3 1 /2
= p (=] @F = (3sin(h) + = sin(30)
5 0 4 —7/2

3° 4 648mp
= p—2m- - =

5 3 5

¢) Da der Schwerpunkt von P aus Symmetriegriinden im Ursprung liegt, gilt nach
dem Steinerschen Satz
n 648mp  1548mp
5 5

Op = Md? + O, Achse = 367Tp(22 + 12)

Losung 29:

a) Die Randkurve setzt sich aus zwei glatten Teilkurven zusammen:
0H = Ci + Ca, mit

cl(t):<2(:ost> 7§§t§% und cz(t):(z) ,—\/§§t§\/§-

2sint

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1

-0.5

-1

Bild 29 a) Halbkreisrandkurve 0G

Zur Berechnung des Kurvenintegrals 2. Art werden die Tangentialvektoren

benétigt:
) —2sint ) 1
€it) = ( 2cost ) , &t) = ( 1 ) ’
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ff(m) . — /f@) dw+/f(:c) iz

57r/4
= / f C1 C1 dt + / f CQ CQ
7r/4
s 4 2
costsint sin ¢
a /<( 1 )’(2cost >>dt
w/4
vz 2
t 1
[A)- ()
-V2
5m/4 )
= / —8costsin®t + 2cost dt + / 24+ 1dt
w/4 /2
8sin® ¢ 5r/4 t3 vz
= (— —i-QSint) + (—+t>
3 Tl'/4 3 7\/5
2v2 N 10v2 82
B 3 33
Alternative Berechnung;:
Mit dem Integralsatz von Green und Polarkoordinaten gilt
%f(m)dw = /rot f(w)dw://—:c d(x,y)
OH
2 57/4 5m/4
= //rcos rdgodr:—/rgdr/cosgodgo
0 7r/4 0 7r/4

N 3

Jiwre- 4 (+3) 22

0
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Bild 29 b) Kurve c

167
[ @iz = [ flene
c 4
167 —tsint cost — tsint
= / < tcost , | sint+tcost > dt
i (tsint +tcost)/t 1
167 167
= /t2+sint+costdt = /tht
4 4
B 13(16° — 43
_ B A6 o) g
3. 3

Loésung 30:

a) Der IR? ist einfach zusammenhingend und die Integrabilititsbedingung

Jay = fo: 202313 2% — 2033324
I'Otf(.%, Y, Z) - flz - f3:c = 15x2y424 — 15l’2y424 =0
Joo — f1y 12229325 — 1222325

ist erfiillt. Daher besitzt f(z,y, z) ein Potential v(x,y, z), d.h. es gilt f = grad
U= (Vg, Uy, V).

b) velw,y, 2) =32%y*2° +1 =  w(z,y,2) = 2%y*2° + 2+ c(y, 2)

vy (2,9, 2) = 45%y*2° + ¢, (y, 2) = dayP 25 + 2y

oy, 2) =2y = cly,2) =y’ +k(z)

v(z,y, 2) = 3yt + o+ y? + k(2)

vz, y, 2) = Badytet + K (2) = 5aPytet + 322

E(z) =322 = k(z)=2"+K mitKclR

v(r,y,2) =3yt +r+ P+ 2+ K

L I

¢) Wihlt man als Kurve k die direkte Verbindungslinie vom Punkt (0,0,0) zum
Punkt (z,y, 2), d.h. k(t) = t(z,y, 2)T, so lisst sich ein Potential v zu f be-
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rechnen nach dem Hauptsatz fiir Kurvenintegrale durch

v(z,y,z) = /f Jdx + K = /f t)ydt + K

1 3(tz)*(ty)? (tz) +1 "
- < I R I > gt K

(6 (1) (1) + 31202 )\ 2

= / 1261239225 4o 2ty + 3223 dt + K

0
= 2030 ot + 2 138 (1] + K

0

= Py Pt yP+H P+ K

d) Mit c(t) = (cost,sint,sint + cost)T ergibt sich nach dem Hauptsatz fiir Kur-
venintegrale

/f(év)dm = /f(C(t))é(t) dt = v(c(m)) —v(c(0))

= o(=1,0,-1) —=v(1,0,1) = =1 —1—(1+1)=—4

Bild 30 Kurvec fir T =27

/C f@)ds — / flc — u(c(2m) — v(c(0))

= v(1,0,1) —v(1,0,1) = 0 (geschlossene Kurve)
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Losung 31:

Die Ellipse E kann durch kartesische oder Polarkoordinaten beschrieben werden:

T\ ~( 2rcosy 0<r<i B
( )_@(r,go)—< P sin o ), 0<p<2r’ = det J®(r,¢) = 2r

E = {(a:,y)TEIF{2] —2§x§2,—\/1—(x/2)2§y§\/1—(1'/2)2},

Q = {(np) eR*|0<r<1, 0<p<2r} mit ®Q)=F

Bild 31: Ellipse F

Parametrisierung des Ellipsenrandes 0FE durch:
c(p) = 2cos g 0< <2
sin ’ -7 =

2w

fr@yde = § 1@z = [ <fel).e0) > d

0

_ —2cospsiny — 2sinp —2sinp d
a 4 cos p + 4sin? ¢ ' COs ¢ v
0
2

= /4cos<psin2<p+4sin2g0+4cos2g0+4cos<psin2g0dg0

o

- 8
= /4+8008gosin2<pdg0 = 4<p+§sin3g0
0

27
= 87

0
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/rot fx)dxe =

(22 + 4y%)s — (—xy — 2y), d(z,y)

E E/
1 27
= /4—|—xd(xy // (4 + 21 cos ¢)2r dpdr
E 00
1 2 1 2m
= 8/rdr/ dg0+4/r2dr cos @ dy
0 0 ) 0 0
43
= 87rr2‘(1)+ % 0~Sing0|07r = 87

Integralsatz von Green: %f(a:)da: = 81 = /rot f(x)dx

E



