Fachbereich Mathematik der Universitidt Hamburg WiSe 2023/24
©Dr. K. Rothe

Horsaaliibungsaufgaben und Lésungen zu

Analysis 111

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:

Fiir die folgenden Funktionen f : IR* — IR berechne man die Gradienten und erstelle
ein Bild im Bereich [—1, 1] x [—1, 1], auf dem verschiedene Hohenlinien der Funktion
angegeben sind. Dies sind Linien, fiir die f(z,y) = ¢ mit ¢ € IR gilt.

a) f(z,y) =52 =3y*, b) flz,y)=5r+3y,

¢) f(z,y)=52*+3y*, d) f(x,y)=sin(6x) +2y.

Aufgabe 2:

Gegeben sei die Funktion f: R* — R mit f(z,y) = 2> — 4y
a) Man berechne von f alle partiellen Ableitungen bis zur 3. Ordnung.
b) Man zeichne die Funktion im Bereich [—4, 4] x [—2,2].

¢) Man bestimme die Tangentialebene fiir das gegebene f im Punkt
($07 yO) = (27 O)

d) Man gebe eine Parameterdarstellung der Hohenlinie von f an, die durch den
Punkt (2,0) lauft.

e) Man berechne den Winkel o zwischen gradf(2,0) und der Tangentialrichtung
der Hohenlinie von f im Punkt (2,0).
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Aufgabe 3:
Gegeben sei die Funktion f : IR? — IR mit

2
fay) =4 71 Jfalls (x,y) # (0,0)

1 Jfalls (z,y) = (0,0) .

a) Man tiberpriife, ob f im Nullpunkt stetig ist.

b) Man zeichne die Funktion im Bereich [—5, 5] x [—20, 20].

¢) Man berechne die ersten partiellen Ableitungen von f und
)

d) iberpriife, ob diese im Nullpunkt stetig sind.

Aufgabe 4:

a) Man zeige, dass die Warmeleitungsgleichung u; = Aw fiir zwei Ortsvariable
von der Funktion
u(z,y,t) = sin(z) sin(2y)e "

gelost wird.

b) Man zeige, dass mit n € IN die Funktion
u(z,y) = (sin(nz) + 2 cos(nz)) sinh(ny)

die Laplace-Gleichung Au = 0 16st.

Aufgabe 5:
Man berechne Divergenz und Rotation fiir folgende Vektorfelder mit x,y, 2 € IR

(z,y) = (ze¥,2%y)",

3

-

g(z,y) = (2% siny)”,
3
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Aufgabe 6:
Gegeben sei das Vektorfeld

g(z,y) = (u(z,y),v(x,y)" = (z,-y)" .

a) Man berechne div g und rot g und

b) skizziere das Vektorfeld und einige Stromlinien in [—1, 1] x [—1, 1].

Aufgabe T:
Man berechne die Jacobi-Matrizen der folgenden Funktionen mit den Abbildungs-
vorschriften

a) f(x,y) =In(y) + cos(xy) und r € R ,y € R,

b) g(t) = (tcost,tsint, t)T und t € IR,

c) h(p,1) = h(2cos pcos,2sinpcosy, 2siny)T und ¢, € R,

d) u(x,y,2) = (-3r+y,z—3y+ 2,9y —32)T und 7,9,z € R.
Aufgabe 8:
Gegeben sei die Funktion f : IR? — IR mit

o3y
fall
ron = | T s @) £ 0.0

0 Jalls (z,y) = (0,0) .

a) Man zeichne die Funktion im Bereich [—1,1] x [—1,1].
b) Man berechne die partiellen Ableitungen von f im Punkt (z¢,y0) = (0,0).

¢) Man iiberpriife, ob f im Punkt (zg,y0) = (0,0) (vollstandig) differenzierbar
ist.
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Aufgabe 9:
Man berechne die Jacobi-Matrix unter Verwendung der Kettenregel und direkt:
a) f:R? 7 R? o R
x r = ye® 9
(y) — (S:xg ) —  rcos(s?).
b) g ® &4 IR? % R
x . 2v — 3u
V) (rmen ) (e
z u’v
Aufgabe 10:

Man berechne fiir die Funktion f : IR* — IR mit f(x,y) = 2y im Punkt (x, o)
die Ableitung in Richtung h = (hy, ho)T. Welchen Anstieg besitzt die Funktion im
Punkt (z9,v0) = (1, —1) in den durch die Gerade 3y —5x = 7 gegebenen Richtungen.

Aufgabe 11:
a) Man zeichne folgende Kreise und Ellipsen

(i) 2?+y* =3,

(ii) 42* + 9y* = 36,

(iii) 162 4 3y* + 6y + 3 = 48,

(iv) 2?2 —6x+9+y*>=25

und stelle die (z,y) der Losungsmengen der obigen Gleichungen jeweils unter
Verwendung von Polarkoordinaten dar.

b) Man zeichne die Losungsmengen folgender Bereiche im IR?

i) 2<0,22+y*<4und 1 <2< 3,
(i) 22 +y?+22<16,0<y.

und stelle sie durch Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten dar.
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Aufgabe 12:
Gegeben sei die Koordinatentransformation

)=

u
(%

—~

P(z,y) = (

mit (z,y) € Q :=[-1,1] x [-1,1].

a) Man berechne J®(z,y) und det(J®(z,y)) sowie
b) & '(u,v), J® ' (u,v) und det(J® ' (u,v)).
¢) Man zeichne @ und ®(Q).

Aufgabe 13:
a) Man berechne das Taylor-Polynom 2.Grades der folgenden Funktion
[y, 2) =14+ z+zy+2°(1 -y + (y+2)°
im Entwicklungspunkt (0,0, 0).
b) Man berechne das Taylor-Polynom 3.Grades der folgenden Funktion
f(x,y) = zsin(z +y)
im Entwicklungspunkt <0, E)

2

Aufgabe 14:
Man berechne das Taylor-Polynom 2. Grades zum Entwicklungspunkt (xg,y0) =
(0,0) der folgenden Funktion

h(z,y) = cos(x? + 3?)

und schétze den Fehler, der dadurch entsteht, wenn man 75 anstelle von f im Recht-
eck [0,7/4] x [0, 7/4] verwendet, nach oben ab.
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Aufgabe 15:
Man berechne alle stationdren Punkte der folgenden Funktionen und klassifiziere
diese:

Aufgabe 16:
Gegeben sei die Funktion — f(z,y) = 82* — 102y + 3y°.
a) Man berechne alle stationédren Punkte von f.

b) Man versuche die hinreichende Bedingung zur Klassifikation der stationdren
Punkte anzuwenden.

¢) Man weise nach, dass f im Ursprung lédngs jeder Geraden durch Null ein lokales
Minimum besitzt.

d) Besitzt f auch lings jeder Parabel y = az? mit ¢ € R ein Minimum im
Ursprung?

e) Man zeichne die Funktion beispielweise mit Hilfe der MATLAB-Routinen ’ez-
surf’” und ’ezcontour’.

Aufgabe 17:
Man untersuche die durch die Niveaumenge

flay) =" +y*—ay=0
implizit gegebene Kurve. Im Einzelnen sind gesucht
a) die Symmetrien der Kurve,

b

die Kurvenpunkte mit horizontaler und

d

)
)

c) vertikaler Tangente,
) die singuldren Punkte der Kurve mit Klassifikation und
)

e) eine Zeichnung der Niveaumenge.
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Aufgabe 18:
Gegeben sei die Funktion A : IR® — IR mit

h(z,y,2) = 2> +y* —a* + 4z — 22+ 3.

a) Man iiberpriife, ob die Niveaumenge h(x,y,z) = ¢, die durch den Punkt
(—1,1, —2) festgelegt wird, in der Umgebung dieses Punktes eine glatte Fliache
bildet.

b) Man lése obige Gleichung gegebenenfalls nach einer der Variablen auf, um die
Fléache explizit anzugeben.

¢) Man gebe im Punkt (—1,1, —2) die Tangentialebene beziiglich der Fliache aus
a) in Parameterform an.

d) Man zeichne die Fliche mit Tangentialebene.

Aufgabe 19:
Man berechne die Extremwerte der Funktion f : IR* — IR mit f(z,y) = = + y auf
dem Kreis 2% + ¢y =1

a) unter Verwendung der Lagrangeschen Multiplikatorenregel und

b) iiber Parametrisierung des Kreises durch ¢ und anschlieflendes Losen der Ex-
tremalaufgabe in A(t) := f(c(?)).

Aufgabe 20:

Fiir die Funktion f(z,y,2) = 2? berechne und klassifiziere man die Extrema auf
dem Schnitt des Zylinders z? + y* = 9 mit der Ebene y = z unter Verwendung der
Lagrangeschen Multiplikatorenregel.
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Aufgabe 21:
a) Mit @ := [0, 2] x [0, 1] berechne man fiir die Funktion
FQoR, flry) =2—1

(i) Riemannsche Unter- und Obersumme zu folgender Zerlegung Z von @

2(i — 1) q y [j—l j

) ) 7i7j:17"'an
n n n n

0. - [

(ii) und das Integral von f iiber () nach dem Satz von Fubini.

b) Man berechne die folgenden Integrale:

(i /ﬂ " /O " cos(z + ) du dy,

(ii) /R9x2\/§d(x,y) mit R =[1,2] x [1,4],

622

(i) /Qsinhz—l—md(x,y,z) mit Q= [1,2] x [0,1] x [1,1].

Aufgabe 22:

a) (i) Man zeichne das Dreieck D mit den Eckpunkten P, = (—1,1), P, = (0,0)
und P; = (2,2) und stelle es als Normalbereich dar.

(ii) Man berechne / 18y d(x,y).
D

b) (i) Man zeichne den durch z <0,z > 1, z < 3 und 2% +%? < 4 beschriebenen
Bereich Z und stelle ihn als Normalbereich dar.

(ii) Man berechne /3xd(m,y,z).
z
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Aufgabe 23:

a) Man zeichne die durch y < 0, 2 < 0 und 2% +y*+ 2% < 16 gegebene Viertelkugel
K und berechne ihren Schwerpunkt mit der Dichtefunktion p(z,y, z) = * +
y? + 2% + 1 unter Verwendung von Kugelkoordinaten.

b) Durch 2 + y* + 22 < 9 wird eine Kugel K beschrieben. K habe die konstante
Dichte p.

(i) Man zeichne K unter Verwendung der MATLAB-Routine ’ezgraph3’.

(ii) Fur K berechne man die Masse und das Trégheitsmoment beziiglich der
z-Achse.

(iii) Man berechne das Triagheitsmoment von K beziiglich der zur z-Achse
parallelen Achse D, die durch den Punkt (2,1, 3)T verliuft.

Aufgabe 24:

a) Fiir das Vektorfeld f:IR? — IR* mit f(z,y) = ( xly ) berechne man das

Kurvenintegral 7{ f(x)dx
c

Dabei ist ¢ die mathematisch positive durchlaufene Randkurve OH der Halb-
kreisfliche H : 22 +y? <4 mit 2 < y.

b) Fiir das Vektorfeld f:IR® — IR® mit

—y
Fflx,y,2) = x
(x+y)/z

berechne man das Kurvemntegral f (x)dz mit der Kurve ¢ : [47, 167] — IR?

und
tcost

tsmt
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Aufgabe 25:
Gegeben sei das Vektorfeld f : IR® — IR? mit
322yt + 1
floy.z) = | 4’2" +2y

5x3ytat + 32

a) Man zeige, dass f ein Potential besitzt, ohne es zu berechnen.
b) Man berechne ein Potential durch sukzessives Integrieren von f und
¢) mit Hilfe des Hauptsatzes fiir Kurvenintegrale.

d) Lings der Kurve ¢ : [0, 7] — IR? mit

c(t) = (cost,sint,sint + cost)”

berechne man fiir die Fille 7= 7 und T' = 27 das Kurvenintegral / f(x)dx
c

Aufgabe 26:
Man verifiziere den Satz von Green fiir das Vektorfeld

fo,y) = (~ay — 2y, 20 + 4y*)"
und das durch die Kurve x? + 4y? = 4 eingeschlossene Gebiet FE.
Aufgabe 27:
Gegeben sei die Teilfldche eines parabolischen Zylinders

N={(z,y,2)" eR’| —1<y<az<l,z=1-2"}.

a) Man zeichne N,
b) parametrisiere N und

¢) berechne den Fliacheninhalt von N.
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Aufgabe 28:
Gegeben seien der Korper

K:{(x,y,z)TE]R?’ |x2+y2+22§9, ISO}
und das Vektorfeld .
f(xayaz) = (ya —17,23) .
a) Man skizziere K.

b) Der Rand von K ist beschreibbar durch ein ebenes Fléchenstiicke S und ein
nicht ebenes Fliachenstiick H.

Man gebe jeweils Parametrisierungen fiir die beiden Randflachenstiicke S und
H an.

¢) Man berechne jeweils den Fluss von f durch die beiden Randflachenstiicke S
und H.

d) Man berechne das Volumenintegral / div f(z,y,2) d(z,y, 2) .
E



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis III fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, WiSe 2023/24]_2
Losung 1:

a) f(z,y) =52 —3y*> = gradf(z,y) = (10z, —6y)"
N\

-1

o
ul

(=]

-1

Bild 1 a) 522 —3y?=c¢ mit ceR

b) flz,y) =5z +3y = gradf(z,y) = (5,3)7

l\\\

o
ul

(=]

Bild 1 b) 5z+3y=c¢ mit ceR

c) flz,y) =522 +3y> = gradf(z,y) = (10x,6y)"
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7.>\Q

Bild 1 ¢) 52°+3y*=c mit ceR

d) f(z,y) =sin(6z) +2y = gradf(x,y) = (6cos(6x),2)T
Ein MATLAB-Befehl fiir den Hohenlinienplot lautet:

ezcontour (’sin(6*x)+2*y’,[-1,1,-1,1])

sin@x)+2y
T T

08 /

06} /

04y \\\ / : \

02

- L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Bild 1 d) sin(6z) +2y=c mit ceR

Losung 2:
a) f(]f,y):$2—4y7 fx(ft,y)ZQZE, fy(xay):_47
Jea(w,y) = 2, fwy(xay) =0, fyy(may) =0,

fa:mc(xay) :Oa fxxy(xay) :()7 fzyy(xay) :()7 fyyy(xay) =0
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b) Ein MATLAB-Befehl fiir den Fléchenplot lautet:

ezsurf (’x"2-4xy’,[-4,4,-2,2])

X2-4y

T
AN
NITHi;InHk
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ ”//
N A '/ -
il .
Nk s
27

N

Nnnnnae 777

N 70
Z

727 Z207
227 ///Zﬂ’/’/%%,’ﬁ’/
74
Z
2

Bild 2 f(z,y) = 2* — 4y
¢) f(2,0)=2*-4-0=4, f.(2,00=4, f,(2,0)=—4

Tangentialebene : 2z =4+ 4(x —2) — 4y

d) Es ist f(2,0) = 4. Damit wird die Hohenlinie im Punkt (2,0) beschrieben
durch die implizite Gleichung

1= f(m,y(@) = 2° — 2y(z)
2
Man erhélt durch Auflésen y(z) = Y 1. Eine die Hohenlinie parametrisie-

rende Kurve ist daher gegeben durch

4
e) gradf(2,0) = (f.(2,0), f,(2,0))" = (4, —4)"
Tangentialrichtung der Hohenlinie
I 1
cx)=1| , = c(2)=
= 1
2

gradf(2,0)T - (2) .
=0 =90
eradf(2,0)[]> - [[¢(2)]]s -

cosa =
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Losung 3:

1
a) Man betrachte die Nullfolge (E’ 0) mit k£ € IN. Dann gilt

. 1 . 0
fin 1 (:0) = fim e =041
Die Funktion f ist im Nullpunkt daher nicht stetig.
b)

%
22

s

T o

L2 AL AZ AT
S RT R RZRTT
SRR
L7 7> o
7
7

c) Fir (x,y) # (0,0) gilt:

—4y2x3

f:c(xvy) = m ’

fy(x,y) = @+ )2

fir (z,y) = (0,0) gilt:

f(h,0) = £(0,0) . 0-1

f2(0,0) = ’lg% ; = }111_% — existiert nicht
.. f(0,h) = f(0,0) .. 1-1
L
1
d) Man betrachte die Nullfolge Al mit £ € IN, um zu tiberpriifen, ob die

partielle Ableitung f, im Nullpunkt unstetig ist.

, 11 _ 2/ 8 K
i 5 () = i (s e — g =

Damit ist die partielle Ableitung f, im Nullpunkt nicht stetig.
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Losung 4:
a) u(z,y,t) = sin(z) sin(2y)e
uy(z,y,t) = —5sin(x) sin(2y)e ™
u,(z,y,t) = cos(z) sin(2y)e ™,  wu,(z,y,t) = 2sin(x) cos(2y)e >
Ug (7, y, 1) = —sin(x) sin(2y)e ™" | wy,,(v,y,t) = —4sin(z) sin(2y)e™™

Damit 16st u die Wérmeleitungsgleichung u; = g, + y, -

b) w(x,y) = (sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

uz(x,y) = n(cos(nz) — 2sin(nx)) sinh(ny) ,
uy(x,y) = n(sin(nz) + 2 cos(nx)) cosh(ny)

Uge (7, ) = —n*(sin(nx) + 2 cos(nx)) sinh(ny) ,
y,(z,y) = n*(sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

Damit 16st u die Laplace-Gleichung Au =0 .

Loésung 5:
a) f(z,y) = (ze’,2’y)"

divf = fiz + foy = e’ +2°
rotf = for — f1y = 22y — we?

b) g(z,y) = («°,siny)”

divg = giz + g2y = 32% + cosy
I'Otg =092z — G1y = 0

¢) div(3f — g) = 3divf — divg
=3(e¥ + 2?) — (32* + cosy) = 3e¥ — cosy

rot(3f — g) = 3rotf — rotg
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= 3(2zy — xe¥) — 0 = 6y — 3zeY

alternativ:

3f(z,y) —g(z,y) = (3ze? — 23,322y — siny)T

div(3f — g) = 3e¥ — 32% + 322 — cosy = 3e¥ — cosy
rot(3f — g) = 6xy — 3zeY

d) h(z,y,2) = (22 + 12 + 22,2+ + 22,22 + 32 + 22)"
divh = hlw -+ hgy + hgz =2x + 2’y + 2z

roth = (hgy — has, hi — hag, hoy — h1y)T = (2y — 22,22 — 22,22 — 2y)T

alternativ:
1
h(z,y,2) = oz, y,2)v mit p(z,y,2) = 2% +9?+ 2> und v = | 1
1
Man erhalt

Vo = (2z,2y,22)T, dive =0, rotv =0 und
(V) x v = (2y — 22,22 — 21,22 — 2y)7.

Damit ergibt sich
divh = (Vp,v) + ¢ divo = (Vp,v) = 22 4 2y + 22
roth = (V) X v+ ¢ rotv = (Vo) x v = (2y — 22,2z — 2z, 2z — 2y)7.

2 2 2 .2 2

2 2 .2 T
—yt =2yt et =202 1t — )

e) u(m,y,z) = (
dive = ui, + ugy + us, = 22 + 2y + 22

rotu = (ugy — Usz, U1, — Usg, Uy — Ury)! = (—2y + 22, —22 + 2z, —27 + 2y)
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f) div(h + uw) = divh + dive = 2(22 + 2y + 22)

rot(h + u) = roth 4+ rotu = 0

alternativ:
h(z,y,z) +u(z,y,z) = (222, 2y°,227)
divi(h +u) = (hy +u1)y + (he +u2)y + (hg +u3), = 4o+ 4y + 4z

rot(h +u) = (0—0,0—0,0-0)7 =0

Losung 6:

a) g($>y> = (’LL(iL‘,y),U(;Z’,y))T = (ZC, _y)T

divg=u, +v,=1-1=0,

rotg=v,—u, =0-0=0
b) Die MATLAB-Befehle fiir das Vektorfeld lauten:

[X,Y] = meshgrid(-1:.2:1);
U=X."1;

V=-Y."1;

quiver(X,Y,U,V)



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis III fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, WiSe 2023/24]_9

N 7 T T VNV N N N

' Py A YNNI i
oo Y A A A N NN )
041 = — ~ ~ / 1 N N "\ s 7
04 S >~ N~ N \ V7 g 7 7 7 i
0.6 S~~~ NN vy 77 ]
ol NN \\\Ntv 77 ,
7115 \1\ \ (;5 \ 1 / /0‘5/ /1/ 1.5

Bild 6 b) (i) Vektorfeld g(z,y) = (z, —y)"

Stromlinien sind die Kurven ¢(t) = (z(t),y(t))”, deren Tangentialvektoren
durch das Vektorfeld g gegeben sind

;»c(t):@gg):(bftt) :et:gic(:v):<

oder alternativ die Differentialgleichung y/'(z) = vz, y(@)) erfiillen.
T

v == [ =L
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0.8 7 ) \\
0.6 S / e
04 -
0.2+ g
ol J
0.2 i
-0.4 i

-0.6 -
e . /
_1\ l /
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Bild 6 b) (ii) Stromlinien c(z) = (z,¢/x)*, ¢ € IR, (Hdhenlinien von xy = c)

Losung 7:

a) f(x,y) =In(y) + cos(zy),

Jf(x,y) = (fo, fy) = gradf(z,y) = (—y sin(zy), i — xsin(xy))

b) g(t) = (tcost,tsint, )T,
Jg(t) = (91(1), g5(t), 95(t))" = g'(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1)”
c) h(p,1) = h(2cospcosi,2sinpcosp, 2sin)T,

hiy,  hiy —2sinpcosy —2cospsiny
Jh(p, ) = | hay hoy | = 2cospcosty)  —2sinpsiny
hsy  hay 0 2 cos
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d) w(z,y,2) = (=3z +y,x —3y+ 2,y —32)", und z,y,z € R,

U1y uly U1, _3 1
Ju(z,y,z) = | Ugw Ugy Uz | = 1 -3 1
Uze Uy U3z 0 1 -3

Losung 8:

a)

Ay e

i

ST
FZZH >,

L7

< Z

RATELIATS
7L 2

L7
=55 A
=

Bild 8: f(z,y) = —7

b) Wegen der Nennernullstelle von f in (zg,v0) = (0,0) kénnen wir dort keine
Differenzierbarkeit voraussetzen, d.h. die partiellen Ableitungen miissen ele-
mentar iiber die Definition berechnet werden.

t3.02
— oz — 0
0.0 = 1in [0 = 0.0y, me =0
oz t—0 t t—0 t
0342
t) — o7 — 0
8f(070)=11mf<0’ ) f(070):11m04+t_:0
dy t—0 t t—0 t

c) Wiére f im Punkt (z9,v0) = (0,0) (vollstédndig) differenzierbar, so wiirde eine
lineare Abbildung A existieren, mit
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A wire dann die Jacobi-Matrix

A= Jf(0,0) = <gf<o 0). af(o 0)) —(0,0).

Damit ergibt sich beispielsweise fiir die Nullfolge x,, = (1/n,1/n)T

lim f(x,) — f(0) — Az, _ m 1/n® _ 1
N PN o o 2va

Also ist f im Nullpunkt nicht differenzierbar.

Losung 9:

a) Kettenregel:

JF1(wy) = ( A ) ,
Jfy(r,s) = (cos(s?), —2rssin(s?) )

Jf(x,y) = J(f2 © f1)<l’,y) = Jf2(f1(x>y)) ’ Jfl(xay)
cos((z%)?), —2ye*a?sin((z?)?) ) - ( giz eox )

ye® cos(2®) — 6z ye” sin(a%) , e cos(xf) )
Fol

direkt:  fo(f1(2.y)) = F2(r(2,y)), s(2,y)) = f(z,y) = ye” cos(a”)
= Jf(z,y) = ((ye" cos(af) — 62°ye” sin(2f) , e” cos(z®) )

[
— Y

b) Kettenregel:
0 2zcos(2yz) 2ycos(2yz
ng(x%z):( (2yz) 2y (y)>7

2x 0 0
-3 2
Jgy(u,v) = | 22ty ety
3uv  ud

Jg(r,y,2) = J(gy09,)(r,y,2) = Jgy(9,(x,y,2)) - Jg,(,y, 2)

-3 2
— %2¢ 2sin(2yz)+x? erin(Qyz)+x2 . ( 0 2z COS(QyZ) 2y COS(QyZ) )

3(sin(2y2))222  (sin(2y2))? 20 0

dx —6z cos(2yz) —6y cos(2yz)

25sin(2yz)+a2 2sin(2yz)+a? 25sin(2yz)+ax2

= 2xe 4z cos(2yz)e 4y cos(2yz)e

2rsin®(2yz) 6222 cos(2yz) sin?(2yz) 612y cos(2yz) sin®(2yz)
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direkt:

22% — 3sin(2yz)

g2(gl(x7 y? Z)) = g2(U(Qf, ya Z)a ’U(QZ’, ya Z)) = g(ﬂj, y7 Z) = erin(2y2)+a:2

sin®(2yz) - a2

Adx —6z cos(2y2) —6y cos(2yz)
= Jg(x,y,z) = | 2xe? sin(2y2)+2? 4, cos(2yz)e? sin(2yz)+a? 4y cos(2yz)e? sin(2yz)+2?
2zsin®(2yz) 622z cos(2yz)sin?®(2yz) 6%y cos(2yz) sin?(2yz)

Loésung 10:

Da f stetig partiell differenzierbar ist, kann die Richtungsableitung folgendermaflen
berechnet werden:

h
Dy, f(x0,y0) = grad f(zo,%0) - b = (Y0, 7o) ( h; ) = yoh1 + xohy

Die Gerade 3y — bx = 7 in Parameterform lautet:

g(w)=<y(a;) ) = ( 7/3f5x/3): ( 793 ) Hj( 5}3)

Zur Berechnung des Anstieges ist der in der Richtungsableitung verwendete Rich-
tungsvektor h aus der Geradengleichung noch zu normieren:

w2 (o) =+ (3)

Der An- bzw. Abstieg im Punkt (zg,y0) = (1, —1) lautet daher
) 3 2
Dy f(1,~1) = —hydhy ==+ — - 2 ) =+-=_
RS (L =1) = =t b (¢3—4 ¢3—4> Ner

Losung 11:

a) (i) 22+y*=3
beschreibt einen Kreis
vom Radius r = v/3
mit Mittelpunkt (0, 0)
(z,y) = (V3cos(p), V3sin(p))

mit —r<p<7

Bild 11.1 Kreis 22 + 4> =3
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(i)

(iii)

b) (i)

42% + 9y* = 36
.%2 y2

beschreibt eine Ellipse
mit den Halbachsen
a=3und b=2
m (0,0)
(z,y) = (3cos(yp), 2sin(e))
mit —r<p<m
Durch quadratische Ergénzungen
ergibt sich

1622 + 3y? + 6y + 3

= 1622+ 3(y + 1)* = 48
2 12

P Cl !

(V3)? &

Dies ist eine Ellipse

um den Mittelpunkt (0, —1)

mit den Halbachsen
=3 und b =4

(z,y) = (V3 cos(p), 4sin(p) — 1)
mit —r<p<7

Durch quadratische Ergidnzung
ergibt sich

22 — 62 + 9+ 9>
= (z—3)*+y*=5%

Dies ist ein Kreis um den Mittel-
punkt (3,0) mit Radius r =5

(x,y) = (5cos(p) + 3,5sin(p))
mit —-t<p<m

r<0, 22 +9y*<4und 1 < 2 <3,

Bild 11.2 Ellipse ? + ? =

N

5 1 05 1 15

. . (y +1)?
Bild 11.3 Ellipse
p (\/5)2 42

<

Bild 11.4 Kreis (x — 3)* + y* = 52
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Bild 11.5 halber Zylinder Z

(r,¢,2)"

Zylinderkoordinaten fiir Z: wu

mit

, 0<y.

24 :2<16

(i) 2% +y

\\\\\\\\\“““'ﬂlw
4

e

6 Halbkugel H

Bild 11

u=(rp0)7

Kugelkoordinaten fiir H:

7 sin(0)
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mit 0<r<4, 0<p<nwm, ——=<60<L

bo| 3
bo |

Losung 12:

a)
o= (2o )= (200) = (4 D) (5)

ist eine lineare Transformation, genauer sogar eine Drehstreckung um 45° mit

dem Faktor \/5, denn:

(1 71) =2 (0 )= o)

J&(z,y) — ( U Uy ) _ ( L )  det(TB(x,y)) = 2

Up Uy

b)
e = (G ) = (00 ) - (k) (0)
J& (1, 0) = ( - ) _ ( _%g }g ) — (J®)",
det(J® ' (u,v)) =1/2
c)

05

2

Bild 12 a: Q Bild 12 b: &(Q)
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Losung 13:

a)
fley,2) =14+ z4+zy+2*(1—-y)*+ (y+2)?* = £(0,0,0) =

fo(@,y,2) =y +20(1 —y)? = f(0,0,0) =0
fo(z,y,2) =2 —22%(1 —y) + 3(y + 2)? = £,(0,0,0)=0
fZ(ZL',y7Z):1—|—3(y+Z)2 = fz(07070):1
foa(,y,2) = 2(1 — y)? = f2e(0,0,0) =2
foy(2,y,2) =1 —4z(1 —y) = f,y(0,0,0) =1
fuz(zy,2) = = [:.(0,0,0)=0
fo(,y,2) = 222 + 6(y + 2) = f,,(0,0,0) =0
fy=(x,y,2) =6(y + 2) = f,2(0,0,0) =0
foe(2,,2) = 6(y + 2) = f..(0,0,0) =0

= Ty(,9,2:0,0,0) = £(0,0,0) 4 f.(0,0,0)z + £,(0,0,0)y + £.(0,0,0)z

—1—1 (fm((), 0, O)x2 + fyy(o, 0, O)y2 + £..(0,0, ())z2
—|—2fxy(0 0,0)zy + 2f,:(0,0,0)zz + 2f,.(0,0,0)yz)

= 1+z+ay+a®

Da der Entwicklungspunkt der Nullpunkt ist, wére es einfacher gewesen die
gegebene Funktion auszumultiplizieren und die Terme oberhalb der quadrati-
schen, dann wegzulassen:

f(@,y,2) =14z +ay +2° — 2y2® + 2%y + ¥ + 3y°2 + 3y2° + 2° .

f(z,y) = zsin(z +y) = f(0,7/2)=0

fol@,y) =sin(z +y) +zcos(z +y) = f.(0,7/2) =1

fy(@,y) =z cos(z +y) = fy(0,7/2) =0
foa(x,y) = 2cos(x +y) —zsin(z +y) =  fur (0,7/2) =
foy(@,y) = cos(z +y) —wsin(z +y) = [fo (0,7/2) =
fuy(@,y) = —wsin(z +y) = fyy (0,7/2) =
fozz(x,y) = =3sin(z +y) —zxcos(x +y) = foue (0,7/2) =
Jray(@,y) = =2sin(x +y) —wcos(x +y) = fuay (0,7/2) =
fep(®,y) = —sin(z +y) —xcos(x+y) = fuyy (0,7/2) =
Soyy(@,y) = = cos(z +y) = Sy (0,7/2) =
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= T3(z,y;0,7/2) = f(0,7/2) + fo(0,7/2)x + f,(0,7/2)(y — 7/2)
+% (fou(0,7/2)2% + 24, (0,7/2)2(y — 7/2)

+fyy(07 m/2)(y — 7T/2)2)

= (fraw(0,7/2)2% + 3 fruy (0, 7/2)a (y — 7/2)
+3 gy (0,7/2)2(y = 7/2)% + f(0,7/2)(y — 7/2)%)

= v—2)2 -2y —7/2) —a(y — 7/2)*/2

|~

Losung 14:
h(z,y) = cos(x? + y?) = h(0,0) =
he(z,y) = —2xsin(z? + y?) = hy(0,0) =0
hy(z,y) = —2ysin(2? + y°) = h,(0,0)=0
hoo(x,y) = —2sin(a? + y?) — 4z? cos(z® + y?) = he(0,0) =0
hay(x,y) = —4ay cos(z? + y?) = hyy(0,0) =0
hyy(x,y) = —2sin(2? + y?) — dy* cos(2? + y*) = h,,(0,0) =0

= Ty(x,y;0,0) = h(0,0)+ hy(0,0)x + hy(0,0)y

1
+5 (haa(0,0)2” + 212y (0, 0)ay + hyy (0,0)y%) = 1

MATLAB-Befehl fiir den Flachenplot:

ezsurf (’cos(x"2+y~2)’,[-2.5,2.5,-2.5,2.5])
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cos (x2+y?)

’

% ,,“
\

\ i ‘M“

Bild 14:  h(z,y) = cos(z? + y?)

Fiir die Fehlerabschitzung sind die dritten Ableitungen erforderlich

howe(z,y) = —12xcos(z® + y?) + 8x3 sin(z? + y?)
howy(T,y) = —4dycos(z® + y?) + 8z%ysin(z? + y?)
hoyy(x,y) = —4dxcos(z® + yz) + 8y*z sin(z? + y?)
hyy(z,y) = —12ycos(z® + y?) + 8y? sin(z? + y?).

Die Fehlerabschétzung fiir beliebiges (x,y) € [0,7/4] x [0,7/4] zieht mit 6 €]0,1]
ein beliebiges (&1,&2) := (0,0) + 0(z,y) €]0,7/4[x]0, /4] nach sich. Mit der Hilfe
der Dreiecksungleichung erhélt man:

]h(aj,y) - T2($7y;070)‘ = ’RQ(xay; 070)‘

1
= ? ‘hxmc(gla 52)1'3 + 3hzxy(§17 fQ)ny + 3hxyy(€1> 62)1'1/2 + hyyy(fb £2>y3|

IN

5 (heael€0, €)1 2 + 31y (61, ) - 147

+3 |hwyy(fb§2)| ) |5L"yz| + |hyyy(§1v§2)| ) |y3|) .

Jeder der vier Summanden kann nun jeweils noch oben abgeschétzt werden. Dabei
wird |sint| < 1 und |cost| < 1 verwendet.

|hawa (€1, &2)| - |2]* = [1281 cos(&F + &3) + 8T sin(&f + &) - [«

< (| =126 - [cos(&F + &)| + [8€7] - | sin(&F + &) - [«

(255 (D)) ()

IN
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Entsprechend erhélt man

3 haay(&1,&2)| - |2%y] <3 (4 ' % +8 (%)3) <%)3

3 [hayy(61,&2)| - |zy?] <3 (4- % +8 <§>3) <Z>3

|Pyyy (&1, 62)] - ‘93‘ < <12 ‘ % +8 <%)3) (%>3

Insgesamt erhélt man also

3 T T\ 3
_ : < _(48.2 (=) ) = 5.5476...
[h(e,y) = Ta(a,y:0,0)| < 55 (48 T+ 64 (4) > 5.5476

Der tatséchliche Maximalfehler wird angenommen fiir x =y = %

2

Ih G Z) —T (% Z;o,o> | = | cos (2 : %) — 1| = 0.669252...

Losung 15:

a) grad f(z,y) = e ¥ (22(1 — 2 + ), 2y(—1 — 22 + ¢*))" = (0,0)”

Zur Berechnung der stationdren Punkte werden fiir f.(z,y) = 0 alle Félle
untersucht.

LFall: 2 =0 = 0= f,(0,y) = e ¥ 2y(—1+¢?)
=y=0y=1Ly=-1
= stationdre Punkte: P, = (0,0), P, = (0,1), P; = (0, —1)

2Fall: 1 —224+12=0 = 22 =1+1?
= 0= fyle,y) = eIV (—1 — (L+y%) +17) = —dye™ 7
= y=0=x=1z=-1
= stationdre Punkte: Py = (1,0), Ps = (—1,0)
Hf(x,y)=
2€_I2_y2 1—5x? + 274 + y2 — 2x2y2 2:1:y(x2 _ y2)
2zy(a? — y?) —1+ 5y — 2y* — 22 + 20%y?
2 0 . .
Hf(0,0)={ , _5 | ist indefinit

= P, =(0,0) ist Sattelpunkt.
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Hf0,+1) =2¢7! ( g g ) ist positiv definit

= P53 =(0,%1) sind Minima.

Hf(+1,0) = —2¢! ( g g > ist negativ definit

= P,5 = (£1,0) sind Maxima.

L7

LS ALT7

e
.;_-;.:::~

Bild 15 a):  f(x,y) = (22 — y?)e ="V

b) grad f(z,y) = (0,3y* —3)" = (0,0)" = y=+1, v € R

Die stationdren Punkte liegen auf den Geraden Pj(z) = (z,1) und Py(z) =
(x,—1).

Hf(z,y) = ( 8 60y )

Hf(x,1) = ( 8 g ) ist positiv semidefinit

= Pi(z) = (z,1) sind keine lokalen Maxima.

Hf(z,—1) = ( 8 —06 ) ist negativ semidefinit

= Py(x) = (z,—1) sind keine lokalen Minima.

f ist unabhéngig von =z, d.h. fiir festes y = c gilt
f(z,c) = konstant fiir alle z € IR. Die Extrema sind also die von
g(y) = y(y* — 3), d.h. alle Punkte der Geraden P;(z) = (z,1) sind lokale
Minima und fiir Py(z) = (x, —1) erhilt man lokale Maxima.
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Bild 15 b):  f(z,y) = y(y* - 3)

c) grad f(z,y) = 2cos(z® +y*)(z,y)" = (0,0)"
Die stationdren Punkte sind also gegeben durch (0,0) und
alle Punkte P, fiir die 22 + y* = 7/2 + n7 mit n € Ny gilt.

Hf(x,y) =
2cos(z? + y?) — 4a? sin(a? 4 y?) —4zy sin(z? + y?)
—4zysin(z? + y?) 2 cos(z? + y?) — 4y*sin(2? + y?)
Hf(0,0) = ( g (2) > ist positiv definit

= (0,0) ist Minimum.

[ —dx?sin(z® +y*) —daysin(2? 4+ y?)
Hf(P) = ( —4zysin(a? + y?) —4y?sin(z? + y?)
ist semidefinit, denn det H f(P) = 0.
Wir klassifizieren daher anders:

Fiir die Punkte P auf den Kreisen 22 + y* = m/2 + nr gilt sin(7/2 + nw) =
(—1)"™. Deshalb liegen fiir gerades n Maxima und fiir ungerades n Minima auf
diesen Kreisen vor.
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Bild 15 ¢):  f(z,y) = sin(2? + ¢?)

d) Fir x +y # 0ist f(z,y) = |z + y| stetig differenzierbar und es gilt
) @yt z+y>0
grad f(z,y) = -1, )" | z4y<0.
In den offenen Halbebenen liegen also keine Extrema vor, da die notwendige

Bedingung verletzt ist.
Es gilt f(z,y) = |z +y| > 0und f(z,—z) = 0. Also nimmt f auf der Geraden

y=—x < x+y =0 den global kleinsten Funktionswert an.

Z 7

I I T

e e
e

Bild 15 d):  f(z,y) = |z + v

Losung 16:

a) grad f(z,y) = (4z(82% — by), —102” + 6y)" =0

1L.Fall: =0 = 6y =0 = stationdrer Punkt (xo,y0) = (0,0).
2.Fall:87°> — 5y =0 = y=82%/5 = —102>+6-82?/5=0 = =0

Einziger stationdrer Punkt ist also (0,0).

9622 — 20y —20x 0 0

0 =i = (P00 ) s m00 - () )
ist positiv semidefinit, und das hinreichende Kriterium ist nicht anwendbar.

Die notwendige Bedingung II ldsst fiir den stationdren Punkt (z¢, ) = (0,0)

noch die Moglichkeiten Minimum oder Sattelpunkt zu.



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis III fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, WiSe 2023/2434

¢) Auf der Geraden x = 0 wird die Funktion beschrieben durch

g9(y) == f(0,y) = 3y>.

Fiir y = 0 besitzt g ein striktes lokales Minimum.

Alle anderen Ursprungsgeraden kénnen durch y = ax mit a € IR dargestellt
werden, und die Funktion wird dann durch

h(z) == f(x,ax) = 82" — 10ax® + 3a®2>

beschrieben. Fiir a = 0 wird h in = 0 minimal. Fiir a # 0 erhélt man in
x = 0 auch ein Minimum, denn es gilt

B (z) = 322° — 30ax* + 6a’x = K (0)=0

und
R"(z) = 962* — 60ax + 60> = h"(0) = 6a*>>0.

d) Auf der Parabel y = ax? hat die Funktion die Gestalt
p(z) == f(x,a2?) = 82* —10ar* +3a’2r* = 2*(3a*—10a+8) = 2*(a—2)(3a—4).

Damit erhalt man

P@) = a-2@a-0 > p0) = 0
p'(z) = 122%(a—2)(3a—4) = p"(0) 0
p(x) = 2495(@—2)(3@—4) = p"(0) = 0
p”//(l’) — (a 2)(3(1—4) = p””(O) = 24(a—2)(3a—4).

Fiir a €14/3,2[ ist p””(0) < 0 und in z = 0 liegt ein striktes Maximum vor.
Fir a ¢ [4/3,2] ist p””(0) > 0 und in = = 0 liegt ein striktes Minimum vor.
Bei dem stationdren Punkt (0,0) handelt es sich also um einen Sattelpunkt.

Hitte man gewusst, dass f(z,y) = (2y — 32%)? — (y — 2%)? gilt, hitte man
auf der Ursprungsparabel 2y — 32% = 0 in x = 0 sofort ein Maximum und auf
y —a2?> = 0 in z = 0 sofort ein Minimum erkannt und hétte dann sofort auf
den Sattelpunkt schlieen kénnen.
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e)

(@2y-3x2-(y-0°

S04
i
SR

2
2%,
BRI LLTD

ezsurf (’8%x"4-10%x"2xy+3*xy~2’,[-1.5,1.5,-2.5,6])

Bild 16 a)  f(z,y) = 8z* — 1022y + 3y

@y-3x0°~(y-x*?
3 T T T T T T

25 N . 1

ezcontour (’8*x~4-10%x"2xy+3*y~2’ ,[-1,1,-2.5,3])

Bild 16 b)  f(z,y) = 8z* — 102%y + 3y?
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Losung 17:
flr,y)=a3+y> —ay=0, grad f(z,y) = (32% —y,3y*> — 2)T

a) Die Kurve ist symmetrisch zur Winkelhalbierenden, d.h. es gilt f(z,y) =
f(y,z). Wir erinnern uns dabei an die Spiegelungsmatrix §,:

(67 St )(0)=(10)(5) - (1)

-~

:§7r/4

b) Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

fol,y) =0 A flz,y)=0 A fy(z,y) #0.

0= folv,y)=32> -y = y=32> =

0= f(z,32%) = 2% + (32?)% — 232 = 23(2723 — 2)
21/3

= =0V zr=—
xr X 3

0 1 21/3
= PO:(0>7P1:§(22/3>

Nur fiir P, gilt die Bedingung f,(P) # 0. Also ist P, ein Punkt mit horizon-
taler Tangente.

¢) Kurvenpunkte mit vertikaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

fy(:v,y)z() A f(x,y):() N fx(x7y>?£0
0=f,(z,y) =3 -2 = =3y =

0= f(3y%y) = (3y*)* +v° — 3y°y = y*(27y* — 2)
21/3

0 1 22/3

Nur fiir P, gilt die Bedingung f,(P,) # 0. Also ist P, ein Punkt mit vertikaler
Tangente. Dieses ergibt sich auch ohne Rechnung aus der Symmetrie.

d) Fiir Py = (0,0)7 gilt gradf(0,0) = 0, damit ist Py ein singuléirer Punkt.

A= (% 50) = moo=( 0 ))

Wegen det H f(0,0) = —1 < 0 handelt es sich bei Py um einen Doppelpunkt.
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e)

o

Bild 17 f(z,y) =2>+y> —ay=c
fiir ¢ = —2, 1, —0.5, —0.2, —0.025, 0, 0.05,0.2, 0.5, 1

Losung 18:

a) Durch quadratische Ergénzungen kann h tibersichtlicher dargestellt werden:
h(z,y,2) =22 +9y* -2 +42 - 20 +3=(2+2)*+¢y* — (2 + 1)
Wegen h(—1,1,—2) = 1 stellt sich die Niveaumenge als einschaliges Hyperbo-
loid heraus und wird damit durch die standardisierte implizite Gleichung
g(x,y,2) = (z+2)*+y* —(2+1)*=1=0

beschrieben. Um festzustellen, ob g(z,y, z) = 0 in der Umgebung des Punktes
(—1,1,—2) eine glatte Fldche bildet muss die Voraussetzung des Satzes iiber
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implizite Funktionen iiberpriift werden:
grad g(w,y,2) = (=2(z +1),2y,2(2 +2))" = grad g(-1,1,-2) = (0,2,0)".

Damit ist nur g,(—1,1, —2) = 2 invertierbare 1 x 1 Untermatrix. Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen bildet die Niveaumenge also eine glatte Fliche,
die durch Auflésen von g(z,y,z) = 0 nach y beschreibbar ist, d.h. es gilt in
einer Umgebung von (—1,1, —2)

y=f(r,z), mit f(-1,-2)=1 und g(z, f(z,2),2)=0.

b) Auflésen der impliziten Gleichung g(z,y, z) = 0 ergibt zunéchst

y=414 (x+1)2— (2 +2)2

Aus diesen beiden Moglichkeiten folgt wegen y = f(—1,—-2) =1

flz,2) =14 (xz+1)2— (2 +2)2.

¢) In (—1,1,—-2) wird die Flache f n&herungsweise beschrieben durch die zu-
gehorige Tangentialebene T7, in vektorwertiger Schreibweise bedeutet dies:

x x x
y | =1 flz,2) | = | Ti(x,z;—1,-2)
z z z

Zur Darstellung der Tangentialebene wird die durch implizites Differenzieren
der Gleichung g(z, f(x, z),z) = 0 mittels Kettenregel entstehende Jacobima-
trix von f benotigt:

Jf(x,2) = (fo, ) = —(9,)" " (9s 9)

_ —%(—Qx—Q,Qz—I—él)
S J(1-2) = —5(0,0)=(0,0).

Damit lautet die Parameterform der Tangentialebene

xr
A
1
fa-1-2) | = | fen- oo (1))
% z
T -1 1 0
= 1] = L |+@+1) | 0 |+(=+2)] 0
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d) Unter Verwendung von Polarkoordinaten kann die Fliache
h(z,y,2) = (2 4+2)°+y° — (z+1)>=1
folgendermaBen durch (r, ) € [1, R] x [0, 27] parametrisiert werden:

-
y=rcosp, z=rsing—2 = pi(r,p) = 7 COS P
rsing — 2

)
//%/,///

il
/4

LU i
)
)

% /,,,//,/ 7

ohne Tangentialebene aufgeschnitten

P
[

mit Tangentialebene

Bild 18  einschaliges Hyperboloid (z 4+ 2)? +¢* — (z +1)? =1
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Losung 19:

Unter der Nebenbedingung g(z,y) := 22 +y* — 1 = 0 sollen die Extremalpunkte der
Funktion f(z,y) = x + y bestimmt werden.

a) Regularitatsbedingung:

grad g(z,y) = (22,2y) = (0,0) = (z,y) = (0,0)
Da ¢(0,0) = —1 gilt, (0,0) also nicht auf dem Kreis liegt, erfiillen alle
zuléissigen Punkte (g(x,y) = 0) die Regularitidtsbedingung

Rang(Jg(z,y)) = 1.

Lagrange-Funktion: F(z,y) =z +y + Ma2? +y* — 1)

Lagrange-Multiplikatorenregel:

14+ 2\x 0
( VF(z,y) ) —[ 1420 | ={o0
g<xay) x2+y2—1 0

Multipliziert man die erste Gleichung mit y und die zweite mit  und subtra-
hiert beide, so erhélt man x —y =0 = z =y.

Aus der dritten Gleichung ergibt sich dann 2% + 2% = 1
1 1

— E—

= T12= +

Extremalkandidaten:

ne(1) meh ()

Da die Menge g(x,y) = 0 einen Kreis beschreibt, ist sie kompakt. Damit
nimmt die stetige Funktion f auf g(z,y) = 0 Maximum und Minimum an. Es
ist f(P) =+2und f(P,) = —v/2. Also ist P, Maximum und P, Minimum.
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Alternative Begriindung iiber die hinreichende Bedingung 2. Ordnung:

Fiir die Extremalkandidaten P;, wird die Definitheitseigenschaft der Hesse-
Matrix

HessF'(z,y) = < 20)\ 20)\ >

auf dem Kern von Jg(z,y) = grad g(z,y) = (22, 2y) iberpriift.

Py = i%(l, )" = Jg(Prp) = £(vV2,V2) = TG(P; ) = spann {y = ( _1 ) }

Aus 1+ 2 \z = 0 erhélt man \; = _\/Li fir P, und My = \/Li fiir Ps.

Damit ergibt sich

HessF(Py) = < _8/5 _(\)ﬁ) und HessF(Py) = ( \f \% > :

Wegen y"HessF(P))y = —2v/2 < 0 ist P, ein strenges lokales Maximum. Fiir
P, erhilt man y"HessF(Py)y = 2v/2 > 0. Damit ist P, ein strenges lokales
Minimum.

/

Bild 19 a) Nebenbedingung g(z,y) = z? + y* — 1 = 0 mit
Hohenlinien der Funktion f(x,y) =z +y
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b) Der Kreis g(z,y) = #2+1y?—1 = 0 kann durch Polarkoordinaten parametrisiert

werden
(x):<098t>::c(t), 0<t<2m,
Y sint

d.h. es gilt g(cost,sint) = 0. Man muss jetzt also nur noch die Extrema der

Funktion
h(t) := f(e(t)) = cost + sint
finden.
h'(t) = —sint+cost=0 = :%, to = ‘%
R'(t) = —cost —sint = A'(t}) = —vV2 <0, h'(ty) = V2.
Damit liegt fir ¢ty = =x/4 ein Maximum mit dem Funktionswert

h(t;) = V2 und fiir t, = 57/4 ein Minimum mit dem Funktionswert

h(ty) = —v/2 vor.

Bild 19 b) ¢(t) und f(e(t)) = cost +sint

Losung 20:
Nebenbedingungen: ¢;(z,y,2) := 2> +y* — 9 und go(x,y,2) =y — 2 .

2¢ 2y 0
0o 1 -1

Regularitatsbedingung: Jg(z,y,z) = (

besitzt den Rang < 2, wenn die erste Zeile gleich dem Nullvektor ist, d.h. fiir die
Punkte (0,0, z). Diese sind wegen ¢;(0,0, z) = —9 jedoch nicht zuléssig.

Alle zulassigen Punkte erfiillen also die Regularitdtsbedingung und die Lagrangesche
Multiplikatorregel kann angewendet werden:

Lagrange-Funktion:  F(z,y,2) = 22 + M (22 + y* — 9) + Xao(y — 2)
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Lagrange-Multiplikatorenregel:

2)\1[E 0
220y + A 0
(rena )| R
g(mayaz) x2+y2—9 0
y—z 0

1. Gleichung:
LFall: 2 =0 = 0=¢1(0,y,2) =9* -9 = y=3=2Vy=-3=2

0 0
Extremalkandidaten: P, = | 3 , Py = -3
3 -3

2Falll Ay =0 = =0 = 2=0=y = =3V r=-3

3 -3
Extremalkandidaten: P;= 1| 0 , Py = 0
0 0

Die stetige Funktion f nimmt auf dem Schnitt des Zylinders 22 + y* = 9 mit der
Ebene y = z ihr absolutes Maximum und Minimum an, da diese Schnittmenge eine
Ellipse und damit kompakt ist. Unter den Extremalkandidaten befinden sich also
absolutes Maximum und Minimum.

Fir die Funktionswerte der Extremalkandidaten berechnet man

f(P2) =9, f(Ps4)=0.

Also sind P, 5 absolute Maxima und P;4 absolute Minima.

Alternative Begriindung iiber die hinreichende Bedingung 2. Ordnung:

Fiir die Extremalkandidaten P;334 wird die Definitheitseigenschaft der Hesse-
Matrix

2y 0 O
HessF(z,y) = 0 2\ 0
0 0 2

2¢ 2y O

auf dem Kern von Jg(z,y) = ( ) tiberpriift.

0 1 -1

Fiir P, o erhdlt man

0 £6 O 1
PLQ = i(O, 3, 3)T = Jg(PLQ) = (0 1 _1) = TG(PLQ) =Sspann { Yy = 0
0
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0=2z— X =26—X3 = A=16 = 0:2)\1y+/\2::|:6)\1:|:6 = N =-1

Damit ergeben sich P, 5 als strenge lokale Maxima, denn

-2 00
HessF(Py o) = 0 -2 0 = gy HessF(Po)y=-2<0.
0 0 2
Fiir P34 mit Ay =0 = Ay = 0 erhdlt man
6 0 0 0
Pyy=(£3,0,0)" = Jg(Ps4) = ( 0 1 _1> = TG(P34) =spanng y = | 1
1

Damit ergeben sich P; 4 als strenge lokale Minima, denn

HessF(Ps4) = =  y'HessF(Ps,)y=2>0.

o O O
o O O
N O O

NN
NN

\\

&\\\\\
SN

N\

NN

Z

N

Bild 20:  f auf dem Schnitt des Zylinders z? + y*> = 9 mit der Ebene y = 2

Losung 21:

a) (i)
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U = 3 () el @
- S0 )RS (s 00)
_ 1y i) = o (2 - 2
_ 2(”;21_ n) _ 2(1—1>
0;2) = 3 s (fay)-Vol(@y)

n

D

1=1

/ f(x.y) diz. )
Q

n

ij=1 (2,9)€Qi.;

(6
(o)

1
/2dy=2ylé=2
0

2(i — 1)

2

(i)

Man erhalt natiirlich:

-3

/27r
™

(cosy — cos(m +
/12 /14 9z
([ w4)
(«°F) - (202]}) = o8

b) (i) /:ﬂ /07r cos(z + y) dx dy

(i) /R 92\ /7 d(x,y)

1

4
1

0(2) < | )y =2 < 0,(2) =2 (14

sin(z +y)lg

/4 37 dy

1

n

).

2m
sin(m + y) — siny dy

dy:/

)2 =4

2 4
Vydy dx:/ 322 (/ 3\/37dy) dx
1 1

)
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622 2 rtort 622
iii sinhz + ——— d(z,y,2) = / / / sinh z + ——— dz dy dz
(i) /Q (22 +y)? 1 Jo J-1 (2z +y)?
2 rl 3 1
2
= / / (coshz + %) dy dx
1 0 (QZE + y) -1
2 1 2
4 4
[ |-
1 Jo (2z+y) 1 2r+ty
2

4 2 2
_ /1 —5p 4= (22 20+ 1]+ 2]

1

0

= —21n5+2ln2+21n3:ln2—§

Losung 22:

a) (i) Die Geraden durch folgende Punkte lauten:
P, Ps: g(x)=(x+4)/3, P,P: filx)=—x, PPy folx)=u.

p={(y)ew

—1§x§2,|x|§y§(x—l—4)/3}

Yy
2,
1.5¢
l,
0.5t
1 -0.5 0.5 1 1.5 2 °
Bild 22 a) Dreieck D
2 (z+4)/3 2
/18yd(m,y) = / 18y dy dx = /9y2‘(j|+4)/3 dx
D S 1
2 o3 )
= /(m+4)2—9x2dx = %—3# = 36
-1

-1
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2 + 42 < 4 beschreibt einen halben Zylinder

z<3und z

72217

<0

b) (i)

Bild 22 b) halber Zylinder Z

i = 4 — 22 dx
44;2 dr = 2/6;1:

2/3xy!

-2

2

2)3/2‘(12 _

— X

4

(

t d t .

)

) (2]

) (sin(e)

g
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Losung 23:

a)

77
(7555557
‘llll"l‘fi’.’.""’l::n.

TS SCSSosss
S SO S S So53
OSSSSSSS3
D2

N

(XXX
)
) ‘Q'l

i
o
\Q’q
o
W
\
\

(1)
}
{
)
W
N
W
N
N

i
\\t\\
W
\

A
N
N

%

)
\x‘
\
N\

|
W

Q
N

=
= 17/
=———7"

4
=—=rr

il
\

\

Bild 23 a) Viertelkugel K
Kugelkoordinaten fiir K: 0<r <4, 7 < <271, —7/2 <60 <0 mit

x r cos(p) cos(6)
y | = | rsin(p)cos(d) | = @(r,¢,0), detJ®(r,¢,0)=r*cos(f)
z rsin(6)

Berechnung der Masse M in Kugelkoordinaten unter Verwendung des Trans-
formationssatzes mit p(z,y,z) = 2* + y* + 22 + 1

4 27 0
M = /x2+y2+22+1d(x,y,z):///(r2+1)r2cos(0)d9dg0dr
K 0 7r—7r/2
rr h 3.0 45 )|t 3392
= //r4+r2dg0dr:/7r(r4+r2)dr:( d LAVLE T
15 15
0 =« 0
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Berechnung der Schwerpunktkoordinaten (xs, ys, 25):

1
Ty = M/(x2+y2+z2—l—1)a:d(x,y,z)

- = /4 7 / r2 4+ 1)r cos() cos(0)r2 cos(0) dO dy dr

0 7 —m/2
4 27 0 ) 6) (0) 0
08
= // > +13) cos(yp) +sm(2 < dp dr
o ﬂ_ —7/2

= m/ o+ 1) sin(p) |77 dr =0
0
Dies Ergebnis ergibt sich auch auf Grund der Symmetrie.

1
b= gp [ @ Dy dlay )
K

_ % /4 7 /0 (r? + 1)rsin(ep) cos(8)r? cos(8) dO dy dr

T 77r/2
0 + sin(0) cos(6) |
2

(r° + r®) sin(p) dy dr

—7/2
m(2-r543-rYy 11200 175

(r° 4 13) cos()|2" dr = — ST == = 16

|
o\ \w

1
zs = M/(xQer + 224+ 1)z d(z,y, 2)
K
4 2r 0
1
= M/ /(r + 1)rsin(0)r< cos(#) db dp dr
0 7™ —xm/2
1 4 27 2(9) 0
sin
= (r° +r®) de dr
4
1 s an w25 4+3-rYy 11200 175
oar J ) el dr= 24M T 3M 106

b) (i) Der MATLAB-Plotbefehl lautet

ezgraph3(’surf’, ’3*cos(s)*cos(t)’,’3*sin(s)*cos(t)’,’3*sin(t)’,
[0,2%pi,-pi/2,pi/2])
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x= 3 cos(s) cos(t),y= 3 sin(s) cos(t),z= 3 sin(t)

Bild 23 b) Kugel K mit Radius R = 3

(ii)) Berechnung der Masse M in Kugelkoordinaten unter Verwendung des
Transformationssatzes mit konstanter Dichte p:

21 m/2
M:/pdmy, —p///rcos ) df dp dr
0 0 —n/2
3 7 i 3\ ° 21 /2
= o[ / [ estoran = o (5)| @ o),
03 /2
= % 2 -2 = p47;3 = 36mp

Berechnung des Trigheitsmoments beziiglich der z-Achse in Kugelkoordi-
naten unter Verwendung des Transformationssatzes mit konstanter Dich-
te p und des Additionstheorems cos®(0) = (3 cos(#) + cos(36))/4

Q. = /Mﬁ+ﬂ%ﬂ$%@

3 27 w/2
— p// / 12 cos?(p) cos?(0) + r? sin®(y) cos?(0)) % cos(#) dO dyp dr
0 0 —m/2
3 2 /2 5 s 1 o
— p/ r4dr/d90 / cos*(0)df = p (5> (¢ )’ (3 sin(6) + gsin(BG))
0 0 —7/2 —7/2
3° 4 6487p
) 3 5
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(iii) Da der Schwerpunkt von P aus Symmetriegriinden im Ursprung liegt,
gilt nach dem Steinerschen Satz

6487p 1548
Op = Md + O, acne = 36mp(2% + 12) + 57”) - 5”’) .

Losung 24:

a) Die Randkurve setzt sich aus zwei glatten Teilkurven zusammen:
OH = ci + Co, mit

cl(t):<2COSt> ,Zéti% und C2(t):<i> L —V2<t<V2.

2sint

0.5

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1

-0.5

-1

Bild 24 a) Halbkreisrandkurve 0G

Zur Berechnung des Kurvenintegrals 2. Art werden die Tangentialvektoren

benétigt:
. —2sint . 1
ei(t) = ( 2cost ) , ea(t) = ( 1 ) ’
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ft@ie = [ f@)ias [ fa)dz

5 /4 V2

— / (f(c1(1), e (t)) dt+/ (f(ca(t)), ea(t)) dt
™/4 V2
5m/4

4costsint —2sint
o /<< 1 )’<2cost )>dt

TUE)())

-2
5m/4 V2

= /—8costsin2t+200stdt—|-/t2+1dt

/4 V2

8sin®t . /4 t3
= | - + 2sint + =+t
3 /4 3

2\/§+10\/§_8\/§
3 3 3

V2

vz

Alternative Berechnung;:

Mit dem Integralsatz von Green und Polarkoordinaten gilt

%f(m)da: = /rot f(a:)da:://—x d(x,y)
OH H

H
2 5m/4 5m/4

2
= —/ / rcos(p) - rdpdr = —/err cos ¢ dp
0

0 /4 n/4
- r_g ; (sin |57r/4> __8 _Q.Q — %
31, Plasa 3 2 3
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Bild 24 b) Kurve ¢

167
[ f@rde = [ (#e).em) d
C 4
167 —tsint cost — tsint
= / < tcost , | sint+tcost >dt
i (tsint +tcost)/t 1
167 167
= /t2+sint+costdt = /tzdt
47 47
43 16w 3(163 — 43
= — — M — 13447T3
314 3

Losung 25:

a) Der IR? ist einfach zusammenhingend und die Integrabilititsbedingung

fay — f2z 202313 2% — 203732
I'Otf(l', Y, Z) = flz - f3z - 15$2?J4Z4 - 15(1]2y424 =0
Jow — f1y 1222132° — 1222y32°

ist erfiillt. Daher besitzt f(z,y, z) ein Potential v(x,y, z), d.h. es gilt f = grad
v = (Vg, Uy, V).

b) velw,y, 2) =32%y*2° +1 =  w(z,y,2) = 2%y*2° + 2+ c(y, 2)

vy (2,9, 2) = 4%y 2° + ¢, (y, 2) = 4a3y32° + 2y

oy,2) =2y = cly.2)=y*+k(2)

v(x,y, 2) = Pyt + o 4+ y* + k(2)

vz, y, 2) = 5yt 2t + K (2) = Badytet + 322

F(z) =32 = k(z)=2"+K mitKclR

v(r,y,2) =23yt +r+ P+ 2+ K

L 2 e

¢) Wéhlt man als Kurve k die direkte Verbindungslinie vom Punkt (0,0, 0) zum
Punkt (z,y,z2), d.h. k(t) = t(z,y,2)", so lisst sich ein Potential v zu f be-
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rechnen nach dem Hauptsatz fiir Kurvenintegrale durch

v(z,y,z) = /f(a:)da:—i—K = /f(k:(t))k:(t)dt—i—[(
k 0

1 3(tx)?(ty) (t2)5 + 1 .
| < Aty oy | [ >dt+K
5

0 (t)*(ty)* (t2)* + 3(t2) :

= / 1261239225 4o 2ty + 3223 dt + K
0
= 2030 ot + 2 138 (1] + K

= Py Pt yP+H P+ K

d) Mit e(t) = (cost,sint,sint + cost)T ergibt sich nach dem Hauptsatz fiir Kur-
venintegrale

|ty -

Bild 25 Kurve e fir T' =27

/C fl@)de = / Fle)et) dt = v(e(2m)) - v(e(0))

= v(1,0,1) —v(1,0,1) = 0 (geschlossene Kurve)
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Losung 26:

Die Ellipse E kann durch kartesische oder Polarkoordinaten beschrieben werden:

T\ ~( 2rcosy 0<r<i B
( )_@(r,go)—< P sin o ), 0<p<2r’ = det J®(r,¢) = 2r

E = {(a:,y)TEIF{2] —2§x§2,—\/1—(x/2)2§y§\/1—(1'/2)2},

Q = {(np) eR*|0<r<1, 0<p<2r} mit ®Q)=F

Bild 26: Ellipse F

Parametrisierung des Ellipsenrandes 0FE durch:
c(p) = 2cos @ 0<p<2rm
sin ’ -7 =

2w

fr@ide = §r@de = [ < fle(o).ele) > do

0

_ —2cospsiny — 2siny —2sinp d
a 4 cos p + 4sin? ¢ ' COS ¢ v
0
2

= /4cos<psin2<p+4sin2g0+4cos2g0+4cos<psin2g0dg0

o

- 8
= /4+8008gosin2<pdg0 = 4<p+§sin3g0
0

27
= 87

0
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/rot flx)de = [(2z+4y%), — (—xy —2y), d(z,y)

E
27

1
d4+xd(x,y) = //(4+27’cosg0)2rdcpdr
00

1 2m
= 8/rdr/ do +4
0 0

4 3
= 87rr2‘(1)+ %

2
r? dr / cos p dp
0

S — _

. 27
-sing|," = 8«
0

Integralsatz von Green: 7{ f(x)de = 81 = / rot f(x)dx
O

E

Losung 27:

a)

Bild 27: parabolische Zylinderteilfliche N

b) Die Flache N kann als Funktionsgraph interpretiert werden, iiber dem Dreieck
D:={(z,y)' €eR*|ze[-1,1],ye[-1,2]}

p: D — IR mit pr,y) = (r,y,1—2)".

C) e €9 €3 2x
9 |y g | = 0
Joxr Oy

0 1 0 1
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/do = / do = /‘
D(D) D
1

- /y T+ (20)°

1 =z
@x@ d(xz,y) = // V 1+ (22)? dydz
or Oy
15
1

: dx = /x\/1+(2x)2+\/1—|—(2x)2d1:

2/de/2mdt

0

2
1
(t\/l ¥ 12 + arsinh t) — V54 garsinh 2 = 2957985715, .

0

N | —

Losung 28:

a)

Bild 28: Halbkugel K

b) Parametrisierung der Kreisseite S:  p : [0, 3] x [0,27] — IR? mit

0

p(r,p) = | rcosy
rsin @
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Parametrisierung der Halbkugelfliche H:

| 3w T m 3 .
q.{z,z}x[ 2,2]—>IR mit

3 cos ¢ cos P

q(p,v) = | 3sinpcosy
3sin

c¢) Fluss durch S, mit der auBeren Normalen

o o €1 €9 T
6p 0p 0 cos sin go 0
" ¥ 0 —rsing rcosy 0
T COS gp 3 27
/fdo-//< ) >dgod //r cos pdedr =0
3 sin® )
Fluss durch H, mit der dufleren Normalen
oq 0q el e es COS Y coS P
8_X8_: —3singcosy 3 cospcosy 0 =9cosvy | sinpcosy
» 0y —3cospsiny —3singsiny 3cosy sin ¢
Sm/2 m/2 3 sin p cos ¢ COS ( COS Y
/fdo = / / 9008¢< —3cospcosy |, | singcosy > didep
H 212 s 27 sin® 1) sin ¢
3r/2 /2
.5 w/2
486
- / / 243 cos ¢ sin® pdipdep — 2437 SL Y| Tﬁ
w/2 —m/2 /2

d) Mit dem GauBschen-Integralsatz erhélt man:

/dlvfd:l:y, /falojL/fdo—4867T

Alternativ:  direkte Berechnung iiber Kugelkoordinaten:

[ v .2 dlzy. 2
r 3 3w/2 /2

= /32 d(z,y,2) // /3r281n2w~7’20082/1d2/1d<pd7’
K

0 n/2 —7/2
3 3r/2 w/2 3

5
= /r4dr/d<p / SCoswsiHdew:%
0

0 /2 —7/2

37r/2 3 7r/2 _48671'
Pl st |72, = 2

7r/2 sin




