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Horsaaliibungsaufgaben und Lésungen zu
Differentialgleichungen I

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:
Man l6se die folgenden Differentialgleichungen durch Trennung der Variablen (Se-
paration):

a) 3y —2y+1=0,

b) 2%y + 9y +2y+1=0

und bestétige durch eine Probe, dass es sich um Losungen handelt.

Aufgabe 2:
a) Man lose die Anfangswertaufgabe 3’ = y* — 16 mit y(0) = 5.

b) Man lose die Differentialgleichung y' = —_
x

Aufgabe 3:
Man l6se die folgenden Differentialgleichungen unter Verwendung der Variation der
Konstanten:
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Aufgabe 4:
Man 16se die linearen Differentialgleichungen mit einem speziellen Ansatz fiir die
Inhomogenitét:

a) 2y — 3y =4,

b) 5y + 4y = 3e** + e *.

Aufgabe 5:
Durch Substitution 16se man die Differentialgleichung

Y =(x—y+3)? mit y(1)=1.

Aufgabe 6:
Man l6se die folgenden Differentialgleichungen

a) vy +y+a?yt = 0,

b) v +axy = xyd.

Aufgabe T:
Man lése die Differentialgleichung o' + (6t — 4)y + (3t — 1)y* = 3 — 3t.

Hinweis: Es existiert eine Losung der Form y(z) = c.

Aufgabe 8:

Man zeige, dass die folgende Differentialgleichung exakt ist
(t%e¥ — 1)y +2te? =0

Man lose die Differentialgleichung, wobei eine Losungsdarstellung durch eine impli-
zite Gleichung ausreicht.

Aufgabe 9:
Man zeige, dass die Differentialgleichung
y+ty’ + (t+ 267y = 0

einen integrierenden Faktor der Form m = m(t - y) besitzt und bestimme damit
dann die allgemeine Losung (eine implizite Darstellung reicht aus).
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Aufgabe 10:
Man I6se folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung

(I—y)y" +2(y)* = 0.

Aufgabe 11:
Man l6se die folgenden Differentialgleichungen zweiter Ordnung

/

a) " =y, b)ay =y <2) :
X

Aufgabe 12:

Man 16se die folgenden Anfangswertaufgaben und bestimme den Bereich, in dem die

Losungen existieren

a) y =2xe ¥ mit y(0) =0,

b) v = 2xy mit y(0) =3,

/

"
c) y — —320 mit y(0) = 1.

wle

Aufgabe 13:
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

y=2y—6x+3, y0)=1.

a) Man berechne mit Hilfe des Eulerschen-Polygonzug-Verfahrens mit
h = 0.1 eine Naherung fiir y(0.5).

b) Man fithre 5 Schritte des Verfahrens der sukzessiven Approximation aus und

berechne y°1(0.5) als Niherung fiir (0.5).

¢) Man lose die Anfangswertaufgabe und berechne y(0.5).

d) Man gebe von der Potenzreihe von y(z) zum Entwicklungspunkt zo = 0 den
Abschnitt bis zur Ordnung 5 an, vergleiche diesen mit y(z) bis yP)(z) aus

Teil b) und zeichne diese Funktionen im Intervall [0, 0.5].
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Aufgabe 14:

a) Man berechne eine Losung der Anfangswertaufgabe
() +yt) + 7P =0, y0)=1.

b) Man zeige, dass die Losung im Intervall [0, 3 1n 2] eindeutig bestimmt ist.

¢) Man zeige, dass die Losung im Intervall [0, b] mit b > 3 In 2 nicht mehr eindeutig
bestimmt ist und gebe eine zweite Losung an.

Aufgabe 15:
Gegeben sei die folgende Anfangswertaufgabe fiir ¢t # 0:

d (v (-1t =2/t\ (wn : (3
pr (yz) = (—Qt 1t s mit  y(1) = uE
a) Man bestimme eine Polynomlosung der Form

yl(t>: ( a0+a1t+a2t2+a3t3 )

bo + byt + by t? + b3 t3

b) Bilden y'(#) und y*(t) := ( 11//1253

gleichung?

> ein Fundamentalsystem der Differential-
¢) Man l6se die Anfangswertaufgabe.

Aufgabe 16:
Man berechne die allgemeine Losung des linearen Differentialgleichungssystems

w0 =) 6)-()

unter Verwendung der Variation der Konstanten.

o

Aufgabe 17:

a) Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

(e () w0 (3)

Man berechne

(i) die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Systems,
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(ii) eine spezielle Losung des zugehorigen inhomogenen Systems und

(iii) dann die Losung der Anfangswertaufgabe.

b) Man bestimme die allgemeine reelle Losung des Differentialgleichungssystems

, 2 1 (2
¥y =\1_192)¥y7¢ o)

Fiir eine spezielle Losung des inhomogenen Systems eignet sich hier der Ansatz
y,(z) = e*c mit ¢ € IR

Aufgabe 18:
Man bestimme ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungssystems
001
y = 1 00 |y.
5 3 1

Aufgabe 19:
Gegeben sei die Differentialgleichung

4 4
yll+_yl__2y:_18
T T

a) Man bestimme ein Fundamentalsystem mit dem Reduktionsverfahren.

Hinweis: Es gibt eine polynomiale Losung u(z) = ax + b.

b) Man schreibe die Differentialgleichung um in ein System erster Ordnung und
berechne eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung unter Verwendung
der Variation der Konstanten.

¢) Man gebe die allgemeine Losung der Differentialgleichung an.

Aufgabe 20:
Gegeben sei die Differentialgleichung

y' + 5y +4y =4xr — 3.
a) Man berechne die allgemeine Losung mit Hilfe eines speziellen Ansatzes fiir
die Inhomogenitét.

b) Man schreibe die Differentialgleichung als System erster Ordnung und berechne
die allgemeine Losung des Systems unter Verwendung
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(i) der Variation der Konstanten und

(ii)) der Methode der Greenschen Funktion.

Aufgabe 21:
a) Man berechne die allgemeine reelle Losung fiir ¢y + 2y" + 3y” — 2y’ — 4y = 0.
b) Man l6se die Anfangswertaufgabe
y" =3y —2y=—6e"" mit y(0)=2, Y(0)=0, ¥'(0)=9
mit Hilfe

(i) des charakteristischen Polynoms sowie eines speziellen Ansatzes fiir die
Inhomogenitédt und

(ii) der Laplace-Transformation.

Aufgabe 22:
Man 16se die Anfangswertaufgabe

o= —3u—2v, u0)=2
v = 2u—3v, v(0)=-3

mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Aufgabe 23:

Man gebe die Gleichgewichtspunkte der folgenden Differentialgleichungssysteme an,
untersuche sie auf Stabilitdat, bestimme ihren Typ und skizziere das zugehorige Pha-
senportrat:

a) & = x+5y+7, b) & = —x—2y—6,
y = x—3y—9, y = 5x+y—6.
Aufgabe 24:

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

o= (@-9)y+4),
y = xyt—y —dx+4.

Man bestimme alle reellen stationdren Losungen (Gleichgewichtspunkte) und unter-
suche deren Stabilitdtsverhalten mit (lokaler) Klassifikation.
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Aufgabe 25:

Gegeben sei das folgende Differentialgleichungssystem

vy = —3y) — 43,
Yy = yiys —5y; .

a) Man berechne alle stationiren Punkte y* € IR? des Differentialgleichungssys-
tems.

b) Man untersuche das Stabilitdtsverhalten aller stationdren Punkte nach Stabi-
litdtssatz II1.

¢) Man untersuche das Stabilitdtsverhalten aller stationdren Punkte mit Hilfe
der Methode von Ljapunov, wobei eine Ljapunov-Funktion V' in der Form
V(y) = ay} + bys gesucht werden soll.

Aufgabe 26

Gegeben sei das Randwertproblem
o= Yo+, yi(0) +etoyi(l) = 2
Y2 = Y1 +Ys, y2(0) +e (1) = 2
yg = 2y3, y3(0> + 6_1 . y3(1) = 0.

a) Man gebe die Aufgabe in Matrizenschreibweise an,
b) bestimme die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems und

c¢) lose die Randwertaufgabe.

Aufgabe 27:
Gegeben ist die Minimierungsaufgabe: =~ Minimiere das Funktional

2

Ify] = / 16y* + (y')* — 8yy' dt
0

fiir alle C'-Funktionen y mit y(0) = 0 und y(2) = 1.

a) Man stelle die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung auf,
b) 16se die zugehorige Randwertaufgabe und

c¢) berechne fiir die Losung aus (ii) den Wert des Funktionals [ [y].
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Aufgabe 28:

Fiir die Differentialgleichung
y'+4y=0 mit 0<z<nm

bestimme man die allgemeine Losung. Damit berechne man alle Losungen fiir fol-
gende Randbedingungen:

a) y(0) =0 und y'(m) =1,
b) y(0) 4+ 2y(w) =0 und 3y(0) + 4y(w) =0,

) ¥'(0)+¢(m) =0 und y'(0) —y'(m) =1.

unter Verwendung der allgemeinen Losungsdarstellung der Einzelgleichung und al-
ternativ durch Umschreiben in ein System 1.0rdnung und dann unter Verwendung
der Shooting-Matrix.

Aufgabe 29
Man bestimme die Greensche Funktion des linearen Randwertproblems zweiter Ord-
nung

y”(t)—%y’(t) = h(t), 1<t<2

y(1)=0, y2) = 0
und 16se damit die Randwertaufgabe fiir h(t) := 2t.
Hinweis:
Die homogene Differentialgleichung besitzt Losungen der Form y(t) = t°.

Aufgabe 30:

Man berechne die Eigenwerte und Eigenfunktionen der folgenden Randeigenwert-
aufgabe
y' —2y=MXy mit %(0)=0 und y(1)=0.
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Losung 1:
) 3 —2r1-0 = Y _
Y Y = 2 —1
3y 3d
= /—y(x) d:v:/da: = / i =z+c
2y(x) — 1 2y — 1
3
= 510g|2y—1| =z+c
= |2y . 1‘ — 62(I+5)/3 — 621/3625/3 — keQm/i’) mit k > 0
1
= ylr)=(1+ k:e%/?’) /2 = 5 + ce2*/3 mit ¢ € R.
Probe:
!/
1
3y (z) — 2y(x)+1=3 ( +ce2x/3> -2 <§ +C€2x/3) +1
= 2ce®/3 — 1 —2¢ce®/3+1=0
27 2 2.1 2 Y 1
) Y + YT+ 2y + 7y (y+1) UEE o
1 1 .
= —dx ————=—+4+cmitce R
y+1 =
= =—-1- =—1-
(z) = i +c 1+cx
Probe:
x ' x 2
24 2 2
1)?2 = 11— _
vy ++1) x( 1+cx)+< 1+c:v>
1+cxr—xc x?
2
= — = O
’ ( (1+ ca)? ) Ty
Losung 2:
a) Losung durch Separation:
/
/ 2 Y 1
y =y —16 = = =
y? =16 (y—4)(y+4)
1 1 1
e [
/(9—4)(y+4) 8(y—4) 8(y+4)
y—4 N 4+ 4Ced®
= 1 — 4] -1 4] =8 = Z— =(Ce™ = =
ogly — 4] —logly +4| =8z + ¢ 1o y(x) Cote

0) —4 1
Mit 4(0) = 5 wird C € IR festgelegt: Cc0 = ¢ = &\ - =z
it y(0) wir € estgelegt: Ce J0)+4 5549
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36 + 4eb®
Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet y(x) = 9+—8€.
— e T
e L I A T 1
b) Ahnlichkeitsdifferentialgleichung: y" = =1-=
x x
Substitution u(x) = y(x)
x
, , 1—2u
2w tu=1—-u = u=
x
u’ 1 1 du 1
= =—— - = =—[ —d
w1 o Y73 /2u—1 /xm
1
= 3 log [2u — 1| = —log|x| +¢1, c¢1=loges €R, ¢ >0
Co
= log|2u—1|—21og ‘ ’ = log ( )
x
= u—1=4= (@)
x
1 1 Co
- ueje (@)
YT 9
1 1 C3
= y=-a+-— 0
Yy 9 T+ 2 r ; C3 7é
1 1
Insgesamt lautet die allgemeine Losung y(x) = 57 + 3 % it cs € R.
x
1
Der Fall u(z) = 5 ist hierin dann enthalten.
Losung 3:

a) Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

2y" — 3y = 0 durch Separation:

1 3
2y/—3y:0:>/—dy:/§dx = yh(x):c'e?’x/z, ceR.
Yy

Spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung durch Varia-
tion der Konstanten:
yp(x) = c(x)e?™/?,

Die Bestimmungsgleichung fiir ¢(z) lautet: ¢ (z)e3*/? = b(x).

3
2 =3y =4 = y’—gyZQ = b(z) =

73:13/2 %€73x/2

= d(2)e¥? =2 = d(z = c(z) = —

) =
4
= yp(z) = C(a:)e?’x/Q _ _§ o—32/2,32/2 _ _

L W~
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Damit ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung
4
y(x) = yn(z) + yp(x) = ce*’* — 3 C€ R.
b) Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung durch Sepa-
ration:

2 d 2
y/__y:():>/_y:/—dx:>log]y|:210g]:c|+é:10gx2+é
x y x

= yu(z) =ca?, ceR.

Spezielle Losung durch Variation der Konstanten y,(z) = c(x)2? der inho-
mogenen linearen Differentialgleichung mit h(x) = 23¢**durch Variation der
Konstanten:

= yp(7) = c(x)z® = %eIQ
Damit ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung
2
2 L™ 42
y(x) = yn(x) + yp(z) = ca* + Z€e ¢ eR.
Losung 4:

a) (i) Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
2y" — 3y = 0 durch Separation:

1 3
2y’—3y:O:>/—dy:/§d:L‘ = yh(iﬁ):c-egx/z, celR.
Y

(ii) FEin spezieller Ansatz zur Berechnung der inhomogenen Differentialglei-
chung 2y’ — 3y = 4 lautet:

Yp(z) = a.
Dieser wird in die inhomogene Differentialgleichung eingesetzt:
4
4 =2y, (x) = 3y,(r) = 2(a)’ —3a = —3a = a= —3
: o " 4
Eine spezielle inhomogene Losung lautet y,(z) = —3

(iii) Damit ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen Differential-
gleichung mit ¢ € IR

3z/2 é

y(x) =yn(x) +yp(z) =c-e 3



@©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu DGI I fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, WiSe 2019/20 12

b) (i)

(i)

Allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung 5y + 4y = 0
durch Separation

5y +4y =0 = %z—% = /idy:—/gdx = logly| = —4%+K.
Auflésen nach y ergibt y,(x) = Ce™/°> mit C € IR.
Ein spezieller Ansatz zur Berechnung der inhomogenen Differentialglei-
chung 5y + 4y = 3e** + ¢ lautet:
yp(z) = ae®™ + be .
Dieser wird in die inhomogene Differentialgleichung eingesetzt:
3¢ + e = b5(ae® +be ") + 4(ae® + be™™)
= (10a + 4a)e** + (4b — 5b)e™™
= 14ae®*® — be™ 7.

Mit einem Koeffizientenvergleich erhélt man

3
l4da=3 = a=—, 1=-b=b=-1.
a a 14,

3
Eine spezielle inhomogene Losung lautet y,(z) = —e* —e™*

14
Damit ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen Differential-
gleichung mit C' € R

32:1:

y(@) = () +ypla) = O 4 T — e,
Loésung 5:
Substitution u =z —y+3 = wu(l)=3
u/
l—v=v = Jd=1-v" = =1, u*#1
1 —u?
du 1 u—+1
= /1_u2:/da: = §lnu_1‘:x—|—c, celR
1 1
m Y A —op o0, daw(l) > 1
u—1 u—1
u(l)+1
u(l)=3: m—=——=I2=2-14+2¢c = 2c=In2-2
u(l) —1
1
lnu+ =2r+2c=2xr+In2-2
u—1
u+1 22+1n2—2 20—2 2372 +1
w1 ¢ =2 B v —
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Mit der Riicksubstitution y = x + 3 — u lautet die Losung also

2e?*72 41

Loésung 6:
a) Bernoullische Differentialgleichung;:
VH+ay+byt =y +y+22yi=0 = a=4a=1b==x
Substitution:
u(@) =y V2) =1/y’(x) & ylz) =/ (@) = 1/ u(x)
transformierte Differentialgleichung:
u' () + (1 —a)a(x)u(r) = (@ —1)b(z) = o' —3u=32?

allgemeine homogene Losung: uy,(r) = Ke3® mit K € IR

Speziellen Ansatz
u,(x) = az® + bx + ¢

in die inhomogene Gleichung einsetzen

2ax + b — 3(az® + bx + ¢) = —3az® + (2a — 3b)x + b — 3¢ = 32°.

Koefizientenvergleich:
2 2
a=-1,b=-2/3, c=-2/9 = u(x)zK@gI—mQ—g—g
Riicksubstitution: )
y(r) = >
e g2 22
3 9

b) Bernoullische Differentialgleichung:
v +ry = xy & Y 4oy —ayP =0 =y +ay+ by~

mit a=3,a(xr)=2 und b(x)=—=x.
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Substitution y(z) = eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt:

NI
—
ok

u —2zu = —2x.
Die homogene DGL o/ — 2zu = 0 wird durch u,(z) = Ce” gelost.

Ein spezielle Losung der inhomogenen DGl v/ — 2zu = —2z

ergibt sich aus der Variation der Konstanten:

2

uy(z) = C(x)e” = C'(z) = =2z = Clx) = = uy(z) =1.

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGI lautet:  u(x) = Ce* + 1.

Riicksubstitution ergibt:

Losung 7:
Ein Vergleich von
Y+ (6t —4)y+ (B3t —1)y* =3 -3t

mit der Riccatischen Differentialgleichung

y' (1) + a(t)y(e) + b(E)y* () = (1)
ergibt a(t) = 6t —4 und b(t) = 3t — 1 und ¢(t) = 3 — 3t.

Mit yo(t) = ¢ versuchen wir eine spezielle Losung der DGL zu erhalten:
0+ (6t —4)c+ (3t — 1)c* = (6c + 3t —4c— > =3 — 3t

= 3=—4c—c*, —3=06¢c+3c

= 4dc+c?=6c+3* = 0=2c(14+¢) = c=-1

Also ist yo(z) = —1 eine spezielle Losung.

Damit ist dann die Substitution u(t) = = moglich.
0RO RTORS

Diese ergibt

u —(6t—4+23t—1)(-1)u=3t—-1 = o +2u=3t-1

Die allgemeine Losung der homogenen DGL lautet  u(t) = ce 2.
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Ansatz fiir eine spezielle Losung der inhomogenen DGL  w,(t) = m + nt

u;+2up:2nt+2m+n:3t—1

Koeffizientenvergleich
3 5
= 2n=3, 2m+n=-1 = n=3 = m=—7
_ 5 3, . . ;
Also ist u,(t) = ~1 + 52& eine spezielle Losung.
. . . i o 9 3
Damit lautet die allg. Losung der inhomogenen DGL  u(t) = ce " — 1 + §t
1
Losung der Riccatischen Differentialgleichung  y(t) = -1, celR.

5 3
-2t _ —t
ce 4+2

Losung 8:
Die Differentialgleichung
(te? — 1)y +2teV =0

erfiillt die Integrabilitidtsbedingung mit g(¢,y) = 2t e¥ und h(t,y) = t?¢¥ — 1, denn
g,(t,y) = 4 (2teY) =2te? = 4 (t2e¥ — 1) = hy(t,y).
v dy dt ’

Die DGL ist also exakt und die implizite Losungsdarstellung lautet

O(t,y(t)) =C mit CeRR.

Potentialkonstruktion:

O, =2tey =  O(t,y) =t2e¥ + o(y)
= Dy (ty) = (Pev + oY), = t2e¥ + ¢ (y) = eV — 1 = h(t,y)
= ¢y =-1 = ¢ly)=-y+kmitkel.

= O(t,y) =t?e’ —y+ k.

Die implizite Losungsdarstellung von y(t) lautet t?e¥ —y = C mit C € R.

Losungsdarstellung von ® durch Aquipotentiallinien:
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Bild 8 Aquipotentiallinien fiir t>e? —y = C

Loésung 9:
Die Differentialgleichung
y+ty’ +(t+2t°%) Y =0
—_—— —,
=g(t,y) =h(t,y)
ist nicht exakt, denn g, = 1+ 3ty # 1 + 4ty* = hy.

Die Integrabilitdtsbedingung nach Multiplikation der Gleichung mit dem integrie-
renden Faktor der Form m = m(t - y) lautet (Kettenregel verwenden)

0 10

a(m(t ~y) - h(t,y)) = ym'h +mh;, = a—y(m(t ~y) - g(t,y)) =tm'g +mg, .
Auflésen nach m’ ergibt mit z := ty eine gewohnliche Diffentialgleichung fiir m(z)
in der Variablen z:

iy Gy~ M _ L3ty - (1 +4ty°)
m'(z) = ) = 55 S (2)
yh —tg ty + 2t%y° — (ty + %°)
ty? 1 1
_—@ ()_—@m(z):—;m(z)
~—~

Kann a = a(t,y) nicht in a = a(z) iiberfithrt werden, lasst sich kein integrierender
Faktor in der Form m(t,y) = m(t - y) finden.

Die Differentialgleichung in m

1 1
wird durch m(z) = - = o gelost. Multiplikation der Ausgangsgleichung mit m
Y
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ergibt die exakte Differentialgleichung

1 1
—+y2+(—+2ty)y’:0.
t Y

Berechnung des zugehorigen Potentials @ (¢, y):
1
(I)t = z + y2
= O(t,y) =Inft| + 5" + o (y)
= Oy(ty) =2ty + ¢'(y).
1 1
Vergleich mit ®,(¢,y) = — + 2ty ergibt ¢'(y) = —
) Y
also ¢(y) = In|y| + ¢ mit ¢ € IR.
Setzt man dies oben ein, so folgt ®(t,y) = In|t| + ty* + In |y| + c.

Die implizite Losungsdarstellung lautet also

In|ty| +ty* =C .

Loésung 10:

Die Differentialgleichung ist autonom

2(y')°

—1

I—yy" +20/) =0 & ¢ = = fly.y).

Angenommen zu y(x) existiert eine Umkehrfunktion z(y).

Setze v(y) = y'(x(y)) -
fw,y) =y"(x) = (v(y(z))) =" ()Y (z) = v'v

ergibt sich dann
_ flyv) 207

Trennung der Variablen ergibt

Injy|=2Inly—1]+¢c = v=y =C(y—1)=2.
1
Erneute Trennung der Variablen ergibt ——= Cx+D.
y —_—

Die allgemeine Losung lautet daher
. CZE+D—1 _C(]+01
- Cz+D x40y
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Losung 11:

a) Die Differentialgleichung ist autonom und héngt nicht von 3’ ab.

y" =y = f(y) wird mit y’ multipliziert und nach z integriert:
y//y/ — / 3 = / ,/dx _ /y y/dx
dy
12
N W» _ .1
2 2y2
1
)
/
= +—2 =1
-2

1 2
= Cy* =14+ (C(x+D))? = y:i\/ +C

b) Die Differentialgleichung hiangt nicht explizit von y ab:

/ / /
zy” = y'In <y—) s y=%n (2> = f(z,y)
X T i

Man setzt 3y’ = z und erhélt eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung in der u = z
x

substituiert wird:

, z z , ulnu—u
Y= im(3) 5w
x x x

ﬁ/d—u:/@:hﬂlnu—ﬂ In|z| + ¢
ulnu —u x

= lnu = Cz+1 = u=e""
= 2=y =27 = y= /mecxﬂd:c

€IE2

7 faHS C - 0

y =
eCrtl (% - %) falls C' # 0

+ K
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Losung 12:

a) Trennung der Variablen ergibt:
Yy =2zeV = /eydy = /2xdx = /=2 +C = y(z) =In(z* + O).

Die Anfangsbedingung ergibt 0=1y(0) =InC = C = 1.
Losung der Anfangswertaufgabe: y(z) = In(z2+1) existiert fiir alle x € IR.

-05*-

Bild 12 a) Funktionsgraph von y(z) = In(2? + 1)
b) Trennung der Variablen ergibt:

/
2

d
y =2xy = y—:2x:>/—y:/Zxdx:>ln|y|::v2+c:>y(m):Ce$.
Y )

Die Anfangsbedingung ergibt 3 =y (0) = Ce” = C.
Losung der Anfangswertaufgabe:  y(x) = 3e””  existiert fiir alle z € IR.

L e e e e e e e
-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15

Bild 12 b) Funktionsgraph von y(z) = 3e”
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c¢) Bernoullische Differentialgleichung:
y o
y'+ay+bya:y’—§—§:0 = a=4,a=-1/3,b=-1/3.
1

y3(z)

Transformierte lineare inhomogene Differentialgleichung;:

Substitution: u(z) =y~ (z) = & y(z) =ut/Y(z) =

v ul(z)

u'(z) + (1 —a)a(z)u(zr) = (e —1)bx) = v +u=-1.

Allgemeine homogene Losung:  uy(z) = ce™ mit ¢ € IR,

Variation der Konstanten: u,(z) = c(x)e™"

= d@)e?=-1 = dx)=—" = c(x)=—e" = uy(r)=-1
e 1 1
= ulz)=c -1 = y)= S/u(x) =
SR () P S B p—

k — 1 V2t — 1

Die Losung existiert fiir 27" —1 >0 = x < In2 = 0.693147...

-3 -2 -1 1
b
Bild 12 ¢) Funktionsgraph von y(z) = {v/ﬁ
Lo6sung 13:

a) ¥y =2y —6x+3=: f(z,y)
Eulerschen-Polygonzug-Verfahren mit Startwert
y(0) =y =1

Ykl = Y T B f(2r, y&) = yr + h(2yx — 621 + 3)
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20 = 0.0 yo = 1.00000
71 =0.1 y = 1.50000
29 = 0.2 yo = 2.04000
23 = 0.3 y3 = 2.62800
z4=04 y,=3.27360
25 = 0.5 ys = 3.98832 ~ y(0.5)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Bild 13 a) y(z) mit Polygonzug

b) Verfahren der sukzessiven Approximation mit Startwert y%(z) = yo = 1

VU@ =+ [ S0y de =1+ [ 20— 6t 3
0 0

Yyl (x)

yP1(0.5)

1+/x2—6t—|—3dt:1+5x—3x2

0

1+/$ 2(1 + 5t — 3t*) — 6t + 3 dt = 1 + 5z + 22* — 22°
0

1+/x 2(1 + 5t + 2t* — 2t°) — 6t + 3 dt
0

1+5$+2$2+§x3—x4

v 4
1+/ 2(1+5t+2t2+§t3—t4)—6t+3dt
0

4 2 2
1+5x+2x2+§x3+§x4—5x5
¢ o, 43 2, 24
14+ [ 2(1+5t+2t + 3t +§t—5t)—6t+3dt
0

4 2 4 2
1+5x+2x2+§x3+§x4+ﬁx5—ﬁx6

4.214583333 ~ y(0.5)

c¢) Die allgemeine Losung der Differentialgleichung y' = 2y — 6x + 3 lautet

y(x) = ce** + 3z
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Mit y(0) = 1 erhdlt man die Losung der Anfangswertaufgabe und den Funk-
tionswert an der Stelle z = 0.5

y(r) =e** +3z = y(0.5) =e+1.5=4.2182818...

d) >, 9k 4y 2, 4 R
y(x)262z+3x:3x+;yxk:1+5x+2x2+§x3+§x4+ﬁx5+§Exk
al
5l
ol
1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Bild 13 b) y(z),y %), ...,y (2)
Losung 14:

a)

Bei 4/ () + y(t) + y*?(t) = 0 handelt es sich um eine Bernoullische Differenti-
algleichung mit o = %, daher fithrt die Substitution

w=y'" =y auf:

1 1 1 L
/:_ 72/3 /:_ 72/3_ — 2/3 = —— 1/3 1) =—= 1
u=y Y =y Ny ) = 2y A ) = (et ),

mit der allgemeinen Losung u(t) = ce /> — 1.

Eine Losung der Anfangswertaufgabe ergibt sich damit durch:
y(t) = (1) = (e 1)’

= 1=y0)=(c-1° = c=2,

Eine Losung lautet also:  y(t) = (26’”3 - 1)3

0=y(t)= (2 ~1)" = 23 =1 = t =32
= y(t) > 0 fir t € [0,3In2[.
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Die Eindeutigkeit der Losung im Intervall [0,31n2] wird nun iiber den Satz
von Picard und Lindel6f nachgewiesen.

Yy +yt)+ ) =0 = ) =—yt) -y = fty)

2
Wegen f,(t,y) = —1 — EWVE ist f eine C''-Funktion und lipschitzstetig bzgl.
Y
der y-Koordinate im Quader [a,b] X [¢,d] mit 0 < a < b < 3In2und 0 < ¢ < d.

Als Lipschitzkonstante L kann

2

|fy(t,y)| = ‘—1 — W <1+

2

318 L

gewihlt werden. Damit ist die Losung y(t) eindeutig bestimmt im Intervall
[a,b] und damit auch in [0, 31n2].

Nach a) 16st y;(t) = (Qe_t/ 3 — 1)3 die Anfangswertaufgabe im Intervall [0, b]
mit b € IR.

Bild 14 y,(t) = (2% —1)°
Es gilt y1(3In2) = 0 und aus der Differentialgleichung folgt
¥, (3In2) = —y1(3In2) — 37/*(3In2) = 0.
Auflerdem 16st y* = 0 die Differentialgleichung. Daher ist

273 —1)* [ 0<t <32
t) = ( ==
ve(t) { 0 3In2 <t <b

eine C'-Funktion auf [0,b], die ebenfalls die Differentialgleichung 16st und die
Anfangsbedingung erfiillt, also Losung der Anfangswertaufgabe ist.
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Losung 15:

a) Die Losung in Polynomform

Yl (t) = ( vi(t) ) _ ( ao + ar t + as 2 + ag t® )

Yo(t) bo + byt + by t2 + by t3

wird in die Differentialgleichung eingesetzt und die Unbekannten ay, ..., b3
werden iiber Koeffizientenvergleich bestimmt:

1.Gleichung;:
) = —n(t)/t—2u(t) /8

= ay + 2ast + 3ast?
= —(a0+a1t+a2t2—|—a3t3)/t—2(b0+b1t+b2t2+b3t3)/t3

= 3a3t2 + 2(12t + a
= —a3t2 — (Izt — a; — 2b3 — ((ZQ -+ ng)/t — 261/t2 — 2b0/t3

= a3=O,a2:0,b1:O,b0:0
al:_a1_2b37a0+262:0 = alz_bg,a():—sz

= U1 (t) = alt + agp , yg(t) = b3t3 + thQ
2.Gleichung;:
ya(t) = —2tyi(t) +ya(1)/t

= Bbgtz + 2bot
= 2t(ayt + ag) + (bst® + bot®) /t
= (=2ay + b3)t* + (—2ap + b)t

= 3bs = —2a1+b3, 2by = —2aqg + ba
= CLO:O:bQ,—bgzaleIR,

Fiir a; = 1 erhélt man damit eine Losung der Differentialgleichung

y'(t) = < s ) .
b) y2(t) 1ost die Differentialgleichung;:
(43 () - () - 400,

Die Losungen y'(t) und y%(t) sind linear unabhingig, denn fiir die Matrix
Y (t) := (y'(¢)|y*(t)) gilt fiir die Wronski-Determinate

t1/t\ i}
det(_t3 1/t>—27é0 fir t#0.

Damit ist Y () Fundamentalmatrix.
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¢) Mit ¢ € IR? lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y(t) = Y (t) c. Die Losung der Anfangswertaufgabe ergibt sich aus

(il))):y(l):Y(l)c:(_i 1)c = c:<;).

Lo6sung 16:

Zunéchst wird die allgemeine Losung des linearen homogenen Systems berechnet.
Das System kann von unten nach oben aufgeldst werden, da die Systemmatrix obere
Dreiecksform besitzt. Fiir die zweite Gleichung ergibt sich durch Separation

d dx
y;:%é/%:/7$10g|y2|:log|$|+k2 = Yyy=0cr, cE€IR.
2

Setzt man diese Losung in die erste Gleichung ein, so erhélt man

3 3y
=yt =" oo
x x

eine lineare inhomogene Differentialgleichung in y.
Die lineare homogene Differentialgleichung in y; wird durch Separation gelost

3 d d
Yy = 24 = S _ 3/ _xx = log|y| =3log|z|+ki = wyin=c2’, c €R.
x U1

Die lineare inhomogene Differentialgleichung in y; wird mit Variation der Konstan-
ten iiber den Ansatz yi,(x) = k(z)z® gelost

C2 C2

= K@r=cr = k@)= k(z) = - = Y1p(7) = —cor?

22
Damit erhélt man die allgemeine Losung der 1. Gleichung
() = yin(x) + yip(a) = c12” — con”.
Die allgemeine Losung vy, des homogenen Systems lautet also
(@) [ax® — e\ 3 —z?\ [ a® —a? c1
yn(a) = (y2(x)) N ( Co =alo)tel s )= Lo = Co
N————

=Y ()

mit der Fundamentalmatrix Y (z). Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems
ergibt sich durch Variation der Konstanten y,(r) = Y (z)c(x)

vt (4 ) (50) - () -

8= W
N———
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= y,(z) =Y (v)c(r) = ( 9;3 _;2 ) <x§> - (T) '

Die allgemeine Losung des linearen Differentialgleichungssystems lautet also

y(@) =yu(2) +y,(r) = a1 (xOS) e (_f> + (f) .

Losung 17:
a) (i) Charakteristisches Polynom:
—3-A 1

=(-3-A)(-3-XN)—-1=X+6A+8=(\+2)(A+4)=0
Eigenwerte: \j = —2, Ay = —
Eigenvektoren:

= () = Coal) = o= (1)
1 —1]0 0 0[0 1
1 1[0 1 1[0 1

) = (o ol ) = e=( 1)

Z0 Ny = —4: (1 1

Allgemeine Losung des homogenen Systems:

= (1) o ()

—2z 6—490

(ii) Mit dem Fundamentalsystem Y (z) = Z,zx ot ) fithrt Variation

der Konstanten y,(z) = Y (r)c(r) auf

Yma@_(?_l)

(0 By () )
ﬁmw(gﬁﬁd = ( (e

== (0 ) () - (5)
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(iii) Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems lautet

o= (3) (1) e (1)

Mit der Anfangsvorgabe erhélt man

(1)=s0=(3)ra(i)ra(2)
= (1 ald) o (o =)= (2)=(5)

Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet

y(x):<§)+26_2$<1)+36_4"( _}) |

b) Berechnung der Eigenwerte:

2=x 1 ‘:()\—2)2+1 = M=2+i, N=2-—1.

pw:‘ 12—

Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren:
2—(2+1) 1

A= 2+ 0 — I FE T
L= e ~1 2—(2+1) |0 0 0/0 =

AuBerdem gilt Ay =2 — i = A\ und vy = D;.

Damit ergibt sich die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
in komplexer Darstellung mit dq,ds € C :

y(:E) _ d16(2+i)x ( 1 ) _|_d26(2—i)a: ( _1 ) )

Fiir die allgemeine reelle Losung muss eM%v; = e;\”@g in Real- und Ima-
ginérteil zerlegt werden:

My, = T 1 = e**(cosz +isinx) L +i 0
{ 0 1
o cos T 9y [ SIDT
- ° (—sinx>+w (COS.CIZ) '

Die allgemeine reelle Losung der homogenen Differentialgleichung mit ¢, ¢y €

IR lautet:
B 2 cosT 9y [ SINT
yn(z) = e ( —sinx ) t e ( cos > ‘
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Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung erhélt man hier
iiber einen Ansatz der Form y,(7) = e3c. Eingesetzt in die Differentialglei-
chung ergibt sich

2 1 2 -1 1|-2 1
/o 3z, __ 3z 3x —
yp—Se c=c¢e (_1 2)c+e (0):>(_1 _q 0):>c—(_1).

Man erhilt y,(z) = e und die allgemeine reelle Lésung der inhomo-

1
-1
genen Differentialgleichung lautet

_ - COS T 9y [ SINT 3z 1
y(r) = ae (—sinx>+026 (cosx)+€ (—1) '

Losung 18:
Berechnung der Eigenwerte:

-2 0 1 B
pA(A) = 1 =X 0 :—)\’
5 3 1—-2X

= “MNHNEA+F3=B- NN +1)2 = N\ =3, \g3=—1.

Berechnung der zugehorigen Eigen- und Hauptvektoren:

Eigenvektor v! zu \; = 3:

-3 0 1]0 -3 0 110 3
1 -3 0|0 - 0 -3 1/3|0 = v=11
5 3 —2/0 0 3 —1/3|0 9
Eigenvektoren zu Ay 3 = —1:
1 010 10 1]0 —1
1 10|0 — 01 —11]0 = v’= 1
53 20 03 -3/0 1

Da 1 = g(Aa3) < a(A23) = 2 gilt, ist ein Hauptvektor 1. Stufe iiber den Ansatz
(A — My 3I)v® = v? zu berechnen:

1 0 1]-1 10 1]-1 -1
1 1 0] 1 — 01 —1| 2 = = 2
53 2] 1 0 3 -3| 6 0
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Ein Fundamentalsystem lautet damit:

3 —1 —1 —1
yla)=e* | 1 | g2 @)=ec"| 1 |, ¢ ’@=c"a| 1 |+]| 2

9 1 1 0
Loésung 19:

a) Die Koeffizienten der polynomialen Losung u(z) = ax + b ergeben sich durch
Einsetzen von u in die Differentialgleichung:

4 4 b
Xz Xz

0 = 4daz—4(az+b)=—-4b = b=0,acR.
Wihlt man a = 1 ergibt sich die Losung u(z) = .
Reduktionsansatz fiir eine weitere linear unabhéngige Losung:
y(z) = u(x) - z(x) .

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

4
0 = u'z2+2u2 +u" + —(v'z +uz) — Suz
T T
4u, 4
0 = w’ + (20 + —)2' + (" + —u' — Su)z
T N z?

0 = z2"+(2+44x/2)2 = 2w + 6w mitw=2".

Die resultierende Differentialgleichung zw’ + 6w = 0 wird durch Separation
gelost:

d_w:_ % = wE) == = Z(ZE):—L.

w T 55

Die weitere linear unabhéngige Losung aus dem Reduktionsansatz lautet da-

her: ] |
y(x) =u(x) - z(x) = —x - 5= —gx_4 :

Als Fundamentalsystem kann also y;(z) =, y2(7) = 27* gewiihlt werden.

b) Umschreiben in ein System mit zugehoriger Fundamentalmatrix:

0

() =(0 o) (5) (%) wre=(5 20)
72 —_——

X
b(x)
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Ansatz fiir Variation der Konstanten:
y,(r) =Y (2)c(r) = Y(x)c'(z) = b(x)

18
(o) (40)-(5) = (50) | we
1 —4z75 d(z) )\ —18 Alx) )| 182°
5}
18z
a(z) \ _ 5
- (Cz(iﬁ)> 1825
30
18x
-G )- )
yplz) )\ 1 —4a™ 1826 | — \ -6z
30
Als spezielle Losung der inhomogenen Gleichung kann daher y,(z) = —322

gewahlt werden.

c¢) Die allgemeine Losung der Differentialgleichung mit ¢;, ¢ € R lautet

y(x) = =322 + ciw + cort

Loésung 20:

a) Zunéchst wird die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung y”+
5y’ + 4y = 0 mit Hilfe des charakteristischen Polynoms berechnet:

PA) =245 +4=A+4)A+1)=0.
Die Nullstellen A\; = —4 , Ay = —1 liefern das Fundamentalsytem
yi(z) = e, ya(z) ="
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet also

xT

y(z) = cre ™ + e mit ¢, € R.

Fiir die polynomiale Inhomogenitét kann hier der Ansatz
yp(z) =az +0b

verwendet werden. Eingesetzt in die inhomogene Differentialgleichung erhilt
man '
ba + 4(ax + b) = 4ax + 5a + 4b = 4x — 3.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt a = 1, b = —2. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Differentialgleichung lautet daher

y(x) =cre ™+ e o —2.
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b)
v'+5y +dy=4r -3 &

()= 50 )+ (%)

Wiirde man das homogene System l6sen, kdme man auf das charakteristische
Polynom p(A\) = A\? + 5\ + 4, also auf die Eigenwerte A\; = —4 , Ay = —1 mit
den zugehérigen Eigenvektoren vy = (1, —4)T und vy = (1, —1)7 und erhielte
damit das Fundamentalsystem

6—496 e T
Y(SE) - ( _467435 —e % ) :
Da wir aus a) fiir das System die Fundamentalmatrix
yi(z) ya(@) ) < et et >
Y(z) = = —4x —x
w=(n o )= (e
schon kennen, verzichten wir hier auf die Berechnung des Eigensystems.

(i) Der Ansatz der Variation der Konstanten y,(r) = Y (x)c(x) eingesetzt
in die inhomogene Differentialgleichung fiihrt auf das Losen des linearen
Gleichungssystems

Y (2)¢/(x) = ( S ) ( zgg ) - ( s ) -
3 )7 ( 60436 323 4x0—3 >
)= (TG
)~

—(z —1)e**/3 )
(4dx —T)e*/3

= (n0) = (e ) (%)

(ii) Die Greensche Funktion des Grundlésungsverfahrens wird bestimmt tiber
die Losung w(z) der Anfangswertaufgabe

()= ) () - ()-(7)
(1) = (i) =voe= () (2)
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€1 _ _1/3 _ _1 —4x 1 —x
= (02)—( 1/3):> w(x) = 3¢ +3e
1 1
= Gz, 7)= —§6_4($_7) + 3 ~(@=7)
yp(z) = /G(w,T)h(T) dr
OJ}'
s L
— - T—T - Tx—T 47 —
/( 3¢ +36 (41 — 3) dr
0
1 x x
= 3 —6_41/ e (47 — 3) dT+6_z/6T(4T—3) dr
0 0
1 x x
= 3 (—e™* (7 — 1)64T|0 +e " (4T = 1)e|p)
1
= (e ((z =)+ 1) +e " (4 —T)e" + 7
(et (@ = et 1)+ (4 = T)em 4 7)
= :1:—2—16_49”+ze_$
B 3 3

Erwartungsgeméf stimmt die erste Komponente der allgemeinen Losung des

Systems
(o)) = (oo ) () +(07)

mit der aus a) iiberein und die zweite mit deren Ableitung.

Losung 21:

a) y//// + Qy/// + 3y// _ 2y’ - 4y =0 =
P =M +2X83 4302 -2 4= A —-1DA+D((A+1)2+3)=0
Die Nullstellen Ay = 1, Xy = —1, , A3 = —1 +iv/3, Ay = —1 — i/3 liefern das

komplexe Fundamentalsytem

—x ~ o (—1+i\/§)x 7 g4(x) —

, Js(x) = e Ve

yl(x) =e", yz(ﬁ) =€ e

Zerlegung der komplexen Losungen in Real- und Imaginérteil ergibt

Js(x) = eIV = 677 cos(v/3x) +i e sin(V3z) = Ja(x) -

-~ -~

=y3(x) =wya(z)

Die allgemeine reelle Losung lautet also

y(x) = cr1e” + coe™ " + cze cos(\/gx) + cue”” sin(\/ga:) mit ¢ € R.
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b) (i) Zunéchst wird die allgemeine Losung der homogenen Differentialglei-
chung 3" — 3y’ — 2y = 0 mit Hilfe des charakteristischen Polynoms be-
rechnet:

pPA) =M —3 —2=A+1%A—-2)=0.
Die Nullstellen \; 5 = —1, A3 = 2 liefern das Fundamentalsytem

T 2x

yi(z) =e ", po(z) =z, ys(z) = e

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet also
y(x) = cre” " + cowe ™ + cse®®  mit c1,09,c3 € IR.

Da A2 = —1 doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist,
lautet der spezielle Ansatz fiir die Inhomogenitét

—XT

yple) = az’e

Die Ableitungen lauten:

yo(z) = ae” (=2 +2z), yo(x) =ae (2> — 4z +2),
yo'(x) = ae™"(—a* 4 62 — 6).

Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung ergibt

ae”*(—2® 4+ 62 — 6) — 3ae” " (—2® + 22) — 2ax’e " = —6ae " Z 6.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt a = 1. Die allgemeine Losung der inho-
mogenen Differentialgleichung lautet daher

y(r) = cre” + core ™ + cze® + ale .

c1, Co, c3 werden aus den Anfangsbedingungen berechnet. Mit den Ab-
leitungen

Y () = —cie™® + (1 — 2)coe™™ + 2c3€*® + (20 — 2%)e™ ",
y'(x) = cre™® + (v — 2)coe™ + 4eze®® + (% — 4o + 2)e™®
erhélt man

2=y(0)=c; +c3,
0=9(0)=—c1 + co + 2¢3,
=y"(0)=c1 —2co+4c3+ 2.
Durch Losen des Gleichungssystems ergibt sich

01:1,62:—1,03:1.
Damit lautet die Losung der Anfangswertaufgabe

y(x) = e " —xe " + e + e,
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(ii) Die Laplace-Transformierte von y(z) sei Y (s). Damit lautet die transfor-
mierte Differentialgleichung:

s i o= 5V (s) = s7y(04) — sy (04) — 4 (0+4)

=3 (sY(s) —y(0+)) — 2Y (s)
= Y(s)(s*—35—2)—2s*-9+6

= Y(s)(s+1)*(s—2) — 25> -3
1 , 6
= Y(s) = GrMs—2) <28 +3_s+1)
(25 +3)(s+1)—6
(s+1)3(s—2)
253 +2s? + 35 — 3
(s +1)3(s—2)
PBZ 1 1 2 1
- s+1_(3+1)2+(5+1)3+3—2

= ylr) = e T—ze®4a’e T +ex

Losung 22:

Die Laplace-Transformierten von u(x) und v(z) seien U(s) und V'(s). Damit lautet
das transformierte Differentialgleichungssystem:

sU(s) —u(0+) = —3U(s) —2V(s)
sV(s) —v(0+) = 2U(s) —3V(s)

(%) )= ()

= (Vo) e (57 55) (5)

=

U(S)_2(5+3)+6_ s+3 4 2
C(5+3)2+4 T(s+3)2+4  T(s+3)2+4
—3(s+3)+4 s+3 2
V()= ——-— =3 2
(5) (s+3)2+4 (s+3)2+4jL (s+3)2+4

Durch Riicktransformation erhélt man die Losungen der Anfangswertaufgabe:

u(x) = 273 cos(2z) + 3e 3 sin(2x) , wv(x) = 273 sin(2z) — 3e73% cos(2x) .

!/
) U =3 =2 U
Hétte man das System ( v ) = ( 9 _3 ) ( v )
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mit e-Funktionsansatz gelost (war hier nicht verlangt), so hitte man das Eigensys-
tem \; = —3+2i, A\ = =3 —2i und v; = (1, —i)" , vy = (1,4)” und die allgemeine
Losung

(1) - e () ()

_ we—?,x < cos(2z) ) i(dy — dy) e ( sin(2z) )

sin(2z) — cos(2x)
=C1 =C2

erhalten. Uber die Anfangsbedingungen (2, —3) = (u(0),v(0)) = (c1, —c3) hitte man
natiirlich die gleiche Losung erhalten.

Losung 23:

Fiir einen Gleichgewichtspunkt y(t) = y* gilt (y*)" = 0. Er berechnet sich also aus
Ay* + b = 0 und 16st somit das inhomogene System y' = Ay + b.

Durch die Verschiebung z := y — y* entspricht dem Gleichgewichtspunkt y* des
inhomogenen Systems der Gleichgewichtspunkt z* = 0 des homogenen Systems
z' = Az. Die Klassifikation erfolgt also iiber die Eigenwerte von A.

a) (i) Berechnung des Gleichgewichtspunktes y* = (z*,y*)”:
LosN (e TY_(O0Y L () _( ®
1 -3 )y 9 )=\ o v )T\ =2 )
————
-A
(i)

det(le _35_)\>:(1—/\)(—3—)\)—5:(A+4)(>\—2):0

= )\1:—4,>\2:2 = ’01:(1,—1)T,’U2:(5,1)T
Wegen \; < 0 < )y ist y* instabiler Sattelpunkt.

(iii) Die allgemeine Losung des autonomen Systems lautet

y(t) = < _g)—l—cle‘“( _1)4‘026%(?) :
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Bild 23 a) instabiler Sattelpunkt y* = (3,—2)7

b) (i) Berechnung des Gleichgewichtspunktes y* = (z*,y*)":

(GG = ()-(5)
A
v det( oA 1__2>\):(—1—/\)(1—)\)+10:)\2+9:O

= M =3, h==3i=X
= v =((-143)/5, 1), vo=((-1-34)/5,1)T = v,
Da A\ = Ay, Im()\;) # 0, Re()\;) = 0 ist y* stabiler Wirbelpunkt.

(iii) Die allgemeine komplexe Losung des autonomen Systems lautet

y(t) = ( _Z ) +d1f3it< <—1+132')/5 ) +d26_3z-t< (—1 —132')/5 ) |

=

Mit Real- und Imaginirteil der obigen komplexen Losung y' erhiilt man
die allgemeine reelle Losung

y(t) = ( —?1 >+C1 ( (—cos3t — 3sin3t)/5 >+c2 ( (30083;;35;11315)/5 ) '

cos 3t
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15 r—2:—73 .

Bild 23 b) stabiler Wirbelpunkt y* = (2, —4)"

Losung 24:
Die Gleichgewichtspunkte ergeben sich aus

0 = (@=9y+4) =(-3)(x+3)(y+4),
0 = oy —y*—do+4=(z—-1)(y*—4).

Durch Fallunterscheidungen in der ersten Gleichung erh&lt man die Gleichgewichts-
punkte:

(1) (2)m- (1) (2)m- (1)

(22 —9)(y +4)
sen = (o ts)

20(y+4) 2?9

Die Klassifikation erfolgt nach Stabilitiatssatz III iiber die Eigenwerte von J f(P;) :

Jj"(3,2):(306 g):>0<)\1:8<)\2:36

= P ist (lokal) ein instabiler Knotenpunkt 2. Art,

J£(3,—2) = (102 _08) 8 A <0< Ay =12

= P, ist (lokal) ein instabiler Sattelpunkt,
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Jf(=

=36 0

0 _16 = -36=A < A=-16<0

3,2) =

= P ist (lokal) ein asymptotisch stabiler Knotenpunkt 2. Art,

Jf(—3,-2) = <_12 0) = —12=X <0< )\ =16

0 16

= P, ist (lokal) ein instabiler Sattelpunkt,

Jf(1

(0 _8) = A\ =iV96, Ny = —iv/96

—4) = 12 0

= P5 kann nach Stabilitétssatz 111 nicht klassifiziert werden.

Losung 25:

a)

Man erhdlt alle stationdren Punkte des autonomen  Systems
vy = f(y) durch Losen von:

0= f(y) — ( _3y? _4y1y% ) — ( _yl(gyéll—i_ély%) )

Y2ys — 5ys Y2ys — By

= ()= (0):

Einziger stationdrer Punkt ist also y* = 0.

_( —15yi —4y3 —8y1Y2 (00
TIy) = < 29192 y% - 1593 = Jf0) = 00

Die Eigenwerte von J f(0) lauten A; o = 0. Stabilitdtssatz III ist damit nicht

anwendbar.

Fiir die Funktion V (y) = ay? + by3 gilt V(0) = 0 und die Bedingung V (y) > 0
fiir y # 0 ergibt, dass a,b > 0 gelten muss.

=3y} — 4113 )
radV (y), = (2ay;,2b ! 2
(wradV (). £} = (o 20e) (40
= —6ay} + 1?y3 (20 — 8a) — 10by; .
Damit ist gradV(y) - f(y) < 0 fiir alle 0 < [|y|| < R nur erfiillbar, falls
2% — 8a < 0 gilt.

Fiir a = 1 und b = 4 erhélt man also die folgende strenge Ljapunov-Funktion

V(y) =yi +4y5 .

Aus Stabilitédtssatz IV folgt nun, dass y* = 0 ein asymptotisch stabiler stati-
ondrer Punkt ist.
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Bild 25 Ljapunov-Funktion V(y) = y3 + 4y3

Losung 26:

a) Die lineare Randwertaufgabe 1. Ordnung 148t sich mit y = (y1, y2, y3)? schrei-

ben als
011
y=1|1101 |y
00 2
=A
mit Randbedingungen
1 00 e 0 2
010 |y(0)+ 0 et 0 |yl)=|[2
001 0 0 et 0
N , N — .
B, =B, =b
b) Fundamentalsystem:
-\ 1 1
det(A-X)=[1 -Xx 1 |=2-M)XN\-1)
0 0 2=\

=2-NA-DA+1)=0.

Die Matrix A hat also die Eigenwerte \y = —1, Ay = 1, A\3 = 2.
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Als zugehorige Eigenvektoren konnen gewéhlt werden:

1 1 1
v = -1 , Vg = 1 , V3 = 1
0 0 1

et ot o2
yit)=| —et e e*]ec, cclR?
0 0 e*
::i;(t)
c¢) Einsetzen der allgemeinen Losung in die Randbedingungen fithrt auf das Glei-
chungssystem
(FOY(O) + BlY(ll)c =b.
E
1 11 et el e? l1+e2 2 1+¢t
E=|-111|4e' - [-e? e ]| =|-1-€¢? 2 1+¢
0 01 0 0 €2 0 0 1+e!
Die Losung des Gleichungssystems
l1+e2 2 1+¢t 2
(Ec=) |-1—¢e¢? 2 1+e'|c=(2]| (=D)
0 0 1+¢ 0

lautet ¢ = (0,1,0)7. Damit wird das Randwertproblem gelost durch

Loésung 27:

a) Euler-Lagrange-Gleichung fiir f(¢,y,v') = 16y* + (v/)* — 8yy' = (v — 4y)?
_ 0= /- %fy/ = (32y —8y') — %(2(3/) — 8y)
= 32y -8y — (29" —8y') = 2(16y — ¢") .
b) Die resultierende Randwertaufgabe lautet also
y' =16y mit y(0)=0 und y(2)=1.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung mit p(\) = A\? — 16 lautet

y(t) = ¢re®t + G = ¢; sinh 4t + ¢4 cosh 4t .
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Anpassen an die Randbedingungen:

0=y(0) =c¢;sinh0+cycosh0=¢c;, = =0

1 sinh 4¢
1= y(2) = e sinh _ _
y2)=asinhd = o sinh 8 y() sinh 8
2
sinh 4¢ 4coshdt  4sinhd4t)?
15 = — —— dt

sinh 8 sinh 8 <inh 8

‘ 2

16
= T3 / (cosh 4t — sinh 4t)* d > / —4)
sinh” 8 smh
0 0

229710 .
= ——— = 9.00281-10
0 sinh” 8

_ B 2 o8t
sinh? 8

Losung 28:
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung y” + 4y =0 lautet:
y(x) = c1sin2z + cpcos 2 mit ey, e € R,

Y (x) = 2¢; cos 2z — 2¢y sin 2 .

_l,

Bild 28 Fundamentalsystem sin 2z, cos2x
Alternativ als System erster Ordnung geschrieben:

(0 =( 5 5)(2)

mit der allgemeinen Losung

v\ sin 2x cos 2x c1
y )\ 2cos2r —2sin2x co )
N -~ S N —
Y @) c

Dabei ist Y (z) Fundamentalsystem. Aus den Randbedingungen erhdlt man:
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a) y(0) =c1sin0+cycos0 =cy =0

y'(m) =2c1cos(2m) =1 = ¢ =

N — -

1
= es gibt genau eine Losung:  y(z) = B sin 2z

Alternativ als System in Matrixschreibweise:

(o) (v )+ G D) ()= (1)
B, B, d

Setzt man die allgemeine Losung in Fundamentalsystemschreibweise in die
Randbedingungen ein, so ist zur Berechnung von c¢ das Gleichungssystem
(BoY (0) + B,Y (7)) c = d zu lésen, mit

E

==(50)(50)+(59)(30)=(24)-

FE ist regular und die Losung der Randwertaufgabe ergibt sich aus:

(20)e=(1) === (V)
y(0) + 2y(7m) = ¢y + 2, = 3¢, = 0,

3y(0) + 4y(m) = 3ca +4cy = Tea =0

= es gibt unendlich viele Losungen: y(z) = ¢ysin2zx, ¢ € R

Alternativ als System in Matrixschreibweise:

GGG (m)-()
B, B, d

Setzt man die allgemeine Losung in Fundamentalsystemschreibweise in die
Randbedingungen ein, so ist zur Berechnung von c¢ das Gleichungssystem
(BoY (0) + B,Y (7)) c = d zu lésen, mit

E

(-GN

FE ist singulédr und die Losungen der Randwertaufgabe ergeben sich aus:

(07)e=(0) == (%)
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¢) ¥(0)+¢(7m) =2¢1 +2¢; =41 =0,
y'(0) =y (m) =2¢1 —2c; =0# 1
= es gibt keine Losung

Alternativ als System in Matrixschreibweise:

GO D[
B, B. d

Setzt man die allgemeine Losung in Fundamentalsystemschreibweise in die
Randbedingungen ein, so ist zur Berechnung von c das Gleichungssystem
(BoY (0) + B,Y (7)) c = d zu 16sen, mit

E

(o) (50) (0 ) (50)-(53)

FE ist singulédr und d liegt nicht im Spaltenraum von E

0 4 0 : N
(O 0)C—<1) = keine Losung.

Losung 29:

Der Losungsansatz y(t) = t* fiir die homogene Differentialgleichung
1

() = 50/ (t) =0

eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt
(ala—1)—a)t*?*=0 = ala-2)=0 = a=0,a=2.
Damit besitzt die homogene Differentialgleichung das Fundamentalsystem
n(t) =1, wpt)=1.
Der Ansatz fiir die Greensche Funktion lautet:

Gt (a1 (7) + b1 (7)y1(t) + (ao(7) + bo(7))y2(t) = 7 <t
t,7) =
(a1(7) = bu(7))yr(t) + (aa(7) — ba2(7))ya(t) :+ t <7

Stetigkeit und Sprungbedingung in der Ableitung fiir t = 7 fithren auf
bi()yu(t) + ba(t)ya(t) = bi(t) - 14+by(t)-t* = 0

N | —

bu(E)h (1) + ba(t)(t) = 2(t) -t =
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t 1

Mit den Randbedingungen y'(1) = 0,4(2) = 0 werden a; und ay berechnet:
Gi(1,7) = (a1(7) = ba(7))yi (1) + (a2(7) = ba(7))yp(1) = 0
G(2,7) = (a1(7) + bi(7))y1(2) + (a2(7) + b2(7))12(2) = 0
2(ay(7) —ba(7)) = 0

(a1(7) 4+ b1(7)) + 4(az(7) + ba(7)) = 0

SN

= @) =h(r)= - )= —bi(r) - 8h(r) =

Damit lautet die Greensche Funktion:

B~

2 1,
+ —t° . <t
T 2T
G(t,T) = ,
Tz t<r
2 T

Mit der nun berechneten Greenschen Funktion und der Inhomogenitét
h(t) = 2t ergibt sich die Losung y(t) der Randwertaufgabe folgendermaflen:

y(t) = /12 G(t,7)h(T) dT:/ltG(t,T)h(T) dr/t2 G(t,7)h(7) dr
= /lt <—§+%t2) 27d¢+/t2 (g—g) or dr
= /1t—4+t2d7+/t27'2—4d7

2
RN
= (t“ =47} + 3 47

t
23 —¢3 2t3 4

= P -4)(t—-1)+

Losung 30:
Das charakteristische Polynom

p(p) =p*=2-=X1=0
besitzt die Nullstellen —p = +v2+ A\

Zu unterscheiden sind jetzt drei Fille:
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a)

24A=0 & A=-2

Die allgemeine Losung lautet hier y(t) = ¢; + cot.

Mit 4/(t) = ¢y erhdlt man aus den Randbedingungen das Gleichunssystem
0=1¢'(0) =c2, 0=y(1) =1, d.h. y = 0. Also ist A = —2 kein Eigenwert.
24A>0 & A> -2

Die allgemeine Losung lautet

y(t) — Clet\/2+)\ + c2eft\/2+/\ )

Mit ¥/(t) = c1vV2 + Ae?V2H — 50/2 + Ae V2 erhilt man aus den Randebe-
dingungen das Gleichunssystem

0\ [ v0O)\ [ V2+X —V2+A c1
0 )7y )T ov2x  veR ¢
_A
det A = 2+ Xe VEA 4 eV2A/2 + X = 2v/2 + Acosh(v/2 + A) >0

Damit existiert nur die triviale Losung y = 0 und es gibt fiir A > —2 keine
Eigenwerte und Eigenfunktionen.

24A<0 & A< -2

Die allgemeine komplexe bzw. reelle Losung lautet
y(t) = 1™V 4 cpe VIR = d) cos(ty/— (N + 2)) + dy sin(ty/—(\ + 2))

mit

Y'(t) = —di/—(A 4 2) sin(ty/—(A + 2)) + dan/— (X + 2) cos(tr/—(A + 2)) .
Aus den Randbedingungen ergibt sich
0=9'(0)=do/—(2+)) = dy=0,
0=1y(1) =dycos(y/—(A+2))
Da triviale Losungen keine Eigenwerte und Eigenfunktionen liefern, folgt

d; # 0 und cos(y/—(A+2)) = 0.

2k +1
Eigenwerte ergeben sich also aus  /—(A+2) = k7 + g = #
(2k +1)*n?

= A=-2- 1 ,

k=0,1,2...

Die zugehorigen Eigenfunktionen lauten:

(2k + 1)mt

yr(t) = dy cos 5 ,

dieR, k=01,2...



