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©Dr. K. Rothe

Horsaaliibungsaufgaben und Losungen zu

Differentialgleichungen 1

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:
Man 16se die folgenden Differentialgleichungen durch Trennung der Variablen (Se-
paration):

a) 3y —2y+1=0,

b) 2%y +y* +2y+1=0

und bestétige durch eine Probe, dass es sich um Losungen handelt.

Aufgabe 2:
Man 16se die folgenden Differentialgleichungen unter Verwendung der Variation der
Konstanten:

a) 2y —3y =4,
2 2
b) y/ o _y — 133690
x
Aufgabe 3:

Durch Substitution 16se man folgende Differentialgleichungen:

a) y’:x_yﬁir:v;éO,
x

b) ¥ +ay = zy?,
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Aufgabe 4:
Man 16se die folgenden Anfangswertaufgaben:

a) y =2xe ¥ mit y(0) =0,
b) v = 2zy mit y(0) =3,

c) ¥ —y+e'y’ =0 mit y(0) = 1.

Aufgabe 5:

a) Man berechne eine Losung der Anfangswertaufgabe
y' () +yt) + P =0, y0)=1.

b) Man zeige, dass die Losung im Intervall [0, 3 In 2] eindeutig bestimmt ist.

¢) Man zeige, dass die Losung im Intervall [0, b] mit b > 3 1n 2 nicht mehr eindeutig
bestimmt ist und gebe eine zweite Losung an.

Aufgabe 6:
Man 16se die folgenden Differentialgleichungen:

Aufgabe T:
Man 16se die folgenden Differentialgleichungen:

x 3
44y + 3z +2)3 4
Hinweis: Substitution u(x) = 4y(x) + 3z + 2.

a) y = mit  y(0) = 0.

b) v + (6t —4)y + (3t — 1)y* = 3 — 3t.

Hinweis: Es existiert eine Losung der Form yy(z) = K (= konstant).
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Aufgabe 8:
a) Man bestimme Losungen der folgenden Differentialgleichungen

(i) Lineare homogene Differentialgleichung 2.0rdnung mit konstanten Koef-
fizienten
y' =3y +2y=0,

Hinweis:  Es existieren Losungen der Form y(z) = e’ mit A € IR.

(ii)) Eulersche (lineare homogene) Differentialgleichung 2.Ordnung
2y —6xy + 12y =0.
Hinweis:  Es existieren Losungen der Form y(z) = 2® mit o € IR.

b) Man zeige, dass jede Linearkombination der berechneten Losungen wieder die
Differentialgleichung 16st.

Aufgabe 9:
Man 16se die folgende Anfangswertaufgabe fiir = # 0:

d% (Z;) ) ( 164:62) (@y/;) mit (1) = ( f) .

Aufgabe 10:

O 8=

Gegeben sei die folgende Anfangswertaufgabe fiir ¢ # 0:

o= =yt —2y/t?

_ mit y1(1) =3 und (1) = 1.
Yo = 2ty +yo/t

a) Man stelle die Anfangswertaufgabe in Matrix- Vektorschreibweise mit
y(t) = (1(t),%2(t))" dar.

b) Man bestimme eine Polynomlésung der Form

1 a0+a1t—|—a2t2+a3t3
y (1) = 2 3 :
bo + byt + bot + byt

3
c) Bilden y'(t) und y*(t) := ( 11//tt ) ein Fundamentalsystem der Differential-

gleichung?

d) Man lose die Anfangswertaufgabe.
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Aufgabe 11:
Man berechne die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungssysteme

Y ’!J:(_i) _é)y,

b) -1 -1 1
y = 0 -2 0 |y
1 -1 -1
Aufgabe 12:

Man bestimme ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungssystems

1
0 ly.
1

@\

I
)
w o o

Aufgabe 13:
Gegeben sei das lineare Differentialgleichungssystem

, (5 12
Y=\112 -5 )Y

—_—
=A

a) Man beweise durch Induktion fiir & € IN:

k_qak-1( 9 6 k1 —4 6
AF =13 (64)+(13) (6_9).

b) Man berechne die Matrix-Exponentiallosung e*A des Systems.

¢) Man berechne das Fundamentalsystem iiber Eigenwerte und Eigenvektoren
von A und vergleiche das Ergebnis mit dem aus b).
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Aufgabe 14:

a) Man bestimme die allgemeine reelle Losung des homogenen Differentialglei-

chungssystems
. 2 1

b) Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

(e () o= (2),

(i) Man bestimme die allgemeine Losung des homogenen Systems.

(i) Man berechne eine spezielle Losung des inhomogenen Systems iiber Va-
riation der Konstanten und alternativ iiber den speziellen Ansatz

y,(z) = (az + b, cx + d)"
mit a, b, c,d € IR.

(iii) Man lose die Anfangswertaufgabe.

Aufgabe 15:
Gegeben sei die Differentialgleichung

6 10
y”——y’+—2y=—2x.
x X

a) Man bestimme ein Fundamentalsystem mit dem Reduktionsverfahren.

Hinweis: Es gibt eine polynomiale Lésung u(z) = az? + bz + c.

b) Man berechne eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung unter Ver-
wendung der Variation der Konstanten.

¢) Man gebe die allgemeine Losung der Differentialgleichung an.

Aufgabe 16:
a) Fiir die Differentialgleichung vy + 7y” + 7y’ — 15y = 0
(i) berechne man die allgemeine reelle Losung,

(ii) schreibe die Differentialgleichung in ein System erster Ordnung um und

(iii) bestimme Eigenwerte, Eigenvektoren und eine Fundamentalmatrix des
Systems.

b) Man berechne die allgemeine reelle Losung fiir folgende Differentialgleichun-
gen:

(1) y" =12y =16y =0,
(11) yl/l/ + 2y/1/ + 3y/l _ 2y/ _ 4y — 0 .
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Aufgabe 17:
Gegeben sei die Differentialgleichung

y'+ 5y +4y =4 — 3.
a) Man berechne die allgemeine Losung mit Hilfe eines speziellen Ansatzes fiir
die Inhomogenitét.

b) Man schreibe die Differentialgleichung als System erster Ordnung und berech-
ne die allgemeine Losung des Systems unter Verwendung der Variation der
Konstanten.

Aufgabe 18:
Man 16se die Anfangswertaufgabe

y" =3y —2y=—6e" mit y(0)=2, ¢(0)=0, y'(0)=9

mit Hilfe

a) des charakteristischen Polynoms sowie eines speziellen Ansatzes fiir die Inho-
mogenitat und

b) der Laplace-Transformation.

Aufgabe 19:
Man l6se die Anfangswertaufgabe

v = —3u—2v, u(0)=2
Vo= 2u—3v, v0)=-3
mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Aufgabe 20:
Man berechne die Losung der Anfangswertaufgabe
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Aufgabe 21:
Fiir die Differentialgleichung

y'+4y=0 mit 0<zx<nm

bestimme man die allgemeine Losung. Damit berechne man alle Lésungen fiir fol-
gende Randbedingungen:

a) y(0) =0 und y/'(7r) =1, (Sturmsche Randbedingung)
b) y(0) + 2y(w) =0 und 3y(0) + 4y(w) =0,

) ¥'(0) +¢(7) =0 und y'(0) —y/(m) =1.

unter Verwendung der allgemeinen Losungsdarstellung der Einzelgleichung und al-
ternativ durch Umschreiben in ein System 1.0rdnung und dann unter Verwendung
der Shooting-Matrix.

Aufgabe 22:
Man berechne die FEigenwerte und Eigenfunktionen der folgenden Sturm-
Liouvilleschen Randeigenwertaufgabe

v ' —y+dy=0 mit y(0)=0 und y(3)=0.

Aufgabe 23:

Man gebe die Gleichgewichtspunkte der folgenden Differentialgleichungssysteme an,
untersuche sie auf Stabilitédt, bestimme ihren Typ, berechne die allgemeine Losung
des Differentialgleichungssystems und skizziere das zugehorige Phasenportrit:

a) & = x+5by+7, b) & = —x—2y—6,
y = x—3y—9, y = 5r+y—6.
Aufgabe 24:

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

y = xy?—y?—4do+4.

Man bestimme alle reellen stationidren Losungen (Gleichgewichtspunkte) und unter-
suche deren Stabilitdtsverhalten mit (lokaler) Klassifikation.
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Losung 1:

/

3y
2y —1

= / d:z;:/da: = / 3dy =x+4c
2y — 1

= —1n|2y—1|—:v+c

a) 3y —2y+1=0 =

= |2y . 1| — 62(:E+C)/3 2:8/3 20/3 k€22/3 mlt k, > 0
1
= ylr)=(1+ ke%/?’) /2 = 3 + ce2*/3 mit ¢ € R.
Probe:
/ 1 AN 1 2/3
3y'(z) —2y(xz) +1=3 5—1—065’“"/ -2 §+cex/ +1
= 2ce¥/3 — 1 —2¢e®*/3 +1=0

/
1
b 2,1 2 2 1=0 = 2,/ _ 12 = L:__
) Y YT+ 2y + 7y (y+1) PESIE o
! 1 1
= / _ylo) /—dx = ———=—+cmitcelR
z) +1)2 y+1 =
= =_1— - _1—
y(@) %—I—c 1—|—cx
Probe:

/ 2
x X
2y (x) + (y +1)* = 27 (—1 -5 Hx) + (—1 +C$>

_ o lter—ac N 7 0
B (14 cx)? (1+cz)2

Losung 2:

a) Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
2y — 3y = 0 durch Separation:

1 3
2y'—3y:0:>/—dy:/§dx = yx)=c-¥?, ceR.
Yy

Spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung durch Varia-
tion der Konstanten:
yp() = c(x)e/?.

Die Bestimmungsgleichung fiir ¢(x) lautet: ¢ (z)e*/? = b(x).
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3
2 —3y=4 = y’—?y:2 = b(z) =2
4

= d(2)e?? =2 = d(z) =2e73? = ¢(z) = —ge’gx/Q

4 4
= y;;(x) _ C(x>€3m/2 — _567396/26396/2 — _§
Damit ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung

4
y(z) = yu(@) + yp(a) = ce™? = o, c€R.

b) Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung durch Sepa-
ration:

2 d 2
y’__y—0:>/_y—/—dx:>ln]y\—2ln\x|+é—lnx2+é
T y x

= yp(z) =cz?, celR.

Spezielle Losung durch Variation der Konstanten y,(z) = c(x)2? der inho-
mogenen linearen Differentialgleichung mit h(z) = 3¢#’durch Variation der
Konstanten:

= y,(7) = c(x)z® = %6I2
Damit ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung
2
2 L™ 22
y(x) = cyp(x) + yp(z) = ca” + 5€ cR.
Losung 3:
a) Ahnlichkeitsdifferentialgleichung: ¢’ = =1-=
x x
Substitution u(x) = y(z)
x
, , 1 —2u
2w tu=1—-u = u=
x
u’ 1 1 du 1
=—— - = =— [ —d
w1z 73 /2u—1 /xx
1
= 5 In2u—1|=—-Injz|4+c, ca=InceR, >0

2
= Inl2u—1|=2In 2 1y (@)
|z] z
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2
-~ ou—1=+ (@)
x
1 1 /c9\2
- el ()
Ty
1 1 C3
= y=-z+-— 0
Yy 9 T+ 2 7 ) C3 7é
1 1
Insgesamt lautet die allgemeine Losung y(z) = 5% + 3 % it cs € R.
T

1
Der Fall u(z) = 3 ist hierin dann enthalten.

b) Bernoullische Differentialgleichung: 3 +zy = zy® & ¢ +ay —ay® =0

mit a=3,a(x)=2 und b(x)=—=x.

Substitution y(z) =

eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt:

S|~
—
Na¥

u —2zu = —2x.

Die homogene DGL. v/ — 2zu = 0 wird durch uy,(z) = Ce®” gelost.
Ein spezielle Losung der inhomogenen DGI. v — 2xu = —2x

ergibt sich aus der Variation der Konstanten:
uy(z) = C(x)e” = C'(z) = =2 = Clz) = = uyz) = 1.

Die allgemeine Losung lautet: u(z) = Ce®” + 1.
1

V14 Cer®

Riicksubstitution ergibt: y(z) =

Losung 4:
a) Trennung der Variablen ergibt:

y =2re”? = /eydy— /2xdx = /=1 +C = y(z) =In(z*+ C).

y(0)=InC = C =1.

Die Anfangsbedingung ergibt 0 =
Losung der Anfangswertaufgabe: y(z) = In(2? + 1)

b) Trennung der Variablen ergibt:

/
2

d
y =2zy = y—:2x:>/—y:/Zxdx:>ln|y|:a:2—|—c:>y(x):Cex.
) )

Die Anfangsbedingung ergibt 3 =1y (0) = Ce” = C.

2

Losung der Anfangswertaufgabe:  y(x) = 3e
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c¢) Bernoullische Differentialgleichung

Y —y+ey =0 & y+ay+by*=0

mit a(z) = —1 und b(z) = €® und a = 2.
Substitution u(z) = (y(z))' 72 = (y(z)) ™! ergibt v/ = —u + €*.
Die Losung der homogenen Differentialgleichung «' = —u lautet

up(z) = Ce ™.

Variation der Konstanten w,(z) = C(x)e™" fiir eine spezielle Losung der inho-

mogenen Differentialgleichung ergibt:
1 T
e = = Cla) = = Ce) = 2% = wle)= &

u(z) = up(x) + up(x) = Ce ™™ + ;
1 1

- T

Riicksubstitution: y(z) = =
Ce ™ + 5

allgemeine Losung:

1
1=y(0)= —7 = C=3

Anfangsbedingung: 1
O+ =
* 2

2

Losung der Anfangswertaufgabe:  y(x) = e
et + e

Losung 5:
a) Bei o/ (t) + y(t) + ¥*3(t) = 0 handelt es sich um eine Bernoullische Differenti-
algleichung mit o = %, daher fiihrt die Substitution u = ¢!~ = /% auf:

1 1
) = —5(91/3 +1) = —g(u +1)

1 1
I =23, =, =2/3/ .
u=gy Y =gy (—y—vy

mit der allgemeinen Lésung u(t) = ce”"/? — 1 mit ¢ € R.
Eine Losung der Anfangswertaufgabe ergibt sich damit durch:
=y(0)=(c—1)°® = c=2.

y(t) =u’(t) = (ce*t/3 — 1)3 = 1=

Eine Losung lautet also:  y(t) = (26’”3 - 1)3.
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b) Die Eindeutigkeit der Losung im Intervall [0,31In2] wird nun iiber den Ein-
deutigkeitssatz (vgl. auch Satz von Picard und Lindelof) im Quader

Q = [a,b] X [c,d]

mit a <0 <b<3In2und 0 < ¢ <1 < d nachgewiesen:

Yy +y)+ ) =0 = y(t)=—yt) -y (t) = f(t,y).

(i) f ist stetig in Q.
(ii) Zunichst wird die Nullstelle von y(¢) berechnet:

0=y(t)= (23 =1)" = 23 =1 = t=3m2.

Fiir ¢ € [a,31n2[ gilt also y(t) > 0.

Also ist f,(t,y) = —1

2
~ 3,1 stetig in @), denn dort gilt y > 0.
Yy

Daher ist die Losung y(t) eindeutig bestimmt im Intervall [a,b] und damit
dann auch in [0,31n2].

c) Nach a) 16st y;(t) = (Qe’t/ 3 — 1)3 die Anfangswertaufgabe im Intervall [0, b]

mit b € IR.

Bild 5 a) y(t) = (2% —1)°

Konstruktion der zweiten Losung:
Es gilt y1(3In2) = 0. Aus der Differentialgleichung folgt dann

¥, (3In2) = —y1(31In2) — 17/*(31n2) = 0.

Auflerdem 16st y* = 0 die Differentialgleichung.
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Bild 5 b) (1)
Somit ist ,
(273 —1)" ,0<t<3mn2
y2(t> =
0 3ln2<t<b

eine stetig differenzierbare Funktion auf [0, b], die ebenfalls die Differentialglei-
chung 16st und die Anfangsbedingung erfiillt, also Losung der Anfangswertauf-

gabe ist.
Losung 6:
2 y/ 2
a) (1_y>y//+2(y/)2 — O PR y// — y(_)l — f(y’y/)
2 2
Mit v =3’ erhélt man v = v
v(y —1)

Trennung der Variablen ergibt

Injv|=2Inly—1|+c = v=y =Cy—1)%.
1
Erneute Trennung der Variablen ergibt o= Cx+D.
y —

Die allgemeine Losung lautet daher

_Ce+D-1 o+
- Czx+D x40y




©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben und Lésungen zu DGI I fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, WiSe 2021/2214

/ / /
b) zy” = ¢'In (y—) s =L (2) = f(z,9)
X xr e

Man setzt ' = z und erhélt eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung in der u = z
x

substituiert wird:

, z z , ulnu—uwu
d=im(3) 5w
x

du 1 du dx
:>/—_/—- _/—:>ln|lnu—1|—ln|x|+c
ulnu —u u lnu-—1 T

= lnu = Czr+1 = u=e"*H!

= 2=y =2 = gy = /xeoxﬂdaz

61‘2

5 falls C'=0
v@ =3 /1 +K
z+1
e <5—E) falls C'#0
Losung 7:
—3x — 2
a) Substitution w=4y+3zx+2 = y:%
1
= u(0)=2 undy’:Z(u’—B)
1 / / x 3 T 3 €T
= (W -3 =y = L S Py
;=3 Ady+3r+27 4 48 4 R
ut  2?
Separation: /u3du—/xda: = Z:?—i-c = u(z) = V222 +4c
= 2=u(0)=v2-02+4c = c=4

B V212 +16 — 3z — 2

Nach Riicksubstitution ergibt sich:  y(z) 1

b) Ein Vergleich von
y + (6t — )y + (3t — 1)y* =3 — 3t

mit
y(x) + a(z)y(x) + b(x)y*(x) = ()
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ergibt, dass es sich um eine Riccatische Differentialgleichung handelt mit
a(t)=6t—4, bt)=3t—1, c(t)=3-3L

Mit dem Ansatz yo(t) = K versuchen wir eine spezielle Losung der Differenti-
algleichung zu erhalten:

0+ (6t —4)K + (3t —1)K? = (6K +3K*)t —4K — K* = -3t +3

= O6K+3K?’=-3 und —4K-K?*=3 = K=-1.

Also ist yo(z) = —1 eine spezielle Losung.

1 1
Damit fiihrt die Substitution w(t) = = auf folgende

y(t) —w(t)  y)+1

lineare Differentialgleichung in w:

u—(6t—442Bt-1)(-1)u=3t—-1 = v +2u=3t-1.

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet
up(t) = ce .

Eine spezielle Losung wu, der inhomogenen Differentialgleichung erhélt man

aus der Variation der Konstanten w,(t) = c(t)e 2 :

3 5 5

_ 3
dt)e® =3t—1 = c(t) = /(3t— 1e*dt = <§t - Z) e = u,(t) = ét_ 1

Damit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

3. 5
t) = —2t 24 Z
u(t) =ce +2 1

und damit die der urspriinglichen Differentialgleichung mit ¢ € IR

1
y(t) = 3 — L
ce ¥ — — 4 —¢
4 2

Losung 8:

A

a) (i) Durch Einsetzen von y(z) = e in die Differentialgleichung erhélt man

()" —3(eM) 4+ 2eM = (A2 = 3A +2)eM = 0.

Wegen e*® > 0 ist y(r) = e genau dann Losung, wenn A Nullstelle des
folgenden Polynoms ist

PN =X =3\ +2=A-1)(A—-2)=0.

Mit den Nullstellen A\; = 1, Ay = 2 ergeben sich die linear unabhéngigen
Losungen

yi(x) =e", yoz) =e*.
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(ii) Durch Einsetzen von y(x) = z* in die Differentialgleichung erhélt man

0 = z%(x%)" — 6z(z) + 12z
= (a(a—1)—6a+ 12)z*
= (a® —T7a+12)z"

Wegen z® # 0 fiir z # 0 ist y(r) = z® genau dann Lésung, wenn o
Nullstelle des folgenden Polynoms ist

gla)=a®> ~Ta+12=(a—3)(a—4)=0.

Mit den Nullstellen oy = 3, as = 4 ergeben sich die linear unabhéngigen

Losungen

(@) =a", ya(r) =a".

b) Setzt man in eine lineare homogene Differentialgleichung vom Typ

az(x)y"(z) + a1 (2)y' (x) + ao(x)y(z) = 0

eine Linearkombination y(x) = c1yi(z) + cy2(x) von Losungen yy(x), yo(x)
mit ¢y, co € IR ein, so erhélt man

az(ciyr + coyp)” + ar(ciyr + cayp)’ + aocryr + cayp)
= ax(ay] + c2yy) + ai(cry] + caysy) + aolcryr + coy2)
= cagyy + ary) + aoyr) + calagys + a1y; + aoya)
= ¢;-04c-0=0.

Damit 16st eine Linearkombination von Lésungen die Differentialgleichung.

Loésung 9:

Da das Differentialgleichungssystem obere Dreiecksform besitzt, 16sen wir zuerst die
2. Gleichung mit dem Ansatz yo(x) = e**

Az

yh =4y, = XM =de = A=A

Damit erhalten wir die Losung der 2. Gleichung s (z) = coe®.

Die Anfangsbedingung ergibt 1 = y5(1) = cpe? = oy =™ = () =t

Setzt man diese Losung in die erste Gleichung ein, so erhélt man

1 1
Y =~y + 1627y, = — + 1622,
i
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eine lineare inhomogene Differentialgleichung.

1 x o
Die lineare homogene Differentialgleichung vy = —y; Z) xy; = y; losen wir mit
x

dem Ansatz fiir Eulersche Differentialgleichungen y, (z) = 2

Damit erhalten wir die Losung yy5(x) = 1.

Die lineare inhomogene Differentialgleichung f = 1y;+1622¢*"~* wird mit Variation
der Konstanten tiber den Ansatz y;,(z) = k(x)z gelost

=  K(z)r=162%""* = FK(z)=16ze*.

Mit partieller Integration erhélt man
k(,r) — 4rete—4 /46417—4dx — fpetr—t _ plr—d

Damit erhélt man die allgemeine Losung der 1. Gleichung

dr—4 x€4x74

v (2) = yun(x) + y1p(x) = 1o+ 4ae
Die Anfangsbedingung ergibt 8 = y1(1) = ¢; +4e?™ —et™ = ¢, =5
Die Losung der 1. Gleichung lautet also y(r) = bz + 4x?el?1 — get*—1,
Lo6sung 10:
o (1 =2/t : (3
. i) = (Zy) ) v mie v = ()

b) Die Losung in Polynomform
1(t) _: yl(t> _ a0+a1t+a2t2+a3t3
YW= ) bo+ byt +bot2+bstd )

wird in die Differentialgleichung eingesetzt und die Unbekannten aq, ..., b3
werden iiber Koeffizientenvergleich bestimmt:

1.Gleichung;:

n(t) = —p)/t —2y(t)/¢
= ay + 2ast + 3ast> = —(ag + ay t +ax t* + azt3)/t
—2(bo + b t + by t* + by t*) /¢
& 3ast? + 2ast + ay = —azt? — ast — ay — 2bs — (ag + 2bs) [t — 2by /1* — 2by /13
= az=0,a,=0,a;, =—a; —2b3, ag+2b=0,b, =0, by=0

= yi(t) = art +ao, yo(t) = bst® + bot?
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2.Gleichung;:
Yo (t) = =2ty (t) + ya(t)/t
= 3bst® + 2bot = —2t(art + ag) + (bst® + bat?)/t = (—2a1 + b3)t* + (—2ag + bo)t

= 3b3 = —2ay+ b3, 200 = —2a9+by = ag=0=0by, —b3=a; €R

Fiir a; = 1 erhélt man damit eine Losung der Differentialgleichung

y'(t) = ( _ttg ) :

c) y%(t) 16st die Differentialgleichung:

—1/t =2/ e\ =3/t _ d (1)
=2t 1/t 1t )\ =1/t* ) at\ 1/t )
Die Losungen y'(t) und y%(t) sind linear unabhingig, denn fiir die Matrix
Y (t) = (y'(1)]y*(?)) gilt
t1/t\ "
det(_t3 1/t>—27é0 fiir ¢ #0.
Damit ist Y () Fundamentalmatrix.

d) Mit ¢ € IR? lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y(t) =Y (t)c.
Nach Auswertung der Anfangsbegingung

(i’):y(l):Y(l)c:(_i 1)c - c:<;).

ergibt sich die Losung der Anfangswertaufgabe
y1(t) t+2/t3
t) = = .
y(t) ( lt) ) ( 42t
Losung 11:
a) Berechnung der Eigenwerte:
5—-X -1

pA(N) = ‘ . 5_)\‘:(5—>\)2—1:>\2—10)\+24:()\—4)()\—6)20

Die Eigenwerte lauten \; =4, Ay = 6.
Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren durch (A — AE)v =0
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L-to) L
0 00 Y
Eigenvektor v? zu Ay = 6:

—1 —1]0 -1 —1]0 L
1 —110 0 0]0 Y
Damit erhélt man ein Fundamentalsystem:
1 a1 a1 2 aat, 2 et [ —1
y(t)=erv =e E y(t) =ev =e E
Die allgemeine Losung lautet mit ¢, cs € IR:

ma_cwww+@¢@y4w“<})+wﬁ&(‘}).

Eigenvektor v! zu \; = 4:

1 —-11]0
-1 110

Il
/N
— =
~

Il
N

|
— =
~_

b) Berechnung der Eigenwerte:

—-1-AX —1 1
pa(\) = 0 —2-X 0 |=-(2+\

‘—1—)\ 1 ’
1 -1 —1-2\

1 —1-=)
= —2+NMN((A+X2=1)==AX2+X1)?2 = A\ =0, \g3=-2.

Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren:

Eigenvektor v! zu \; = 0:

-1 -1 110 -1 -1 110 1
0 -2 010 — 0 -2 0|0 = ov'=[0
1 -1 =110 0 0010 1
Eigenvektoren zu Ag3 = —2:
1 -1 1|0 1 -1 1|0 1 -1
0 0 010 — 0 0 0]0 =v=[(1],v= 0
1 -1 1]0 0 0 0]0 0 1
Damit erhélt man ein Fundamentalsystem:
1 1 -1
y')=| 0 |, @)= 1 |, g*@)=e>| 0
1 0 1
Die allgemeine Losung lautet mit ¢y, co, c3 € IR:
1 1 -1
y(2) = ey’ (@) +ey® () tesy?(2) =1 | 0 | +ee™® | 1 | +eze ™ 0

1 0 1



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben und Lésungen zu DGI I fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, WiSe 2021/2220

Losung 12:

Berechnung der Eigenwerte:

A0 1
A0 1 A
e S S I e
= 3 1o 3 1-A|"[5 3

= —/\3+>\2+5/\+3:(3—)\)(>\+1>2 = )\1:3, )\2,3:—1.

Berechnung der zugehorigen Eigen- und Hauptvektoren:

Eigenvektor v! zu \; = 3:

-3 0 1]0 -3 0 1|0 3
1 -3 0/0 - 0 -3 1/3/|0 = v=|1
5 3 =210 0 3 —1/3|0 9
Eigenvektoren zu Ay 3 = —1:
10 1]0 10 1/0 ~1
1 1 010 — 01 —-110 = p?= 1
53 20 03 —=3]0 1

Da 1 = g(A23) < a(A23) = 2 gilt, ist ein Hauptvektor 1. Stufe {iber den Ansatz
(A — Xy 3I)v® = v? zu berechnen:

10 1|-1 1 0 1]-1 -1
11 0] 1 — 01 —1| 2 = 0= 2
5 3 2| 1 03 =3 6 0
Ein Fundamentalsystem lautet damit:
3 -1 —1 —1
y' )= | 1 | @)= 1 |, ¢’@=e"qa| 1|+ 2
9 1 1 0
Losung 13:

I
>

a) k=1 13171 ( 0 ) (13 ( o >

5 12
12 =5
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AR = AFA
= (8o (o )9+ (5 5))
= (1) () e 9) ()
(1 B2 )

= 13’f(2 Z6l)+(—13)’€(_gL _8)

CA,

b) Berechnung der Matrix-Exponentiallosung e

e~ k 0 k
A _ l’_ k _ A0 :U_ k—1 9 6 N k—1 —4 6
e —Zk!A_AJer!(lB <64)+(13) ( 6 o
k=0 k=1
0 <= (132)F [9/13 6/13 = (—132)* [ 4/13 —6/13
= A +; k! 6/13 4/13 +; k! —6/13  9/13

0 s 9/13 6/13 i 1/13 —6/13
= At _1)(6/13 4/13>+(e _1)(—6/13 9/13)

o () e (L )

() (D) ()3 (3))
(e () () ) ()

(. J/

=Y (2) =35

D—A 12
12 =5 -

Die Eigenwerte lauten A =13, Ay = —13

—8 1210 Lo (3
0 00 v =2

¢) det(A—\I) = ’ ‘ = (A=B5)(A+5)—144 = (A—13)(A+13) =0

Eigenvektor v! zu A\, = 13

-8 1210
12 =180
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Eigenvektor v? zu Ay = —13
18 1210 _ 18 1210 N 9 -2
12 8]0 0 00 =1 3
Eine Fundamentalmatrix lautet damit:

- (+(3) 1 (3))

Der Wechsel von der Fundamentalmatrix ¢*4 zur Fundamentalmatrix Y (z)
kann als Basiswechsel der zugehorigen Fundamentalssysteme aufgefasst wer-
den, der durch die reguldre Matrix § (det § = 1/13) beschrieben wird. Fiir die

allgemeine Losung y(z) = Y (z)c = e*Ag der Differentialgleichung besteht
dann fiir die Koeffizientenvektoren ¢ und ¢ der Zusammenhang ¢ = §c.

Losung 14:

a) Berechnung der Eigenwerte:

(o aln)=o= ()

Damit ergibt sich die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
in komplexer Darstellung mit dy,d, € C' :

y(z) = dy et < 1 ) dye2=)a ( _1Z_ ) ‘

Fiir die allgemeine reelle Losung muss eM®v, = e;\”@g in Real- und Ima-
ginérteil zerlegt werden:

e by e**(cosz + isinz) L +1 0
7 0 1
o COS & .9y [ SINT
- ¢ (—Sinx>+w (cosx) '

Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren:

))

AuBerdem gilt Ay =2 — i = A\ und vy = D;.

2—(2+1) 1

AL =241 ( 1 2~ (2+1)
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Die allgemeine reelle Losung der homogenen Differentialgleichung mit ¢y, ¢ €

IR lautet:
B 2 cosT 9y [ SINT
yn(z) = ce ( —sinz ) +ooe ( cos x ) ‘

b) (i) Charakteristisches Polynom:

P = ‘ 31 ' —31— A ’
=(=3=N)(-3=-XA)—-1=X+61A4+8=A+2)(A\+4)=0

Eigenwerte: \y = =2, Ay = —4

Eigenvektoren:

o= (5 00) 2 (Coafo) = e ()
1 —1]0 0 0]0 1
1 1]0 1 1]0 1

) > (o olo) = e=( 1)

Z0 Ay = —4: (1 1

Allgemeine Losung des homogenen Systems mit ¢q, co € IR:

(1 wf 1
ula) = re™ (1>+6264 (—1)

—2x 6—493

(i) Mit dem Fundamentalsystem Y (x) = Z_% e ) fithrt Variation

der Konstanten y,(v) = Y (z)c(r) auf
3v—1
/ —
Y (x)c'(z) = ( 6_ 1 ) &
e™? e |3r—1 R e e~ | 3z — 1
e —e ] 6—1 0 —2e%|7—4z

- ct= (SN = etn= (204

S-S (R - (3)

Alternativ kann hier eine spezielle Losung der Form

y,(z) = (az + b,cx + d)"

durch einsetzen in die Differentialgleichung berechnet werden
ar +b ,_ -3 1 ar +b n 3r—1
cx+d ) 1 -3 cx+d 6—z )

Man erhélt
0\ [ (-3a+c+3)r—a—-3b+d—-1
0) \ (a=3c—1)z+b—c—3d+6
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und iiber einen Koeffizientenvergleich das lineare Gleichungssystem

-3 0 1 0 a -3
-1 -3 0 1 b | [ 1
1 0 -3 0 c |7 1
0 1 -1 -3 d —6

mit der Lésung (a,b, ¢, d) = (1,0,0,2), also wieder y,(z) = (2,2)".

(iii) Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems lautet

o 1 Az 1

y(:v)—(i)—l—cw 2 (1)+026 4 <_1) .

Mit der Anfangsvorgabe erhilt man
5 0 1 1
(7)== (3)ee(i) e ()
- 1 1| 5 . 1 11 5 L) 2
1 —-1]-1 0 —2|—6 o ) \3 )"

Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet

y(x)=<§)+2e2m< 1)+3e4‘”( _}) .

Lo6sung 15:

a) Die Koeffizienten der polynomialen Losung u(x) = az? + bz + ¢ ergeben sich
durch Einsetzen von wu in die Differentialgleichung:

_ 6(2az +b) N 10(az? + bz + ¢)
x x?
0 = 2ax® — 6x(2ax +b) + 10(ax® + br + ¢)

0 = 2a

= 2°(2a — 12a + 10a) + z(—6b + 10b) + 10c
= 4bx+10c = b=c=0, a € IR, wihle z.B. a = 1, also u(x) = 2*
Reduktionsansatz fiir eine weitere linear unabhéngige Losung:
y(x) = ulz) - 2(z)

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

6 10
0 = uz+2u2' 4w — —(vz24+u)+ Suz

x x?
6 6 10
0 = u"+ (2u — —u)z' + (" = =+ —u)z
T T 2

=0
0 = 2%+ (4o —62)7 = 2% — 20w  mitw=2".
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Die resultierende Differentialgleichung x?w’ — 2zw = 0 wird durch Separation
gelost:

2dx x3

/%U: " = w) == = Z<x>:§

Die weitere linear unabhéngige Losung aus dem Reduktionsansatz lautet da-

her: s
T

5
)=

23
(o) = ule) =) =% o =
Als Fundamentalsystem kann also y;(z) = 2%, ya(2) = 2° gewihlt werden.
b) Umschreiben in ein System mit zugehoriger Fundamentalmatrix:
/ 0 1 2 5
Yy _ (] 0 [ =z
()= o J () () v (5 an)-
2 r ~——
b
Ansatz fiir Variation der Konstanten:
y,(2) =Y (z)c(z) = Y()c'(z) = b(x)

2
(5 o) (40)=(2) = (20)-] &

3x3
2z
c1(x) 3
- ( co(x) > B 1
3z2
2z
- o))
yo(x) )\ 2z ba* 1 T\ 322
322
Als spezielle Losung der inhomogenen Gleichung kann daher y,(z) =

gewahlt werden.
c¢) Die allgemeine Losung der Differentialgleichung mit ¢;, ¢ € R lautet

y(z) = 2° + c12® + co2” .

Loésung 16:

a) (i) Der Losungsansatz y(z) = e in ¢” + 7y + 7y — 15y = 0
eingesetzt ergibt das charakteristische Polynom:

PA) =N+ 7A24+TA—15=A— 1A +3)(A+5)=0.
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Die Nullstellen A\; =1, s = —3, A3 = —5 liefern das Fundamentalsytem
y1(x) = e®, yo(x) = €737, yz3(x) = 7. Die allgemeine Losung lautet

also
y(x) = c1e” + e 43¢ mit  cp,c9,c3 € R
(i1) ) 0 1 0
Y Y
Y = 0O 0 1 Y
/! 1
15 -7 7
A

(iii) Eigenwerte
det(A—M) = - N —TA\2—TA+15=—pA) = A\, =1, = -3, A3 = -5

Fundamentalmatrix und Eigenvektoren v; zu \;

e’ e 3 e " 1 1 1
Y()=| e —3e3 —5e | | (vi]vgfuz)=| 1 -3 —5
er  9e73% 25707 1 9 25

b) (i) " —12y' — 16y =0
= pA)=XN-122-16=A-49)A+2)*=0
Die Nullstellen \; =4, Ay 3 = —2 liefern das Fundamentalsytem
yi(x) = ' yo(x) = e | y3(x) = ze~ 2. Die allgemeine Losung lautet
also

2x

y(x) = c1* + cpe™ 4 cywe” mit ¢p,c0,c3 €R.

(11) yl/// + 2y/1/ + 3y/l _ 2y/ _ 4y — 0 :>
pPA) =AM +20 + 302 -2 4= A -1 A+ 1)(A+1)*+3)=0
Die Nullstellen A\; =1, = —1,, A3 = —1 +iv/3, Ay = —1 —iy/3 liefern

das komplexe Fundamentalsytem

() =€, ya(x) = e, fy(x) = VI () = eIV

Zerlegung der komplexen Losungen in Real- und Imaginérteil ergibt

Js(x) = eT1HVIT = 07 co5(v/B) +i e sin(V3x) = u(x) .

-~ -~

=:y3(z) =:ya(z)

Die allgemeine reelle Losung lautet also

y(z) = cr6® + cpe™® + cze? cos(V3x) + cpe P sin(v3z) mit ¢ € R.
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Losung 17:

a) Zunéchst wird die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung y”+
5y’ + 4y = 0 mit Hilfe des charakteristischen Polynoms berechnet:

PA) =245 +4=A+4)(A+1)=0.

Die Nullstellen \; = —4, Ay = —1 liefern das Fundamentalsytem

T

yi(x) = e, yox) ="
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet also

T

y(z) = cre ™ 4 cee™® mit cp,c € R.

Fiir die polynomiale Inhomogenitét f(z) = 4x — 3 kann hier der Ansatz
(@) = az +b

verwendet werden. Eingesetzt in die inhomogene Differentialgleichung erhélt
man '
ba + 4(ax + b) = 4ax + 5a + 4b = 4x — 3.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt a = 1, b = —2. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Differentialgleichung lautet daher

y(x) =cre ™ + e+ —2.

y' 4+ 5y +dy=4r -3 &

() =05 ) )+ (i)

Wiirde man das homogene System losen, kime man auf das charakteristische
Polynom p(A\) = A\? + 5\ + 4, also auf die Eigenwerte A\; = —4 , Ay = —1 mit
den zugehorigen Eigenvektoren v = (1, —4)7 und vy = (1, —1)* und erhielte
damit das Fundamentalsystem

67417 e T
Y(.I) = ( _46—4m —e % ) :

Da wir aus a) fiir das System die Fundamentalmatrix

Vo= (56 0 ) = (e )
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schon kennen, verzichten wir hier auf die Berechnung des Eigensystems.

Der Ansatz der Variation der Konstanten y,(r) = Y (z)c(z) eingesetzt in die
inhomogene Differentialgleichung fiithrt auf das Losen des linearen Gleichungs-

vewe - (Lo ) (40)- (W2 )
) (0 e uty)
)= (T
)=(

—(z —1)e**/3 )
(4dx —T)e"/3

B e~le o2 —(z —1)e**/3
o\ —de Tt T (4r —T)e®/3
Erwartungsgemafl stimmt die erste Komponente der allgemeinen Losung des

Systems
(o) )= (i =) ()= (07)

mit der aus a) iiberein und die zweite mit deren Ableitung.

Losung 18:

a) Zunéchst wird die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
y" — 3y’ — 2y = 0 mit Hilfe des charakteristischen Polynoms berechnet:

pPA) =X —3A—2=A+1)2(A=2)=0.

Die Nullstellen \; 5 = —1, A3 = 2 liefern das Fundamentalsytem
T 2x

yi(z) =e ™, ya(r) =2, y3(x) = e

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet also

y(x) = cre™® + core ™ + c3e*®  mit ey, cp,03 € R
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Da A; 2 = —1 Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, lautet der spezi-
elle Ansatz fiir die Inhomogenitét

—x

() = az?e
Die Ableitungen lauten:
yo(z) = ae™*(—a® +2x), yo(x)=ae "(a® — 4z +2),
yo'(x) = ae™"(—x* + 6z — 6).
Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung ergibt

ae”*(—x* + 6z — 6) — 3ae"(—2” + 27) — 2az’e”* = —6ae " = —6e ",

Ein Koeffizientenvergleich ergibt a = 1. Die allgemeine Lésung der inhomoge-
nen Differentialgleichung lautet daher

y(z) = c1e™" + cpze™ " 4 3 4 e .

1, Co, c3 werden aus den Anfangsbedingungen berechnet. Mit den Ableitungen
V() = —cre™® + (1 — 2)cpe™® + 2c3¢** + (20 — 2%)e ™™,

y'(x) = cre™® + (x — 2)coe ™ + 4deze®® + (% — 4o + 2)e™®

erhélt man

2=9y(0)=c¢ +c3,
0=9(0)=—c1 +c2+ 2c3,
9=9"(0)=c1 —2cy +4c3+2.

Durch Losen des Gleichungssystems ergibt sich
01:1, 02:—1,63:1.
Damit lautet die Losung der Anfangswertaufgabe

y(r) =e " —xe " + e + e ",

b) Die Laplace-Transformierte von y(x) sei Y (s). Damit lautet die transformierte
Differentialgleichung;:

— = V()= 2y(04) — sy (04) — (04)

—3(sY(s) —y(0+)) — 2Y(s)
= Y(s)(s*—35—-2)—25*-9+6

= Y(s)(s+1)?*(s—2) —2s*—3
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| , 6
= YO = ey (25 +3_s+1>
(28 +3)(s+1)—6
(s+1)3(s —2)
253 + 252 + 35 — 3
(s+1)3(s—2)

pez 1 1 2 1
T SsFl IR 1P 52
= ylr) = e T—ze " +a’e "4

Losung 19:

Die Laplace-Transformierten von u(x) und v(x) seien U(s) und V (s). Damit lautet
das transformierte Differentialgleichungssystem:

sU(s) —u(0+) = =3U(s) —2V(s)
sV (s) —v(0+) = 2U(s)—3V(s)

(2 2) (v) - ()

= (W) (037 55 (5)

4

2(s+3)+6 s+3 2
U(s) = = 3
(s) (s+3)2+4 (s+3)2+4jL (s+3)2+4
-3(s+3)+4 s+3 2
V(is)= ——FF—=-3 2
(5) (s+3)2+4 <S+3)2+4+ (s+3)2+4

Durch Riicktransformation erhélt man die Losungen der Anfangswertaufgabe:

u(x) = 23 cos(2z) + 3e 3 sin(2x) , wv(x) = 2 sin(2z) — 3e 3" cos(2x) .

!/
. U . -3 =2 u
Hétte man das System ( v ) = ( 9 _3 ) ( v )

iiber Eigenwerte und Eigenvektoren der Systemmatrix gelost, so hétte man das
Eigensystem \; = =3+ 2i, A\ = —3 — 2i und v; = (1, —i)T , v = (1,4)7 und die
allgemeine Losung
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(1)) = w3 ) a1
- e () )+t (_06)

cos(2x)
=C1 =C2

erhalten. Uber die Anfangsbedingungen (2, —3) = (u(0),v(0)) = (c1, —c3) héitte man
natiirlich die gleiche Losung erhalten.

Losung 20:

Im Inneren des Konvergenzintervalls darf die Potenzreihe gliedweise differenziert
werden. Setzt man die Potenzreihe und ihre zweite Ableitung in die Differentialglei-
chung ein, so ergibt sich

Zakk — Dz Zaka: = ;(ak+2(k+2)(k+1)—ak):ck:O.

Aus dem Koeffizientenvergleich mit der Nullfunktion ergibt sich folgende Rekursi-
onsformel zur Berechnung der ay:

1

ak+2(k + 2)<k + 1) — Qp = 0 = g2 = mak

Hier unterscheidet man

1 1 1
U= oklak — 1) T 2k(2k — 1)(2k — 2)(2k — 3) T T @
und
o B 1 o
G T o )2k TN T 2k D2k — D)2k —2) P T T ke

Die Anfangswerte ergeben: y'(0) =a; =0 = ags1 =0 und
1

y0)=ay=1 = ag = el also

> 5

k=0

= cosh(z)

als Losung der Anfangswertaufgabe.
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Losung 21:

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung 4" +4y =0 lautet:
y(r) = ¢18in2x + cp cos2x  mit ¢, € IR,

y'(z) = 2¢; cos 2x — 2¢y sin 2 .

_l,

Bild 21 Fundamentalsystem sin 2z, cos2x

Alternativ als System erster Ordnung geschrieben:

(o) =( 5 5)(2)

mit der allgemeinen Losung

v\ sin 2z cos 2x 1
y )\ 2cos2r —2sin2x co )
N -~ e’
Y (@) ©

Dabei ist Y (2) Fundamentalsystem. Aus den Randbedingungen erhdlt man:

a) Yy(0) =c1sin0+cocos0=1cy =0,

N | —

Y (m) =2cicos(2m) =1 = ¢ =

1
= es gibt genau eine Losung:  y(z) = ) sin 2z

Alternativ als System in Matrixschreibweise:

o) ()G D) ) =(1)

B, B. d
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Setzt man die allgemeine Losung in Fundamentalsystemschreibweise in die
Randbedingungen ein, so ist zur Berechnung von c¢ das Gleichungssystem

(ByY (0) + B,Y (7)) c = d zu lésen, mit

E

e=(50)(50)(01)(20)-(50)

FE ist regulir und die Losung der Randwertaufgabe ergibt sich aus:

0 1Y, _(0) L o_(1/
2 0)°7\1 ““ Lo
y(0) + 2y(m) = cg +2c0 =3¢ =0,
3y(0) + 4y(m) = 3co +4cg = Tca =0

= es gibt unendlich viele Losungen: y(z) = ¢ysin2zx, ¢ € R

Alternativ als System in Matrixschreibweise:

GG H0m-6)
B, B, d

Setzt man die allgemeine Losung in Fundamentalsystemschreibweise in die
Randbedingungen ein, so ist zur Berechnung von c das Gleichungssystem
(BoY (0) + B,.Y (7)) c = d zu lésen, mit

E

2= (30)(20) (10)(20)-(07),

FE ist singulédr und die Losungen der Randwertaufgabe ergeben sich aus:

03Y e (0 L o (@
0 7 N0 o 0
y'(0) + ¢/ () = 2¢1 + 2¢1 =41 =0,

y'(0) =y (7)) =2¢; —2¢; =0 # 1
= es gibt keine Losung

Alternativ als System in Matrixschreibweise:

GGG 00 ()

B, B, d
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Setzt man die allgemeine Losung in Fundamentalsystemschreibweise in die
Randbedingungen ein, so ist zur Berechnung von c¢ das Gleichungssystem
(ByY (0) + B,Y (7)) c = d zu lésen, mit

E

== (3 1) (23) (3 ) (34)-(3%):

FE ist singulédr und d liegt nicht im Spaltenraum von E

4 0 0 : ;
(O 0)C—<1) = keine Losung.

Losung 22:

Das charakteristische Polynom
p(p) = =14+ X1=0

besitzt die Nullstellen = £+4/1 — A. Zu unterscheiden sind jetzt drei Félle:

a) 1-A=0 & =1
Die allgemeine reelle Losung lautet  y(t) = ¢ + eaot.

Aus den Randbedingungen 0 = y(0) = ¢; und 0 = y(3) = 3¢y folgt nur die
triviale Losung y = 0, also keine Eigenfunktion und damit ist A = 1 kein
Eigenwert.

b) 1-A>0 & A<
Die allgemeine reelle Losung lautet  y(t) = ce¥V ™ + cpe™VITAM |

Aus den Randbedingungen ergibt sich

(0)= () = (o i) (5)

_E
1
det E = e 3VITA —e3Vi-A = 9. 3 <e3v 1=r e_3vl_A) = —2sinh(3v/1—-)2) <0

Damit existiert nur die triviale Losung und es gibt auch hier keine Eigenwerte
und Eigenfunktionen.

c)l1-A<0 & A>1

Die allgemeine komplexe bzw. reelle Losung lautet

y(t) = cre¥ M e VI = e eVATI Loy VAT — () cos(tV/ N — 1)+dy sin(tV A — 1).
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Aus den Randbedingungen ergibt sich

0=y(0)=dy, 0=y(3)=dysin(3VA—1).
Da triviale Losungen keine Eigenwerte und Eigenfunktionen liefern,
folgt dy # 0 und

sin(3vVA—1)=0 = 3VA-1=kr =

(k)?

Eigenwerte: Ay =1+ g

k=12...
s . . . [kt
zugehorige Eigenfunktionen: 1y (t) = d sin - ) dy € IR

y
1.0

0.5

-1.0

Bild 22 Eigenfunktionen y(t) = sin (%) , k=1,2,3,4,5

Losung 23:
Fiir einen Gleichgewichtspunkt y* gilt (y*)" = 0.

Er berechnet sich also aus Ay* +b = 0 und 16st somit das inhomogene System
y = Ay+ b.

Durch die Verschiebung z := y — y* entspricht dem Gleichgewichtspunkt y* des
inhomogenen Systems der Gleichgewichtspunkt z* = 0 des homogenen Systems
z' = Az. Die Klassifikation erfolgt also iiber die Eigenwerte von A.
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a) (i) Berechnung des Gleichgewichtspunktes y* = (z*,y*)T:

(D)D)= ()-(1)

A

(1) det( 1IA _35_)\):(1—>\)(—3—)\)—5:()\+4)(>\—2):0

= M=—4,%0=2 = v =(1-)T,v=0517
Wegen A\ < 0 < Ay ist y* instabiler Sattelpunkt.

(iii) Die allgemeine Losung des autonomen Systems lautet

y(t) = ( _g>+cle_4t( _1)4‘026%(?) :

Y

_3.5,

Bild 23 a) instabiler Sattelpunkt y* = (3,—2)7

b) (i) Berechnung des Gleichgewichtspunktes y* = (z*,y*)":
“1 =2\ (e _(6Y_(0)_ (= \_( 2
5 1)y 6 /) \o g )T\ -4 )
—_—

A
(i) —1—-X -2 )
det 5 L =(-1-XN1-XN)+10=X+9=0

= )\1:3i,)\2:—3i:5\1
= v =((-143)/5, )", vy=((-1-34)/5,1)T =,
Da A\; = Ao, Im()\;) # 0, Re()\;) = 0 ist y* stabiler Wirbelpunkt.

(iii) Die allgemeine komplexe Losung des autonomen Systems lautet

y(t) = ( _i ) +d1f3it < (-1 +13i)/5 >/+d2632-t < (-1 —13¢)/5 > |

e
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Mit Real- und Imaginirteil der obigen komplexen Losung y! erhilt man
die allgemeine reelle Losung

y(t) = ( —?1 >+C1 ( (—cos3t — 3sin3t)/5 )+c2 ( (30083;;35;11375)/5 ) '

cos 3t

y

15 r—25—3 .

Bild 23 b) stabiler Wirbelpunkt y* = (2, —4)"

Losung 24:

Die Gleichgewichtspunkte ergeben sich aus
0 = (@*=9)y+4) =(@-3)(z+3)(y+4),
0 = zy—y*—do+4=(x—1)(y*—4).

Durch Fallunterscheidungen in der ersten Gleichung erh&lt man die Gleichgewichts-
punkte:

(1) m(2) e (2) e (2) - (2).

_ (@ =9)(y+4)
e = (G000 )

2u(y+4) 22 -9
=  Jf(z,y) = ( y2y—4 2y(1’—1)>

Die Klassifikation erfolgt nach dem Stabilitétssatz fiir nichtlineare autonome Syste-
me iiber die Eigenwerte von J f(P;) :
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o - (B0

= P ist (lokal) ein instabiler Knotenpunkt,

=0< A\ =8< XA =236

Jf(3,-2) = (102 —08) = -8=M<0< =12

= P, ist (lokal) ein instabiler Sattelpunkt,

Jf(—-3,2) = (‘5’6 _016) = -36=X\<A=-16<0

= P; ist (lokal) ein asymptotisch stabiler Knotenpunkt,

—12 0
'].f<_37 _2) = 0 16

= P, ist (lokal) ein instabiler Sattelpunkt,

= —-12=XA <0< X =16

TF(1,—4) = (102 _08) = A = V06, My — —iv/96

= P5 kann nicht nicht klassifiziert werden.



