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Horsaaliibungsaufgaben und Losungen zu

Differentialgleichungen 11

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:
a) Man bestimme den Typ der folgenden partiellen Differentialgleichungen:

Uy + uu, = 3z + 4y — 6u + 5,

Ugy +y2u§ = e+ 2% + 97,

uix+$2uyy =1+ 2z + 3y + 4u + Su, + 6u,,
In(uy + uy) + up + uy = 1,

Ty \ Uy
@ (o) -(-0)
b) Man zeige, dass folgende Funktionen harmonisch sind:
(1) w(r,y) =2’ — 3ay’

(if) uz(z,y) =327y — 3’
(ili) wus(z,y) =Im(e* + 2) + 6Re(2z) mit z =2z +1iy € C .

Aufgabe 2:
Man lose folgende Differentialgleichungen

a) Uy, — 4ru, + 30’u = —8z + 32° + 627y,

b) Uy, = 2z cosy + € + 3y,

c) x(z+ 1ugy = (22 + 1)uy,.
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Aufgabe 3:
Man berechne mit Hilfe von Exponentialansétzen reelle Losungen der folgenden Differenti-
algleichungen:

a) u(t,z) =" fiir  uy = Ny ,

az+Py+vyz

b) u(x,y,z) =e fir gy +uyy + Uy —2u, +u=0.

Aufgabe 4:
Man lose die Anfangswertaufgabe

2u; 4 bv, = 12tz + 15t% ,  v(0,z) = cos(27)
und zeichne die Losung.
Hinweis:  Durch eine geeignete lineare Transformation

= at+bx
s = ct+dz

mit ad —bc # 0 transformiere man die Differentialgleichung auf eine gewthnliche Differen-

tialgleichung.

Aufgabe 5:
Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung:

(22 — y)uy +yu, =0.

Aufgabe 6:
Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung:

dru, — 12vyu, — 222%u, =0.

Aufgabe T7:
Man 16se die Anfangswertaufgabe

Uy +2u, =0 mit u(z,3r)=2°+z.
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Aufgabe 8:
Man 16se die Anfangswertaufgabe
zu, + (24 2y)u, = 3u— 2 mit  u(2z,27) = 27 + 82
unter Verwendung der Charakteristikenmethode.
Aufgabe 9:
Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem fiir die Burgers-Gleichung

u+uu, =0 fiur (z,t) € R x (0,00) mit wu(x,0)=uy(z).

a) Man berechne die allgemeine Losung mit Hilfe der Charakteristikenmethode.
b) Man lose die Aufgabe fiir die Anfangsdaten

(i) wo(x) =2(x+ 1) und
(i) wo(z) = 2(1 —x),

zeichne die charakteristischen Grundkurven und gebe den Zeitpunkt 7" an, bis zu dem
die Losung existiert.

2
2

Aufgabe 10:
Gegeben sei das Anfangswertproblem fiir die Burgers-Gleichung

u+uu, =0 fur (z,t) € R x (0,7)

mit
0 , r <=2
u(z,0) = ug(x) = 1, —2< 2 <0
-1, 0< =z

a) Man berechne die Entropielosung fiir (z,¢) € IR x (0, 2).

b) Man zeichne die Grundcharakteristiken ggf. mit Stoffront im Rechteck (x,t) €
(—3,1) x (0,2).

¢) Man zeichne u(z,0), u(x, 1), u(z,2) fir z € (-3,1).
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Aufgabe 11:

Man schreibe folgende partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Matrix-
Vektorschreibweise, bestimme den Typ und skizziere im IR? gegebenenfalls die Gebiete
unterschiedlichen Typs:

a) uiEa? + 2u$y + uyy - 3U/y + J/’QU — 1 y
b) (y =+ Q)Uxac + 4xuzy + Uyy -+ 3Um — exuy + 27u = 23 Sjn(y — 7-(-) ,

) Augy — Ay, + 2uy, + 4du,, + 2?uy — yu, +4u = 0.

Aufgabe 12:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung;:

17 9 7
1—0Uxx — guxy - Euyy + \/1_0uas =T+ 3y :

a) Man bestimme den Typ der Gleichung und

b) transformiere sie auf Normalform.

Aufgabe 13:
a) Man zeige, dass die Wellengleichung wu;; = 4u,, folgende allgemeine Losung besitzt:
u(z,t) = floe —2t) + gz +2t), f,g€C

Tipp: Man transformiere u auf die Koordinaten ¢ = —2t und n = x + 2t und berechne
die allgemeine Losung der transformierten Differentialgleichung.

b) Man zeige, dass das folgende Randwertproblem fiir die Wellengleichung keine Losung
besitzt und damit kein korrekt gestelltes Problem ist

Uy = AUgy, O<e,t<l1
wx,0) = z—2*, 0<z<1,
u(z,1) = 0,

u(0,t) = 0, 0<t<1,
u(l,t) = 0.

Man iiberpriife auch, ob die vorgegebenen Randwerte in den Eckpunkten vertriglich
sind.
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Aufgabe 14:
Man l6se die Randwertaufgabe

Au = 0, O<z<l, 0<y<?2,
u(z,0) = 2sin(37rx), wu(zr,2)=0, 0<z<l1
u(0,y) = 0, u(l,y)=0, 0<y<2

durch einen Separationsansatz der Form u(z,y) = f(z) - g(y), berechne minimalen und
maximalen Funktionswert von v und zeichne die Losung.

Aufgabe 15:
Gegeben sei das folgende Dirichlet-Problem im Kreisring
2 <r=/2?+y? < 3 (in Polarkoordinaten):

Uy + Uy + Upp =0,
u(2,p) =cosp,

65 .
u(3,p) =1+ Tad sin(2¢) .

Man berechne die Lésung in Polarkoordinaten, gebe sie in kartesischen Koordinaten an und
zeichne sie.

Aufgabe 16:

a) Man zeige, dass der Laplace-Operator im IR? invariant gegeniiber Drehungen ist, d.h.
fiir die um den Winkel ¢ gedrehten Koordinaten

Y\ cosy singp x
n ) \ —sing cosy y
gﬂt Upy + Uyy = Ugg + Unpp -

b) Unter Verwendung der Mittelwerteigenschaft berechne man fiir die Losung u des Pro-

blems
Upy + Uy =0 fiir (z -1+ (y—1)2 <25,

w(x,y) =zy fir (x—1)%+(y—1)2=25
den Wert u(1,1).
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Aufgabe 17:
Man berechne die Losung des folgenden Dirichlet-Problems im Halbkreis

rzu,,,,—i—rur—i—uW:O fir 0<r<6 und 0<p<m,

u(r,0)=0 und u(r,m)=0 fir 0<r<6,

u(6,<p):)<p—g‘—g fir 0<yp<m,

bestimme den maximalen und minimalen Funktionswert von v und zeichne die Losung.

Aufgabe 18:
Man  berechne  die  Losung  der  Anfangsrandwertaufgabe — fiir  folgende
Wirmeleitungsgleichung

Uy = U, fir O<zxz<4, uo()
0<t<T,
uw(0,t) = 0 fir 0<t<T 2
u(4,t) = 0

u($,0) = uo(x) fir 0<z<4 0 é 41 >

Bild 18 Anfangsfunktion wuy

und bestimme den Maximalwert der Losung u im Gebiet [0, 4] x [0, T7.

Aufgabe 19:
Gegeben sei folgende Anfangsrandwertaufgabe fiir die Warmeleitungsgleichung

uo(x)
Uy = 4du,, fir 0<z<6, 0<t 5
u(0,t) = 3 fiir 0<t
u(67 t) = 3 ! >
0 3 6
w(z,0) = wp(z) fir 0<z<6.

Bild 19 Anfangsfunktion wuyg

a) Man gebe ug(z) an.

b) Man transformiere das gegebene Problem in w zuerst in ein Problem in v mit homo-
genen Randbedingungen.

¢) Man l6se das transformierte Problem in wv.
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Hinweis: Es darf die sich aus dem Produktansatz ergebende Losungsdarstellung ver-
wendet werden.

d) Man gebe die Losung u an.

e) Man bestimme den maximalen Funktionswert von u im zu Grunde liegenden Gebiet

G = [0,6] x [0, 00[-

Aufgabe 20:
Man berechne die Losung der Anfangswertaufgabe
Uy = Uy fur x €IR und t>0,
u(xz,0) = e fir reR.

a) unter Verwendung der Fundamentallésung und

b) mit Hilfe eines Produktansatzes.

Aufgabe 21:
Man berechne die Losung der Anfangsrandwertaufgabe fiir folgende Wérmeleitungs-
gleichung mit Hilfe eines Produktansatzes:

Uy = Au fir (x,y) €]0,7[x]0,7[,0<t,
u(z,0,t) =0 =u(z,m,1t) zxe [0,7],0<t,
u(z,y,0) =  bsin3zsindy fiir (x,y) € [0,7] x [0,7]

—8sin x cos x siny cos y

1 1

Man zeichne die Losung u fiir t = 0, 55, 555 % Wie verhélt sich die Losung fiir ¢t — oo?

Aufgabe 22:
Die Telegraphengleichung wu,, = 4uy; + 4u; + u beschreibt den zeitlichen Verlauf einer
Signalspannung v am Ort z > 0 in einem langen Ubertragungskabel.

Gesucht ist die Signalspannung u(z,t), wenn am Rand z = 0 des Ubertragungskabels ein
periodisches Signal der Form w(0,¢) = 5sin(3t), fiir t > 0, eingespeist wird. Auflerdem
soll die Signalspannung u fiir x — oo beschrankt sein.

a) Man zeige, dass ein Produktansatz der Form wu(z,t) = X (z) - T(t) zu keiner Losung
fiithrt.

b) Man versuche den Losungsansatz u(z,t) = uge™** sin(3t — bx) mit a,b € IR und a > 0.
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Aufgabe 23:
Gegeben sei das Anfangswertproblem
U — 16u$$, .ZL‘E]R, t>07
u(z,0) = 0, relR,
ur(z,0) = coszx.

a) Man gebe den Abhéngigkeitsbereich der Losung im Punkt (xg,tg) = (2,1) an.
b) Man zeichne den Bestimmtheitsbereich der Losung zum Intervall [—10, 14] fiir ¢ > 0

¢) Man lose das Anfangswertproblem und zeichne die Losung.

Aufgabe 24:
Gegeben sei das Anfangsrandwertproblem im Halbraum
Uy — AUy, = 0, relRy, t>0,
u(z,0) = wup(z), x>0,
u(x,0) = wo(x),
u(0,t) = 0, t>0.

a) Man gebe den Abhéngigkeitsbereich der Losung im Punkt (xg,t) = (3,1) an.
b) Man zeichne den Bestimmtsheitsbereich der Losung zum Intervall [0, 6] fiir ¢ > 0.

¢) Man lose das Anfangsrandwertproblem mit Hilfe der Reflexionsmethode und klére, ob
es sich bei der gefundenen Losung um eine C?-Funktion handelt, fiir

(i) wo(z) =2(z—1)(x+1), wvo(x)=28x,

(i) wp(x) =1—cosz, wvp(x)=0.

Aufgabe 25:
Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe
Uy = Ugy fir 0<zx<1,0<t,
uw(0,t) = 0 = u(l,t) fir t>0,

u(z,0) = wup(z) =0
0)

u(z, = wv(zr) == 2*(x—1) fir 0<z<1.

a) Man berechne die Losung iiber den Produktansatz u(x,t) = X (z) - T'(t).

b) Man zeichne die Losung,.
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Aufgabe 26:
Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe
Uy = Ugp, fir 0<z <2 und t >0,
u(0,t) = 0, fir t>0,
u(2,t) = 1, fir t>0,
u(z,0) = 2%/4, fir 0<2<2,
u(z,0) = 0, fir 0<z<2.

a) Man bestimme zunichst eine geeignete Funktion (z,t), die die Randbedingungen
erfiillt, und transformiere die Anfangsrandwertaufgabe durch
v(z,t) :=u(x,t) — a(z,t)
in ein Problem mit homogenen Randbedingungen.

b) AnschlieBend 16se man das Problem in v.

Hinweis: Dabei darf die sich aus dem Produktansatz ergebende Losungsdarstellung
verwendet werden.

¢) Man gebe die Losung der Anfangsrandwertaufgabe an.

Aufgabe 27:
Berechnen Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe der Wirmeleitungsgleichung unter
Verwendung der Fourier-Methode

U = Upp + (22 — 1)e™ ! +3n%sindnr fir O<z<1, 0<t,

drtl, 0<z<1)2
u(z,0) = uo(z) :=
1, 12<2<1

uw(0,t) = et u(l,t)=—et fir 0<¢.

Aufgabe 28:
Man 16se die Anfangsrandwertaufgabe fiir die Wellengleichung unter Verwendung der
Fourier-Methode:

/ / 14
uw(0,t) = sint, wu(l,t)=cost, fir t>0,

2rx x—/ T
Uy = CQum+tSin(L>+ sint — —cost, 0 <z </, 0<t,

u(z,0) = %, ut(m,O)zl—%, fir 0<a</

und zeichne die Losung fiir / =1 und ¢ = 1.
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Losung 1:

a) (i) wu, +v*u, =3z +4y —6u+5, skalar, quasilinear, 1. Ordnung
(i) gy + y2u§ = e" 4+ 22 + 9%  skalar, semilinear, 2. Ordnung

(iil) w2, + 2uy, = 1+ 22 + 3y + 4u + 5u, + 6u,,
skalar, nichtlinear, 2. Ordnung

(iv) In(uy +uy) +uy +u, =1, skalar, nichtlinear, 1. Ordnung,

) ( Ty ) _ ( _Uy ), vektoriell, linear, 1. Odnung

TV, Uy

b) (i) Aup = (2° — 32y®) s + (2° — 329°),, = 62 — 62 =0
(ii) Aug = (3% = ¥*)sa + (32%y — ¢°)yy = 6y — 6y = 0

(ili) Awug = (e"sin(y) +y + 62)y, + (e sin(y) + y + 62),,
= e”sin(y) — e"sin(y) =0 .

Losung 2:

a) Fasst man z als Parameter auf, so kann diese partielle Differentialgleichung als
gewohnliche Differentialgleichung aufgefasst werden in v(y) := u(zx,y):

V" — 4’ + 3x*v = =8z + 3% + 627y .

Losung der homogenen gewthnlichen Differentialgleichung
V" — dav’ + 32%v =0

mit dem iiblichen Ansatz v(y) = €, dabei kann A von z abhiingen, also A = \(x)
gelten.
pN) =N —daA+32° =(A—22)? -2 =0 = A=22r+z
= up(y) = c1(2)e*™ + co(z)e™
mit frei wihlbaren stetigen Funktionen ¢ (x) und co(z).

Losung der inhomogenen gewohnlichen Differentialgleichung
V" — dav’ + 32%v = =8z + 3% + 627y

mit dem {iblichen Ansatz v,(y) = a(z)y + b(z) :

V" — dxv' + 32%v = —4wa + 32*(ay + b)

= 32%ay — dax + 32°b = —8x + 32> + 6%y
=>a=2=b=2x = vy =2y+z

= u(r,y) =v(y) +v,(y) = c1(2)e3™ + co(w)e™ + 2y +
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b) Uy, =2xcosy +e” +3y° =  wu, =2xsiny +ye’ +y° + c(x)
= u(r,y) =2 siny +ye’ +xy’ + f(2) +g(y)
mit beliebigen und differenzierbaren Funktion g und f, wobei f'(z) = ¢(x) gilt.

c) Setze v(x,y) := uy(x,y), dann erhilt man:

(x4 Dugy = (22 + 1)u,
2x + 1 v, 2x+1
=

T2tz v 2 tax
d 2 1
= / ! / T dx = In|v| =In|2? + z| + k(y)

y=v=cly (515 +tx) = uly) =g@y) - (@ +z)+ flz)
mit beheblgen und differenzierbaren Funktion f und g, wobei ¢'(y) = c(y) gilt.

Losung 3:

a) u(t,z) = " eingesetzt uy = Yu,, ergibt
a?e™ M = 9T = o =43.
Losungen der Differentialgleichungen sind also

flz,t) =" und  f(x,t) =" 7",

b) u(x,y, Z) — e t+Py+z

= Uggy = o*u y o Uyy = ﬁQU 7 Uzz = ’}/2U

In die Differentialgleichung einsetzen:

Ugy + Uyy + Uz — 2u, +u =0

= d*u+pu+yu—2yu+u=0

B B4 (y—1)2=0

= y=1+i\/a?+ p?

Ll gz) = e cos( /o ),
us(a,y, 2) = €+ sin(/a? + 72)

Losung 4:
Mit v(t,z) = w(r(t, x), s(t,x)) transformieren sich die partiellen Ableitungen in der Diffe-
rentialgleichung nach der Kettenregel

VUt = WyTy + WS, Vp = Wyl + WsSy
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mit r, =a, s, =c, r, = bund s, = d. Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
12tz + 15t = 2(w,ry + wyss) + 5(wery + Wwesy)
= w,(2r; + 5ry) + ws(2s; + 5sy)
= w,(2a + 5b) + ws(2c + 5d) .

Durch geschickte Wahl der noch unbestimmten Koeffizienten a, b, ¢ und d der linearen Trans-
formation kann man einen Koeffizienten der transformierten Differentialgleichung gleich Null
setzten und den anderen eindeutig festlegen unter Beriicksichtigung von ad — bc # 0 (re-
guldre Transformation). Beispielsweise fiihrt die Wahl

i 5t — 2z N t = r/5b+2s

a=5b=-2¢=0,d=1/5 = /5 . 5

auf die transformierte Differentialgleichung
3
w,(r, 8) = 12(r/5 + 25)5s + 15(r/5 + 2s)* = 5(7“2 + 40rs + 300s) .

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in der Variablen s mit dem Parameter r.
Integration beziiglich s fiihrt auf die Losung

w(r,s) = g(TZS + 20rs* +100s*) + f(r)

= olt,z) = g ((St - 2x)2§ +20(5¢t — 22) (%)2 +100 (

= 3tz + f(5t — 2x)

T

5>3) + f(bt — 2x)

Die Anfangsvorgabe wird verwendet, um die noch unbestimmte Funktion f festzulegen
v(0,2) = f(—2x) =cos(2x) = f(zr)=cosz.

Damit lautet die Losung der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

v(t,z) = 3t?x + cos(5t — 2) .

Bild 4: wv(t,2) = 3tz + cos(5t — 2z) fiir 0 <t < 0.6 und —27 < 2 < 27



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Differentialgleichungen II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 202013

Losung 5:

Hier werden drei alternative Mo6glichkeiten des Losens der charakteristischen Differential-
gleichungen dargestellt:

a) Losen mit Phasendifferentialgleichung:

@z}o 20—y

(22 —y)uy +yu, =0 Uy + Uy =0

Die zweite charakteristische Differentialgleichung lautet jetzt

gt =1.
Man erhélt y = t + Cp, d.h. y und ¢ sind bis auf Verschiebung um Cj identisch. Fiir
die weitere Losung wahlen wir Cp = 0, also y = t und berechnen x = z(y).

Damit lautet die Phasendifferentialgleichung

,:2x—y:2_x_1
Y Y

X

Die zugehorige homogene Differentialgleichung wird gelost durch Separation

2x 2
=— = == = ) =Ct.

' (y -
(y) ; Py

Eine Losung der zugehorigen inhomogenen Differentialgleichung erhélt man durch
Variation der Konstanten mit dem Ansatz

(y) =Cly)y’ = Cy'=-1 = C‘(y)zi = 1(y)=y.

Man erhélt iiber die allgemeine Losung:

T —y
y2

z(y)=Ciy*+y = C =

b) Die charakteristischen Differentialgleichungen
2z —yu, +yuy, =0 = t=2r—y, y=y.

Elementares Losen des charakteristischen Differentialgleichungssystems:

y=y = y(t) =ce’ = et =Y
C1

T = 2x —y = 2x — cie! ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung.

Allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung:

zy(t) = cpe® .



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Differentialgleichungen II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 202014

Variation der Konstanten fiir die inhomogene Differentialgleichung: z,(t) = c(t)e?:

t t

ce? = —ciet = ¢=—ciet = ct)=ce

Allgemeine Losung: x(t) = coe® + cet. Damit ergibt sich

2
x202<£> +y = %:x Y (mthH:Z—Z,vgl.a)>.
1

C1 y? 1

c¢) Losen der charakteristischen Differentialgleichungen als lineares System mit konstan-

ten Koeffizienten: .
N————

_A
PAN) =det(A—A)=(2-N)(1-XN)=0 = XN\=1,X=2

Man berechnet die zugehorigen Eigenvektoren:

Allgemeine Losung des Systems:

t 2t
( z(?) ) = c1v1€' + cupe? = < e +f2€ ) (vgl. b))

y(t)

Man erhélt somit die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung:

mit einer beliebigen C''-Funktion ®.

Losung 6:
Normiert man einen Koeffizienten in der Differentialgleichung auf eins

x2?

dru, — 12zyu, — z22%u, =0 giéo Uy — YUy — Tuz =0,

so kann man die charakteristischen Differentialgleichungen um eine Gleichung reduzieren
und nennt sie dann Phasendifferentialgleichungen:

i=1, §y=-3y, i=-"1.

=1 = x=1t+4 Cy, d.h. x und ¢ stimmen bis auf Verschiebung um Cj iiberein. Ohne
Einschrinkung kann Cy = 0 gewéhlt werden, also x = t.
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Losen der Phasendifferentialgleichung:
Y =-3y = y(a)=Cre™

= C) = ye’® = o1(z,y, 2)

= Cy=——— = po(x,9,2) .

Damit lautet die allgemeine Losung mit einer beliebigen C!'-Funktion ®:
U
u<x7y’z) :®(801('I’y72>’()02(1‘7y72)) :¢ ye ’;—g .

Losung 7:
charakteristische Differentialgleichungen

i=1, §=2

y(x)=2=y=22+C = C=y—2x

allgemeine Losung  u(x,y) = ¢ (y — 2x)

Anfangsbedingung  2* + = = u(z, 3z) = ¢ (3x — 2z) = ¢ (x)
Losung der Anfangswertaufgabe — u(xz,y) = (y — 2z)° + (y — 2x)

x= X,y= y,z=( y-2 x)3+(y-2 x)

N

N W
O SRR
S

W
N

SRR
N D
S

RIS
RN

R

Bild 7: Loésung u(x,vy)
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Losung 8:

Der inhomogenen linearen PDG 1.0rdnung in den Variablen (z,y) wird das erweiterte Pro-
blem in den Variablen (z,y, u) zugeordnet:

zU, + (x +2y)Uy + (3u —22)U, = 0.
Fiir dieses Problem werden die charakteristischen Differentialgleichungen gelost
T(t) = =«
i) = 2+

u(t) = 3u—20z

©(t) = = z(t) = Cyé
y(t) = z+2y=2y+Ciet = y(t) = Cre* — Cie

w(t) = 3u—2r=3u—2C1e" = u(t)=Cse* + Cie

b) Standardlésungsmethode fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten:

100
yt) | = 120 y(t)
2.0 3

_A
PAA) =det(A-A)=(1-XN)(2-X)B—-X)=0
Eigenwerte: A =1, A =2, \3=3

1 0 0
Eigenvektoren: wv; = | -1 , Vo =1 1 ,v3=1 0
1 0 1

Allgemeine Losung des (homogenen) Systems:

1 0 0
vp(t)=Cre' | =1 | +Coe® | 1 | +C3e® | 0O
1 0 1
Elimination von ¢ durch z(t) = Cie! = €' = Ci und anschlieendes Auflésen nach den
1
Konstanten
Cyz? ~ Cy, x4y
y:y(t)20262t—016t=< )—JJ = (== =
C? C? x?
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Csx - C; u—=x

Damit wird die Losung u beschrieben durch folgende implizite Gleichung:

u = Cse3 + Chef = <

U@Wﬂozéﬁaaa=¢(x+%“‘x)=o

Setzt man die Auflésbarkeit nach der 2. Variablen von ® voraus, so ergibt sich die allgemeine
Losung mit einer noch frei wihlbaren Funktion W:

I () = oty (5

3 T2 xr2

Durch Einsetzen der Anfangsbedingung wird ¥ bestimmt:

4 1 1
21 + 82% = u(2x,27) = 2z + 82° ¥ ) = o (- =— = V(r)==x.
422 x x
Daraus erhélt man die Losung der Anfangswertaufgabe:
u(z,y) A il =x+2°+ay.

T2

Losung 9:

a) Der quasilinearen Burgers-Gleichung
0 = us + uuy,
wird das erweiterte Problem
U +uU, +0-U, =0
zugeordnet. Die charakteristischen Differentialgleichungen
t(s)=1, 2'(s)=u, u(s)=0
ergeben t = s und somit  «/'(¢) =0 = wu(t) =C und

Zt)=u=C = 2=Ct+D = D=x—ut

Damit wird die allgemeine Losung durch die folgende implizite Gleichung mit einer
C!-Funktion ® beschrieben:
O (u,z —ut) =0.

Angenommen diese implizite Losungsdarstellung léasst sich nach dem Satz iiber im-
plizite Funktionen nach der ersten Komponente auflésen, so erhélt man mit einer
unbekannten Funktion 1 die implizite Losungsdarstellung

u(z,t) =Y (x —u(x,t)t) .
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b) (i) Die Anfangsbedingung u(z,0) = 2(z + 1) fithrt auf
2z +1) = u(x,0) =¥ (r —u(z,0)-0) =(z) .
Die implizite Losungsdarstellung der Anfangswertaufgabe lautet also
u(z,t) = (r —ulz, t)t) =2(x —u(z, )t +1) .

Auflésen nach u ergibt fir alle (z,t) € IR x (0,00) die Losung die explizite

Darstellung
2x + 2
u(z,t) = T :
2t+1

Charakteristische Grundkurve: (z(t),t) mit

x(t) = up(xo)t + 2o = 2(xo + 1)t + ¢ .

a
o =
o (S
o . 4a
o =
o,\ /

Bild 9 b) (i): =(t) = 2(zo + 1)t + o
(ii) Die Anfangsbedingung u(z,0) = 2(1 — ) fithrt auf
2(1 — ) = u(z,0) = ¢ (r —u(z,0) - 0) = Y(z) .
Die implizite Losungsdarstellung der Anfangswertaufgabe lautet also

u(z,t) =v ((r —u(z,t)t) =2(1 — 2z +u(z,t)t) .
1
Auflésen nach u ergibt fiir alle (z,t) € R X (O, 5) die explizite Darstellung

2— 2z

u(z,t) = TR

1
Fir T = 5 besitzt diese Losung eine Singularitét.

Charakteristische Grundkurve: z(t) = 2(1 — x¢)t + zo .

O . S F
o - ar
o . 3 r
o =
o a
o

(@] (@] =1 a a =1 =
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Bild 9 b) (ii): 2(t) = 2(1 — x)t +

1
Im Punkt (z,t) = <1, 5) schneiden sich alle charakteristischen Grundkurven.

Losung 10:

a) Der Sprung von wuy bei zy = —2 erzeugt eine Verdiinnungswelle w,,.
Mit u; = 0 < u,, = 1 erhélt man

0 , r < =2
2
Uy(z,t) = x:: : -2< z < -2+t
1 , —24+1< w

Die Entropiebedingung
Cz .
u(x+z,t)—u(x,t)<7 fir ¢,2,C >0, z€IR

wird von u,, auf Grund der Stetigkeit von u,, erfiillt.

Auflerdem kann man eine Stolwelle u; berechnen. Die Rankine-Hugoniot Bedingung
lautet

1 1 1 t
§ — — —_ — 1 —_ — — —
$ 2(ul+u7~) 2(0+ ) 5 = s(t) 2+C
t
Mit s(0) = zg = —2 erhélt man die StoBfront sy(t) = 5~ 2 und damit die Stofiwelle.
t
(I r < - —=2=s(t)
ug(z, t) = " 2
1 s 5 —2< =z

Die Entropiebedingung fiir us ergibt z.B fiir x = s(t) einen Widerspruch

us(s(t) + 2,t) —us(s(t),t) =1-0=1< % .

t
Diese Bedingung ist nur fiir ol < z und nicht fiir alle z > 0 erfiillt. Also ist u, die

Entropielésung.

Der Sprung von ug bei 7y = 0 fithrt nur zu einer Stofiwelle mit v, = 1 > u, = —1.
Eine Verdiinnungswelle ist hier nicht definiert.

Die Rankine-Hugoniot Bedingung lautet

éz%(ul—i—m):%(l—l)zo ~ s()=C
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Mit s(0) = 21 = 0 erhélt man die StoBfront s(¢) = 0 und damit die Stowelle.

1 z <0
us(:c,t):{_l 0< =z

C
Die Entropiebedingung ist wegen u(x + z,t) — u(z,t) <0 < TZ automatisch erfiillt.

Damit lautet die gesamte Entropielosung also

(0 , xr <=2
2
TEE O 9o 4 <944
u(zx,t) = t
1 , 24+t< xz <0
-1 0< =z

\

Diese Losung ist jedoch nur fir —2+¢ < 0 = ¢t < 2 =: T definiert, also nur bis zu
dem Zeitpunkt, wo die Verdiinnungswelle auf die Stofifront der Stoflwelle trifft.

b)

2 N\

| I .

-3 -2 -1 0

—_
8

Bild 10 b)  Grundcharakteristiken mit Stofifront
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ul ul
0.5 0.5
-3 -2 -1 1 -3 -2 -1 1
-0.5 -0.5
714 71

Bild 10 c¢) (i): wu(x,0), u(z,1)

_17

Bild 10 ¢) (ii): u(z,2)

Losung 11:
a) Uy + 2Ugy + Uyy — 3uy, + Pu=1 &

VT(} })VU—F(O,—S)VU%—xQu:l

—_——
—A
det(A— M) =(1-X2)*-1=XA—-2)=0 = M\ =0, ) =2
Damit ist die Differentialgleichung in ganz IR? von parabolischem Typ.

b) (Y + 2)Ugy + 4TUzy + Uyy + 3uy — 7wy + 27Tu = 23sin(y — )

2x 1

N J/

& VT ( T ) Vu+ (3, —¢" = 2)Vu + 27u = 23sin(y — )

>0 (elliptisch) fir y > 42® -2
M-A=det A=y+2—422{ =0 (parabolisch) fiir y=422—2

< 0 (hyperbolisch) fiir y < 4x* —2
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+y
elliptlisch
x
parabolisch
-2
hyperbplisch

Bild 11 b)  Gebiete unterschiedlichen Typs

) dugy — Ay, + 2uy, + 4du,, + 2?uy, — Yyu, 4+ 4u =0

4 0 -2
s Vv 02 0 |Vu+(2%0,-9y)Vu+4u =0
-2 0 4
_A

det(A— A =2-MN)((4-N*-4)=2-NN-2)(A—6)=0
= )\1’2 =2 s )\3 =6
Damit ist die Differentialgleichung in ganz IR? von elliptischem Typ.

Losung 12:
a) 17 9 7
1—Oum — guxy — Euyy -+ \/Eum =x + 3y
179
s Vv 190 170 Vu + (v/10,0)Vu = z + 3y
10 10/,

det(A—=AX)=A+1)(A=2)=0 = MN=-1,X =2
Es handelt sich damit in ganz IR? um eine hyperbolische Differentialgleichung.

b) Eigenvektoren v; und vy von A und Transformationsmatrix S.S:

7o) () i )

V1 =
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Mit den neuen Variablen

()= ()= (G )G = (5)=5(5)

wird die Ausgangsgleichung nach der Kettenregel transformiert und in eine Gleichung
in a(§,n) == u(x(& n),y(& n)) iberfihrt:

—lige + 2y + e + 310y = V10E .

Erneute Transformation mit den Variablen
n

n=~&,v:=—

6 \/§

fithrt auf die 1. hyperbolische Normalform in @(u, v) := a(&(p, v), n(w, v))

. . ) 3 .
u,,l,—uw—i-u“—l——zu,, =v10u .

7%

Losung 13:

a) Die Kettenregel ergibt fiur u(¢(z,t),n(z,t)):
Uy = Uelp + UpNy = Ug + Uy,
Uy = Ugela + UgnTle + Unela + Unylle = Uge + 2Uey =+ Uny
up = ey + upny = —2ug + 2w, ,
uy = —2(uge&y + ueye) + 2(une€e + ungyme) = duge — ugy + duy,
Man erhdlt wuy = 4uy, < 16ug, = 0.

Durch Integration nach n und & erhélt man die allgemeine Losung
w(&n) = f(&)+9n) & uzt)= flz—2t)+g(x+2t).

b) Zunédchst wird die Kompatibilitidt in den Eckpunkten iiberpriift:

uw(z,0) = z—2* = u(0,0)=0, u(1,0)=0
w(@,1) = 0 —~ w(0,1)=0, u(1,1) =0,
w(0,6) = 0 — w(0,0) =0, u(0,1) =0
u(l,t) = 0 = w(1,0)=0, u(1,1)=0.

Hier ergibt sich also kein Widerspruch.
Die allgemeine Losung der Wellengleichung besitzt die Darstellung

w(z,t) = f(x —2t) + gz +2t) ,
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mit noch zu bestimmenden Funktionen f, g € C?.

Aus den Randdaten erhélt man

0=u(0,1) = f(=20) +9(20) "= glu) = —f (=)

= u(z,t) = f(x —2t) — f(—x — 2t)

0=u(l,t) = f(1—2t)— f(—1—2t) "=

v — o = ulz,0) = f(z) — f(~2)
=fz—2)— f(—z—2)=u(z,1) =0

Dies fithrt auf den Widerspruch z — 2? = 0, da x € [0, 1] beliebig.

2t

flp) = flp—2)

Losung 14:
Einsetzen von u(x,y) = f(x) - g(y) in die Differentialgleichung ergibt

f(@)g(y) + f(x)g"(y) = 0.

Durch Seperation erhélt man
fM@) _9"y)
flz)  gly) 7
Da die obigen Quotienten fiir alle x und y gelten, miissen sie notwendig konstant sein. Diese
Konstante werde mit A bezeichnet. Damit ergeben sich zwei gewohnliche Differentialglei-
chungen in z bzw. in y

(@) +Af(x) =0 und ¢"(y) — Ag(y) =0.

Der Produktansatz in die Randbedingungen eingesetzt ergibt

0=u(0,y) = f(0)gly) = [f(0)=0
(sonst gilt ¢g=0 = u=0),

0=u(ly)=f(L)gly) = f(1)=0.

Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe
f'(@) + Af(x) =0 mit  f(0) =0= f(1),
besitzt folgende Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunktionen
M = k7% fio(z) = sin kra.
Damit lautet die allgemeine Losung von ¢”(y) — k*72g(y) = 0

9k(y) = &e*™ + dpe™ ™ = ¢}, cosh kmy + dj sinh kmy .



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Differentialgleichungen II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 202025

Mit 0 = u(z,2) = f(z)g(2) = ¢(2) = 0 und man erhilt mit Hilfe der Funktionalgleichung
sinh(s + t) = sinh s cosh ¢ 4 cosh ssinh ¢

gk(y) = b sinh km(y — 2).

Da die Differentialgleichung linear ist erhédlt man durch Superposition eine
Losungsdarstellung der Form

u(z,y) = Z by sinh krw(y — 2) sin ke .
k=1
Uber die verbleibende Randbedingung
2sin(3rx) = u(z,0) = Z —by, sinh 2k sin k.
k=1

ergeben sich die b, aus den Fourierkoeffizienten von 2 sin(37x) hier iiber eine Koeffizienten-
vergleich:

2 = —b3sinh 67r.
2sinh 3 -2
Die Losung lautet daher  wu(z,y) = — o ;T(Gy ) sin 3mx .
sinh 67

Nach dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen werden minimaler und maximaler
Funktionswert auf dem Rand angenommen. Hier sind es also die Extrema von u(z,0) =
2sin(37z):

1 1
Umin = U <§7O> = QSIH(BTF/Q) = =2, Upax =1U (670) =2.

Bild 14 Losung u(z,y)
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Plotbefehl in Mathematica:

Plot3D[-2*%Sinh [3*Pi*(y - 2)]*Sin[3*Pix*x]/Sinh[6%Pi],
{x, 0, 1}, {y, 0, 2},AxesLabel -> {"x", "y", "u"},
PlotRange -> {-2, 2}]

Losung 15:
Der Produktansatz u(r, ) = R(r) - ®(¢) eingesetzt in die Differentialgleichung, ergibt die

beiden gewthnlichen Differentialgleichungen
742 R" +r )24 P
R~ o

Da ®(yp) im Kreisring 2m-periodisch sein muss (®(0) = ®(27)), erhélt man nichttriviale
Losungen ®(p) nur fiir A > 0, ndmlich fiir \g = 0 und )\, = k*:

P?R'® +rR®+ RP" =0 DA

Do(p) =ag, Pr(p) = agsin(ky) + by cos(ky), k=1,2,...

Setzt man \g = 0 und )\, = k? in die Differentialgleichung fiir R(r) ein, so erhilt man dort
die Losungen

Durch Superposition ergibt sich aus dem Produktansatz damit die Losungsdarstellung im
Kreisring

u(r, ) = Ao+ Bolnr + Z(Akrk + Crr ™) cos(ky) + (Byr* + Dyr=) sin(ky) .
k=1
Die Randbedingung
u(2,9) = cos(p)

= Ao+ Boln2+ > (A28 + Cr27%) cos(ky) + (B2F + Dy27%) sin(ky)
k=1

erglbt A0+Bgln2:0, 2A1+01/2:1,
sonst Ap2F +Cp27%F =0 = B2 + D,27% .

Die Randbedingung

65
u(3,p) = 14 ——sin(2¢)

144
= Ao+ Boln3+ ) (3"Ay +37%Cy) cos(ky) + (3¥By + 375 Dy) sin(ky)
k=1
Dy, 65

ergibt Ag+ Byln3 =1, 932_1_? = T
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sonst 3%A, +37%C, =0=3"B, + 37D .
Losen des Gleichungssystems fiir Ay, By:
1 In2 Ag 0 —In?2 1
(1 1n3)(30) (1) 7 T M3 m2 T 32

Die Koeffizientenmatrizen fiir £ > 1 sind regulér, denn

ok 9-k ok 3k 2\ " 9\"
(i) =5 = (3) (- (1) ) #0
Man erhilt nur die von 0 verschiedenen Koeffizienten

(1) (e)-(b) = a-e-3

(3 1) ()= (ha) = 5 2
/ /

Damit lautet die Losung
(r, ) lnr—ln2+ 18 2r n r? 1\ . (2¢)
u(r = — — — — ] cos — — — | sin :
T -2 \5r 5 )T 06 e 4
Umwandlung in kartesische Koordinaten z = rcosg, y = rsing mit sin(2p) =
2sin(p) cos(y)
Man erhilt so z.B.:  7?sin(2¢) = 2rsin(p)r cos(p) = 2zy

In\/22+y?> —1In2 18z 2v xy 2zy

ulz,y) = m3-m2 52 +%) 5 8 (@12

Bild 15 Losung u(r, ¢)
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Losung 16:

a) Fiir die Koordinaten
E=xcosp+ysing und 7= —zsinp -+ ycosp
erh&lt man:

§x =COSQ, My =—sing, § =sinp, n, =cosy.
Nach der Kettenregel gilt daher

Uy = Uy + Uply = Ug COS P — Upsing
Upy = (Uge COS P — UgySiN @) cOS @ — (Upe COS P — Uy, SN @) SiN P
= uge cos” p — 2ug, SN P COS P + Uy, sin®
Uy = Uy + Uy = UgSin Y + Uy, cos @
Uyy = (Ugesing + gy cos @) sin g + (uye sin @ + u,y, cos @) cos ¢

= Ug sin? ¢ + 2Ugy SIN Y COS Y + Uy cos? @

= Uy + Uyy = Uge + Uy -

b) Die Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen u im IR? besagt, dass sich der
Funktionswert von u im Mittelpunkt @ eines Kreises vom Radius R berechnen léasst
durch Integration lings des Kreisrandes

u(wo):ﬁ / w(x) ds .

| —To||=R

Fiir den in der Aufgabenstellung vorliegenden Fall y = (1,1) und R = 5 berechnen wir
das Kurvenintegral 1.Art durch Parametrisierung des Kreisrandes in Polarkoordinaten

[T\ _( Scosp+1
w_(y)_c(sp)_<5sin<p+1)
= |le(p)l| =5 = ds=>5dp.

2m
1
u(l,1) = Tom 5(5cosp +1)(5sinp + 1) dp
0
27

/25cosgosin<p+5cosg0+5sing0+1d<p

0
2

1
= — [ldp=1.
27?/ i

0

1
27

Bemerkung:
u(z,y) = xy erfillt u,, + uy, = 0 und lost daher die Randwertaufgabe selbst. Es gilt
alsou(l,1)=1-1=1.
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Losung 17:

Der Produktansatz u(r, @) = R(r) - ®(p) eingesetzt in die Differentialgleichung, ergibt die
beiden gewthnlichen Differentialgleichungen

2 pI R/ (I)”
PR'® + rR'® + RV =0 = TR% ===

Der Produktansatz u(r, ) = R(r) - ®(¢) eingesetzt in die Randbedingungen
0=u(r,0) = R(r)®0), 0=u(r,m)=R(r)®(n)
ergibt nur nichttriviale Losungen u (R darf nicht die Nullfunktion sein) fiir
®0)=0=(n) .
Damit erhélt man fiir ® nur fiir A > 0 nichttriviale Losungen:
D(p) = asin(VAp) + beos(VAp) .
Insbesondere ergibt sich aus den Randbedingungen
0= ®(0) = asin(VA-0) +bcos(VA-0) =b |
0= (7) =asin (ﬁw)
Wegen a # 0, sonst wire ® die Nullfunktion, muss gelten
Vi-m=kr = VA=k = A\ =k> = O(0) = apsin(ky) , k=1,2,...
Setzt man Ay = k? in die Differentialgleichung fiir R(r) ein, so erhilt man dort die Losungen
Ri(r) = cpr® + dpr™F

Hier muss noch dp = 0 gesetzt werden, da die Losung sonst im Nullpunkt, der hier zum
Definitionsbereich gehort, eine Singularitiat beséfle.

Durch Superposition ergibt sich aus dem Produktansatz damit die Losungsdarstellung

u(r, p) = ZAkrk sin(ky) .

k=1

Die noch nicht verwendeten Randbedingung ergibt

u( ZAk6ksm(kg0 ‘gp——’ ~3-
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Die Randfunktion muss also in eine 2m-perodische ungerade sin-Reihe entwickelt werden.
Man berechnet A; aus den Fourier-Koeflizienten

™

2 T ™\ .
o = 2 [ (Jo= 5]~ 5)sinthor e
0

/2 T
2
= 2| [ —esinliydo+ [ (o msinihe) do
0 w/2

4 . krm
= ey

durch A.6% = ¢, = A, = c,67%. Die Losung des Ausgangsproblems lautet mit den obigen
Fourkoeffizienten also:

u(r, @) = ick <g>ksin(kgo) :

k=1

Da u harmonisch und nicht konstant ist, werden Maximum und Minimum nur auf dem Rand
angenommen, konnen also aus den Randbedingungen abgelesen werden.

Der Maximalwert ist damit gleich 0.

R R T S S AR

N

6

Bild 17 Losung u(r, ¢)

Losung 18:
Der Produktansatz u(x,t) = X (z)T(t) eingesetzt in die Differentialgleichung, ergibt

= =: —\ = (konst) .
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Man erhélt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
T"+AXT'=0 und X"+ XX =0.
Die Randbedingungen
0=u(0,t) = X(0)T(t) und 0=wu(4,t)=X(4)T(t)
liefern X (0) =0 = X (4).
Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe in X besitzt nur fiir A > 0 nichttriviale Lésungen:
X(z) = acos(VAz) + bsin(v/Ax) .

Einsetzen des Randwertes X (0) = 0 ergibt @ = 0 und X (4) = 0 liefert die Eigenwerte

k22
A =
STG
mit £ > 1 und zugehorigen Eigenfunktionen
k
Xi(z) = by sin % .

Setzt man A, in die Differentialgleichung fiir 7" ein, so erhélt man dort die Losungen

Th(t) = exp (— k%%) .

16

Aus dem Produktansatz und Superposition ergibt sich damit die Losung

% 2,2
u(z,t) = ZbksinkTTxexp <_k17;’ t) :

Mit der noch nicht verwendeten Anfangsbedingung werden die fehlenden Koeffizienten by
berechnet. Aus dem Bild in der Aufgabenstellung ergibt sich die Anfangsvorgabe

up(z) =

T fir 0<2<2,
4—x fir 2<z<4.

Berechnung der Fourier-Koeffizienten mit 7"= 8 und w = % = %:
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8 . kmx
k272 > 4

Mathematica-Plotbefehl (ohne wy)

Plot [{Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k"2 Pi~2) Sin[k*Pi*x/4], {k, 1, 1}],
Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k"2 Pi~2) Sin[k*Pix*x/4], {k, 1, 3}],
Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k"2 Pi~2) Sin[k*Pi*x/4], {k, 1, 5}],
Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k"2 Pi~2) Sin[k*Pi*x/4], {k, 1, 7}],
Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k"2 Pi~2) Sin[k*Pix*x/4], {k, 1, 9}1},

{x, 0, 4},AxesLabel -> {"x", "u(x,0)"}, PlotRange -> {0, 2.2}]

2.0

N
k
Bild 18 a)  ug und Naherungslésungen uy(z,0) = » by sin %x ., N=1,3,57,9
k=1
MATLAB-Plotbefehl

ezmesh(’x’,’t’,’16*(sin(pi*x/4)*exp(-pi~2*t/16)
-sin(3*pi*x/4)*exp (-9*pi~2%t/16)/9
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+sin(5xpi*x/4) *exp (-25%pi~2xt/16) /25
-sin(7*pi*x/4)*exp(-49*pi~2*xt/16) /49
+sin(9*pi*x/4)*xexp(-81*pi~2xt/16)/81)/pi~2’,[0,1,0,4],50)

6 (sin(r x/4) exp(—n? t/16)—sin(3 T x/4) exp(—9 1 1/16)/9+sin(5 T x/4) exp(-25 72 t/16)/25-sin(7 T x/4) exp(—49 72 t/16)/49+sin(9 T x/4) €

R
IR
x R

S
0.5 RIRMRIMIIRmIiiR
TS

0 = LIRS \\““\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 0.8
0 EEREIRTRTIRIRRIRs

R’ 06

RIS

15 R 0.4
2 SANNS
25 RS> 0.2

9
k /{32 2
Bild 18 b) Naherungslosung ug(z,t) = Zbk sinﬂexp Ty
—~ 4 16
Nach dem Maximumprinzip gilt ma; u(x,t) = max up(zr) = 2.
ximumprinalp gilt | e om U1 = 1 wole)
Loésung 19:

a) Aus dem Bild in der Aufgabenstellung ergibt sich die Anfangsvorgabe

3—x fir 0<x<3,
ug(z) =

r—3 fir 3<z<6.

b) Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen
u(0,t) = @o(t) = 3 und u(6,t) = p1(t) = 3 wird durch

x
v(a, 1) = u(e,t) = (2olt) + % (1) = @o(1) ) = u(a, 1) = 3.
in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert.

Da sich die Differentialgleichung unter der Transformation, wegen u; = v; und ug, =
Uze, Nicht dndert, lautet das transformierte Problem in v:

Uy = 4o, fir 0<z<6, 0<t
v(0,t) = 0 fiir 0<t
v(6,t) = 0

v(x,0) = wup(x)—3 fir 0<z<6.
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c¢) Die Losungsdarstellung lautet

°° k k22
v(x,t) = Zbk sin % exp (— 97T t)
k=1
Denn aus dem Produktansatz u(z,t) = X (x)T(t) ergibt sich:
k2 k
X" +AX =0, X(0)=0, X(6)=0 = X\, = 3—2 Xo(z) = b sm%x

k*m?t
T + AT =0 = Tk(t) = exp (— 79T ) .

Mit der Anfangsbedingung werden die fehlenden Koeffizienten b, berechnet.
{ —x fir 0<x<3,

r—6 fir 3<x2<6.

by =

3
= 2—xcoskﬂg—l/cos /mr_x dx
N T 6 |, km 6
6 6
—2(x_6)coskmz ~|—£/cos km dz
km 6 |3 km 6
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d) Das Ausgangsproblems wird dann gelost durch:

24  km | krmx < k27r2>
Sin — sin —— exp | — t

[e.e]

t)=3-
ulz.?) 2 T 9

72 1/9) sin(3 7 x/6)/ 32+ sin (5 7/2) exp (-52 72 t/9) sin(5 « x/6)/ 52+ sin (7

2.5 4
2
~N 1.5 ..'
1 ':"'n’:%’ﬁ;/ /
o asras; l’ 74
ll;lf
0.5 - Il’//
0 3

2
1

X 6 0 y

Bild 19 Néherung fiir u(z,t) mit den ersten neun Summanden der obigen Reihe

MATLAB-Plotbefehl

ezmesh(’x’,’t?, > 3-24x*(

sin(pi/2) *exp(-1"2%pi~2%t/9)*sin(pi*x/6) /172

+sin(3%pi/2) *exp (=37 2*pi~2*t/9) *sin(3*pi*x/6) /372

+sin(5xpi/2) *exp (-5"2xpi~2xt/9) *sin (5*pi*x/6) /572

+sin(7*pi/2) *exp (=77 2%pi~2%t/9) *sin(7*pi*x/6) /7" 2

+sin(9%pi/2) *exp (-9~ 2*%pi~2%t/9)*sin(9*pi*x/6)/9°2)/pi~2’,[0,3,0,6])

e) Nach dem Maximumprinzip wird der Maximalwert von u auf dem Rand von G bzw.
fiir t = 0 angenommen. Damit gilt

max u(z,t) =3.
(z,t)eG
Losung 20:

a) Fiir die Dimension n = 1 lautet die Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung

6_332/(475)

O(x,t) = Vit

0 fir z€ R und t<0.

fir x€IR und t >0,
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Mit der Fundamentallosung kann die Losung der Warmeleitungsgleichung fiir ¢ > 0
dargestellt werden durch

7 T o (e—)2/(41)
u(z,t) = /(b(x—y,t)-u(y,o) dy = W.e% dy

17 —(xr —y)* + 16ty)
— ex d
Art / P < At 4
1 7 (02 2 2
_ /exp( (y (a:+8t)y+x)) d
4t 4t

&7 . (—<<y — (e + 8t>>;+ 2= (x+ 8t>2>) “

[e.o]

. 1 — (z + 8t))?
_  phatl6t 47Tt/eXp (_(y (4t ) ) dy

= it / Oy — (z+8t),t)dy = 1 / ®(p, ) dp

e4x+16t

b) Der Produktansatz u(z,t) = X (x)T(t) eingesetzt in die Differentialgleichung, ergibt

T X'
T X))

(konst) .

Man erhélt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
T —ul=0 = T =Ce",

X'—pX =0 = X(x)=aeV" 4 age VF*

und damit die Losung aus dem Produktansatz
u(z,t) = Ce' (areVr™ + age™VH*) |
Einsetzen der Anfangsbedingung und Koeffizientenvergleich ergibt
et = u(x,0) :C(ale\/ﬁ"”%—age*\/ﬁx) = Ca=1,/up=4,a=0.
Die Losung aus dem Produktansatz lautet also

u(a;,t) — e4x+16t ]
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Losung 21:
Der Produktansatz u(z,y,t) = X(x)Y (y)T(t) eingesetzt in die Differentialgleichung u;, =
Ugg + Uyy ergibt
() X'"(x)  Y'(y)
i) X)) o Yy

Fiir T erhélt man eine gewohnliche Differentialgleichung:

=: —\ = (konst) .

T+ MX=0 = T@{t)=Ke™.
Nach weiterer Trennung ergeben sich gewohnliche Differentialgleichungen in X und Y

X"(x) _ _Y"(y) — A= —u = (konst) .

X() Y(y)

Die Randbedingungen
0 = u(0y,t) = XOY(uT{),
0 = u(myt) = X@YYTQE),
0 = u(z,0,t) = X(x)Y(0)T(t),
0 = wu(z,mt) = X(@)Y(n)T(t)

liefern X (0) =0 = X (7) und Y (0) =0 = Y ().
Die gewohnliche Randwertaufgabe in X
X"(z) 4+ pX(z) =0 mit X(0)=0=X(m)
besitzt nur nichttriviale Losungen fiir g > 0
X(z) = acos(y/ux) + bsin(y/ux) .

Einsetzen des Randwertes X (0) = 0 ergibt a = 0 und X (7) = 0 liefert y; = k* mit k& > 1
und Xy (z) = by sin(kx) .

Die gewohnliche Randwertaufgabe in Y
Y'(y) + (A= @)Y (y) =0 mit ¥(0) =0 =Y(r)
besitzt nur nichttriviale Losungen fiir A — > 0
Y (y) = ccos(v/A — py) + dsin(v/A — py) .

Einsetzen des Randwertes Y (0) = 0 ergibt ¢ = 0 und Y (7r) = 0 liefert A\, ; — px = j2 mit
Jj > 1und Y;(y) = d;sin(jy) .

Setzt man Ay ; in die Differentialgleichung fiir 7" ein, so erhélt man dort die Losungen

Ty (t) = Ke~ W+
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Aus dem Produktansatz und Superposition ergibt sich damit die Losung

u(z,y,t) = Z Z Ay, e~ FH sin (k) sin(jy) .

o0
k=1 j=1

Mit der Anfangsvorgabe ergibt sich

5sin 3z sindy — 8sinx coswsiny cosy = u(x,y,0) = Z Z Ay jsin(kz) sin(jy) .
k=1 j=1
Wegen sin 2a = 2 sin a cos a gilt
—8sinx cosxsiny cosy = —2sin 2z sin 2y
und man erhélt mit einem Koeffizientenvergleich A4 = 5, Aso = —2 und Ay ; = 0 sonst,

also die Losung

u(z,y,t) = e~ sin(3x) sin(4y) — 2% sin(2z) sin(2y) .

R
X
...\’

Bild 21 a)  u(z,y,0) Bild 21 b)  w(z,y,1/100)

2>
2R
LR
ZARRRAZ
AR

Bild 21 ¢)  u(x,y,1/25) Bild 21 d) wu(z,y,1/5)

Wegen lim e 2 =0 = lim e™® gilt lim u(x,y,t) =0.
t—00 t—o00 t—o00
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Losung 22:

a) Der Produktansatz u(xz,t) = X(x) - T(t) in Verbindung mit der Randbedingung
u(0,t) = 5sin(3t) ergibt T'(t) =

sin(3t). Setzt man dies in die Differentialglei-

X(0)
chung ein, so erhélt man
0 = duy+4u+u— Ugy
B 45X (z) | 15X(93) X(x) 5X"(z) .
= —4 1)7(5(8()( s)1n(3;i(t(4)X(0) os(3 )GOX( 0) sin(3t) — X0) sin(3t)
= \(— X0) X0 )Jsm(Bt ( ) cos(3t)

=0
Einzige Losung ist damit X = 0. Dies fiihrt auf v = 0, der Produktansatz liefert hier
also keine Losung.

b) Der Losungsansatz u(z,t) = 5e~** sin(3t — bx) erfiillt die Randbedingungen und a > 0
sorgt fiir die Beschréanktheit von u fiir + — oco. Eingesetzt in die Differentialgleichung
ergibt sich

0 = 4utt+4ut+u—u
= B5e " ¢ sin(3t — bz) ((b* — a®) — 35) + cos(3t — bz) (12 — 2ab)

~~ 4 N~—
=0 =0

Das resultierende nichtlineare Gleichungssystem

ab=6 A b —a®=235.

6 5 5 936
= a=- = 35=0—-a’=b 5
= 0=20"— 350> — 36 = (b* + 1)(b* — 36)
besitzt die Losungen a =1, b=6 und a = —1, b = —
Letztere fithren auf unbeschranktes u fiir  — oo und werden daher ausgeschlossen.

Damit lautet die Lésung der Telegraphengleichung

u(z,t) = be *sin(3t — 6z) .

Losung 23:

Ein Vergleich von uy = c*ugy mit uy = 16u,, ergibt ¢ = 4.

a) Abhéngigkeitsbereich (zo,t9) = (2,1) : A = [zg — cto, o + cto] = [—2, 6]
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b)

Il
T T T T

~10 9 2 10 14 x
Bild 23 b) Bestimmtheitsbereich fiir ¢ > 0

¢) Mit der d’ Alembertschen Losungsformel erhélt man

x+4t
1 1
u(z,t) = 7.1 / cosy dy = 3 (sin(z + 4t) — sin(x — 4t)) .
r—4t

X= X,y= t,z=( sin(x+4 t)-sin(x-4 t)) 8

Bild 23 ¢) Losung u(z,y)

Losung 24:

Ein Vergleich von wuy — c?ug, = 0 mit uy — 4uy, = 0 ergibt ¢ = 2.

a) Abhéangigkeitsbereich fiir (zo, %) = (3,1): [zo — cto, xo + cto] = [1, 5]
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Bild 24 a)  Abhéngigkeitsbereich [1, 5] fur (zg, %) = (3, 1)
b) Im Bestimmtheitsbereich gilt: x — 2,z + 2t € [0, 6]

t
24k
(3,3/2)
P
14k
O=a—2t T+2t=6
| : | | : =
1 2 3 4 5 6

Bild 24 b) Bestimmtheitsbereich fiir ¢ > 0

c¢) Die Reflexionsmethode setzt die Anfangsfunktionen ungerade fort, so dass man ein

reines Anfangswertproblem mit ungeraden Anfangsfunktionen erhélt, auf dass dann
die d’Alembertsche Losungsformel angewendet wird.

Die resultierende Losungsformel lautet:

4 x+2t

1 1
5 (uo(x + 2t) + uo(z — 2t)) + 1 / v(y)dy , 2t <z
u(ﬁ,t) = m;it%
1 1
5 (uo(z + 2t) — uo(2t — ) + 2 / vly)dy , =<2t
\ 2t—x

(i) Bei der zu berechnenden Lésung handelt es sich um eine C*-Funktion, denn

up(x) = ® — x und vy(x) = 8z sind ungerade, also identisch mit ihren ungeraden
Fortsetzungen.
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Die Losung des Anfangsrandwertproblem ist also die Einschrénkung des (unge-
rade fortgesetzten) Anfangsproblems auf den '1. Quadranten’.

(1
3 ((z+2t)% — (x +2t) + (x — 2t)*> — (x — 2t))
z+2t
1
+Z / 8ydy, 2t<ux
u(z,t) = 1 w2t
5 ((z+2t) — (x +2t) — ((2t — 2)® — (2t — x))
42t
1
+1 / Sydy, =<2t
L 2t—x
1
3 (x4 2t)3 + (z — 2t) — 22) + o2|*73F | 2t <«
u(z,t) = 1
3 (x4 2t)° + (v — 2t)3 — 22) + 92|52 ) o< 2t
1
=5 ((x+2t)° + (x — 2t)> — 22) + (v + 2t)* — (x — 2t)*
(i) .
5(1—cos(x+2t)+1—cos(x—2t)) , 2t <z
u(z,t) = )
3 (1 —cos(x +2t) — (1 —cos(2t —x))) , =<2t
\

¢

1
1- 5 (cos(x + 2t) + cos(x — 2t)) , 2t <x

\

1
—5 (cos(z +2t) —cos(x —2t)) , =<2t

Die Losung u ist in den Dreiecken 0 < 2¢ < z und 0 < x < 2t jeweils C%2-Funktion
und auf der Diagonalen x = 2t stetig.

Die ersten partiellen Ableitungen sind fiir x = 2t stetig:

1

E(sin(x +2t) +sin(x — 2t)) , 2t <z
ug(x,t) = )

E(sin(x +2t) —sin(x — 2t)) , x < 2t,

sin(x + 2t) —sin(z —2t) , 2t <z
u(x,t) =
sin(x 4 2t) +sin(z — 2t) , x < 2t.
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Uy, 1St auf x = 2t unstetig:

1

§(cos(x +2t) +cos(x — 2t)) , 2t<x
Uge (T, ) = )

§(cos(x +2t) — cos(z — 2t)) , x <2t

Der Grund liegt darin, dass ug(z) = 1 — cosz, z > 0 ungerade fortgesetzt nur
C' und nicht C*-Funktion (in z = 0) ist.

Losung 25:

a) Der Produktansatz u(x,t) = X (z) - T(t) eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt

T// (t) B X//(x)

W X

Man erhélt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
T"+XT=0 und X"+XX=0.
Der Produktansatz u(z,t) = X (z) - T'(t) eingesetzt in die Randbedingungen ergibt
0=u(0,t) = X(0)T(t) = X(0)=0
und
0=u(l,t)=X(1)T(t) = X(1)=0.

Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe fiir X besitzt somit die Eigenwerte
e = K22 mit ke N,
und die zugehorigen Eigenlosungen sind gegeben durch
Xi(z) = agsin(krz), ar € R.
Setzt man )\ in die Differentialgleichung fiir 7" ein, so erhélt man dort die Losungen
Ti(t) = &, cos(kmt) + dy sin(knt) .

Aus dem Produktansatz und Superposition ergibt sich damit die Losung
Z ci cos(kmt) + di sin(knt)) sin(kmx) .
k=1

Mit den noch nicht verwendeten Anfangsbedingungen werden die fehlenden Koeffizi-
enten ¢; und di bestimmt:

u(z,0) = ug(x) =0 = ch sin(krx) = ¢ =0,

k=1
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ui(z,0) = vo(z) = 2°(x — 1) Z dpkm sin(kmx)

k=1 _p,

mit
1

by = 2/ 2*(z — 1) sin(k7x) do
0
~ 22*(z — 1) cos(kmx)

1
1 2

+2/ (3x* — 2x) cos(kmx) p
0

- km km v
b — 2(3x? — 2z) sin(k7x) 2/ (6x — 2 ) sin kﬂx) e
(km)?
2(6x — 2) cos(kmx) / 6 cos( k‘ﬂ'.’L’
= -2 dx
(km)?
0
_ 8cos(km) 4 4(2 (—1)% +
B (k)3 B (k)3
" by,
Man erhéilt also d, = —
b)
Bild 25 Losung u(x,t), 0<z<1, 0<t<32
Loésung 26:

a) Die Anfangsrandwertaufgabe besitzt die Randbedingungen

wo(t) :=u(0,t) =0, @(t):=u(2,t)=1.

Setze .
ﬂ(l’, t) = ‘PO(t) + 5

5 (p1(t) — @o(t)) =

2
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und transformiere durch
v(x,t) = u(x,t) —a(x,t) = u(x,t) —z/2 .

Die transformierte Anfangsrandwertaufgabe in v besitzt dann homogene Randbedin-

gungen.
Vg = Ugp s fir 0<z<2 und t>0,
v(0,t) = 0, fir ¢t>0,
v(2,t) = 0,
v(z,0) = z(x—2)/4, fir 0<z<2,
v (z,0) = 0.

b) Die Losungsdarstellung aus dem Produktansatz mit Superposition, die die Differenti-
algleichung und die Randbedingungen erfiillt, lautet:

- kmt kmt k
v(x,t) = Z <ak cos (%) + by sin (%)) sin (%)
k=1

Aus den Anfangsbedingungen ergeben sich a, und by

= kb k
0=v(z,0) = gksin<%$) = b,=0
k=1
z(x — 2 > knx
(4 >:v(x,0):Zaksm(T>

als Fourier-Koeflizienten einer ungeraden Fourierrreihe mit der Periode 7' = 4 durch

2
4 [w(x—-2) (k7
ak_Z/ 1 81n<2>dx
0

2
_ z(z—2) QCOS krx 2+2/x_1cos krx J
- 1k 2 )|, kr) 2 2 )™
0
2

T A=Y

0 (km)3

ue,t) =3+ i 4((_<+;)3_1) cos (?) s (me)
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«/2-8 (cos(1 7 t/2) sin (1 = x/2)+ cos(3 = t/2) sin (3 7 x/2)/3%+ cos (5 = t/2]

Losung 27:
Die Losung des Problems erfolgt in drei Schritten:

1. Schritt

Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen
u(0,t) = po(t) := e und u(l,t) = ¢1(t) := —e~" wird durch

v(x,t) = ulz, t) = (po(t) + z(@i(t) — @o(t))) = u(z,t) — | e (1 — 2x)
—u*(.0)

2>

A

S e e

RAZRAZ
AR

R TR RAZ
4 SEAR T AR

e
S s
R TSSO SST S
1 S S S SO S SSTSS S
S R R AL E I AIILLT
Q- ) "”””””””W"gﬁ. 2
LD
L ZATS
-0.5 T /1.5
-1
0
t

Bild 27 a)  u*(z,t) = e *(1 — 2x)
in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert.

up =0+ (2 — 1)e™" | Upp = Vow, up(z) = u(z,0) = v(z,0) +1 -2z



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Differentialgleichungen II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 202047

Das transformierte Problem in v lautet dann
Vp = Vg +3m?sindmxr fir O<zxz<1l, 0<t,
-2z , 0<x<1/2

v(x,0) = vo(x) :=
2 -2 , 1/2<zx<1

v(0,t) = 0, v(1,t)=0 fir 0>t¢.

2. Schritt
Man 16st das Problem mit homogener Differentialgleichung und inhomogener Anfangsbe-
dingung

Uy = Uy fir O<ax<1l, 0<t,

—2r , 0<z<1/2
v(x,0) = vo(z) ==
2r—2 , 1/2<z<1

v(0,t) = 0, v(1,t) =0 fir 0>¢.

Die Losung ist gegeben durch:  v*(x,t) = Z bee ™ sin(kn)
k=1
mit den Fourier-Koeffizienten

1
by = 2/vo(x)sin(k7rx) dx
0

1/2 1

= 2 /—Qx sin(kmz)de + /(29& — 2)sin(kwx)dx
0 1/2
8 . [k

T e M\

8

k
122 St ; e F ™ sin(kra)
s

Bild 27 b) v*(z,1) =) -
k=1
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3. Schritt
Man 16st das Problem mit inhomogener Differentialgleichung und homogener Anfangsbe-
dingung

UV = Uy + 3mlsindmx, fir O<z<1l, 0<t,
v(xz,0) = 0, fir 0<z<1
v(0,t) = 0 =wv(1,1), fir 0>¢.

Fiir die Losung wird nach der Fourier-Methode folgender Ansatz gemacht:

v (x,t) = Z ay(t) sin(kmz) .

Die homogene Anfangsbedingung wird nach einem Koeffizientenvergleich durch die Forde-
rung ax(0) = 0 erfiillt.

Die rechte Seite wird ebenfalls in eine sin-Reihe entwickelt

3% sin 3w = Z c(t) sin(kmz) .

k=1

Hier ergibt ein Koeffizientenvergleich c3(t) = 372 und ¢, (t) = 0 sonst.

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich

[e.e]

> (an(t) + K ra(t) — ci(t)) sin(kra) = 0.

k=1

Die Koeffizienten ay(t) der Losung v** sind daher aus den folgenden gewohnlichen Anfangs-
wertaufgaben zu berechnen

ar(t) + k*m?ag(t) = ci(t) mit  a,(0) = 0.

Fiir £ = 3 liegt eine lineare inhomogene Differentialgleichung vor
as(t) + 9m%as(t) = 3 mit  as(0) =0

mit der allgemeinen Losung
a3<t) = 1/3 + d3€_9ﬂ2t .

Beriicksichtigt man die Anfangsvorgabe, so ergibt sich
1 —97
ag(t):§(1—€ 92t> .

Fiir k£ # 3 lautet die allgemeine Losung der linearen homogenen Differentialgleichung
ak(t) = dkeik%r?t .

Mit den Anfangsbedingungen a;(0) = 0 folgt dr = 0 und damit ax(t) = 0.
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1
Bild 27 ¢) v (x,t) = 3 <1 - 6_9”2t> sin(3mx)

Die Losung des Ausgangsproblems erhélt man nun durch

u(z,t) =u(z,t) + v (x, t) + 0™ (2, t) .

Bild 27 d) u(x,t) = u*(z,t) + v*(x,t) + v**(x, 1)

Losung 28:
Die Losung des Problems erfolgt in drei Schritten:

1. Schritt
Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen

u(0,t) = @o(t) :=sint und u(l,t) = p(t) := cost

wird durch  v(z,t) := u(z,t) — po(t) — %(gpl(t) — o(t))

r—1{ . T
= u(z,t) =v(x,t) — Tsmt+ zcost

in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert. Das transformierte Problem in v
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lautet dann

Vgt = 02vxx+tsin(%7x>,0<x<€,0<t,
x x X
o(w,0) = u(r,0) = po(0) = F(e1(0) ~ po(0) = 5T =0, 0<w<r
T , T T
vi(7,0) = Ut(%o)—%(o)—Z(SOQ(O)—%(O)) =1l-7-14+5=0

v(0,t) = 0 = v(,t), fur0<t.

2. Schritt
Man 16st das Problem mit homogener Differentialgleichung und Anfangsbedingungen

Vgt = vy, fir O<az<l, 0<t,

v(z,0) = 0 = w»(x,0), fir 0<a</

v(0,t) = 0 = v(l,t), fir0<t.

Das Problem wird gelost durch v* = 0. Rein rechnerisch ergibt sich die Lésung aus der
iiber einen Produktansatz gewonnenen Losungsdarstellung, die schon die Randbedingungen

erfiillt:
S kmt kmt k
v (x,t) = kgﬂ (Ak cos (C ; ) + By, sin (C Z )) sin (%)

unter Ausnutzung der Anfangsbedingungen mit anschliefendem Koeffizientenvergleich.

3. Schritt
Man 16st das Problem mit inhomogener Differentialgleichung und homogenen Anfangsbe-
dingungen

2
Vgt = c2vm—|—tsin(%>, fir O<ax<t, 0<t,

v(z,0) = 0 = v(z,0), fir 0<z</

v(0,t) = 0 = v((t), fir0<t.
Nach der Fourierschen Methode wird fiir die Losung in Anlehnung an den 2.Schritt folgender
Ansatz gemacht:
> kmx
v (x,t) = vi(t)sin [ — | .
=2 uinsn (777)

Die homogenen Anfangsbedingungen fiithren auf v, (0) = 0, 0,(0) = 0.
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Die Inhomogenitéat der Differentialgleichung wird ebenfalls in eine sin-Reihe entwickelt
. [ 27mx = . ([ kmx
tsin | — | = ka(t) sin | — = fa(t) =t, fr(t) = Osonst .
14 pt 14

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
> k)2 k
> (Mt) + (%) o - fk<t>> s (457) =0
k=1

Die Koeffizienten v (t) der Losung v** ergeben sich daher aus den folgenden gewohnlichen
Anfangswertaufgaben

ckm

Uk(t) + (7) Uk(t) - fk(t) =0 mit Uk(O) =0= ’Uk(O) .

Fiir k # 2 ist v, = 0.

Fiir £ = 2 erhélt man die allgemeine Lésung

2
v9(t) = Ag cos <—20€7Tt> + By sin (QCM) + L

14 4c2n?

Beriicksichtigt man die Anfangsvorgaben, so ergibt sich

2 ¢ . (2cnt
valt) = 4?2 b 2er "\ 0 '

Die Losung des Ausgangsproblems erhélt man nun durch

(1) = @o(t) + v* (2, 1) + 0™ (2, 1)

T

14

T z—0 . 2 2 2cmt ) 27T
= Zcost— 7 smt—i—m t—ﬁsm 7 sin 7 .

u(x,t) = polt) +

Bild 28 Losung wu(z,t) fir f =1 und c=1



