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Horsaaliibungsaufgaben und Losungen zu

komplexe Funktionen

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:

1+ 24)? 1+11v3
Gegeben sind die komplexen Zahlen z; := (2+—2) und 29 1= +22\/_
—1

a) Man ermittle Real- und Imaginérteil von 2z; und die Polardarstellungen von z; und z,.
b) Man bestimme 2§ .

c¢) Man gebe alle Losungen der Gleichung (w + 2,)* = 1 in kartesischen Koordinaten an.

Aufgabe 2:
Man skizziere die folgenden Punktmengen in der komplexen Zahlenebene:

a) {we C: |w+ z* =8}, mitz:=3—i,
b) {z € C: |Re(2)| + [Im(2)| < Vv2},

c) {z € C: 9Re(2?) + 13(Im(2))* = 36},

)
)
)
d) {z€C: 31/2 < arg(zi) < 2r, 0 < |2]}.

Aufgabe 3:
Man untersuche die Folge

w=1+1, zn+1:%(2—i+zn)

auf Konvergenz und bestimme ggf. den Grenzwert.



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu komplexe Funktionen fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 2023 2

Aufgabe 4: )
Fiir eine komplexe Zahlenfolge (z,), N zeige man die folgende Aquivalenz:
lim z, =2 & lim Re(z,) = Re(z") A lim Im(z,) = Im(2") .
n—oo

n—oo n—o0

Aufgabe 5:
Man bestimme das Bild von @ := {2 € C |0 < Re(z) <1, 0 <Im(z) <1} unter der durch
f(z) = i2% + 2 definierten Abbildung.

Aufgabe 6:
. e T
a) Gegeben seien z; =3+ — und 2, =1 — TR Man berechne

exp(z1) , exp(z2) und exp(z1 + 22)

in kartesischen Koordinaten und bestétige an diesem Beispiel die Giiltigkeit der Funk-
tionalgleichung der e-Funktion in C:

exp(z1) - exp(z2) = exp(z1 + 22) .

b) Fiir den Hauptwert des komplexen Logarithmus In und z; = —i und 2z, = —2i berechne
man
In(z1), In(z2) und In(z22),

falls dies moglich ist.

Aufgabe T7:
Die sin-Funktion wird im Komplexen definiert durch

: 1 iz —1iz
SIHZ:Z((E — € ) .

Man berechne Real- und Imaginérteil von sin z und bestimme alle Losungen von sin z = 2.

Aufgabe 8:
Gegeben sei die Joukowski-Funktion w = f(z) :=

a) Man bestimme die Bilder

(i) des Kreises |z| = 3,
(ii) des Halbstrahls Re(z) = Im(z) > 0,
(iii) des Halbstrahls Re(z) =0, Im(z) > 0.

b) Man berechne die Umkehrfunktion z = f~!(w) fiir |z| > 3.
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Aufgabe 9:

1
Fiir die Inversion w = f(z) := — mit z # 0 bestimme man das Bild
2
a) der Geraden Re(z) = —1,
b) des Strahls Im(z) > 0 A Re(z) =0,

)

)
c¢) des Kreises |z| = 4,
d) des Kreises |z — 1] =1 und
)

e) des Kreises |z — 1| = 3.

Aufgabe 10:
Gegeben sei die Funktion 7': C — C mit

2(141)z
z2—1—4

T(z) =

a) Man tiberpriife, ob es sich bei T' um eine Mobiustransformation handelt.

b) Man berechne alle Fixpunkte von 7" in kartesischer und Polardarstellung.

)
)

¢) Man bestimme das Bild der Winkelhalbierenden Re z = Im 2.

d) Worauf wird die Halbebene oberhalb der Winkelhalbierenden abgebildet?
)

e) Man berechne die Umkehrabbildung von 7.

Aufgabe 11:

a) Man gebe eine Mobius-Transformation 7" an, mit:
T0)=0, T(-2)=4 und T(i—-1)=2+2i.

b) Liegen zg = —1 —4,2; = 0,20 = —2 und z3 =i — 1 auf einem Kreis?

¢) Man zeichne den Kreis K : |z + 1| = 1 und die Punkte z; = 0,
29 = —2, z3 =1 — 1, sowie T'(K) mit T'(z;) firi=1,2,3.
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Aufgabe 12:
Gesucht ist eine Mobius-Transformation w = T'(z) mit T(1 +4) = —1 4+ und T'(i) = 0, die
die Kreisscheibe |z — 1 — ¢| < 1 auf die Halbebene Im(w) > Re(w) abbildet.

Aufgabe 13:
Fiir f: C — C mit f(z) = 2? berechne man

a) A= (fz(Zo)—ify(Zo)) und

N = N

b) B := = (fa(20) +1ify(20)).

Man vergleiche die Ergebnisse mit den Ableitungen von f nach den unabhéngigen Variablen
z und Z, also mit
af af

0z’ 0z’

Dabei sollen die bekannten Ableitungsregeln aus dem Reellen rein formal iibertragen werden.

Aufgabe 14:

a) Man iiberpriife, ob

(i) f(z)=
(i) 9(2)

(iii) wu(x,y) = 2* — 3vy* — 62y — 32> harmonisch ist.

z-Im(z) holomorph ist,
22 +2Z+4i-Im(z) — 3i holomorph ist,

b) Man zeige, dass
u(z,y) = 420* — 4y — 122+ 9
harmonisch ist und konstruiere eine zu u konjugiert harmonische Funktion v(z, y), d.h.

eine Funktion v, fiir die die Funktion
f(z) = u(x,y) +iv(z,y) mit z = z + iy holomorph wird.

Aufgabe 15:
Gegeben seien die Kurven ¢ (t) =t fiir ¢t > 0 und cp(t) = 4e™ fiir —7 <t < 7.

a) Man skizziere die Kurven ¢; und ¢ in der z-Ebene und bestimme ihren Schnittpunkt
mit Schnittwinkel.

b) In welche Bildkurven der w-Ebene gehen ¢; und ¢, unter dem Hauptwert von w = /2
iiber? Man iiberpriife, ob im Schnittpunkt der Bildkurven der Winkel und das lokale
Langenverhéltnis erhalten bleiben.
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Aufgabe 16:

a) Man skizziere die beiden Kreise K1 = {z € C| |z —1| =1} und Ky = {2 € C| |2| = 3}
und berechne die beiden Punkte z; und 29, die symmetrisch zu beiden Kreisen liegen.

b) Man bestimme alle konformen Funktionen

_az—i—b
ez +4d

T(z)

mit T'(z;) = 0 und T'(2q) = oc.

¢) Man skizziere das Bild von K; und K, unter 7', wenn noch
T(0) =1 gilt.

Aufgabe 17:
Gegeben sei das durch die beiden Kreise K = {z € C | |z — 1| =1}
und Ky = {z € C| |z|] = 3} berandete beschriankte Gebiet D.

Man berechne eine auf D harmonische Funktion, die auf K; den Wert 1 und auf K, den
Wert 2 annimmt.

Hinweis:  Man transformiere das Problem, wie in Aufgabe 16 angegeben, 16se das konform
verpflanzte Problem in Polarkoordinaten und transformiere zuriick.

Aufgabe 18:
Man berechne direkt und mit Hilfe einer Stammfunktion

a) / 2% +4dz entlang des geradlinigen Weges von 1 —¢ nach 1+,

[

b) / ze* dz fir c(t) =dnt mit —1 <t <0,

c

1 A
c) / 2 dz  fiir die Kurven ¢;(t) = it und cy(t) = € mit 7/4 <t < 3w/4,
Ck

d) /lnzdz fiir c¢(p) = e (positiv orientiert).

1
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Aufgabe 19:
Man berechne ggf. mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel die folgenden Kurvenintegrale
(alle auftretenden Kurven seien positiv orientiert):

1
a) ?{Z+2dz, c:lz+1—1] =1,

[

22— 2242
b) %z3—z2+2 dz, ¢ |2] =05, co:|z| = 1.5,

C1,2

CoS Z
C)j{ZQ_Wzdz, C1I|Z+2|:2, 02:|z—1_5|:2,
c1,2

224+32—-1 ,
d) %mdz, CZ|Z—Z|:3,

Aufgabe 20:

a) Man berechne die Taylorreihe von F(z) = / zum Entwicklungspunkt zo = 1
1

und bestimme den Konvergenzradius.

5— 3¢

b) Man bestimme die Konvergenzradien der Taylor-Reihen folgender Funktionen zu den
angegebenen Entwicklungspunkten zy, ohne die Reihen selbst zu berechnen:

5z ,
(1) f(Z):m, 20:—11111(120:—1—2,
.. 1 71
() f()=——, m=1,

(ili) f(2) =In(3z+5), z=0und zp=1.
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Aufgabe 21:
Man gebe alle Potenzreihenentwicklungen der Funktion

2z
22 -1

f(z) =

zum Entwicklungspunkt
a) zp=2 und b) z=-1

mit Konvergenzbereich an.

Aufgabe 22:
Man bestimme die Laurententwicklung der folgenden Funktionen und gebe jeweils den Ko-
effizienten a_; der Reihe an:

e —1—2—22/2

a) f(z)= 5 im Punkt 2y =0,
z
b) f() = zsin (—— ) im Punkt
z) = zsin im Punkt 2y = —
z+m 0 ™
c) f(z)= C(;Z im Punkt 2y =0.
Aufgabe 23:

Fiir die folgenden Funktionen

1
2) F(2) = o
1
b) f(z) =sin—,
¢) f(z) = z—zs;nz’

d) f(z) =coth z

bestimme man:

Lage und Art der (endlichen) Singularitéten, die zugehorigen Residuen und die ersten drei
(nichtverschwindenden) Summanden der Laurentreihe um z, = 0, die fiir grofie z konver-
giert.
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Aufgabe 24:

Gegeben sei die Funktion
25

f(z)_z4—z2—22+2'

a) Man bestimme mit Hilfe von Laurent-Reihenentwicklungen die Partialbruchzerlegung

von f.

b) Man berechne mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

]{ f(2)dz

fiir den Kreis c¢: |z 42| = 2.

Aufgabe 25:
Man berechne mit Hilfe des Residuenkalkiils die Integrale

r 1
2) / x2—4x+6dx’
COS T
b) / m dx und

c) / v-1 dx
(22432 —4)Vr +2

-2

2w

sin
d —d
) /4—|—cosg0

0
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Losung 1:

(142> (—344i)(2+1i) —10+ 5
2—4i (2—-9)2+49) 5
= Re(z)=-2, Im(z)=1

/ 1
’Zl| = (—2)2 + 12 = \/g’ arg(zl) =17+ arctan (_5) ,

_ \/56i<ﬂfarctan(%)) :
1+iv3

— 24

N | =

|22| = ]_, al"g(ZQ) = arctan\/g — g7 29 = 671'1'/3
b) 226 _ (eﬂi/3)6 — Omi/3 _ 2mi g
¢) (w+z)*=1=1¢€
= we = POy k= 0,12
0 — 2 = 5 — 5 ,
2mi/3 ~1+iv3 1+iV3
w; =€ — Z9 = _ — _1’
2 2
wy = ' — 2 = Z\/_— +Z\/_:—l—i\/g.
2 2
Losung 2:

a) lw+ 2P =18i=8 & |w+z|=2
Mit der kartesischen Darstellung w = u + v erhélt man:
W+ 2| = |[u+iv+V3—i|=|u+V3+ilv—1)
= \/(u+\/§)2+(v—1)2:2
= (u+ V3 +(v—1)? =2
Die Punktmenge ist ein Kreis mit Mittelpunkt (—\/g, 1> und
Radius 2.

b) Mit der kartesischen Darstellung z = x + iy erhélt man:

Gll =¥

Die Punktmenge ist ein Quadrat mit Kantenlédnge 2 und den Eckpunkten
(v/2,0), (0,/2), (—v/2,0) und (0, —v/2) im IR? bzw.
V2,iv/2, —+/2 und —iv/2 in C.

[Re(2)] + [Im(2)| = |2[ + [y| =
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c) 36 = 9Re(z?) + 13Im(2)* = 9Re((z +iy)?) + 13(Im(z + iy))?
= 9Re(x® — y* +1i2zy) + 13y* = 9(z? — y?) + 13y
= 922 + 4y?

Die Punktmenge wird also durch folgende Ellipse beschrieben:

ORIOE

d) arg(zi) = arg(re?e™?) = arg(re' ) = o+ 1/2 = 7 < p < 37/2

Damit ist die Punktmenge gegeben durch den 3. Quadranten ohne die berandenden

Achsen.
Losung 3:
Wenn z,, konvergiert, so gilt mit z* := lim z, = lim 2,41 :
n—o0 n—oo
. . 9 _ Vi
z*:%(Q—i+z*) = 2 (1—%) = ( 2@)2 = 2'=i.

z, konvergiert, da

1 :
= — |z, — 1

2

l

7
1 2 1 n+1 1 n+1 .

Losung 4:

|zn+1—z|:‘§(2—z+zn)—z =

2

HQ—@'—I—zn—

lim 2z, = 2* < 0= lim |z, — 2*| = lim \/Re(z, — 2*)2 + Im(z, — 2*)?
n—00 n—00 n—0o0

< lim Re(z, —2") =0 A lim Im(z, — 2") =0

n—oo n—o0

< lim Re(z,) = Re(z") A lim Im(z,) = Im(z")

n—oo n—oo

Losung 5:
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Bild 5.1 Q:={z€C|0<Re(z)<1,0<Im(z)<1}

Die Abbildung f(z) = i2? + 2 wird interpretiert als Hintereinanderausfiihrung
f=/fsofao fimit fi(2) =2%, fo(u) =iuund f3(v) = v+ 2.

Bild 5.2 f,(Q)}

Mit der Funktion f(z) = 22 werden die Rénder von @ folgendermafien abgebildet:
i) a(x)=xzmitz €[0,1]: fi(ci(z)) = 22,
damit wird das Intervall [0, 1] in sich abgebildet.
(i) co(y) =1+aymity €[0,1] = filealy)) = (1 +iy)* =1—y>+i2y
(nach unten gedffnete Parabel bzgl. der y-Achse)
(iii) c3(z) =z +imitz €[0,1] = fi(es(z)) =(x+1)?=2%—1+i22
(nach oben gebffnete Parabel bzgl. der y-Achse)

(iv) ci(y) =iy mit y € [0,1]:  fi(ea(y)) = (iy)? = —2,
damit ist das Bild von ¢4 das Intervall [—1,0].

/
15 I 0.5

Bild 5.3 f>(f1(Q))}
Die Funktion fs(u) = iu bewirkt eine Drehung um den Winkel ¢ = g
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Bild 5.4 f(Q) = f3(f2(f1(Q)))}

Die Funktion f3(v) = v + 2 bewirkt eine Verschiebung in Richtung der positiven
x-Achse um den Wert 2.

Losung 6:

v 3 T L.y 63\/_ ,63\/_
a) exp(z1) = exp (3—1— —) =e (cos (Z) + isin (Z)) =5 2 +i—y 2

expza) = xp (1= 5 ) = e (cos (3) = isin (5)) = =ic

] 42 42
exp(z1 + 2z2) = exp (4— W—Z) =et (COS (%) — 7sin (%)) _ ¢ ;/_ —z'e ;/_

Damit erhalt man

5 5 e) = — 1 = exp(z1 + 22) .

2 2

exp(z1) exp(z2) = (63\/5 +i€3\/§> (—ie) c'vV2 _ e'V2

b) Der Hauptwert In z des Logarithmus ist definiert fir —7 < arg z < 7w durch
Inz=In|z|+iargz.

In(z;) =In(—i) =In| —i| +targ(—i) =Inl —in/2 = —in/2
In(zp) = In(—2¢) = In| — 24| +darg(—2i) =In2 —in/2

2129 = —Z(—ZZ) = -2 = 2€_m

Damit liegt 212, nicht im Definitionsbereich des Hauptwertes und
In(z;29) = In(—2) kann nicht berechnet werden.

Losung 7:
Mit z = x + 1y gilt:

. e—iz) — _% (6—y+im _ ey—i:v)

~
[
<.
N

sinz =
(—ie"¥(cosx + isinz) + ie¥(cosz — isinz))

(sinz(e’ +e¥) +icosz(—e ¥ + €¥))

N~ N~ [;Dl,_.

= sinx coshy + icosxsinhy
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2=sinz = sinxcoshy +icosxrsinhy = cosxsinhy =20

1. Fall: sinhy=0 = y=0 = sinzcosh(=sinx =2
besitzt keine Losung.

2.Fall: cosr =0 = Z‘Ig-f—kﬂ', keZ
= sin (g + kﬂ') coshy = (—1)" coshy = 2
= coshy=2und k=2n =y = Farcosh 2

= zn:%—kaT:I:iarcoshQ, neZ

Loésung 8:

a) (i) Mit der Polardarstellung z = 3¢, 0 < ¢ < 27 auf dem Kreis |z| = 3 erhilt man:

1 [ 3e™ 3 1., .
= — - = — v W - —1 1 .
f(2) 5 ( 3 +3€w> 2(6 +e ) =cosp € [—1,1]

(ii) Die Polardarstellung z = re"™* 0 < r < oo des Halbstrahls
Re(z) = Im(z) > 0 ergibt:

1 z7r/4
f(Z) = §< T@ZW/4>

<- cos /A +isin/4) + i(cosw/él _ isinw/ll))

r 3 3 .
- (6 + 2_r> cosm/4 +i <6 = 5) sin/4.

(. J/
-~ -~

=u =v

<

N —
QO

u = Re(f) und v = Im(f) erfiillen die Hyperbelgleichung
u? v N 3\’ roo3\" )
cos?t/4  sin’m/4 \6  2r 6 2r)

Mathematica Plot-Befehl

ParametricPlot [{Sqrt[2] Cosh[t]/2,
Sqrt[2] Sinh[t]/2}, {t, -2.1, 2.1},
AxesLabel -> {"Re", "Im"}, PlotRange -> {-3, 3}]
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cosh(t) = (g + 237) ,  sinh(t) = (g - 2—37)

entspricht der Radius » = 3 dem Wert ¢ = 0.

Mit

Bild 8 a)(ii): Hyperbel

(iii) Aus der Polardarstellung z = re"™/2? = ir, 0 < r < co des Halbstrahls
Re(z) =0, Im(z) > 0 folgt:

1 for 3 Ar 3 )
f(z)§(§+;) 2<6—§) mit ¢ e IR.
—_——
Die Polardarstellung fithrt im Bild also auf die imaginére Achse.

9
b) Die Joukowski-Funktion ist nicht bijektiv, denn es gilt f (—> = f(2).
z

Die Umkehrfunktion von f ergibt sich durch Auflésen von w = f(z) nach z:

1 3
w:—(§+;) = 6wz =2"+9
= 22— 6wz+9=(2-3w)? -9 +9=0 = (2 —3w)*=9(w?—-1)

= z=f1(w) =3w+ vVuwr-1)

Fiir vVw? — 1 ist dabei der Zweig zu wahlen, fiir den |z| > 3 gilt.
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Losung 9:

Die Umkehrabbildung der Inversion w = f(z) = E lautet
z

wobei z # 0 und w # 0. Damit ergeben sich folgende Bilder

a) —1:Re(z):1(z+z):1(l+l> & 2wo+w+w=0
2 2\w w
<:>1:wu_)—l—luleu_J—i-1<:><w+l><u_)—|—1)=1
4 2 2 4 2 2 4
1 1
<=>"UJ+§‘:§

1 1
Bild von Re(z) = —1 ist der Kreis um wy = —3 mit Radius r = 7

b) Im(2) >0ARe(2) =0 < z=iyundy >0

1 1 1
& w=-=—=——

iy oy
Der Strahl wird auf den Strahl Im(z) < 0 A Re(z) = 0 abgebildet und umgekehrt
durchlaufen.

1 1
6)4:]2\25 & \w\:Z.

1
Der Ursprungskreis vom Radius 4 wird in den Ursprungskreis vom Radius 1 abgebil-

det.
11 1 1
d) |z-1=1 & l=zz—2—-24+41=——————+1
ww w W
1
S wHw=1 & Re(w):§.

1
Das Bild des Kreises ist die Gerade Re(w) = 3

_ _ 11 1 1
e) lz—1=3 & 9=z2z2—z—-Z4+1l=——————+1
ww  w W
- _+1_+1 +1 1+1 9<:> ~|—1 3
WO+ W+ W+ — = — + - = — w4+ < = <.
8 8 64 64 8 64 8 8

1 3
Das Bild des Kreises ist der Kreis um wg = —3 mit Radius r = 3
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Losung 10:

a) Ein Vergleich mit der Standardform 7'(z) = Zjiz ergibt

ad=2(1+i) (-1 —i)=—-4i#£0=0-1=bc,

d.h. T ist eine Mobius Transformation.

b) 2—% iy 2(z—1—0)=2(1+1i)z & 2(2—3(1+1i)) =0
Man erhélt also die beiden Fixpunkte z; = 0 und

2o = 3(1 +1i) = 3v/2e"™/4,

¢) Die Punkte 21,25 und 1 4 ¢ liegen auf der Winkelhalbierenden, also einer Geraden.
Daher liegen sie im Bild unter T' auf einer Geraden oder einem Kreis. Da z; und 2z
Fixpunkte sind und T'(1 4+ i) = oo gilt, wird die Winkelhalbierende auf sich selbst
abgebildet.

d) Die oberhalb der Winkelhalbierenden liegende Ebene wird wegen Teil ¢), T'(i) = 2 —
2¢ und weil T stetig ist auf die unterhalb der Winkelhalbierenden liegende Ebene
abgebildet.

2(14+1)z

- nach z erhélt man die Umkehrabbildung:
z—1—1

e) Durch Auflésen von w =

240z 1 w(z—1—1d) =2(1+1)z

2(1+42
z7é<(:> 7) L —

Losung 11:

a) Einsetzen in die Dreipunkteformel und Auflésen nach w ergibt:

w—0‘2+2i—0_z—0.i—1—0<:> wo i+l oz Q-1
w—4 242 —4 24+2 i—1+2 w—4"i—1 242 i+1
- 1)2 2
= w(z+2):z(w—4)%@wz+2w:4z—wz@wzz_fl::T(z).
N——

=—1

b) Eine Probe ergibt, dass 2, ..., 23 auf dem Kreis |z + 1| = 1 liegen.

Alternativ und ohne Kenntnis des Kreises kann man auch nachpriifen, dass das Dop-
pelverhéltnis reell ist:

: = : = =-1€eR
Z0 — R2 k3 — %2 —1—24+2 +1—1+42 (1-2)(1—1)
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c¢) Die Punkte z; =0, 29 = —2 und z3 = i — 1 liegen auf dem Kreis K. Damit liegen die
Punkte T'(z1) = 0,7(22) = 4 und T'(23) = 2 + 2i auf dem Bildkreis T'(K).
y v
1 2
¢ 1

Bild 11: 2z, 20,23 und K wy, wy, wy und T'(K)

Losung 12:

Die Losungsidee besteht darin, dass der die Kreisscheibe berandende Kreis
K={e€Cl|lz—1—1 =1}

durch 7" auf die Winkelhalbierende Im(w) = Re(w) abgebildet wird.

zo = 1 liegt auf dem Kreis K.

Da T'(i) = wy = 0 gilt, ist der Bildkreis T'(K) ein Kreis durch den Nullpunkt.

Der Mittelpunkt z; = 1+ von K wird auf w; = —1 + ¢ abgebildet. Der beziiglich K zu z;
symmetrische Punkt z3 = oo wird auf den zur Winkelhalbierenden symmetrischen Punkt
w3 = 1 — i abgebildet.

Damit wird der Kreis |z — 1 —i| = 1 auf die Winkelhalbierende abgebildet.

Die Mobius-Transformation w = T'(z) ergibt sich dann aus der Dreipunkteformel

Z— 21 23— X1 w—w W3 — W

Z— 2y 23— 2y W—Wy W3— Wy
Man erhalt

2—(1414) 23— (141) L w—(=140) 1—i— (=141

zZ—1 23 — 1 as00 w—0 1—7—-0

z—1—1 w+1—1
Z—1 2w v (z)
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I im
Zﬂé @ y ,(‘M

05

00 05 70 15 20 @ 2l

Bild 12 a): K mit z; und 2z,  Bild 12 b): T'(K) mit w;, ws und w;

Da z; = 1 44 auf w; = —1 + ¢ oberhalb der Winkelhalbierenden abgebildet wird, ist aus
Stetigkeitsgriinden das Bild der Kreisscheibe |z — 1 —i| < 1 die Halbebene oberhalb der
Winkelhalbierenden.

Lo6sung 13:

f besitzt folgende Zerlegung in Real- und Imaginérteil

f(z0) = Zg = (wo + iyo)Q = 1’3 - ?/(2) + 1220Y0 = f (0, yo) -

Man erhalt

fa(20) = fa(®o,%0) = 220 + 2y0 .,  fy(20) = fy(x0,%0) = —2y0 + 210

(20 + 12y — i(—2yo + i2x¢)) = 2x0 + 12yo = 220

1 , 1
a) A= 2 (fo(20) —ify(20)) = B

0
Durch rein formales Differenzieren wie im Reellen erhélt man —f(zo) =2z .

0z

b) B =5 (fuleo) + ify (20)) = 5 (20 + 250 + (=20 +i220)) = 0

0
Durch rein formales Differenzieren wie im Reellen erhélt man —f(zo) =0.

0z

Losung 14:

a) (i z)=z-Im(z) = (x+1 = xy +i v?
) 1) f(2) (2) = (z +1iy)y (y Zj)
=u(z,y) =v(z,y

Wegen u, =y # 2y = v, sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
nicht erfiillt und f ist nicht holomorph.
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(i) Mit z = x + 4y ergibt sich:
g(z) = 2z+42z4 4ilmz — 3i
= 2z +1y) + 2(x —iy) + diy — 3i = 4o +i(dy — 3)
Da Re g(z) = 42 =: u(x,y) und
Im g(z) = 4y — 3 =: v(x,y) stetig partiell differenzierbar sind und die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen

ist g holomorph.
(iii)  Au(z,y) = (2° - 3zy® — 62y — 32°)4y + (2° — 329* — 62y — 327),,
= 6 —6—6x=—6
Damit ist u nicht harmonisch.
b) Au = (4a® —4y* — 1204+ 9),, + (42* — 4y* — 122+ 9),, =8 —8=0
Damit f(z) = u(z,y) +iv(z, y) holomorph in C ist, miissen die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfiillt sein:

vy =u, =8r—12 = v=_8ry—12y+c(x)

vy =8y +(z) = —u, = —(—8y)
= dx)=0 = clz)=ceR

Da v(z,y) = 8zxy — 12y + ¢ (und auch u) stetig partiell differenzierbar ist, ist f
holomorph in C und v eine (die) konjugiert harmonische Funktion zu w.

Bemerkung:

Fiir f(z) = (22 — 3)? und ¢ = 0 ergibt sich u(z,y) = Ref und v(x,y) = Imf.

Losung 15:

Der Hauptwert der Wurzelfunktion fiir z = re®# ist festgelegt durch

w=+z:=+re¥? mit —r<p<m.

a) ci(t) =t fiir t > 0: positive reelle Achse
co(t) = 4e fiir —m < t < m:
Kreis vom Radius 7 = 4 ohne den Punkt z = —4.

Schnittpunkt z; von ¢; und ¢:  ¢1(4) =4 = z, = ¢ (0)
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Bild 15 a): ¢(t), co(t) und Schnittpunkt z; = 4 in der z-Ebene

Ableitungen der Kurven in den Schnittpunkten:
Gt)=1= ¢(4)=1=1€"" und
Co(t) = die = ¢, (0) = 44 = de'™/?
Schnittwinkel:
Y= £(62(0),é1(4)) = argés (0) — arg é4(4)

: T s
= arg(4i) —argl = 5 —-0= 5

Fiir die Bildkurven erhdlt man:

di(t) == \/ei(t) = vt mit t > 0:  positive reelle Achse

dy(t) == \/ea(t) = 2¢/? fiir —7 < t < T

Halbkreis vom Radius 7 = 2 in der rechten Halbebene (ohne die Punkte w = £2i).
Schnittpunkt:  dy(4) =2 = dy (0)
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Bild 15 b): d;(t), do(t) und Schnittpunkt w, = \/z; = 2 in der w-Ebene
Ableitungen der Bildkurven in den Schnittpunkten:

di(t) = —¢"% und

= 2%/% = di(4) = 11
dy(t) = ie™? = dy (0) =i = e"/?
Schnittwinkel:

5= £ (d2 (0),d1(4)) = arg s (0) — arg dy (4)

T T
= ) — 1/4=——-0=—
arg(i) —argl/4 = 5 5
5 (0 4i ' dy (0
lokales Langenverhéltnis: ’CQ )| = M =4 = il = | 2( )|
le(4)] (1 11/4]  |di(4)]

Bemerkung:
Der Streckungsfaktor f'(c(t)), der in

1) = S (Fe(t) = J'e(t)eqr)

steckt, kiirzt sich im Schnittpunkt heraus.

Der Schnittwinkel und das lokale Langenverhéltnis bleiben erhalten, da die Kurven im
1
Holomorphiegebiet von 4/z verlaufen und dort f'(2) = —= # 0 gilt.

2%
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Losung 16:

2)

Bild 16 a): Kreise K; und Ko
Symmetrie zu Ky = {z € C | |z| = 3} und
K, ={z€ C ||z — 1] = 1} liefert die Bedingungen

2129 = 32:>22:g
21
_ 9 9
21
:>zf—9zl+9 = 0
9435 9 9F3V5
=2 = — = 2y = — =
2 21 2
b) Mit T(z):k-Z_Z1 und k£ € C\{0} gilt w; =T(z1) =0 und wy = T(z) = oc.
zZ — 29

T ist eine Mobius-Transformation wegen k # 0,
denn ad — bc = k(z; — z2) # 0.

T ist holomorph fiir z € C\{22} und deshalb auch konform in diesem Gebiet, da

ad — bc
T(2) = —— # 0 gilt.
(2) @—@P# gi
¢) Da z; und zy symmetrisch zu K; und K, liegen, liegen auch wy; = 0 und wy =

oo symmetrisch zu den Bildkreisen T'(K;) und T'(K3). Da 2z, nicht auf K, liegt,
liegt wy = oo nicht auf den Bilder. Damit miissen 7'(K;) und T(K3) Kreise um den
Ursprung sein.

Da z3 = 0 auf K liegt, wird K; wegen T(0) = 1 auf den Einheitskreis abgebildet.

0—
AusT(0)=1=k- Zl:k-ﬂfolgtkzﬁund
— 29 Z9 21
T(z) = 29(2 — 21) _ MZ—mn 2972 — 9

21(z —22) zmz—2z120 212—9
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Der Radius R von T'(K3) kann, da zy = 3 auf K liegt, durch R = |T'(3)| bestimmt
werden.

Konkret ergibt sich fiir z; = 2= 3‘[ ~ 1.15
3.235 gl |
R— |2 2 LAY o6
3.9§¢5_9 1—+5

>
2

Bild 16 c): Kreise T(K;) und T(K,) mit z; = 2= 3\[ ~ 1.15

Da z; im Inneren von K liegt, wird das beschrinkte zw1schen den beiden Kreisen
liegende Gebiet abgebildet auf den Kreisring

{weC]|1<|w <R=2618}.

Im umgekehrten Fall, d.h. z; = 9+3\f ~ 7.85, erhélt man den Kreisring

{weC|R=0.38< |w <1}.

D)
¥

Bild 17 a): Gebiet D

Losung 17:

)

C
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Gesucht ist die reellwertige Funktion u : D C IR*? — IR fiir die mit z = = + 4y gilt
Au(z,y) = 0 firalle (z,9)7 €D
u(z,y) = 2 firalle (2,9)7 € K,
u(r,y) = 1 fiiralle (x,9)7 € K.

Das Gebiet D wird jetzt durch die konforme Mobius-Transformation 7" aus Aufgabe 16 auf
einen der Kreisringe, z.B. T'(D) = {w € C |1 < |w| < R = 2.618} abgebildet.

Die konform verpflanzte Funktion lautet mit 7'(z) = w = £ + i
U§n) =U(w) == u(T (w)) = u(2)
und erfiillt wegen des zweiten konformen Verpflanzungssatzes:

Au = AU - |T'(2)|> und T'(z) # 0 das Randwertproblem

AU n) = 0 firalle (&) €T(D)
UEn) = 2 firalle (&n)7 € T(Ky)
UEn) = 1 firalle (&n)7 eT(K,).

Dieses Problem im Kreisring T'(D) lisst sich besser in Polarkoordinaten lésen, deshalb wird
erneut mit £ =rcosp, n=rsing,
1<r<R,0<¢<2rund v(r,e) = U&(r,¢),n(r,¢)) transformiert und das Problem
lautet jetzt

1 1 )

Upp + —Up + S V0 = 0 firalle 1<r<R, 0<p<2m
r r
v(R,p) = 2, 0<ep<2rm

v(l,p) = 1.

NI

Bild 17 b): T(D)={w € C|1 < |w| < R=2.618} mit 2, = 23¥5 ~ 1.15
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Auf Grund der Gebietssymmetrie und der Rotationssymmetrie der Randdaten liegt die
Vermutung nahe, dass dieses Problem eine rotationssymmetrische Losung besitzt, d.h.
v(r, ) = v(r). Das Problem vereinfacht sich so zu einer Randwertaufgabe mit gewohnlicher
Differentialgleichung

1
Upp+-0, = 0 furalle 1<r<R
r
v(R) = 2,
v(l) = 1,

deren allgemeine Losung lautet v(r) = ¢; Inr + co.
Anpassen an die Randdaten liefert

l=v(l)=cilnl4+ca=c und 2=v(R)=c;InR+1

= ¢ =1/InR.
Die gesuchte Losung in Polarkoordinaten lautet somit
Inr
= =—+1.
o(r) = o(r) = 5+

Riicktransformation in die w—Ebene ergibt dort die Losung

In |wl

U = 1.
() InR *
Riicktransformation in die z—Ebene ergibt dort die Lésung
In |T(z)]
=——=+1.
u(z) InR +

Mit (beachte z; 2 € IR)

()| =

2z —9| (2227 — 9%z + %Z) 4 81 1/2
zlz—Q‘ N <zlzzlz—9(zlz+zlz)~l—81)
(2322 = 92(2+Z) + 81 12

B (zlzz—921(z+2)+81>

[z +y?) — 1821 + 81 12

B ( (m2+y)—1821x—|—81>

ergibt sich in der (z,y)—Ebene die Losungsdarstellung

1 25(2? + y?) — 1829z + 81 1
2In R 22(x? +y?) — 18212 + 81 '

u(z,y) =
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[

o

-3 -2 -1 0 1 2 3
Bild 17 c¢): Hohenlinien der Losung u(x,y)
Losung 18:

a) direkt:
Kurvenparametrisierung:  ¢(t) =2it+1—i, 0<t<1 = ¢t)=2i

/z3+4dz =

[

((c(t))® +4)e(t) dt = / (20t +1 —4) +4)2i dt
(—8it* — 12(1 — 4)t* 4+ 12t — 2i — 2+ 4)2i dt

16t% — 24(1 + 4)t* + 24it + 4 + 4i dt

Il
— O —

AT — (1 + i) + 120t + (4 + 4i)t) |,

Il
—

= 4-8(1+4+1i)+12i+ (44 4i) =8i

Stammfunktion:
1+ A 144
/23+4dz = /z3+4dz: (——I—4z)
/ 7. 4 1—i
1+i)* (1—1d)* -4 -4
_ (( Zz) _( 42) +4(1+Z~_(1_¢)):T—T+8i:8¢
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b) direkt: ¢(t) =int mit —1 <t <0

0 0 0
/ ze*dz = / é(t)e(t)e® dt :/ imimte’™ dt = —7T2/ te'™ dt
¢ el gl el
teiwt 0 1 0 teiwt ei7rt 0
— 2 ' ety = _W2( - € 2)
i, 277_1 i (im)2 )|,
= ™ (int—1)|", = —1—e " (~in — 1)

= 14 (—ir—1)=-2—ir

Stammfunktion:
0
/ ze*dz = / zefdz = e*(z—1)°, = —1—e " (—im — 1)

= 14 (—ir—1)=-2—ir

c) (i) c(t) =it mit 7/4 <t <3mw/4

direkt:
1 3r/4 - 3
/—dz=/ Cdt =Mt =m 2~ =3
c1 z w/4 (44 4 4
Stammfunktion:
/q;dz = lnz|ii/ﬁ4zln%@ —I—zg—(ln%Z +z%):lnf—ln%:ln3

(i) co(t) = e mit /4 <t < 3w /4

direkt:
1 3n/4 - it 3r/4 ﬂ_ .
/—dz:/ < dt:/ idt =it =T
c2 z 7T/4 6Z 7r/4 2
Stammfunktion:
1 —144)/V2 ‘—1+i 3 1414 T T
—dz:lnz\( , —=1In I S-S T e 4 IO K
/C2 z (1+i)/V2 V2 4 V2 4 92
d) direkt: c(p) =€ mit 0 < p < /2
7 w/2 w/2 w/2
/andZ = /ln(ew)iei‘p dp = Z'/ew(ln|€iﬂ +ip) dp = —/ei“’go dp
/2
= _¥ i‘P>ﬂ/2 1/ i d _ T ez T 1
( ie 0 - 1 € ¥ 2 ¢ |O 2 L+

0
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Stammfunktion: In der geschlitzten Ebene C\IR® ist In z holomorph.

% %

, 1 ,
/1-111de = zlnz|zl—/z~—dz = (z(In|z| +iargz) — 2)|;
2

1 1
- i<1n|i|+ig) —(i-1) = —g—z’+1
Losung 19:
a) Isolierte Singularitit bei zyp = —2 wird nicht von ¢: |z + 1 —i| = 1 umschlossen
1
dz=0
]{ z+2 :
l[z41—i| =1

Bild 19 a): Kurve c¢: [z+1—1i] =1
22 —-2242 (z—=1—=19)(z—141) 1
B—2242 (+DE-1-0(z-1+i) 2z+1

Isolierte aber hebbare Singularitéit bei 2y =141, 20 =1 —4:

b)

Isolierte und nicht hebbare Singularitat bei zp = —1:
1
2o wird von ¢ : |z| = 0.5 nicht umschlossen: j{ 1 dz=0
2
c1
: 1 .
2o wird von ¢y : |z| = 1.5 umschlossen: dz = 2mi
z+1

c2
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Bild 19 b): Kurven¢; : |z| = 0.5und ¢y : |z] = 1.5

) COS z 1 1
c = COS 2 -
2% — 7?2 z+m z—7
Singularitéiten bei zp = —7m und 2y =7
c1: |z 42| = 2 umschlieBt nur die isolierte Singularitét zp = —
1 1
fy . = — — — . e
f(2) =cosz - f(=m) = cos(—m) e
f(2) J 2mif(—m)  2mi
Z = = — =
2+ o! 27
C1
¢2 1 |z —1.5] = 2 umschlieft nur die isolierte Singularitét z; = 7
1 1 1
= . = — . e
g(z) = cosz posp g(m) = cos(m) P o
f g(z) gy — 2mig(m) _ 27 _
Z—=T 0! —2m

C2

Bild 19 c¢): Kurven ¢;: [z4+2| = 2und ¢ : |z —1.5] = 2
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d) ¢: |z —i| = 3 umschliefit zunéichst beide Singularitit zo = —2 und z; = 1
4+32—-1 1 1
Partialbruchzerlegung: % =1+ — + P

z°4+3z—1
j{z2+z—2 dz—]{dz—i-fz_ldz—l—f

c
1 2 3

Bild 19 d): Kurve c¢: |z —i| =

2dz=0+27ri+27ri:47ri

w

)

—

e) Isolierte Singularitét bei zp = 0 liegt in c¢: |z| = 7
z z\/
%zz—l—e—zdz:jézdz—i—}{—dz—()—l—?m%:%ri
P 1
|z|=m |z|=m |z|=m

Bild 19 e): Kurvec: |z| =

f) Einzige Singularitit bei zo =1+ ,

In z ist im von der Kurve c¢: |z —1 —2i] = 2 umschlossenen Gebiet holomorph.
~ 6 6 6 3

1 (iv) _ — 1 (iv) 1 N - - - e

nvvz o n ( ‘f‘l) (1 +i)4 (\/56”/4)4 2
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z = = —

j{ Inz g omiIn™ (1 +14) i
z—1—1)° 4 8
( )

[

-1 1 2 3

Bild 19 f): Kurve c¢: |z —1—2i| =

Loésung 20:
a) Der Integrand f wird unter Beriicksichtigung des Entwicklungspunktes zp = 1 so
umgeformt, dass die Summenformel fiir die geometrische Reihe angewendet werden
kann.

1 1 1

f§) = 3¢ 5-3¢—-1)—3 2-3(6—1)

5 —
1 1 I (36 -1D\" & 3" "
- 3 ﬁZEZ(T) =2 g€

Diese Reihe konvergiert fiir [3(§ —1)/2| < 1 gleichméBig, darf also in der Kreisscheibe
1€ — 1| < 2/3 =: R gliedweise integriert werden:

B z d§ z X 3n o
Flz) = /15 3¢ 22n+1(5 D" dt

2nH/ £—1)"de = Z< )2n+1(z—1)”+1.

Dz oz
b 1 pum pum
O RS Al S Faru Sl Py WY oy
Die Singularitidten liegen bei z; = 1 + ¢ und 2z, = 1 — . Damit ergibt sich der
Konvergenzradius der Taylorreihe zum Entwicklungspunkt zy durch

r =min{|z; — 2/, |22 — 20|} -
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Fiir zg = —1 bzw. 2z = —1 — ¢ erhélt man:

ry=min{|l +i— (=1),|]1 —i— (=1)|}
=min{|2 +|,[2 — i} = V5,

ro=min{|l +i— (=1 —149)[,|]1—i— (=1 —14)|}
= min{2|1 + 1,2} = 2.

(ii) Die Singularitéiten von f(z) = ergeben sich aus
c

osh z
0 = cosh z = cosy coshx + ¢siny sinh

= cosy=0 = y=n/2+knr
=  sin(r/2 + km)sinhz = (=1)*sinhx =0 = z=0
Die Singularitéiten liegen also bei z = (7/2 + kn)i, k € Z.

T
Der Konvergenzradius fiir 2y = Bl ergibt sich durch:

.
ro= min{la - z0l} = min{|(r/2 + km)i — [}
= mkin\ﬂ—l—2k7r—7|/2:|7T+27T—7]/2%1.2124

(iii) Der Hauptwert des Logarithmus der Funktion In(3z+5) ist nur in der geschlitzten
Ebene definiert, d.h. reelle Wert x mit 3z +5 < 0 = 2z < —5/3 sind nicht zu-
gelassen. Der Konvergenzradius ergibt sich daher als kleinster Abstand zu dieser
nicht definierten Halbgeraden.

Fiir zgp = 0 erhélt man r = |0 — (=5/3)| =5/3
und fiir 2o = 4 erhélt man 7, = |i — (—5/3)| = V/34/3.

Loésung 21:
Die Faktorisierung des Nenners 2> —1 = (z+1)(z — 1) ergibt die Singularititen der Funktion
bei z; = —1 und z, = 1. Eine Partialbruchzerlegung liefert:
2z 1 1
J2) = (z+1D)(z—=1) z+1 T

a) Aufgrund der Lage des Entwicklungspunktes bei zg = 2 und der beiden Singularitdten
z1 = —1 und 2o = 1 kann man ablesen, dass eine Taylor-Reihenentwicklung in der
Kreisscheibe |z — 2| < 1 vorliegen wird, eine Laurent-Reihenentwicklung im Kreisring
1 < |z—2] < 3 und eine davon verschiedene Laurent-Reihenentwicklung im Aufienraum
3< |z —2|.
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Bild 21 a):

4
AN

Konvergenzbereiche der Laurent-Reihenentwicklungen um zy = 2

Mit Hilfe der Summenformel der geometrischen Reihe im entsprechenden Konvergenz-
bereich konnen die Partialbriiche durch Reihenentwicklungen dargestellt werden:

|z —2| <1

1
z—1

|z —2| >1

|z —2] <3

z+1

|z —2| >3

z+1

I &/ —11\"
_z—2nz<z—2)

-1

S I HEEL

1 1
z—2 14+1/(z—2)

— (="
Z (z — 2)ntl

11 1
342-2 3 1+(2—2)/3
z—2 = (=1)"
{55 S e

1 1 R 3 1\"
2—2.1+3/(Z—2):z—2n2<_z—2)
Z 3_ n+1 - Z (3_711)171(2/_2)”

n= n=—oo
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Taylor-Reihe mit Konvergenz in der Kreisscheibe |z —2| <1 :

(z —2)" +Z "z —2)"

[e.e]

1) = ler1 2—1 Z
e >z_2

n=0

n

Laurent-Reihe mit Konvergenz im Kreisring 1< |z —2| <3 :

o -1

1 n n

) = ity = X a2 L e
Nebenteil Haugtteﬂ

Laurent-Reihe mit Konvergenz im Auflenring 3 < |z — 2] :

) = Zi1+%1 -y E e S ey

n=—0oo n=—oo

- - Z (3n+1+1) (z—2)".

n=—oo

b) Da der Entwicklungspunkt zy = —1 mit der Singularitéit z; = —1 {ibereinstimmt, gibt
es keine Taylor-Reihenentwicklung.

Bild 21 b): Konvergenzbereiche der Laurent-Reihenentwicklungen um zp = —1
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Analog zu a) ergibt sich:

|z +1] <2
1 1 1 1 =1
= _— e = 17’L
21 24 z+1 2 1-(2+1)/2 ;2n+1(z+ )
|z +1| > 2

1 1 1 = "
=1 z+1 1-2/(z+1) z—l—an(z—i—l)

1 1 1 S
= = 1
/) z—i—1+z—1 z+1 Z VAR (z+
N—— 11, .,
Hauptteil Nebenteil
Im Auflenring |z + 1| > 2 konvergente Laurent-Reihe:
1 1 -
f@) = gt = z+1 + :ZOOT‘“
9 —2
T L1 Z 2n+1(z+1)n
n=-—o00

Losung 22:

a) Einzige Singularitét von f ist der Entwicklungspunkt zo = 0. Fir |z]| > 0 gilt:

e —1—2—2%/2 1 (22 4 2P
f(z) = pe :§(§+Z+§+

2 3 o n

z z z z
= — — — _— = _ :O
TR I ;(n—i—Q)! -
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b) Einzige Singularitéit von f ist der Entwicklungspunkt zg = —7. Fiir |z + 7| > 0 gilt:

6 = san (L)
(Al )

z4+m 3l (z+m)3 5 (247
= (1_1;4_1;;)
3 (z4m? B (247
+<_ U +z.;¢...>
z+7m 3 (z+4m)3

o] n 1 2n o] 71'—]_n+1 1 2n+1
- Yq DN
2n—|— z4m — 2n+ ! \z+7

n=
= a_

DO

= —T

,_.

¢) Einzige Singularitit von f ist der Entwicklungspunkt zo = 0. Fiir |z| > 0 gilt:

cos z 1 22 2t S
o = F=s(graar)

/111 11
o\ 20 34l 2 6l
_ - (_1)n 2n—5 _ 1
=2 2n)” AT
n=0
Losung 23:
a) Die Singularitédten von
1 1 1 1

f(z):z4~|—22:z2(z2—|—1) T2 241

sind gegeben durch die Nennernullstellen, die keine Zéhlernullstellen sind:

z1 =1 und 2o = —i sind Pole 1. Ordnung und z3 = 0 ist Pol 2. Ordnung.

1 1 1 7
R . _ - = —— = —
es (f;21) (A4 22|, 483 +2z|_, 4B3+2 2
1 1 1 )
R . — ) P = —/———— = 7 N9/ o~ _ &
es (f;22) = (2 +1) A2 2z, (—)2(—2i) 2
2z

=0
z=0

1 1 ’ Ly _
Res (fi2) = (Z2<z4+z2)) o <22+1) o (@1

Die Laurent-Entwicklung im Auflengebiet |z| > 1 ergibt sich durch:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
f(z):—:—4-—:—4(1——2+—4-..):___+_...

24422 2 141/22 2 22z 2t 26 28
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oo

1 - 1 1 1 1
b pumy i R = - —_——— —_— .« ..
) J(z) =sin 2 z% (2n+ 1)! 220+l 2 3123 * 5125 *
——

Die einzige Singularitit zy = 0 ist wesentlich mit
Res (f;20) = a1 = 1.

z —sin 2 1 /23 25 27 z 23 20
C) f(z):T:; §—E+F+... :———+_+...

Die einzige Singularitiat zy = 0 ist hebbar mit
Res (f;20) =a_1 = 0.

h
d) Die Singularitaten von f(z) = cothz = C_OS - ergeben sich aus:
sinh z
. 1 z —z ]‘ T+ —x—1
0 = smhz:—(e —e ):—(e Y—e y)
2 2
1

= 3 (e"(cosy +isiny) — e *(cosy — isiny))
= cosysinhx +isinycoshx .

Die Losungen sind gegeben durch y = k7w ,k € Z und x = 0. Die Nennernullstellen
zr = ik sind einfach und auch keine Zahlernullstellen, denn

(sinh 2)'|.—ir = coshikm = coskm # 0.

Also sind z;, Pole 1. Ordnung und man erhélt

cosh z cosh z
[ coshz _ =1.
Res (f; z) <(sinh z)’) . (mshz) ‘z_zk

Es gibt kein Aulengebiet ohne Singularitéten.

Losung 24:

a) Aus der Faktorisierung
=224 2=(24+1—i0)(z+14+4)(z—1)?
ergeben sich die Nennernullstellen, die keine Zahlernullstellen sind
zp=—14+1, zy=—1—12, 2z2=1.

Damit sind zp und z; Pole 1. Ordnung und z, ist Pol 2. Ordnung.

Der Hauptteil der Laurententwicklung in z; , £ = 0,1 besitzt damit die Form

h(z, z) = DLk ,  wobel a_y; = Res(f(2);z)

Z — Zk
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gilt. Fiir zp = —1 + 7 ergibt sich

25
Res(f(z);—1+12) = ,
(F(2) ) (z+1+40)(z =12 __
B 25
(=l +i41+9)(-1+44i—1)2
B 25 _ 25(3+4i) 4—3i
o 2i(3—4d)  2-25 2
Zum gleichen Ergebnis fithrt die Taylor-Reihenentwicklung des holomorphen Anteils
von fum zg = —1+1:
1 25
(z) = s l—i (z4140)(z—1)

-

= ¢1(2), (holom.)
1

:m(gl(—1+z’)+gi(—1+z’)(z+1—z')+---)

4 — 30
mit g;(—1+14) = Res(f(2); —1+1i) = TZ Insgesamt erhilt man also

4 — 32 / .
= 5. 11 _ A —1 -
Je) 2(z 41 —1) +al tZ)Jr .
R Nebenteil
=h(z,—1+1)
Fiir z; = —1 — 7 ergibt sich entsprechend
1 25
o= (z+1—1d)(z —1)2
= 92(2),?holom.)
1 . . .
1 ' . 44 31 )
mit go(—1 — i) = Res(f(z); =1 — i) = ———. Insgesamt erhlt man also
44 3 ) '
= 5 L1 —-1-
/) 2(z+1+1) +g2( vz) +-
' . Nebenteil
= h(z,—1 —1)

Fiir den Pol 2. Ordnung 25 = 1 erhélt man den Hauptteil der Laurent-Reihe um 2z
iiber die Taylor-Reihenentwicklung des holomorphen Anteils g3 von f:

B 1 25 B 1 25
I&) = o GrioiGrir) Go1f Zizi2
= 93(%)

1

B (z—1)2 (g3(1) +g5(1)(z = 1) + %gg(l)(z — 12+
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Nach kurzer Rechnung erhélt man

g9s(1) =5, g5(1) = =4 = Res(f(2);1)

5 4 p
= — _ +q"(1)/2 + - -
f(Z) (Z_l)2 -1 93( )/
h ~~ g Nebenteil

= (Zv 1)
Die komplexe Partialbruchzerlegung lautet deshalb:
4 —3i 4+ 3i 5 4
= ~+ ~+ — .
20z+1—-4) 2(z+141) (2—-1)2 =z-1
Als reelle Partialbruchzerlegung ergibt sich:

£(2) 4z +7 " 5 4
z) = — .
2242242 (2—-1)2 2z-1

b) Von den Singularitéiten von f
Zoz—l—i-i, 21:—1—i7 22:1.

liegen nur zy und z; innerhalb von c.

Bild 24: Kreisc: [z +2| =2

Damit ergibt sich nach dem Residuensatz

ff(z) dz = 27i (Res (f; —1+1i) 4+ Res (f; —1 —1))

A—3i 4+3i
:2m’( 22+ J;Z):&m'.
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Losung 25:

a) Die Singularitdten der Funktion f(z) = liegen bei 2, = 2 +iv/2 und

22— 4246
2y = 2 —iy/2, sind Pole 1. Ordnung, und man erhélt:

T |
——dx = 2mi Res(f;z1) = 2m0 ——
/x2—4x+6 (fiz) z—24+iV2],_.,

™

1
oMi——— = .
2i\/2 V2

b) Beachtet man, dass g(z) = % eine ungerade Funktion ist, so ergibt sich
CoS T coS T sinw
———dr = ——de+i [ ———d
/x4—|—324 * /x4—|—324 x+’/x4+324 *
= / m dx = 2mi Z Res (f(2); zk) -
—o0 —~— Im z,>0

=f(x)
Die Singularitiiten der Funktion f(z) ergeben sich aus z* + 324 = 0 und lauten daher
ZOZ3+3Z, 21:—3—|—3i, 22:—3—3i, 23:3—3i.

Es sind Pole 1. Ordnung, wovon nur zp; in der oberen Halbebene liegen mit den

Residuen
. “
oo iz = el = G = =G
- 6(2+6i)6i N _212(1—1') = )
. eiZ1
e jLI?l(ei(j3j;3)f(Z) : (Zle_—g’fg?(Zl _ijgm _%3)
S e —i)
/%dz = 2mi( Res (f;20) + Res (f;21))

673 3 673 3
= o ——— 31+ i)+ — -3 (1 —
m( 33 ¢ ( +z)—|—432 e z))

— 516 (_(€3i o 6—31') - i(€3i + 6—32’))
T (—2i(sin 3 + cos 3)) ¢ r (sin3 + cos 3)

= —2i(sin 0 = in :
216 108
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c¢) Die hebbare Singularitét bei x = 1 wird gekiirzt und dann wird durch y = x + 2
substituiert:

e}

rz—1 i 1 S 1
/(x2+3x_4)\/x—+2dx:_[(x+4)\/x—+2dx:0/mdy'

: , r(y) 1 :
Nun besitzt der Integrand die Standardform = mit r(y) = und
y o W+2V ) y+2
a = 1/2. r(z) besitzt nur die Singularitit zy = —2 und man erhélt:

[e.o]

/ 1 dr = 2mi Res( 1 z) _ 2mi 1
(y+2)yy  1—e™ (z+2vz )  1—eT J2 2

0

d) Mit z = ¢ substituiere man

1( 1) ) 1 ( 1)
cosp=—|z+—) bzw. sinp=—[(2z—— ).
2 z 21 Z

Die Substitution erfordert noch die Berechnung von:

d d
—Z—ze“"—zz:>dg0:,—z
dy 1z

2m

i =(z—1 d 21
/—Slw g = [ mE) -.—Z——/ - dz
4+ cos 4—}—5(,2—1—;) iz 2(22+82+1)
0 |z|=1 [z]=1 ~~ 4

=f(2)
Die Singularitiiten von f ergeben sich aus 0 = z(2% + 8z + 1). Man erhilt

Z():O, 21:—4—|—\/15, 22:—4—\/15-

Nur von den im Einheitskreis liegenden zp; werden die Residuen bendtigt.

2
' L _ _ Aoy
Res (f;20) = le_glo(z 20) f(2) = Zren il
Res (fiz) = lim (s = 2)f(2) = —2—
A N T A T G T (e — =)
16 — 8v/15 + 15 — 1 15 — 4v/15

(—4+ V152V v/I5(—4 + V/15)

Aus dem Residuensatz erhilt man damit

2w
/4?2;290‘1@ = —2mi(Res (f;20) + Res (f;21))
0
S . sin ¢ . o .
Das Ergebnis tiberrascht nicht, da 15 cos o Cine 2m-periodische ungerade Funktion
oS (P

ist.



