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VORWORT 5

Vorwort

Skript. Dieses Skript baut auf den Skripten von Prof. Dr. Birgit Richter und Prof. Dr. Thomas Schmidt
aus den Jahren 2021/22 und 2020/21 auf, ist aber an einigen Stellen abgeéndert. Das Skript wird im Laufe
des Semesters bearbeitet und erweitert. Die jeweils aktuelle Version finden Sie unter:

https://www.math.uni-hamburg.de/home/wedrich/Mathematik-1-2-Wedrich.pdf

Wir empfehlen Thnen, fiir diese Seite in Threm Browser ein Lesezeichen zu setzen. Die Website des
Modules Mathematik 1 ist:

https://www.math.uni-hamburg.de/home/wedrich/Mathe1-22.html
Die Website des Modules Mathematik 2 ist:
https://www.math.uni-hamburg.de/home/wedrich/Mathe2-23.html

Thematik. Der Vorlesungszyklus Mathematik 1 bis 4 fiir das Lehramt der Sekundarstufe deckt vor
allem Themen aus den Bereichen Analysis und lineare Algebra ab. Diese Bereiche sind grundlegend fiir
die Mathematik und werden auch im Studium des Kernfachs Mathematik als Erstes unterrichtet. Die
lineare Algebra ist dabei eine allgemeine Lehre linearer Strukturen, zu der unter anderem der Umgang
mit linearen Gleichungssystemen, linearen Abbildungen, Vektoren und Matrizen z&hlt und und zu der
die sogenannte analytische Geometrie mit Punkten, Geraden und Ebenen gehort. Die Analysis ist die
Lehre vom mathematischen Umgang mit dem Unendlichen, der letztlich immer mittels Grenziibergangen
und Grenzwerten erfolgt. Zentrale Themen der Analysis sind reelle und komplexe Zahlen, Grenzwerte,
Ableitungen und Integrale. In der Vorlesung Mathematik 1 liegt der Schwerpunkt zunéchst auf allgemei-
nen Grundlagen der Mathematik, die nicht unbedingt einem der genannten Bereiche zuzuordnen sind,
und dann auf ersten Themen der Analysis.

Zielsetzung. Das Ziel der Vorlesungen Mathematik 1 bis 4 ist, eine fachwissenschaftliche Einfiih-
rung in das mathematische Arbeiten mit prazise definierten Begriffen, Lehrsatzen und vollstandigen
Beweisen zu geben. Im Schulunterricht der Sekundarstufe relevante Themen werden dabei in grofierer
Ausfiihrlichkeit behandelt. Daneben sollen ein deutlich iiber den Schulstoff hinausgehendes mathemati-
sches Hintergrundwissen, die Fahigkeit zur eigenstdndigen Einarbeitung in mathematische Themen und
Konzepte, ein gewisser Uberblick {iber mathematische Gebiete sowie ein Gefiihl fiir die Mathematik als
lebendige Wissenschaft vermittelt werden.


https://www.math.uni-hamburg.de/home/wedrich/Mathematik-1-2-Wedrich.pdf
https://www.math.uni-hamburg.de/home/wedrich/Mathe1-22.html
https://www.math.uni-hamburg.de/home/wedrich/Mathe2-23.html

KAPITEL 1

Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

In diesem ersten Kapitel geht es um Aspekte der mathematischen Logik, der mathematischen
Arbeitsweise und der Mengenlehre, die als Grundlage der gesamten modernen Mathematik betrachtet
werden und den streng mathematische Aufbau aller weiteren Theorie erst ermdglichen. Die Beschaftigung
mit den Grundlagen ist dabei keineswegs einfach, da man auch sehr einleuchtende Sachverhalte weiter
hinterfragen und begriinden muss.

Hier werden wir sowohl die Logik als auch die Mengenlehre hauptsiachlich von einem naiven
Standpunkt betrachten, der fiir ein Mathematik-Studium und das wissenschaftliche Arbeiten in den
allermeisten mathematischen Gebieten ausreicht. Es sind fundiertere Zugange zu Logik und Mengenlehre
bekannt. Solche Aspekte konnen wir hier aber bestenfalls andeuten. Bevor man sie im Detail verstehen
kann, braucht man erst einmal mehr Erfahrung mit dem mathematischen Denken und Arbeiten.

1.1. Aussagenlogik und Wahrheitstafeln

Grundlegend fiir alle Gebiete der modernen Mathematik ist der Umgang mit Aussagen, die entweder
als wahr (w) oder als falsch (f) zu betrachten sind und denen einer dieser beiden sogenannten Wahr-
heitswerte zugeordnet wird. Insbesondere bewegen sich mathematische Aussagen nicht in Grauzonen.
Ein Satz wie ,Die Zahl 10 ist grof3. erfullt also nicht den Anspruch einer mathematischen Aussage, denn
ab wann man von ,,grof3 spricht wird nicht ersichtlich. Wenn man ,,grof3“ natiirlich im Vorfeld definiert
hat, dann ist es etwas Anderes. Dagegen sind

,Die Zahl 10 ist grofier als die Zahl 15"
und
,Die Zahl 10 ist mindestens so grof3 wie die Zahl 10.*

Beispiele fiir sinnvolle mathematische Aussagen, von denen die erste natiirlich falsch, die zweite wahr
ist. Dass eine Aussage gilt, ist eine alternative mathematische Sprechweise dafiir, dass die Aussage wahr
ist.

Aussagen konnen im Rahmen der Aussagenlogik durch logische Grundoperationen verneint und auf
verschiedene Weisen zusammengesetzt werden. Formal notiert man verneinte und zusammengesetzte
Aussagen mit Hilfe von Junktoren. Dies sind logische Symbolen, die vor oder zwischen die Aussage(n)
geschrieben werden. Die finf wichtigsten Grundoperationen und die Anwendung der zugehorigen
Junktoren mit Platzhaltern A und B fiir Aussagen sind in folgender Tabelle zusammengefasst, wobei die
Operationen, Schreib- und Sprechweisen innerhalb eines Feldes Alternativen gleicher Bedeutung sind:
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Operation Uunktoren Bedeutung, Sprechweisen
Vernelgung -A nicht A
Negation
logisches Und | ' Aund B
Konjunktion
log%s?hes Qder AV B A oder B
Disjunktion
Aus A folgt B
Folgerung A= B B folgt aus A
Implikation B—A A impliziert B
A ist dquivalent zu B
Aquivalenz A<= B A gleichbedeutend mit B

Die Wahrheitswerte der verneinten und zusammengesetzten Aussagen ergeben sich dabei einzig und
allein aus den Wahrheitswerten von A und B und werden durch folgende Wahrheitstafeln festgelegt:

A B|AAB AVB A—B A< B
Al -A w wW| w w W w
w| f w f f w f f
f| w f w f w w f

f f f f w w

Bemerkungen 1.1.1
e Hervorzuheben ist, dass das logische Oder nicht exklusiv ist, das heifit, A vV B ist auch dann
wahr, wenn A, B beide wahr sind, zusétzlich zu den Fillen, in denen eine der Aussagen A, B
wabhr, eine falsch ist.
e Daneben mag zunichst iiberraschen, dass die Implikation A = B bei falscher Pramisse A
(dritte/vierte Zeile Tabellenkorper) als wahr festgelegt wird, also ,aus Falschem alles folgt™.
Beispiele dazu sind

3 ist ungerade = 2 - 4 = 8 (wahr)
3 ist ungerade = 2 - 4 = 7 (falsch)
3 ist gerade = 2 - 4 = 8 (wahr)
3 ist gerade = 2 - 4 = 7 (wahr)

Um dies zu verstehen, kann man auch an das Sprichwort ,Wer A sagt, der muss auch B
sagen. denken, das als Implikation aus den Teilaussagen ,,A wird gesagt. und ,B wird gesagt.”
zusammengesetzt ist. Wenn man A und B sagt (erste Zeile), ist dies im Sinn des Sprichworts
Lrichtig®. Wenn man A nicht sagt, ergibt sich keine Verpflichtung. Man kann dann B sagen
(dritte Zeile) oder auch nicht (vierte Zeile); beides ware ,richtig”. Die einzige Moglichkeit, gemaf3
Sprichwort ,falsch® zu handeln, ist in der Tat die, dass zwar A, aber nicht B gesagt wird (zweite
Zeile).

e Mehrere Junktoren kdnnen kombiniert werden, wobei die Reihenfolge der Auswertung genau
wie bei den Grundrechenarten im Allgemeinen durch Klammern anzuzeigen ist, und kann fiir
jede logische Formel aus endlich vielen Aussagen und endlich vielen Junktoren Wahrheitstafeln
ableiten.
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Es kommt vor, dass verschiedene logische Formeln in allen Fallen mit dem gleichen Wahrheitswert
belegt sind. Beispiele fiir gleichbelegte Formeln, gebildet aus Aussagen A, B, C, sind die Kommutativ-
und Assoziativgesetzte (wobei gb. fiir gleichbelegt steht):

AAB gb.mit BAA, AVB gb.mit BVA,
(AAB)AC gb.mit AA(BACQC), (AVB)VC gb.mit AV (BVO).

Dementsprechend kann man bei Formeln dieser Gestalt die Reihenfolge der Aussagen vertauschen und
auf Klammerung verzichten. Weitere Beispiele fiir gleichbelegte Formeln sind:

(AVB)AC gb.mit (AAC)V(BAC), (AAB)VC gbmit (AVC)A(BVO),
A=>B gb.mit (-A)V B, Ae=B gb.mit (AAB)V(=(AVB)).

Die beiden Regeln der oberen Zeile kann man sich dabei als eine Art ,Distributivgesetze” fiir A und Vv
merken. Mit der unteren Zeile konnen die Pfeil-Symbole = und <= durch -, A und V ausgedriickt
werden und erweisen sich im Prinzip als redundant. In der Tat ist die Pfeil-Notation aber sehr, sehr
intuitiv und in der Praxis dennoch unverzichtbar.

Es kann sich beim Ausfiillen einer Wahrheitstafel auch herausstellen, dass eine logische Formel fiir
alle moglichen Kombinationen von Wahrheitswerten der Einzelaussagen stets wahr ist. Solche Formeln
heiflen Tautologien. Dass eine Formel eine Tautologie ist, driickt man manchmal durch die (eigentlich
nicht vollig korrekten) Sprechweisen aus, dass die Formel (generell) wahr ist oder (generell) gilt. Bekannte
und naheliegende Beispiele fiir Tautologien, gebildet aus Aussagen A, B, C, sind:

(m(mA) = A (Gesetz der doppelten Negation),

AV (mA) (Satz vom ausgeschlossenen Dritten),
(AAB) = (AV ),

(=(AAB)) & ((=4) vV (=B)) (De Morgansche Gesetze zur Negati-
(=(AV B)) & ((=A) A (=B)) on der Konjunktion und Disjunktion),

(=(A= B)) = (AA(—B)) (Negation der Implikation).

Weitere Beispiele fiir Tautologien, an die sich spater diskutierte Schluf3- und Beweistechniken anlehnen,
sind:

(AN(A=B)) =B (Modus ponens),
((A=B) A (B=C()) = (A=0) (Transitivitat der Implikation),
(A= B) &< ((-B) = (=A)) (Kontrapositions-Prinzip),

(Charakterisierung der Aquivalenz

(4= B) (A= B) A (B= 4)) durch gegenseitige Implikation).

Die Tautologien der Form (...) &< (...) bedeuten dabei gemaf3 der Wahrheitstafel fiir die Aquivalenz,
dass die linke und die rechte Teilformel stets denselben Wahrheitswert haben, somit (logisch) gleichbe-
legt/gleichbedeutend/aquivalent sind und beliebig durch einander ausgetauscht werden kénnen. Dies
gilt natiirlich genauso fiir die zuvor schon erwéhnten Beispiele gleichbelegter Formeln, bei denen man
einfach ,gb. mit“ durch den Junktor &= ersetzen kann und darf, um sie ebenfalls als Tautologien der
gerade besprochenen Form zu schreiben.

1.2. Pradikatenlogik und Quantoren

In der mathematischen Praxis kommt man mit der Aussagenlogik allein nicht weit, sondern benotigt
schnell die allgemeinere Pradikatenlogik. Pradikate sind dabei Aussagen mit freien Variablen. Ein Beispiel
ist ,x ist grofer als die Zahl 15 mit einer freien Variable x. Freie Variablen sind Platzhalter fiir noch
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unbestimmte Objekte, und solang diese nicht bestimmt sind, man etwa im Beispiel den Wert von x
nicht kennt, solange kann man tiber wahr oder falsch nicht sinnvoll entscheiden. Somit kann und soll
Pradikaten erst einmal kein Wahrheitswert zugeordnet werden. Erst wenn man fiir die freien Variablen
sinnvoll konkrete Objekte oder Zahlen einsetzt, zum Beispiel die Zahl 10 fiir x, erst dann ergeben sich
wieder individuelle Aussagen, die als wahr oder falsch zu betrachten sind.

Man kann mit einem Pradikat auch auf andere Art Aussagen ohne freie Variablen bilden. Beispiels-
weise lasst sich mit dem Pradikat ,,x ist groBer als die Zahl 15.° einerseits die Aussage

»Alle natiirlichen Zahlen sind grofer als die Zahl 15.° (falsch)
bilden und andererseits die Aussage
,Es gibt eine natirliche Zahl, die grofier als die Zahl 15 ist”* (wahr).

Dies sind tatsachlich Beispiele fiir das Hinzufiigen von Quantoren, den entscheidenden logischen
Operatoren der Pradikatenlogik, die bei einem Pradikat P(x) mit einer freien Variable x die Variable
binden und zu einer Aussage ohne freie Variable fiithren.

Die Kombination aus Pradikat und Quantor liefert eine Aussage mit Wahrheitswert. In der Praxis
gibt man in Kombination mit dem Quantor auch eine Grundmenge' M von Elementen an, die man fiir
die Variable x einzusetzen erlaubt. Im eben betrachteten Beispiel war diese Grundmenge M die Menge
der natiirlichen Zahlen. Zu Schreib- und Sprechweisen fiir die beiden mafigeblichen und im Beispiel
schon betrachteten Quantoren halten wir fest:

Quantor Schreibweisen Bedeutung, Sprechweisen

All-Quantor VxeM: P(x) Fir alle x aus M gilt P(x).
Sei x aus M beliebig. Dann gilt P(x).

Existenz-Quantor  JxeM: P(x) Es gibt ein x aus M mit P(x).
Fiir ein x aus M gilt P(x).

Hierbei wird die Aussage YxeM: P(x) als wahr betrachtet, wenn P(x) fiir jedes Objekt aus der
Grundmenge M, das an Stelle von x eingesetzt wird, wahr ist. In allen anderen Féllen gilt VxeM: P(x)
als falsch. Analog betrachtet man 3xeM: P(x) als wahr, wenn es ein Objekt in der Grundmenge M gibt,
dessen Einsetzen zu einer wahren Aussage P(x) fithrt. In allen anderen Fillen gilt 3xeM: P(x) als falsch.
Betont sei dabei, dass mit einem x immer mindestens ein x gemeint ist; diese Interpretation ist in der
Mathematik allgemein tiblich.

Die Symbole V als umgedrehtes A und 3 als gespiegeltes E erinnern dabei an die Namen der Quantoren.
Gelegentlich wird auch die Notation 3!xeM: P(x) mit einem Existenz- und Eindeutigkeitsquantor 3!
verwendet, um auszudriicken, dass P(x) fiir genau ein Objekt — also fiir ein einziges, aber kein weiteres
- aus M wabhr ist.

Beispiel 1.2.1 Beispiele fiir wahre Aussagen:
e “Ich habe einen Bruder”, geauflert von einer Mathematikerin mit zwei Briiddern.

ITatsichlich werden hier Quantoren unter Verwendung von Mengen und im nichsten Abschnitt Mengen unter Verwen-
dung von Quantoren erklért. Eine konsistente Einfithrung der Begriffe erfordert ein vorsichtigeres Vorgehen: Man wiirde dazu
an dieser Stelle nur die ,Mengen-freien“ Aussagen Vx: P(x) und 3x: P(x) einfithren, wobei im Hintergrund ein sogenanntes
Diskursuniversum von zulédssigen Objekten steht, die fiir die Variable x eingesetzt werden kénnen. Im néchsten Schritt
koénnte man dann axiomatisch Mengen und die Elementbeziehung € einfithren — unter Verwendung solcher Quantoren {iber
das Diskursuniversum der Mengen. Schlief$lich wiirde man Vx € M: P(x) und 3x € M: P(x) als abkiirzende Schreibweisen
fur Vx: (x € M = P(x)) und 3x: (x € M = P(x)) erkldren. Sind diese Grundlagen einmal geklért, so laufen alle fortan
relevanten Quantoren aber tatsichlich iber Grundmengen M.
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e “Ich habe genau zwei Brider” geauflert von derselben Mathematikerin.
e “Alle meine Schwestern sind jiinger als ich”, geduflert von einem Mathematiker ohne Schwestern.

Seien Sie bitte vorsichtig, wenn Sie Aussagen verneinen, die Quantoren enthalten. Die Verneinung
der Aussage ,Alle Primzahlen sind ungerade® ist nicht ,Alle Primzahlen sind nicht ungerade® (also
,Alle Primzahlen sind gerade®) sondern ,Es gibt eine Primzahl, die nicht ungerade ist”. Diese Aussage ist
wahr: Die Zahl 2 ist gerade aber trotzdem eine Primzahl.

Fiir die Negation von Quantoren gelten die folgenden Gesetzméafligkeiten. Dies sind Versionen der
de Morganschen Gesetze aus Abschnitt 1.1:

(=(VxeM: P(x))) < (dxeM: (=P (x))),
(=(3xeM: P(x))) — (VxeM: (=P(x))).

Die erste Regel besagt, dass ,,P(x) gilt nicht fir alle x aus M. gleichbedeutend ist mit ,Fir ein x aus M
gilt P(x) nicht” Die zweite Regel driickt aus, dass ,Fiir kein x aus M gilt P(x).” gleichbedeutend mit ,Fir
alle x aus M gilt P(x) nicht. ist.

Naturlich treten in der Mathematik auch Pradikate mit mehreren freien Variablen auf, wobei die
Variablen dann durch mehrere Quantoren gebunden werden kénnen. Beispielsweise kann man aus
einem Pradikat P(x, y) mit zwei freien Variablen x und y und aus Quantoren iiber Grundmengen M und
N unter anderem die Aussagen Vx € M : Vy € N : P(x,y) und Jy € N : Vx € M : P(x, y) bilden.

Es ist dabei wichtig zu wissen, dass zwei Quantoren gleichen Typs (also V mit V und 3 mit 3) in der
Reihenfolge vertauscht werden diirfen, ohne dass sich die Bedeutung der Aussage dndert. Beispielsweise
ist VxeM : VyeN : P(x,y) dquivalent zu YyeN: YxeM: P(x,y).

Die Vertauschung eines All-Quantors mit einem Existenz-Quantor ist dagegen nicht ohne Unterschied
in der Bedeutung moglich: Tatsichlich bedeutet Vx € M : 3y € N : P(x,y), dass zu jedem xeM ein
von x abhingiges yeN existiert, so dass P(x, y) gilt. Dagegen symbolisiert 3yeN : VxeM : P(x,y) die
Existenz eines yeN (jetzt wirklich nur ein y, das nicht von einem x abhédngen darf), so dass fiir alle
x€M Giiltigkeit von P(x, y) besteht. Man kann sich den Unterschied zwischen diesen beiden Aussagen
klarmachen, indem man fiir P(x, y) das einfache Pradikat ,,y ist grofler als x“ einsetzt und als Mengen M
und N die Menge der natiirlichen Zahlen: Die Aussage VxeM : JyeN : P(x,y) bedeutet dann

,Fur alle natiirlichen Zahlen x gibt es eine natiirliche Zahl y, die grof3er ist als die zuerst gegebene Zahl

X.
und ist richtig. Die Aussage JyeN : VxeM : P(x,y) dagegen bedeutet
,Es gibt eine natirliche Zahl y, die groler ist als alle natiirlichen Zahlen x."

und ist falsch.
Wie sich die Negationsregeln auf Formeln mit mehreren Quantoren auswirken, kann man schlie8lich
anhand des Beispiels

(=(VxeM : JyeN : P(x,y))) < (IxeM :VyeN : (=P(x,v)))

verstehen: Beim Hereinziehen der Negation wird jeder der Quantoren durch den anderen ausgetauscht.

1.3. Zum Aufbau der Mathematik und logischen Schliissen

Der Grundanspruch der Mathematik als Wissenschaft ist der, nur von einem begrenzten System
von Grundannahmen, sogenannten Axiomen, auszugehen und alle Aussagen und Lehrsatze der Theorie
durch liickenlose Argumentation mittels logischer Schliisse aus den Axiomen abzuleiten. Die fir die
Herleitung einer Aussage benétigte Argumentation nennt man einen Beweis und spricht davon, die
Aussage zu zeigen, zu beweisen, nachzuweisen oder zu verifizieren.

Hierzu kénnen

o Definitionen (allgemein vereinbarte Abkiirzungen oder Festlegungen)
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getroffen und bereits bewiesene Aussagen verwendet werden. Fiir Gleichheiten beziehungsweise
Aquivalenzen, die per Definition festgelegt werden, verwendet man dabei die Symbole :=, =: bezie-
hungsweise : &=, <=, wobei der Doppelpunkt auf der Seite der neu eingefiihrten Bildung steht. Es
kommt gelegentlich vor, dass bei einer Definition nicht direkt ersichtlich ist, warum ein eingefiihrtes
Objekt in allen zuldssigen Féllen sinnvoll erklart oder von der richtigen Bauart ist. In solchen Situationen
ist zusammen mit der Definition die sogenannte Wohldefiniertheit zu zeigen, das heifit, es ist im
Zusammenhang mit der Definition auch die Sinnhaftigkeit des eingefiihrten Objekts zu beweisen.

Einmal bewiesene Aussagen bezeichnet man je nach Bedeutung, deren Einschiatzung etwas subjektiv
sein mag, als

e Sitze (wesentliche Erkenntnisse),

e Hauptsatze/Theoreme (Satze von besonders weitreichender Bedeutung),

e Lemmata/Hilfssétze (kleinere/grofiere Hilfsresultate von eher spezieller Natur),
e Propositionen (Resultate von etwas allgemeinerem Nutzen),

e Korollare (vergleichsweise direkte Folgerungen aus anderen Resultaten).

Definitionen und bewiesene Aussagen werden in diesem Skriptum nach Kapitel und Abschnitt
gegliedert nummeriert, was uns den spateren Verweis darauf erleichtern wird. Dartiber hinaus finden
Sie in diesem Skriptum auch noch nummierte Beispiele, Bemerkungen etc., die den Text strukturieren.

Das wohl wichtigste Grundprinzip des Beweisens und des logischen Schlielens, das sich an den
Modus ponens aus Abschnitt 1.1 anlehnt, besteht darin, bei zwei gegebenen Aussagen A und B aus der
Wahrheit von einerseits A und andererseits A = B auf die Wahrheit von B zu schlieflen. Dies erklart
zu einem gewissen Grad auch die Notation A = B mit dem Pfeilsymbol: Gilt die Implikation, so kann
man von A auf B schlieSen. Nitzlich ist ein solcher logischer Schluss beispielsweise dann, wenn A = B
gemaf einem bereits bewiesenen mathematischen Satz gilt und die Wahrheit von A deutlich leichter zu
prifen ist als die von B.

Beispiel 1.3.1 Als konkretes Beispiel konnte der Satz die aus der Schule bekannte Regel zur Teilbarkeit
durch 3 sein, die man in der Form

Vx € N : ((3 teilt die Quersumme von x) < (3 teilt x))

mit der Menge N der natiirlichen Zahlen schreiben kann und die ein generell anwendbares, notwendiges
und hinreichendes Kriterium fiir die Teilbarkeit durch 3 darstellt.

Méchte man hiermit 873 auf Teilbarkeit durch 3 priifen, so lasst sich dies logisch wie folgt aufdroseln:
Zunéchst setzt man 873 fiir x ein und erhalt nach Berechnung der Quersumme 18 von 873, dass 3 genau
dann 18 teilt, wenn es 873 teilt. Somit sind die Implikationen

(3 teilt 18) = (3 teilt 873)°
und
,(3 teilt 18 nicht) = (3 teilt 873 nicht)“

beide wahr (vergleiche mit Abschnitt 1.1). Nun folgt der eigentliche logische Schluss im obigen Sinn: Da
»3 teilt 18“ wahr ist (kleines Einmaleins) und die erste der beiden genannten Implikationen wahr ist, lasst
sich schlie8en, dass ,3 teilt 873" wahr ist. Damit ist die Teilbarkeitsfrage in diesem Fall geklart. Stellt
man fiir eine andere Zahl anstelle von 873 fest, dass 3 die Quersumme nicht teilt, so lauft der Schluss
natiirlich analog, dann aber tiber die zweite Implikation, die das ,nicht” enthalt.

Bei zukiinftigen Schliissen und Beweisen werden wir viel weniger ins Detail gehen und den begriffli-
chen und formalen Aufwand dadurch deutlich verringern. Trotzdem kann es immer mal wieder niitzen,
den gerade am Beispiel erlduterten Ablauf eines typischen logischen Schlusses zu durchdringen und im
Hinterkopf zu behalten.
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1.4. Grundlagen der Mengenlehre

In diesem Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Notationen der Mengenlehre eingefiihrt.
Wie schon zu Kapitelanfang angedeutet, beschranken wir uns dabei grof3tenteils auf eine Betrach-
tung vom Standpunkt der naiven Mengenlehre. Weiterfithrendes zur axiomatischen Fundierung der
Mengenlehre und zu Griinden, warum es einer solchen bedarf, wird am Ende dieses Abschnitts kurz
angerissen.

Grundlegend fiir die Mengenlehre ist in jedem Fall die Vorstellung, dass eine Menge unterscheidbare
mathematische Objekte als Elemente enthilt, wobei die Elementbeziehung durch das Symbol € zum
Ausdruck gebracht wird. Dies ist eine Grundvorstellung, die nicht weiter formalisiert wird. Die folgende
Definition verbindet diese Vorstellung mit Grundnotationen und der Festlegung, dass die Gleichheit von
Mengen an ihren Elementen héngt und somit Mengen durch ihre Elemente vollstdndig charakterisiert
sind:

Definition 1.4.1 Als eine Menge M betrachtet man jede Ansammlung endlich oder unendlich vieler
wohlunterscheidbarer mathematischer Objekte und erklart die Aussage x € M (lies: ,x ist ein Element
von M) fiir wahr, wenn das Objekt x in M enthalten ist. Darauf aufbauend definiert man fir Mengen M
und N:

e Die Mengen-Inklusion M C N (lies: ,M ist Teilmenge von N“ oder ,M ist in N enthalten®
beziehungsweise aquivalent N 2 M (lies: ,N Obermenge von M“ oder ,N enthalt M“) bedeutet,
dass jedes Element von M auch Element von N ist, also Vx € M: x € N gilt.

e Die Mengen-Gleichheit M = N bedeutet, dass M € N und N C M gelten, also M und N
dieselben Elemente enthalten.

e Die echte Mengen-Inklusion M & N beziehungsweise dquivalent N 2 M bedeutet, dass M C N,
aber nicht M = N gilt.

Fiir die logischen Negationen von x € M, M € N, N 2 M, M = N schreibt man naheliegenderweise
x¢M, MZN,NDM M+#N.

Bei der Mengen-Inklusion ist auch Gleichheit erlaubt, es gilt also M € M fiir jede Menge M, was
natiirlich auch als M 2 M geschrieben werden kann.

Bemerkung 1.4.2 In der Literatur werden Gelegentlich die alternativen Symbole C, 2 fiir die Mengen-
Inklusion verwendet, leider manchmal auch C, O. Bei Letzteren besteht jedoch die Gefahr der Verwirrung,
denn C und D konnen auch fiir strikte Mengeninklusionen stehen, analog zur Verwendung bei den
Ungleichheitszeichen < vs. < und > vs. >. In dieser Vorlesung halten wir uns an die Konventionen der
obigen Definition um solche Missverstiandnisse zu vermeiden.

Nun merken wir noch an, dass es gemaf3 der Definition von Mengen sinnlos ist, zu fragen, ob eine
Menge dasselbe Objekt, beispielsweise dieselbe Zahl, mehrfach enthilt, denn das Konzept der Menge
sieht nur vor, dass ein Objekt entweder als Element enthalten ist oder eben nicht. Ein Objekt ist in einer
Menge nicht zweimal oder dreimal enthalten, jedenfalls nicht in dem Sinn, dass es sich um eine andere
Menge handeln wiirde als bei nur einmaligem Enthaltensein. Die Menge {1, 1, 1, 1} ist also zum Beispiel
gleich der Menge {1}.

Um Mengen konkret durch Angabe ihrer Elemente zu beschreiben, listet man die Elemente wie folgt
zwischen geschweiften Klammern auf:

Notation 1.4.3 Wir schreiben

o ( fir die Menge, die kein Element enthélt, die sogenannte leere Menge,
o {x} fur die Menge, die das Objekt x als einziges Element enthilt,
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o {x,y} fiir die Menge, die genau die zwei Objekte x und y als Elemente enthiilt,

o allgemeiner {x;, x3, X3, . . ., Xy—1, X, } mit irgendeiner natiirlichen Zahl n fiir die Menge, die genau
die n Objekte x1, x2, X3, ..., Xn—1, X, als Elemente enthilt,

o {x1,x2,x3,...,} fir die Menge, die genau die unendlich vielen Objekte x1, x, x3, ...als Elemente
enthalt.

Die Formulierung, dass genau die genannten Elemente enthalten sind, bedeutet dabei, dass aufler den
Objekten in der — eventuell mit ... angedeuteten — Liste keine weiteren Objekte Element der Menge
sind. Wird hierbei dasselbe Objekt mehrfach gelistet, so hat dies gemafl den oben schon gemachten
Bemerkungen keine andere Auswirkung als eine nur einfache Nennung.

Bemerkung 1.4.4 In der Notation oben sind Ausdriicke wie xy, xz, ..., x, vorgekommen. Die unter x
gestellten Zahlen, Buchstaben, oder andere Sybole heifen Indizes (Singular: Index). Indizes sind sehr
praktisch, um mehreren Dingen dhnliche, aber doch wohlunterscheidbare Namen geben zu kénnnen.
Indizes werden uns im weiteren Verlauf haufig begegnen.

Beispiele 1.4.5 Beispiele fiir Mengen mit konkret angegebenen Elementen sind:

e {5,13} (Menge mit den zwei Elementen 5 und 13),

e {rot, griin, blau} (Menge der RGB-Grundfarben; 3 Elemente),

o {+ —,-,:} (Menge der Grundrechenarten; 4 Elemente),

e {0,1,2,3,4,56,7,89,A,B,C,D,E, F} (Menge der Hexadezimal-Ziffern; 16 Elemente),

o {-7,-6,-5,...,17,18}, die Menge der ganzen Zahlen von —7 bis 18; 26 Elemente,

e {1,2,3,4,...} (Menge der natiirlichen Zahlen; unendlich viele Elemente),

o {{1,2,3,4,...},{+ — :},{513},{2,5 —}}, ein Mengensystem mit 4 Mengen als Elementen,

o P={2357,11,13,17,19,23,. ..}, die Menge der Primzahlen; unendlich viele Elemente,

o { L7 #8,%&7,(,),0,1,2,3,...,%xv,2,{,|, }, '}, die Menge der ASCII-Zeichen ohne Steuerzei-
chen; 95 Elemente.

Notationen mit Piinktchen kénnen problematisch sein, wenn die eigentliche Bildungsregel nicht
angegeben wird und nicht jede*r unbedingt zur gleichen Interpretation kommt. Dennoch sind Piinktchen
oft praktisch, dass wir sie mit etwas Vorsicht weiterhin verwenden.

Die Veranschaulichung von Mengen und Mengen-Inklusionen kann man in geeigneten Fillen mit
Bereichen oder Umrissen in der Zeichenebene angehen: Besonders in Féllen mit endlich vielen Elementen
ist es iiblich, die Elemente in einem Bereich/Umriss von schematischer Bedeutung einzutragen oder
zumindest anzudeuten.

Beispiele zur Darstellung der Mengen-Inklusion zeigt Abbildung (1.4.1); bei der ersten mit angedeu-
teten Elementen.

(1.4.1)

Vorsicht! Die obigen Zeichnungen konnen je nach Kontext auch Teilmengen in der Ebene mit unendlich
vielen Punkten veranschaulichen. Wichtig ist also immer die Situation, die man betrachtet. Solche
Zeichnungen ersetzen niemals einen Beweis!



14

1. GRUNDLAGEN AUS LOGIK UND MENGENLEHRE

Mengen konnen sich auch tiberlappen, ohne ineinander zu liegen:

(1.4.2)

Mit den im Folgenden definierten Grundoperationen ergeben sich aber automatisch auch andere

Maoglichkeiten zur Angabe von Mengen:

Definition 1.4.6 Die Grundoperationen mit Mengen M, N und einem Mengensystem S, also einer
Menge S von Mengen, sind:

e Aussonderungen: Ist P(x) ein Pradikat, fur dessen Variable x die Elemente von M sinnvoll
eingesetzt werden konnen, so enthalt die Aussonderungsmenge {x € M | P(x)} genau die
Elemente x von M, fiir die P(x) gilt.

e Vereinigungen: Die Vereinigungsmenge M U N von M und N enthélt alle Elemente von M
und alle Elemente von N und sonst keine weiteren Elemente. Fiir jedes x ist alsox € M UN
gleichbedeutend mit (x € M) V (x € N).

Allgemeiner hat die Vereinigungsmenge des Mengensystems S die drei gleichbedeutende
Schreibweisen | J S = Upes M = U{M | M € S} und ist definiert als die Menge, deren Elemente
genau die Elemente der Elemente von S sind. Fiir jedes x ist also x € (s M gleichbedeutend
mitIM € S: x € M.

e Durchschnitte: Die Schnittmenge M N N von M und N ist die Menge, die alle gemeinsamen
Elemente von M und N und sonst keine weiteren Elemente enthalt. Fir jedes x ist alsox € MNN
gleichbedeutend mit (x € M) A (x € N).

Allgemeiner ist die Schnittmenge (S = (\yesM = ({M | M € S} die Menge, die
genau die Elemente enthilt, die in allen Elementen von § enthalten sind. Fiir jedes x ist also
x € (pres M gleichbedeutend mit VM € S: x € M.
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e Mengen-Differenzen: Die Differenzmenge M \ N := {x € M | x ¢ N} ist die Menge genau der
Elemente von M, die keine Elemente von N sind.

e Die symmetrische Differenzmenge ist MAN := (M \ N)U(N\M)=(MUN)\ (MNN).

Fiir die schematische Veranschaulichung von Mengenrelationen haben wir hier sogenannte Venn-
Diagramme (nach John Venn, 1834-1923, UK) verwendet.

Bemerkung 1.4.7 AusRegeln fiir die logischen Operatoren V und A ergeben sich entsprechende Regeln
fir den Umgang mit den Mengen-Operatoren U und N. Fiir U beispielsweise gelten die Kommutativ-
und Assoziativgesetzte

MUN =NUMund (M; UM,) UM =M U (M, UMs) = U M,
Me{M;,My,M3}

fir N gelten diese analog, fir das Zusammenspiel gelten die ,Distributivgesetze®
(M1 UMz) NN = (M1 ﬂN) U (Msz) und (M1 ﬂMz) UN = (M1 UN) N (MZUN)
Insbesondere kann man beim Zusammentreffen von ausschliefilich Vereinigungen oder ausschliefilich

Schnitten (aber nicht beim Zusammenspiel der beiden) auf Klammern verzichten und gebrauchliche
Schreibweisen wie

n

UMi::MmUMmHU...UM,,: U M,
i=m Me{Mp;Mpps1,.sMp }

n

ﬂM,-::MmmMm+m...mMn: ﬂ M
i=m Me{Mp;Mpps1,..Mp }

fir beliebige ganze Zahlen m, n mit m < n erkldren. Wir benutzen die sinnvolle Konvention | Ji_,, M; := 0
im Fall m > n.
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Ist allgemeiner fiir jedes Element i einer Menge I, genannt Indexmenge, eine Menge M; gegeben?
und ist S ein Mengensystem, das als Elemente genau all diese M; enthilt, so verwenden wir

M= Mund (M= (| M

i€l MeS i€l MeS

auch fiir beliebige Indexmengen I. Auch hier benutzen wir (J;cg M; = 0.

Unter Verwendung der Schnittmenge definieren wir auflerdem:
Definition 1.4.8 Zwei Mengen M und N heiflen (zueinander) disjunkt, wenn
MNN=0

gilt. Allgemeiner heiflen endliche viele Mengen M, M, . . ., M, mit natiirlicher Zahl n beziehungsweise
unendliche viele Mengen M;, My, Ms, . . . paarweise disjunkt, falls M; "\ M; = @ fiiralle i, j € {1,2,...,n}
mit i # j gilt. Analog heiflen die in einem Mengensystem S enthaltenen Mengen paarweise disjunkt,
wenn M NN = () fur alle M\, N € S mit M # N gilt.

Bemerkungen 1.4.9
e Beachten Sie, dass ein Schnitt von Mengen leer sein kann, ohne dass die Mengen paarweise
disjunkt sind. So haben zum Beispiel die Mengen M; = {1,3}, My = {3,5} und M3 = {1,5} leeren
Schnitt, aber je zwei dieser Mengen haben einen nichtleeren Schnitt.
e Fiir disjunkte Mengen M und N wird die Vereinigung M U N auch disjunkte Vereinigung
von M und N genannt und wir konnen die folgende alternative Notation fiir M U N verwenden:

MUN.

Der Unterschied zwischen U und LI besteht also einzig darin, dass LI nur zwischen disjunkten
Mengen verwendet werden darf und durch seine Verwendung die Disjunktheit dann mit anzeigt.
Analog verwenden wir die Notationen | |, M; und | |ycs M.

e In der Literatur wird das Symbol LI manchmal auch bei (mdglicherweise) nicht disjunkten
Mengen verwendet. In solchen Fallen wird das Symbol verwendet um anzuzeigen, dass die
Mengen vor der Vereinigung durch Umbenennung von Elementen disjunkt gemacht werden.

Auch fir Mengen-Differenzen und ihr Zusammenspiel mit Vereinigungen und Schnitten lassen sich
verschiedene allgemeingiiltige Regeln angeben, die teils in den Lernwerkstatten und Ubungen behandelt
werden. Hier halten wir vor allem eine etwas andere Sichtweise auf Differenzmengen fest:

Definition 1.4.10 Fiir eine fixierte Menge X, genannt die Grundmenge, und eine Teilmenge M von X
nennt man M¢ := X \ M das Komplement von M in X.

Bemerkung 1.4.11 Da bei der Komplement-Notation nur noch M und nicht mehr X auftritt, ist die
Schreibweise M° mit Bedacht zu verwenden und nur dann sinnvoll, wenn die zugrundeliegende Menge
X Kklar ist und nicht variiert. Ein Vorteil der Komplement-Notation ist aber, dass mengentheoretische
Folgerungen aus den Verneinungsregeln der Abschnitte 1.1 und 1.2 sehr pragnant angegeben werden
konnen: Tatsdchlich gelten fiir Teilmengen M, N, M; einer fixierten Grundmenge X die Regel

(M)° =M

2Spiter werden wir in dieser Situation von einer Familie (M;);c; von Mengen oder dquivalent von einer Abbildung
I — 8, i+ M; sprechen.
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und die mengentheoretischen de Morganschen Gesetze

(MUN)® = M°N N¢, (MNN)* =M UN¢,
c C
(UMl-) = ()M (ﬂMi) = Jm;
iel iel iel iel

mit beliebiger Indexmenge I und erganzender Konvention [,y M; := X. Mit anderen Worten werden
Vereinigungen unter Komplement-Bildung zu Schnitten und umgekehrt.

Als Néachstes wird die Liste der Grundoperationen mit Mengen noch etwas erweitert:

Definition 1.4.12 Seien M und N Mengen. Die Produktmenge, auch genannt das kartesische
Produkt, von M und N ist die Menge aller geordneten Paare® (m,n) mit m € M und n € N.

MXxN={(mn)| me M,ne N}

Dabei wird die Gleichheit (m,n) = (m,n) von Paaren als gleichbedeutend mit (m = m) A (n = n)
definiert.

Beispiel 1.4.13 Esist {2,4,7} X {4,3} = {(2,4), (2,3), (4,4), (4,3), (7, 4), (7,3)}.

Bemerkungen 1.4.14

e Im Zusammenhang mit geordneten Paaren und kartesischen Produkten sei zunichst betont,
dass (x,y) nicht dasselbe ist wie (y, x) (auler natirlich im Fall x = y). Dementsprechend ist
auch M X N nicht dasselbe wie N X M (auler wenn M = N oder M = () oder N = (). Es kommt
also auf die Reihenfolge entscheidend an; dies ist gerade das Wesen des geordneten Paars und
des kartesischen Produkts.

e Im Fall von Mengen M und N von Zahlen auf der Zahlengeraden kann das kartesische Produkt
veranschaulicht werden, indem man die in M X N enthaltenen Paare genau wie in der Schul-
mathematik als Koordinatenpunkte in der Zeichenebene interpretiert. Tragt man M auf der
ersten und N auf der zweiten Achse des ebenen Koordinatensystems auf (womit man tatsachlich
M x {0} und {0} X N zeichnet), so ergibt sich das kartesische Produkt M X N in der in Abbildung
1 veranschaulichten Weise.

ABBILDUNG 1.

Neben geordneten Paaren (xi, x;) braucht man oft auch Tripel (xi, x2, x3), Quadrupel (x1, x2, x3, X4)
und allgemein fiir eine beliebige natiirliche Zahl n sogenannte n-Tupel (x, x, . . ., x,). Diese betrachtet
man als Elemente des kartesischen Produkts mehrerer Mengen:

3Geordnete Paare kénnen formal als gewisse Mengen von Mengen konstruiert werden: (m, n) := {{m}, {m, n}}, siehe
Abschnitt 7.1.
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Definition 1.4.15 Es seien n eine natiirliche Zahl und M, M, ..., M,, Mengen. Das n-fache kartesi-
sche Produkt
My XMy X ... XM,
oft als []’_; M; notiert, ist die Menge der n-Tupel (x1,x2,...,X,) mit x; € M; fur alle i € {1,2,...,n}.
Dabei wird die Gleichheit (x1, x5, . ..,x,) = (X1, X2, ..., X,) von n-Tupeln als gleichbedeutend mit Vi €
{1,2,...,n}: x; = x; definiert.
Fiir das n-fache kartesische Produkt einer Menge M mit sich selbst verwenden wir die Notation:

MP=MXMX...xM

n Faktoren

Bemerkungen 1.4.16
e Im oben formal eingeschlossenen Fall n = 1 trifft man die sehr naheliegende Konvention, dass
ein 1-Tupel (x;) nichts anderes als das Element x; und ein 1-faches kartesische Produkt M;
nichts anderes als die Menge M ist.
e Esist tiblich, ((x1,x2), x3) = (x1, (%2, x3)) = (x1, X2, x3) Zu setzen, also derartige iterierte Paare
mit Tripeln zu identifizieren. Dementsprechend gilt dann

(Ml XMz) X Mz = M; X (Mz XM3) = M; X My X M3,
und wir konnen auf Klammerung verzichten.

Vor dem Hintergrund der letzten Bemerkung konnen wir
das kartesische Produkt M X N auch im Fall einer Menge
M von Koordinatenpunkten in der Ebene und einer Menge
N von Zahlen auf der Zahlengeraden veranschaulichen. In
diesem Fall enthalt M x N Tripel (x,y,z) = ((x,y),z) aus
ebenen Koordinaten (x, y) und einer weiteren Zahl z, wobei
die Tripel insgesamt als raumliche Koordinaten interpretiert
werden konnen. In einer 3D-Skizze ist somit M (beziehungs-
weise M X {0}) in der Ebene der ersten beiden Achsen und
N (beziehungsweise {(0,0)} X N) auf der dritten Achse zu

zeichnen. Das Produkt M X N ergibt sich dann, wie in der
Abbildung rechts dargestellt, als Menge von Koordinatenpunkten im 3-dimensionalen Raum.

Auf zwei letzte wichtige Grundoperationen mit Mengen wird hier nur kurz eingegangen:

Definition 1.4.17 Sei M eine Menge. Die Potenzmenge P (M) von M ist das Mengensystem, das genau
die Teilmengen von M inklusive () und M selbst als Elemente enthalt.

Beispiele 1.4.18 Die wohl einfachste Potenzmenge ist #(0) = {0}. Beachten Sie aber aber {0} # 0.
Ein konkreteres Beispiel ist P ({6, 28,496}) = {0, {6}, {28}, {496}, {6, 28}, {6,496}, {28, 496}, {6, 28,496} }.
Allgemein kann mit etwas Kombinatorik gezeigt werden: Hat M genau n verschiedene Elemente fiir
eine nicht-negative ganze Zahl n, so hat (M) genau 2" verschiedene Elemente. Wir kommen darauf
spéter in Beispiel 2.2.5 zuriick.

Axiom 1.4.19 (Auswahlaxiom) Sei S ein System disjunkter nicht-leerer Mengen. Dann gibt es eine
Teilmenge A von | Jes M, so dass A mit jeder in S enthaltenen Menge M genau ein Element gemeinsam
hat.

Bei der somit beschriebenen Auswahloperation handelt es sich tatsachlich um eine Ausformulierung
des sogenannten Auswahlaxioms der Mengenlehre, also um eine Grundannahme der Mathematik,
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die wir im Folgenden als gesetzt annehmen. Die Annahme betrifft dabei nur die pure Existenz von
Auswahlmengen A mit der beschriebenen Eigenschaft. Wie die Auswahl eventuell zustande kommt und
ob sie konkret angegeben werden kann, ist unerheblich. Etwas mehr hierzu wird unten im Anhang gesagt.
Tatsachlich ist ein genaueres Verstandnis des Auswahlaxioms an dieser Stelle aber nicht erforderlich.

Schliefllich soll auch auf Grenzen der naiven Mengenlehre mit der Grundvorstellung einer Menge
als Ansammlung von Objekten hingewiesen werden: Tatsdchlich wiirde man im naiven Rahmen zunéachst
davon ausgehen, dass man auch das Mengensystem S aller Mengen, manchmal Allmenge genannt,
bilden kann. Dies ist aber hochproblematisch, denn durch Aussonderung konnte man auch die Menge
R :={M € § | M ¢ M} bilden, und die Frage, ob R sich selbst enthalt, ergabe den Widerspruch
R € R & R ¢ R. Dieser als Russellsches Paradoxon bekannte Widerspruch hat mafigeblich zur
Entwicklung eines modernen Mengenbegriffs beigetragen und das Verstindnis dafiir gepragt, dass die
naive Mengenlehre nicht ausreicht und man tatséchlich ein prizises Axiomensystem als Grundlage
der Mengenlehre braucht, in dessen Rahmen die Bildung einer Menge aller Mengen nicht zulissig ist.

Als Grundlage der Mengenlehre und damit der Mathematik hat sich letztlich das Zermelo-Fraenkel-
Axiomensystem der Mengenlehre, benannt nach den Mathematikern E. Zermelo (1871-1953) und A.
Fraenkel (1891-1965), bewahrt. Dieses Axiomensystem ist heutzutage sehr weitgehend akzeptiert und
dhnelt an vielen Stellen oben schon diskutierten Bildungen. Eine detaillierte Behandlung der Axiome geht
iiber den Vorlesungsstoff hinaus. Es soll allerdings auch nicht falschlicherweise der Eindruck entstehen,
dass die Axiome unzugénglich wéren oder nicht ohne Weiteres hingeschrieben werden kénnten. Daher
seien die Axiome fiir Interessierte zumindest im Anhang festgehalten (siehe Abschnitt 7.1)



KAPITEL 2

Abbildungen, Relationen, Zahlen

In diesem und den nachsten Kapiteln beschaftigen wir uns viel mit den grundlegenden, auch aus der
Schule bekannten Zahlbereichen

N ={1,2,3,...} (natirliche Zahlen), N, = {0,1,2,...},
z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} (ganze Zahlen),

Q (rationale Zahlen; Briiche mit Zéhler aus Z, Nenner aus N),
R (reelle Zahlen; Zahlen der Zahlengeraden)

und den Rechengrundgesetzen auf diesen Bereichen. Fiir die Zahlbereiche gelten die Inklusionen
NCN,CZcQCcRCcCC.

Das Ziel dieses Kapitels ist zweigeteilt: Zum einen werden allgemeine, fiir die Mathematik fundamen-
tale Konzepte wie Abbildungen/Funktionen und Relationen eingefithrt. Zum anderen werden mit Hilfe
dieser Konzepte prazise Konstruktionen der Zahlbereiche N, Ny, Z, Q nur auf Grundlage der (Axiome der)
Mengenlehre gegeben und damit die Existenz dieser Zahlbereiche bewiesen werden. Die Konstruktion
von R (und C), die etwas mehr Analysis braucht, wird auf ein spateres Kapitel vertagt.

2.1. Abbildungen

Die gleichbedeutenden Begriffe Abbildung und Funktion sind in der Mathematik sehr grundlegend.
Dieser Begriff lasst sich wie folgt fassen:

Definition 2.1.1 Es seien X und Y beliebige Mengen. Eine Funktion oder Abbildung f von X nach
Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element x von X ein eindeutiges Element y von Y zuordnet.
Man sagt, f bilde das Element x auf das zugehorige Element y ab, dieses y sei das Bild von x unter f
oder dieses y sei der Funktionswert von f an der Stelle x oder zum Argument x. Man nennt X die
Definitionsmenge oder den Definitionsbereich und YV das Ziel oder den Zielbereich von f. Zwei
Funktionen gelten als gleich genau dann wenn sie denselben Definitionsbereich, denselben Zielbereich
und dieselbe Zuordnungsvorschrift haben. Im Fall X = Y/ spricht man von einer Selbstabbildung.

Besonders betont sei bei dieser Definition das zentrale Existenz- und Eindeutigkeitsprinzip,
gemaf} dem zu einem beliebigen Element x von X genau ein zugehoriges Element y von Y existiert.
Sowohl die Nicht-Existenz des Elements y als auch die Existenz mehr als eines Elements y (zum gleichen
x) werden ausgeschlossen.

Notationen 2.1.2 Es seien X, Y Mengen und f eine Abbildung von X nach Y.

e Dass f Definitionsbereich X und Ziel Y hat, also eine Abbildung von X nach Y ist, driickt man
durch die Notation f: X — Y aus.
e Ordnet f einem Element x € X den Funktionswert y € Y zu, so schreibt man f(x) fiir y oder
notiert kurz x - y.
Dabei ist es Konvention, den Pfeil — bei Angabe von Definitionsbereich und Ziel, aber den etwas anderen
Pfeil — fiir Zuordnungen der Elemente zu nutzen.

20
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Beispiele 2.1.3 In der Praxis gibt man eine Abbildung f von X nach Y konkret an, indem man neben
X, Y den Funktionsterm f(x) oder die Zuordnung x — f(x) fir alle x € X eindeutig spezifiziert. Wir
betrachten hierzu folgende Beispiele:

e Eine Abbildung
f:{1,2,4,5} — {-3,-2,0,4,10}
ist durch die Zuordnungen

11— -2, 24— -2, 4—4, 5410

gegeben Die gleiche Zuordnungsvorschrift kann auch anders angegeben werden, z.B. durch eine
Wertetabelle
x [ 1]2]4]5
f(x)|-2]-2]4]10"

durch f(x) := x*~3x oder durch f(x) := {gj_zo Eﬂz; i g

eine geschweifte Klammer fiir Fallunterscheidungen zu verwenden, ist allgemein tiblich
und bedeutet an dieser Stelle einerseits f(x) := —2 im Fall x < 3 und andererseits f(x) := 6x—20
im Fall x > 3.

e Eine andere Abbildung

furalle x € {1,2,4,5}. Wie zuletzt

f: {0, 5» N} - Q
erhélt man durch die Festlegungen
3 1
= — =4 = —_
fO =2 f5) =4 fO1)=-—

Hier fallt es uns vielleicht schwer, einen Sinn zu erkennen, aber die Festlegung der Abbildung
ist einwandfrei.
e Eine weitere Abbildung

f:N—->N
wird durch
f(n) ==n* firalleneN

definiert. Diese Abbildung ordnet zum Beispiel 1 — 1,2 > 4,3 +— 9,4 — 16 zu. Da es unendlich
viele Zahlen in N gibt, reichen diese vier Beispiele (oder jede andere endliche Anzahl) aber
nicht aus, um die Abbildung in Ganze zu beschreiben. Zum Beispiel haben 1, 2, 3, 4 dieselben
Funktionswerte wie unter f auch unter g: N — {0,1,4,9, 16} mit

) n?, fallsn <4
n):=
g 0, fallsn>5

fiir alle n € Nund unter h: N — N mit h(n) = n?+ (n—1)(n—2)(n—3)(n—4) fiir alle n € N, doch
ab 5 unterscheiden sich die Werte von f, g und h.
e Man kann die Addition natiirlicher Zahlen als Abbildung

f:NxN—->N
auffassen, die durch
f((m,n)) :=m+n furalle (m,n) e NxN

festgelegt ist. Dies ist ein erstes Beispiel einer Abbildung von zwei Variablen, die beispielsweise
(1,2) = 3 und (4, 2) — 6 zuordnet und von beiden Eintragen m und n der einzusetzenden Paare

(m, n) abhangt.
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Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir bei solchen Abbildungen zukiinftig f(m, n)
statt f((m, n)). Ubrigens ist es durchaus tiblich, die hier betrachtete Abbildung + statt f zu nen-
nen, und analog dazu auch bei anderen Abbildungen, die sich direkt aus einer Rechenoperation
ergeben, das Rechensymbol als Name der Abbildung zu verwenden.

e Eine Funktion
f:R—>R
erhélt man durch die Festlegung
f(x) ==x"-x firallex € R.

In alternativer verbreiteter Schreibweise kann diese Funktion auch als f: R — R, x > x°—x
angegeben werden.
e Eine weitere Funktion

11 1 13
f:X->VY VonX=={x€R|1§x<7}nachy::{yeR|—§<y<?}

wird durch

f(x) == —x*+6x—3 fiirallex € X
definiert. Um die Wohldefiniertheit dieser Funktion f sicherzustellen, muss man allerdings
noch zeigen, dass —% < —x*+6x-3 < % fur alle x € X gilt: Tatsachlich erhilt man durch
Umschreiben —x%+6x—3 = 6—(x—3)? und Rechnen mit Ungleichungen aber sogar —i =6— (%)2 <
—x?+6x—3 < 6 fiir alle x € X, womit die Wohldefiniertheit von f gesichert ist.

Nebenbei sehen wir, dass g(x) := —x?+6x—-3 fiir x € X auch eine Funktion g: X — Z in
den kleineren Zielbereich Z = {z eR | —}1 <z< 6} C Y ergibt. Achtung: die Funktionen
f und g haben denselben Definitionsbereich und dieselbe Zuordnungsvorschrift, werden aber
dennoch unterschieden, da sie unterschiedliche Zielbereiche haben.

e Gegenbeispiele. Die Versuche, f: N — N durch f(n) := n®—n fiir alle n € N oder g: Ny — N,
durch g(0) := nund g(n) := 0 fiir alle n € N zu definieren, geben allerdings keine wohldefinierten
Abbildungen, da f(1) nicht im Zielbereich N liegt und g(0) nicht eindeutig definiert ist. (Auch
g(0) := N geht nicht, da zwar N C N, aber eben nicht N € N gilt). Weiterhin istauch h: R — R,
X % keine wohldefinierte Funktion, da % nicht erklart und deshalb der Funktionswert h(0)
nicht definiert ist. Die Variante /’': R\ {0} - R, x — }C vermeidet dieses Problem natiirlich und
ist wohldefiniert.

Einfache Moglichkeiten zur Beschreibung einer Abbildung bestehen, falls der Definitionsbereich
nur endlich viele Elemente hat. Dann kann die Abbildung durch Wertetabellen oder Zuordnungspfeile
vollstandig dargestellt werden. Die entscheidende Abbildungseigenschaft verlangt dabei, dass bei jedem
Element des Definitionsbereichs genau ein Zuordnungspfeil beginnt und zum zugehodrigen Element im
Ziel weist. Dagegen bestehen fiir ein Element des Ziels prinzipiell alle Moglichkeiten: Dort konnen kein
Pfeil, ein Pfeil, mehrere Pfeile oder im Extremfall einer konstanten Abbildung auch alle Pfeile enden.

Dagegen kann man fiir Definitionsbereiche mit unendlich vielen Elementen, nur einige Félle, aber

nie die gesamte Zuordnungsvorschrift auf diese Weise darstellen. Jeweils ein Beispiel fiir den Fall eines
endlichen und eines unendlichen Definitionsbereiches sind in Abbildung 1 dargestellt.
Natiirlich miissen Definitionsbereich und Ziel einer Abbildung nicht unbedingt verschieden oder als
Mengen disjunkt sein, sondern konnen gemeinsame Elemente enthalten (wie es mit Ausnahme der
Additions-Abbildung tatsédchlich bei allen obigen Beispielen und Bildern der Fall ist). Normalerweise
stellt man diese beiden Mengen dennoch nicht iberlappend dar und tragt gemeinsame Elemente zweimal
separat ein. Sogar wenn Definitionsbereich und Ziel iibereinstimmen, zieht man es der Ubersichtlichkeit
halber meist vor, zwei Kopien derselben Menge einzuzeichnen. Gelegentlich weicht man hiervon aber
auch ab und verwendet alternative Darstellungen.
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ABBILDUNG 1. Illustration zweier Abbildungen aus Beispiel 2.1.3

Speziell fir eine Funktion f: X — Y von X C R nach Y C R kann man oft auch den (Funktions-
)Graphen
Gy = {(x.y) € X x Y | f(x) =y} C R?

als Menge von Koordinatenpunkten der Ebene darstellen. Man trégt dazu den Definitionsbereich X auf
der ersten, den Zielbereich Y auf der zweiten Achse des ebenen Koordinatensystems ein und bekommt
als Darstellung von Gy in gutartigen Fallen eine Kurve durch alle Punkte der Form (x, f(x)) mit x € X.
Was gutartig heifdt, sehen wir spéater genauer. Als Beispiel einer Abbildung, die keinen wirklich
aussagekraftigen Graphen hat, kann man die Funktion f: R — R betrachten mit Zuordnung:

RS x €Q,
f(x)_{o, Xx€R\Q,

Die definierende Eigenschaft der Funktion verlangt dabei, dass sich wie im ersten Bild der Abbildung
2 Uber jedem Punkt x € X (den wir jetzt immer mit (x,0) € X X {0} identifizieren) genau ein Punkt
von Gy befindet. Dass sich wie in den beiden anderen Bildern iiber einem Punkt von X kein Punkt
oder mehrere Punkte der Kurve befinden, dass die Kurve also ,aufhort® oder unter/iiber sich selbst
»zurlick lauft® ist fir einen Funktionsgraphen als Kurve somit nicht moglich. Der entscheidende Vorteil
der Graphendarstellung ist der, dass man an Gy oft alle zu f gehérigen Zuordnungen ablesen kann
und nicht nur die Zuordnung einiger Beispiel-Elemente. Daher wird mit G (jedenfalls im Rahmen der
Zeichengenauigkeit) in guten Fallen die gesamte Zuordnungsvorschrift dargestellt.

ABBILDUNG 2.

Auch fiir eine Funktion f: X — Z von einem 2-dimensionalen Definitionsbereich X C R? nach
Z C R, also eine Funktion von zwei Variablen, kann man die Zuordnung einzelner Elemente mittels
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Pfeilen verdeutlichen oder in gutartigen Féllen die Funktion insgesamt durch ihren (Funktions-)Graphen
Gr={(xy,2) e XX | f(x,y) =z} C R3

darstellen, wobei wir wie in Abschnitt 1.4 wieder ((x,y),z) = (x,v,z) und R? x R = R? identifizieren.
Beide Méglichkeiten werden fiir eine Beispiel-Funktion® in Abbildung 3 gezeigt. Dabei bildet der Graph
jetzt eine Flache im 3-dimensionalen Raum durch alle Punkte der Form (x, y, f(x,y)) mit (x,y) € X, es
befindet sich aber nach wie vor tiber jedem Punkt (x, y) € X (natiirlich identifiziert mit (x, y,0) € Xx{0})
genau ein Punkt von Gy.

ABBILDUNG 3. Abbildung einiger Beispiel-Punkte und Graph Gy bei einer Funkti-
on f: X — Z von einem 2-dimensionalen Definitionsbereich C R? nach
Z={zeR|-3<z<5} CR

Als letzten Fall betrachten wir Darstellungen einer Funktion f: X — Y von X C R in einen
2-dimensionalen Zielbereich Y C R?. Im gutartigen Fall spricht man bei einer solchen Funktion von
einer Kurve f in R? und stellt oft das Bild

f(X)={(y2) €Y | I e X: f(x) = (y,2)} C R
von f dar, obwohl es fiir eine Gesamtdarstellung der Funktion auch hier den Graphen
Gr={(xy.2) e XxY | f(x) = (y,2)} CR’,

braucht. Beispiele fiir beide Darstellungsweisen werden in Abbildung 4 gezeigt. Im ersten Fall enthalt
das Bild f(X) schon relativ viel Information iiber die Funktion und kann zudem in der Ebene R? leichter
gezeichnet, interpretiert und verstanden werden als der Graph Gy, der im Raum R? darzustellen ist. Das
Bild muss sich iibrigens nicht unbedingt so gutartig wie in Abbildung 4 verhalten, sondern kann sich
auch in sogenannten Selbstschnitten iiberkreuzen und/oder auf sich selbst zuriick laufen. Der Graph
einer solchen Funktion hat dagegen die Eigenschaft, dass sich in jedem der parallelen Ebenenstiicke
{x} X Y mit x € X genau ein Punkt von G befindet.

Der Graph Gy einer Funktion f: X — Y ist immer auch das Bild der Graphenabbildung X — X XY,
x = (x, f(x)). Insofern haben wir mit den Graphen G der Abbildungen 4 beziehungsweise 3 auch

ITatsachlich ist die in Abbildung 3 geplottete Funktion auf dem dargestellten Definitionsbereich X C R? durch f(x,y) :=
2-2sin((x+y) %) sin((x-y) 3?”) fiir (x,y) € X gegeben. Die hier verwendete Sinus-Funktion sin und die Kreiszahl = werden
in der Vorlesung aber erst deutlich spéater eingefiihrt.
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ABBILDUNG 4. Abbildung einiger Beispiel-Punkte, das Bild und der Graph Gy bei
einer Funktion f: X — Y von C R in einen 2-dimensionalen
Zielbereich V C R?

schon Beispiele fiir Bilder von Funktionen von einem 1- bzw. 2-dimensionalen Definitionsbereich X in
den 3-dimensionalen Zielbereich X x Y/ C R® gesehen.

Als nachstes fithren wir Konzepte im Umfeld der gerade schon diskutierten Begriffe Bild und Graph
prazise und allgemein ein:

Definition 2.1.4 Essei f: X — Y eine Abbildung von einer Menge X in eine Menge Y.
e Das Bild einer Teilmenge A C X unter f erklart man als

fA)={yeY |IxecA: f(x)=y} C V.

Oft wird dies auch etwas informeller als f(A) = {f(x) | x € A} geschrieben. Fir einzelne x € X

ist das Bild f({x}) = {f(x)}. Speziell heif3t Bild(f) := f(X) € Y das Bild der Abbildung f.
e Das Urbild einer Teilmenge B C Y unter f erklart man als

f'(B)=={xeX| f(x) e B} CX.

Fiir einzelne y € Y gilt damit® f~1({y}) = {x € X | f(x) = y}. Die definierende Eigenschaft der

Abbildung erzwingt generell f~'(Y) = X und auch f~!(Bild(f)) = X.
e Den (Funktions-)Graphen Gy von f erkldrt man als

Gr={(xy eXxY|f(x)=y} CXxJY.

Oft wird dies auch - etwas informeller - als Gy = {(x, f(x)) | x € X} geschrieben, und anstelle
von Gy notiert man gleichbedeutend auch Graph(f).

Eine Veranschaulichung des Bilds f(A) und des Urbilds f~!(B) gelingt in einfachen Fillen wie in
Abbildung 5.

Bemerkungen 2.1.5
e Das Bild einer Abbildung f: X — Y ist die Menge B mit den wenigsten moglichen Elementen,
so dass noch Gy € X X B gilt. Das Bild kann eine echte Teilmenge des Ziels sein.

°In mancher Literatur wird fiir das Urbild f~1({y}) auch f~1(y) geschrieben. Wir vermeiden dies aber fiirs Erste, um
Verwechslungen mit der demnichst eingefithrten Umkehrfunktion f~! vorzubeugen.
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ABBILDUNG 5. Bild f(A) von A € X und Urbild von B C Y unter einer Abbildung
f: X->V

e Fiir eine Abbildung f: X — Y und A C X, B C Y sagt man, f bilde (Elemente) von A nach B
ab, wenn f(A) C B gilt. Starker sagt man, f bilde A auf B ab, wenn f(A) = B gilt (wobei der
Unterschied sich in der Préposition ,auf” anstelle von ,nach® niederschlagt). Insbesondere bildet
f immer von X nach Y und X auf f(X) = Bild(f) ab.

e Manchmal spricht man bei einer Abbildung auch vom Wertebereich/Bildbereich und meint
entweder Bild oder Ziel. Wir vermeiden diese Begriffe aufgrund der Doppeldeutigkeit vorerst.

e Vorsicht! Obwohl das Urbild mit dem Symbol f~1(...) notiert wird, ist das Urbild auch in Fillen
definiert, in denen die demnichst eingefithrte Umkehrfunktion f~! nicht existiert. Betrachten
wir zum Beispiel die Abbildung f: R — R mit f(x) = 0 fiir alle x € R, so ist f~'({0}) =R.

Erste Regeln fiir (Ur-)Bilder erhalten wir als direkte Folgerungen aus den Definitionen. Da sie im
Beweis des folgenden Satzes verwendet werden, halten wir diese Regeln als Lemma fest.

Lemma 2.1.6 Essei f: X — Y eine Abbildung von einer Menge X in eine Menge Y. Fiir Teilmengen
A1, Ay von X und By, B; von Y gelten dann stets:

A CA; = f(A) Cf(A;) und B; CB, = f'(B;) C f (B

Mit ein bisschen Ubung lassen sich die Aussagen des Lemmas direkt aus den Definitionen ablesen.
Hier wollen wir uns aber die Zeit nehmen, einen Beweis zu geben.

Bewers. Fiir die erste Implikationen nehmen wir A; C A; an und miissen zeigen, dass dann auch
f(A)) € f(Ap) gilt. Sei nun also y € f(A;), dann gibt es nach Definition des Bildes ein x € A; mit
y = f(x). Da A; C A; haben wir auch x € A; und somit y = f(x) € f(A;), wieder nach Definition des
Bildes. Da y ein beliebiges Element von f(A;) war, gilt somit f(A;) C f(Ay), was zu zeigen war.

Fiir die zweite Implikation nehmen wir B; C B, and und wollen f~'(B;) C f~!(B,) zeigen. Nun gilt

x € f1(B)) & f(x) € B,
= f(x) € B,
= x € f1(By)
wobei wir die Annahme B; C B, fir die Implikation in der zweiten Zeile verwendet haben. Zusammen

erhalten wir somit x € f~1(B;) = x € f1(By), also f1(B;) € f!(By). o

Haben Sie die unterschiedlichen Stile bemerkt, in denen die zwei Aussagen bewiesen wurden? Zu
Aquivalenzumformungen siehe auch die Fufinote im Beweis des nichsten Satzes. Warum miissen wir
nichts beweisen fiir den Fall dass A; € A; gilt?
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Satz 2.1.7 Essei f: X — Y eine Abbildung von einer Menge X in eine Menge Y. Fiir Teilmengen
A1, Ay von X und By, B; von Y gelten dann stets:

f(A1UAy) = f(A) U f(Az), fA1NAz) C f(A1) N f(A2),
fH(B1UBy) = f71(By) U f(Ba), fH(B1NBy) = f71(B1) N f1(By).
Dass beim Bild des Schnitts tatsachlich nur ,C und nicht ,=" gelten kann, sieht man schon an

einer Abbildung f: {aj,a2} — {y} mit a; # ay, denn dann ist f({a;} N {az}) = f(0) = 0, aber
fai}) nf({az}) = {f(a)} n{f(az)} = {y} N {y} = {y}.

Zum Beweis des Satzes nutzen wir typische Techniken, um Mengen-Inklusionen und Mengen-
Gleichheiten nachzuweisen:

BEwEis. Wir behandeln erst das Bild der Vereinigung: Fur i € {1,2} gilt Ay U A, 2 A;, nach
Lemma 2.1.6 dann auch f(A; U A;) 2 f(A;) und daher f(A; U Ay) 2 f(A;) U f(Az). Als Nachstes
zeigen wir die umgekehrte Inklusion f(A; U Ay) C f(A;) U f(Az) gemaf Definition der Inklusion: Sei
y € f(A; U Ay). Nach Definition des Bilds gibt es dann x € A; U A; mit f(x) = y. Dabei ist x € A,
oder x € A;. Im ersten Fall folgt y = f(x) € f(A), im zweiten Fall y = f(x) € f(Az). In beiden Féllen
gilt also y € f(A1) U f(Az). Damit ist die Inklusion f(A; U A3) € f(A;1) U f(Az) und insgesamt auch
f(A1 UAy) = f(A1) U f(Ay) gezeigt.

Beim Bild des Schnitts erhélt man aus AjNA, C A; firi € {1, 2} mit dem Lemma f(A;NAz) C f(A))
und insgesamt f(A; N Ay) C f(A1) N f(Az).

Die Regel fiir das Urbild der Vereinigung ergibt sich durch schrittweise Aquivalenzumformung® mit
der Definition von Urbild und Vereinigung durch

x € fY(BiUB;) & f(x) € By UB;,
— (f(x) € B) V (f(x) € By)
& (xef(B)V(x€f(B)
& x e f1(B)Ue f(By)
fiir x € X. Beim Urbild des Schnitts geht man analog vor (mit N statt U und A statt V). m]
In manchen Beweisen werden Schritte, die sehr dhnlich sind wie bereits Gezeigtes, oft weggelassen
mit dem Hinweis auf Analogie. Solche Schritte in der Vorlesungsnachbearbeitung selbst einzufiigen, ist

eine niitzliche Ubungsaufgabe.
Sehr wichtige Eigenschaften von Abbildungen, die ab jetzt immer wieder auftreten, sind:

Definition 2.1.8 Essei f: X — Y eine Abbildung von einer Menge X in eine Menge VY.

e Man nennt f injektiv oder eine Injektion, wenn zu jedem y € Y hochstens ein x € X mit
f(x) = y existiert, mit anderen Worten also, wenn fiir alle x, x € X die Implikation

fG) = fx) = F=x

gilt. Man nennt injektive Abbildungen auch Einbettungen und zeigt Injektivitit von f gelegent-
lich durch die Notation f: X < Y an.

e Man nennt f surjektiv oder eine Surjektion, wenn zu jedem y € Y mindestens ein x € X
mit f(x) = y existiert, mit anderen Worten also, wenn Bild(f) = Y gilt. Gelegentlich zeigt man
Surjektivitat von f durch die Notation f: X - Y an.

3Aneinandergereihte Aquivalenzen §; &= S, = S; & ... & S,_1 & S, fiir Aussagen S, S, ..., S, verwen-
den wir ab jetzt immer als abkiirzende Schreibweise mit der auch bei Aquivalenzumformungen verbreiteten Bedeutung, dass
die auftretenden Aussagen wechselseitig 4quivalent sind. In der urspriinglichen Notation der Aussagenlogik miissten wir
hierfiir streng genommen (S; & S2) A (S2 & S3) A ... A (Sp-1 & Sp,) schreiben.
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e Man nennt f bijektiv oder eine Bijektion, wenn zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(x) =y
existiert, mit anderen Worten also, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

In graphischen Darstellungen mit Zuordnungspfeilen bedeuten Injektivitat, Surjektivitat bzw.
Bijektivitat, dass bei jedem Element des Ziels Y/ hochstens ein, mindestens ein beziehungsweise genau
ein Pfeil endet. Fiir Definitions- und Zielbereiche Y mit endlich vielen Elementen wird dies in den oberen
Bildern der Abbildung 6 dargestellt. Wenn nicht alle (eventuell unendlich vielen) Elemente und/oder
Zuordnungspfeile graphisch dargestellt werden konnen, gilt das Gesagte sinngemaf3 fiir alle prinzipiell
in Frage kommenden Elemente und Pfeile.

Auch am Graphen Gy einer Funktion f: X — Y mit X C Rund ¥ C R kann man die Abbildungsei-
genschaften ablesen, was beispielhaft in den unteren Bildern der Abbildung 6 gezeigt wird: Injektivitat
bedeutet, dass sich auf jeder horizontalen Geraden in einer Hohe y € Y hochstens ein Punkt von Gy
befindet. Dies kann sich in gutartigen Féillen nur so manifestieren, dass die Graphenkurve G von links
nach rechts durchgehend steigt oder fallt. Surjektivitat liegt vor, wenn es auch immer mindestens einen
solchen Punkt gibt, also jede horizontale Gerade einer Hohe y € Y den Graph Gy tatsichlich trifft.
Bijektivitat erfordert beides zusammen.

ABBILDUNG 6. Injektionen (links), Surjektionen (mittig) und Bijektionen (rechts)

f: X — Y fur endliche Mengen X und Y (oben) und in Graphendarstellung

fur und Y ={y € R | 1<y<6} (unten), links unten mit Bild
cy

Bemerkungen 2.1.9
e Ob eine Abbildung injektiv/surjektiv/bijektiv ist, hangt auch bei (wie in der Schule) durch
Funktionsterme gegebenen Funktionen entscheidend davon ab, mit welchem Definitionsbereich
und Ziel diese betrachtet werden. Deshalb gelten gemafl Definition 2.1.1 Funktionen genau
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dann als gleich, wenn sowohl Definitionsbereich, als auch Zielbereich, als auch Zuordnungsvor-
schrift Gibereinstimmen. Andernfalls erhélt man verschiedene Funktionen, mit moglicherweise
verschiedenen Eigenschaften.

e Fiir eine Injektion, Surjektion beziehungsweise Bijektion X — Y zwischen Mengen X
und Y mit endlich vielen Elementen ist zwingend erforderlich, dass Y mindestens so viele,
hochstens so viele beziehungsweise genau so viele Elemente enthilt wie X.

Wie spiter noch Thema sein wird, kann man auch die ,Grole” von Mengen mit unend-
lich vielen Elementen zu einem gewissen Grad iiber Injektionen, Surjektionen, Bijektionen
vergleichen.

e Aus einer beliebigen Abbildung f: X — Y kann man durch Verkleinerung des Ziels stets die Sur-
jektion f X — Bild(f) mit f F(x) = f(x) fur alle x € X gewinnen, siehe auch Definition 2.1.24.
Ist f injektiv, so ist f sogar bijektiv.

e Bei einer Bijektion f: X — Y erfolgt eine Eins-zu-eins-Zuordnung (der Elemente) von X
und Y, bei einer Injektion entsprechend eine Eins-zu-eins-Zuordnung (der Elemente) von X
und Bild(f). Manchmal nutzt man dies, um die einander zugeordneten Mengen und Elemente
vollstandig miteinander zu identifizieren.

Beispiele 2.1.10
e Die Abbildungen f: N — N, f(n) = n+ 1 ist injektiv, aber nicht surjektiv, weil die 1 nicht im
Bild liegt.
e Die Abbildung g: {0,1} — {0} mit g(0) = g(1) = 0 ist surjektiv, aber nicht injektiv.
e Die Abbildung o: {1,2,3,4} — {1,2,3,4} mit der Wertetabelle
[1]2]3]4
o(x)[3]4]1]2

ist eine Bijektion.

Die Abbildungseigenschaften werden von nun immer wieder auftreten und haufig eine wichtige
Rolle spielen. Eng verbunden mit Bijektivitat ist folgender Begriff:

Definition 2.1.11 Es seien X und Y Mengen sowie f: X — Y eine Abbildung. Eine Abbildung
g: Y — X heist Umkehrfunktion oder Umkehrabbildung von f, wenn folgende Aquivalenz fiir
allex € X und y € Y gilt:

f)=y <= gy =x

.|\
N .

ABBILDUNG 7.

Prinzipiell bedeutet dies nichts anderes, als dass die Umkehrfunktion aus der Funktion durch Umkeh-
rung aller Zuordnungspfeile entsteht. Diese fiir das Konzept entscheidende Anschauung wird in einem
einfachen Fall durch die Abbildung 7 verdeutlicht. Bei einer Funktion f: X — Y vonX € RnachY C R
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geht der Graph G, = {(y,x) € R* | (x,y) € Gy} der Umkehrfunktion g: ¥/ — X wie in Abbildung 8
aus dem Graph Gy von f durch Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden des Koordinatensystems
hervor.

ABBILDUNG 8.

Was ist die Umkehrfunktion der Abbildung o aus den Beispielen 2.1.10?

Lemma 2.1.12 Es seien X und Y Mengen. Falls tiberhaupt eine Umkehrfunktion zu f: X — Y
existiert, ist diese eindeutig bestimmt.

Hier lernen wir eine typische Technik fiir einen Eindeutigkeitsbeweis kennen. Wir nehmen an es
gébe zwei Losungen und zeigen dann, dass sie iibereinstimmen miissen.

Beweis. Fir zwei Umkehrfunktionen g: Y — X und g: Y — X zu f ergibt die Definition

Iy =x & f(x)=y = g(y) =x
fir alle x € X,y € Y. Fir y € Y fithrt die Wahl x := g(y) € X zur Aquivalenz g(y) = g(y) = g(y) =

g(y). Da die linke Seite trivial gilt, gilt auch g(y) = g(y) fir alle y € Y, und da die Definitions- und
Zielbereiche von g und g ebenfalls tibereinstimmen ist g = g. O

Bemerkung 2.1.13 Wegen der Eindeutigkeit bezeichnen wir eine Umkehrfunktion zu f, falls sie
existiert, als die Umkehrfunktion zu f und notieren sie mit f~1: Y — X.

Die Notationen fur Umkehrfunktion und Urbild sind insoweit konsistent, dass bei Existenz der
Umkehrfunktion f~! die Gleichheit f~'({y}) = {f '(y)} (mit Urbild links und Umkehrfunktion rechts)
fur alle y € Y gilt.

Satz 2.1.14 Esseien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:
f ist bijektiv. &=  Es gibt eine Umkehrabbildung zu f.

BEWEIS. ,=—“: Sei f bijektiv und sei y € Y beliebig. Zu y gibt es wegen der Bijektivitit von f
ein eindeutiges x € X mit f(x) = y. Wir definieren eine Abbildung g: Y — X durch die Festlegung
g(y) = x fur beliebiges y € Y und das erwdhnte eindeutig zugehorige x mit f(x) = y. Damit gilt
offensichtlich die Aquivalenz f(x) =y & g¢(y) = x firalle x € X und y € Y, also ist g eine
Umkehrabbildung zu f.

»——":Seig: Y — X eine Umkehrabbildung zu f und sei y € Y beliebig. Dann ist g(y) =: x € X
und das ist 4quivalent zu f(x) = y. Damit ist f surjektiv. Nehmen wir an, dass x; # x; € X gilt, aber
f(x1) =y = f(xy) ist. Dann wire ¢g(y) sowohl gleich x; als auch gleich x; und somit wire g keine
Abbildung. O

Was geht in der Beweisrichtung ,— “schief, wenn f nur injektiv bzw. nur surjektiv, aber nicht
bijektiv ist?
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Einige spezielle Abbildungen existieren fiir beliebige Mengen und kénnen auch als weitere Beispiele
von Abbildungen angesehen werden:

Beispiele 2.1.15
e Fiir jede Menge X ist die Identitat oder identische Abbildung idy: X — X von X durch
idx(x) := x fiir alle x € X gegeben. Diese Abbildung nimmt die Zuordnung x +— x fiir alle
x € X vor, ordnet also — wie in Abbildung 9 — jedem Element von X wieder das Element selbst
zu. Die Identitat ist stets bijektiv.

ABBILDUNG 9.

e Fiir Mengen X, Y und ein fixiertes Element y € Y heiit X — Y, x — y die konstante
Abbildung von X nach Y mit konstantem (Funktions-)Wert y.

Ist f: X — Y die konstante Abbildung mit Wert y, so schreiben wir das als f = y (,,f ist
konstant gleich y*). Das normale Gleichheitszeichen wird an dieser Stelle bewusst vermieden,
da die Abbildung f und das Element y des Zielbereichs verschiedene Objekte sind. Alternativ
kann man f(x) = y fiir alle x € X ausschreiben und auf die Verwendung von = verzichten.

e Fiir eine fixierte Teilmenge A C X einer Menge X wird die charakteristische Funktion oder
Indikatorfunktion 1,: X — {0, 1} der Menge A durch

ne 1, fallsx € A,
x) =
A 0, fallsx¢ A

fiir alle x € X definiert.
Etwas anders betrachtet kann man auch fiir ein fixiertes Element x € X einer Menge X eine

Abbildung 8 : P(X) — {0,1} durch 6,(A) = 14(x) fur alle A € P(X) erhalten.

Wir kommen nun zu weiteren Grundoperationen mit Abbildungen:

Definition 2.1.16 Es seien X, Y und Z Mengen sowie f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen.
Dann ist die Komposition (auch Verkettung oder Hintereinanderausfithrung genannt) von f und
g die Abbildung

gof: X—>Z
mit

(go f)(x) =g(f(x)) fur alle x € X.

Beispiel 2.1.17 Fiir f: N — Z mit f(n) := 7-3nfiir n € Nund g: Z — Q mit g(z) := z2-3z+4* fiir
zeZistgo f: N — Qdurch (go f)(n) = (7-3n)% — 3(7-3n) + 473" fiir n € N gegeben.

Anschaulich bedeutet die Komposition, dass man erst den Zuordnungen von f, dann denen von g
folgt und auf diese Weise die Zuordnungen von g o f erhélt; dazu vergleiche Abbildung 10.
Sowohl anschaulich einleuchtend als auch problemlos zu beweisen ist dann:
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£
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ABBILDUNG 10.

Satz 2.1.18 Fir Mengen ‘W, X, Y, Z sowie Abbildungen f: W — X, g: X - Y und h: Y — Z gilt
(hog)of=ho(gof).
Bewers. Fir w € W ergibt sich mit der Definition der Komposition

((hog)o f)(w) = (hog)(f(w)) = h(g(f(w))) =h((ge f)(w)) = (ho(gof))(w). o

Bemerkung 2.1.19 Die Frage, ob die Komposition kommutativ ist, ob also g o f gleich f o g ist,
macht nur fir Selbstabbildungen f, g einer Menge X Sinn. Die Antwort ist aber auch in diesem Fall im
Allgemeinen ,Nein!“. Zum Beispiel gilt fur die konstanten Abbildungen f: {0,1} — {0,1} mit f =0
und g: {0,1} — {0,1} mit g = 1 offensichtlich0 = fog#go f = 1.

Ubrigens liegt selbst fiir bijektive f,g: X — X im Allgemeinen keine Kommutativitit vor: Zum
Beispiel bei f,¢g: {1,2,3} — {1,2,3} mit (1) :=2, f(2) :=1, f(3) :==3und g(1) := 1, g(2) :=3,9(3) := 2
ist3 = (g0 f)(1) % (fog)(1) =2

Satz 2.1.20 Esseien X, Y, Z Mengen sowie f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen. Dann gilt:
Sind f, g beide injektiv = g o f ist injektiv. = Ist g o f injektiv = f ist injektiv.
Sind f, g beide surjektiv = g o f ist surjektiv. Ist g o f surjektiv = g ist surjektiv.
Sind f, g beide bijektiv = g o f ist bijektiv. Ist g o f bijektiv = f ist injektiv und g ist surjektiv.

BewEis. Die ersten beiden Zeilen werden in den Lernwerkstitten und Ubungen behandelt. Die dritte
folgt direkt daraus. m]

Definition 2.1.21 Es seien X, Y Mengen sowie f: X — Y und g: Y — X Abbildungen. Dann heiflen
f und g zueinander invers und g heifit inverse Abbildung, inverse Funktion oder kurz das Inverse
von f, wenn gilt:

go f=idx und f o g =idy.
Lemma 2.1.22 Es seien X, Y Mengen. Falls tiberhaupt ein Inverses zu f: X — Y existiert, ist dieses
eindeutig bestimmt.

BEwes. Sind g: Y — X und g: Y — X zwei Inverse zu f, so folgt
g=goidy=go(fog)=(g9of)og=idxog=g. O

Tatsachlich ist das Inverse nichts anderes als die Umkehrfunktion:

Satz 2.1.23 Es seien X, Y Mengen. Genau dann ist g: Y — X die Umkehrfunktion von f: X — Y,
wenn g das Inverse zu f ist.

BEWEIs. ,—": Ist g die Umkehrabbildung zu f, so ergibt Einsetzen von y = f(x) beziehungsweise
x = ¢(y) in der Definition, dass g(f(x)) = x fiir alle x € X und f(g(y)) = y fur alle y € Y gelten. Damit
ist g auch das Inverse zu f.
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,—":Ist g das Inverse zu f, so sind go f = idx und f o g = idy beide bijektiv. Nach dem vorigen Satz
ist dann f injektiv und surjektiv, also auch bijektiv. Damit existiert die Umkehrfunktion f~! von f. Nach
~="ist ! invers zu f. Mit der Eindeutigkeit des Inversen folgt g = f~!, also ist g die Umkehrfunktion
zu f. m]

Insbesondere sind Bijektivitiat, Umkehrbarkeit (d.h. die Umkehrfunktion existiert) und Inver-
tierbarkeit (d.h. das Inverse existiert) einer Abbildung alle drei exakt gleichbedeutend.

Zum Abschluss des Abschnitts sammeln wir noch einige weitere Grunddefinitionen bei Abbildungen
ein. Zum Beispiel kann man den Definitionsbereich immer (kiinstlich) verkleinern und bei Werten in
einem kartesischen Produkt in die sogenannten Komponenten aufspalten:

Definition 2.1.24 Es seien X, Y Mengen. Die Einschrankung einer Abbildung f: X — Y auf eine
Teilmenge A des Definitionsbereichs X ist die Abbildung

flarA—>Y

mit dem kleineren Definitionsbereich A, aber der auf diesem unveridnderten Zuordnungsvorschrift
fla(x) == f(x) fur alle x € A.

Gilt fiir die Abbildung f: X — Y zudem Bild(f) C B fiir eine Teilmenge B C Y des Zielbereiches,
dann ist die Koeinschrinkung von f nach B die Abbildung:

fIP: X - B

mit dem kleineren Zielbereich B, aber der unverinderten Zuordnungsvorschrift f|2(x) := f(x) fiir alle

x € X.

Definition 2.1.25 Essein € N, und Xj,..., X, seien Mengen. Fur i € {1,2,...,n} wird die i-te
Projektion

pi!X1XX2X...XXn—>Xi

des n-fachen kartesischen Produkts X; X X, X ... X X, durch die Festlegung p;(xy, x, . .., x,) = x; fur
alle (x1,x2,...,x,) € X1 X X3 X ... X X, definiert.

AN
te
) | ®
<+
ey f
(2.1.1)
Auch allgemein nutzt man x; mit i € {1, 2,...,n} als Standard-Bezeichnung fir den Eintrag p;(x)

des Tupels x € X; X X; X ... X X,.

Bemerkungen 2.1.26
e Eine Funktion

i X oY XWX... XY,
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mit Werten im n-fachen kartesischen Produkt Y X Y, X. . . X Y, entspricht eins-zu-eins einzelnen

Funktionen fi: X > Y}, o: X > Ws, ..., f: X — Y, mit
f(x) = (i(x), (%), ..., fi(x)) fiir alle x € X.

Man nennt fi, f5,..., f, die Komponenten(-funktionen) von f und kann jedes f; mit i €
{1,2,...,n} als f; = p; o f mit der i-ten Projektion p; von Y; X W X ... X Y, schreiben, woraus
die Existenz und Eindeutigkeit von fi, f5, .. ., f; zu gegebenem f klar wird.

In Analogie zu Elementen der Zielmenge schreibt man die Funktion mit Komponenten
fisfos - faals (fi, fo, ..., fn) und verwendet fi, f, ..., f, als Standard-Bezeichnungen fiir die
Komponenten einer Funktion f mit Werten in Y; X Y, X ... X Y.

Besonders haufig arbeitet man im Fall Y; = Y, = ... = Y, = Y, also fiir eine Funktion

f: X -y

mit den n Komponentenfunktionen f;, f5, ..., fo: X — Y der Funktion f.
e Die Diagonalabbildung X — X", x — (x, x, ..., x) kann auch als die Abbildung

(idy,idx, ...,idy): X —» X"

geschrieben werden, deren Komponenten alle idx sind. Sie ist stets injektiv.
e Das kartesische Produkt von Abbildungen fi: X; — Y, fo: X; — VY, ist die Abbildung

ﬁng:X1><X2—>y1Xy2,

die durch (fi X f2)(x1,x2) == (fi(x1), fo(x2)) fur alle (x1,x2) € Xj X X definiert wird. Die
Komponenten von f; X f; sind py,o(fi X f2) = fiopx,: X1 X Xz = Yy und py,o(fi X fo) =
foopx,: X1 X Xz = Y, mit den Projektionen py,, px, und py,, py, der kartesischen Produkte
X1 X X; und Y; X Y. Die Produkt-Bildung X bei Abbildungen ist assoziativ und ist analog fiir
eine beliebige endliche Zahl von Funktionen sinnvoll.

Als letztes besprechen wir noch kurz Mengen von Abbildungen:

Definition 2.1.27 Sind X,Y Mengen, so schreiben wir Abb(X,Y) oder Y X fiir die Menge der
Abbildungen von X nach Y.

Bemerkungen 2.1.28 Essein € N,und X, Y, Y, Vs, ..., Y, seien Mengen.

e Fiir jeden Definitionsbereich X = {x1, xs, ..., x,} mit genau n verschiedenen Elementen x1, x5,
..., Xy ist

Abb(X.Y) = Y, [ (f(x). f(x2).. ... f(xn))

eine Bijektion. Daher kann man eine Abbildung f € Abb(X, Y) auf dem n-elementigen Defi-
nitionsbereich X auch als n-Tupel (f(x1), f(x2),..., f(x,)) € Y" ihrer Werte betrachten und
bekommt in diesem Fall eine naheliegende Identifikation von Abb(X, Y) mit Y". In Anlehnung
hieran kann man sich eine Abbildung f € Abb(N, /) mit Definitionsbereich N als unendliches
Tupel (f(x1), f(x2), f(x3),...) ihrer Werte vorstellen — ein Objekt, das wir so noch nicht definiert
haben, das aber fiir Abb(N, V) die Schreibweise Y*' nahelegt. Hierdurch wird fiir Abb(X, V)
auch bei allgemeinen Definitionsbereich X die in der vorigen Definition eingefiihrte und an eine
Potenz erinnernde Schreibweise Y motiviert.

e Der oben erwihnten Eins-zu-Eins-Entsprechung zwischen Funktionen mit Werten im Produkt
der Mengen Y;, Y; XY, X. .. XYy, und dem Tupel ihrer Komponentenfunktionen liegt tatsachlich
eine Bijektion

Abb(X, V) X Yo X ... X Y,) — Abb(X,Y;) X Abb(X,M,) X ... x Abb(X,Y,)
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oder mit anderen Worten (und vielleicht intuitiver)
W x Yy x ... xY)X 5 Y YE x . x Y&

zugrunde, die die Zuordnung f — (fi, f2, ..., fn) vornimmt (mit den Komponenten f; von f).
Dies ermdglicht eine hiufig verwendete Identifikation, die wir teils in die Notation fiir die
Komponenten eingebaut haben. Deutlicher noch sieht man dies an der zugehorigen Umkehr-
abbildung, die (fi, f2, ..., fn) — (fi, fo» - - ., fn) zuordnet, wobei das Tupel der Einzelfunktionen
fis fas - - ., fn (links) und die Funktion mit Komponenten fi, f5, ..., f, (rechts) in unserer Notation
nicht mehr unterscheidbar sind.

2.2. Natiirliche und ganze Zahlen, Induktion und Rekursion

Natiirlich wurde die Menge N = {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen bereits verwendet und ist Thnen
gelaufig. Dennoch méchte man N in der Mathematik préziser einfiithren, und prinzipiell kann man den
Aufbau der Mathematik dann auch so gestalten, dass N vor seiner Einfithrung nicht vorkommt. Die
Einhaltung einer derartigen konsequenten Reihenfolge wére aber an vielen Stellen so umsténdlich, dass
dies fiir eine Vorlesung nicht in Frage kommt. Die prazise Einfithrung von N mag zunachst penibel
und tiberfliissig scheinen, wird aber den richtigen Rahmen fiir das wichtige Beweisverfahren der
vollstindigen Induktion, fiir rekursive Definitionen und die Eingrenzung der entscheidenden
Eigenschaften von N bieten. Tatsachlich fordern wir zur Einfithrung von N folgendes Axiom:

Axiom 2.2.1 (Peano-Axiome der natiirlichen Zahlen) Es gibt eine Menge N, eine injektive Abbildung
S: N — N und ein Element 1 € N \ S(N), so dass fiir alle Teilmengen M von N gilt: Ist 1 € M und
S(M) € M, so folgt M = N.

Es handelt sich hierbei um eine kurze und pragnante Zusammenfassung eines fiinf separate Axiome
umfassenden Axiomensystems, das auf G. Peano (1858-1932) zuriickgeht. Wir diskutieren die Original-
Axiome und erlautern damit zugleich das Vorausgehende:

e Die erste Forderung 1 € N sichert iiberhaupt die Existenz einer natiirlichen Zahl 1.

e Das zweite Axiom postuliert fiir jede natiirliche Zahl n € N die Existenz und Eindeutigkeit
eines Nachfolgers S(n) € N, den wir normalerweise als n+1 bezeichnen. Dieses Axiom ist
oben in der Wohldefiniertheit der Abbildung S: N — N enthalten.

e Das dritte Axiom 1 ¢ S(N) besagt, dass 1 nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist und
begriindet die herausgehobene Rolle der 1 als erste natiirliche Zahl.

e Peanos viertes Axiom fordert S(m) = S(n) = m = n fiir alle m,n € N, entspricht oben der
Injektivitat von S und sichert die Eindeutigkeit des Vorgéngers jeder natiirlichen Zahl (sofern es
einen Vorganger gibt).

e Das letzte Axiom schliefSlich enthélt die oben gestellte Forderung fiir Teilmengen M von N
und kann in Worten so formuliert werden, dass aus 1€ M und der Giiltigkeit der Implikation
neM = S(n) e M fiir alle neN schon M = N folgt. Dieses Postulat ist als Induktionsaxiom
bekannt und wird in Folge noch sehr genau diskutiert.

Natiirlich beschreiben diese Axiome nichts anderes als die gewohnte Struktur der natiirlichen Zahlen,
wobei die Sukzessions- oder Nachfolge-Abbildung S, die in (2.2.1) veranschaulicht wird, einfach
dem ,Weiterzahlen® von einer natiirlichen Zahl zur néchsten entspricht und die formale Einfithrung der
nachfolgenden Zahlen durch

2:=8(1), 3:=5(2), 4:=S53), 5:=5(4), 6:=5(5), 7:=5(6), 8:=5(7), 9:=35(8),...

ermbglicht. 1/\2 /\3 /\4 /\5 /\6 /\7 /\8/\9/\

(2.2.1)
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Auch wenn all dies mehr oder weniger vertraut scheinen mag, sei an dieser Stelle trotzdem die
Warnung angebracht, dass bei N als Menge mit unendlich vielen Elementen ganz anderes passieren
kann als bei Mengen mit nur endlich vielen Elementen. So erhélt man aus der Injektion S: N — N zum
einen die Bijektion S: N — S(N), durch die man die Elemente von N und S(N) eins-zu-eins identifizieren
kann. Zum anderen ist aber doch S(N) & N, denn N enthélt das Element 1, aber 1 ¢ S(IN).

Genau diese paradox scheinende Eigenschaft des Unendlichen illustriert das berithmte Gedankenspiel
in Hilberts Hotel: In diesem Hotel gibt es unendlich viele Zimmer, fiir jede natiirliche Zahl als Raum-
nummer eines. Sind alle Zimmer belegt, so ist dieses besondere Hotel aber dennoch nicht voll. Kommt
namlich in dieser Situation ein neuer Gast an, so bittet man alle bereits eingezogenen Géste, aus ihrem
derzeitigem Zimmer n in das Nachfolge-Zimmer S(n) zu ziehen, sozusagen entlang der Umzugswege in
(2.2.1). Damit wird Zimmer 1 frei und kann durch den neuen Gast bezogen werden.

Weitere Eigenschaften von N (und S) konnen wir aus den Axiomen folgern. Zum Beispiel sind bei
{n e N | S(n) # n} gemafl dem dritten und vierten Axiom die Voraussetzungen des Induktionsaxioms
erfillt. Letzteres zeigt dann, dass die angegebene Menge ganz N ist und sich daher jedes n € N von
seinem Nachfolger unterscheidet. In dhnlicher Weise gibt die Anwendung des Induktionsaxioms auf
S(N) U {1} fur jede Zahl n € N aufler 1 die Existenz eines Vorgangers p € N mit S(p) = n, der gemaf
dem vierten Axiom auflerdem eindeutig ist.

Schon hieran kann man die Wichtigkeit des Induktionsaxioms erkennen, auf das wir demnéchst noch
genau eingehen und ohne das man solche einleuchtenden Folgerungen tatsichlich nicht* zur Verfiigung
hatte.

Ist N einmal eingefiihrt, so ist der Aufwand zur Definition von N und Z eher gering:

Definition 2.2.2 Wir setzen
Ny :=NLUL {0}
mit einer fixierten Zahl 0 ¢ N und
Z =Ny U (-N)
mit einer Kopie > _N von N, so dass die Abbildung N — —N, die jedem n € N ein neues Element
—n € (-N) \ Ny zuordnet, bijektiv ist. Wir nennen die Zahlen aus N auch die positiven ganzen Zahlen,
die aus —N die negativen ganzen Zahlen.

Das Negative —z € Z einer ganzen Zahl z € Z definieren wir erginzend, nachdem es fiir positive z
schon eingefiihrt ist, durch —0 := 0 und —(—n) := n fir n € N. Die Nachfolge-Abbildung setzen wir durch
die Festlegungen S(0) := 1, S(—1) := 0 und S(—S(n)) := —n fir n € N, natiirlich unter Beibehaltung von
S(n) fur n € N, zu einer bijektiven Abbildung S: Z — Z fort.

Wir halten fest, dass fiir jede Zahl z € Z ein eindeutiger Nachfolger S(z) € Z und ein eindeutiger
Vorginger S™!(z) € Z (mit der Umkehrabbildung S™': Z — Z der Bijektion S: Z — Z) existieren und
S71(z) # z # S(z) erfiillen. (Letzteres folgt leicht aus S(n) # n fiir alle n € N).

Bemerkung 2.2.3 Ubrigens erfiillt anstelle von (N, 1) auch (Ny, 0) die Peano-Axiome mit S: Ny — N,
erweitert durch S(0) := 1. Insofern gibt es zwischen N und Nj bisher, wo wir nur die Nachfolge-
Abbildung S und ein Anfangselement 1 bzw. 0 betrachten, keinen strukturellen Unterschied, und wir
hitten alternativ auch Ny axiomatisch einfithren und N := Ny \ {0} setzen konnen. Sobald wir die

4Alle Peano-Axiome aufer dem Induktionsaxiom sind auch fiir N mit S(n) := n+2 fiir alle ungeraden n € Nund S(n) :=n
fiir alle geraden n € N erfiillt. In diesem Modell wiren aber anders als iiblich alle geraden Zahlen ihr eigener Nachfolger.
Zudem sind die Peano-Axiome auler dem Induktionsaxiom auch fiir die positiven reellen Zahlen R, := {x e R | x > 0}
anstelle von N mit S(x) := x+1 fiir alle x € Ry erfiillt und ebenso fiir N mit S(n) := n+2 fiir alle n € N. Dabei gébe es neben 1
aber weitere Zahlen, die keinen Vorganger besitzen, zum Beispiel % im ersten und 2 im zweiten Fall.

*Die etwas vage Einfiihrung von —N als Kopie kann mengentheoretisch untermauert werden, indem man nur von einem
neuen Vorzeichenobjekt © ausgeht, —N := {6} X N setzt und dann fiir n € N die Notation —n := (6, n) € —N festlegt.
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Grundrechenarten angehen, entstehen aber selbstverstandlich strukturelle Unterschiede zwischen 1 und
0 und somit zwischen N und N,.

Auf dem Induktionsaxiom fufit das fundamentale Beweisprinzip der vollstindigen Induktion
(VI) zum Nachweis einer von n € N abhingigen Aussage ® A(n) fiir alle n € N, bei dem man wie

folgt vorgeht:

Induktionsanfang: Zeige A(1).
VvI) g: Zeig }

Induktionsschritt: Zeige die Implikation A(n) = A(n+1) fiir alle n € N.

Dabei benutzen wir n+1 := S(n) als die allgemein tibliche Bezeichnung fiir die auf n folgende natiirliche
Zahl.

Bemerkungen 2.2.4

e Der Induktionsanfang wird manchmal auch Induktionsverankerung genannt. Er lasst sich oft
vergleichsweise einfach erledigen, darf aber natiirlich nicht vergessen werden.

e Fiir den Induktionsschritt fixiert man ein beliebiges n € N. Man betrachtet die Induktions-
annahme oder Induktionsvoraussetzung A(n) als gegeben und leitet dann unter Verwendung
dieser Annahme die Induktionsbehauptung A(n+1) her.

e Dass das Beweisverfahren funktioniert und tatsichlich die Giiltigkeit von A(n) fiir allen € N
sicherstellt, ist durch das Induktionsaxiom gerechtfertigt: Sind Induktionsanfang und Induk-
tionsschritt gemacht, so wissen wir fur die Menge M := {n € N | A(n) gilt} einerseits 1 € M
und andererseits n € M = S(n) € M. Wir konnen daher per Induktionsaxiom schlief3en, dass
M = N ist. Nach Wahl von M bedeutet dies, dass A(n) fiir alle n € N gilt.

(Diese Argumentation braucht jetzt, nachdem wir sie einmal gemacht haben, natiirlich nicht
bei jedem Induktionsbeweis wiederholt zu werden.)

e Induktionsbeweise sind nicht konstruktiv, da man schon vor Beginn des Beweises wissen muss,
wie die zu zeigende Aussage A(n) fur alle n € N aussieht. Um ein Gefiihl zu bekommen und eine
sinnvolle Vermutung A(n) aufstellen zu kdnnen, experimentiert man typischerweise mit den
ersten paar natiirlichen Zahlen. Ein erfolgreicher Induktionsbeweis zementiert dann, dass eine
Aussage A(n), die man fir die ersten paar natiirlichen Zahlen n verifiziert hat, tatsachlich und
unwiderruflich fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt. Mit etwas mehr Erfahrung kann man manchmal
auch mit moglichen Induktionsschritten experimentieren, um sinnvoll eine Vermutung A(n)
aufstellen zu konnen. Wie man zur Vermutung findet, ist tatsachlich nicht vorgeschrieben und
muss auch nicht unbedingt dokumentiert werden.

e Man muss nicht jede von n € N abhingige Aussage A(n) mit vollstindiger Induktion beweisen.
Manchmal kann man solche Aussagen A(n) auch fiir jedes n € N ohne Verwendung der vorigen
Aussagen A(1), A(2),...,A(n—1) zeigen und braucht dann keinen Induktionsbeweis anzusetzen.
Insbesondere ist dies der Fall, wenn man beim Versuch eines Induktionsschritts feststellt, dass
man die Induktionsbehauptung ohne Verwendung der Induktionsannahme zeigen kann. Auch
wenn man formal nichts falsch gemacht hat, empfiehlt es sich in dieser Situation trotzdem, das
Argument noch einmal neu und induktionsfrei aufzuschreiben.

Beispiele 2.2.5 Unter leichtem Vorgriff auf noch einzufithrende Konzepte und Rechenregeln geben
wir Beispiele der Anwendung von (VI):

e Wir wollen zeigen:

Fiir alle n € N ist 32"—2" durch 7 teilbar.

5Genauer ist A(n) ein Pradikat mit freier Variable n, fiir die natiirliche Zahlen eingesetzt werden konnen, und das Ziel
ist der Nachweis der Aussage VneN: A(n).
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Wir argumentieren durch vollstdndige Induktion nach n € N.
Induktionsanfang fiir n = 1: Die Behauptung reduziert sich wegen 321-2! = 7 zu ,,7 ist durch
7 teilbar” und ist offensichtlich richtig.
Induktionsschritt von n auf n+1 fiir n € N: Wir mochten von der Induktionsannahme ,,3%"—2
ist durch 7 teilbar” auf die Induktionsbehauptung ,3%"*2—2"*1 ist durch 7 teilbar“ schlieffen. Dazu
schreiben wir

3242 _ontl — 9321 _ g.oM 4 9.2 — 2.2" = 9.(3%"—2") 4 7.2",

n

wobei einerseits nach Induktionsannahme 3?*—2" und damit auch 9-(32"—2") durch 7 teilbar ist
und andererseits 7-2" wegen des Faktors 7 durch 7 teilbar ist. Mit den beiden Summanden ist
auch die Summe 32"*2-2"*! durch 7 teilbar und die Induktionsbehauptung gezeigt.
e Wir wollen zeigen, dass die sukzessive Addition der ungeraden Zahlen die Quadratzahlen ergibt,
genauer
1+3+5+...+(2n-3) + (2n-1) = n® firallen € N.

Wir argumentieren durch vollstandige Induktion nach n € N.
Induktionsanfang fiir n = 1: Die Behauptung reduziert sich zu 1 = 1% und gilt offensichtlich.
Induktionsschritt von n auf n+1 fiir n € N: Wir mochten von der Induktionsannahme

14345+. .. +(2n=3) + (2n—1) = n?
auf die Induktionsbehauptung
14345+ ... +(2n—1) + (2n+1) = (n+1)?
schlielen. Dazu rechnen wir unter Verwendung der Induktionsannahme im zweiten Schritt
14+3+5+...+(2n—1)+(2n+1) = (1+345+...+(2n-3)+(2n—-1)) + (2n+1)
=n®+ (2n+1) = n®+2n+1 = (n+1)*

und erhalten die Induktionsbehauptung.

Bemerkung 2.2.6 In der praktischen Anwendung treten auch etliche Varianten des Induktions-
prinzips auf: Zum Beispiel kann man eine Aussage A(z) fiir alle z € {zo, zo+1, zo+2, . . .} mit fixiertem
zo € Z (haufig auch z; = 0) nachweisen, indem man den Induktionsanfang bei A(zy) und Induktions-
schritt fiir alle z € {zg, zo+1,20+2,...} von A(z) zu A(z+1) durchfithrt. Man kann die Variable beim
Induktionsschritt selbstverstiandlich anders benennen und den Schritt etwa von A(z—1) zu A(z) fur alle
z € {zo+1, z0+2, 2943, . . .} durchfithren. Man kann mehrere Einzelfille als Induktionsanfang behandeln
oder beim Induktionsschritt in Zweierschritten von A(z) zu A(z+2) tibergehen (nitzlich etwa dann,
wenn fiir gerade und ungerade z unterschiedliches Vorgehen geboten ist). Explizit erwdhnen wir folgende
Variante, die ebenfalls den Nachweis von A(n) fiir alle n € N erlaubt:

Induktionsanfang: Zeige A(1).
Induktionsschritt: Zeige A(1) A A(2) A... AN A(n) = A(n+1) fir allen € N. }

Da man hier mehr Annahmen zur Verfiigung hat, bietet (VI) beim Induktionsschritt mehr Flexibilitit
als (VI). Tatsdchlich sind die beiden Prinzipien aber gleichwertig, denn (V1) kann durch Anwendung des
Original-Prinzips (VI) auf A(n) == A(1) AA(2) A ... A A(n) aus diesem abgeleitet werden.

Entscheidend ist bei allen Varianten des Induktionsprinzip aber vor allem, dass durch Indukti-
onsanfang und -schritt ein Dominoeffekt entsteht, dass etwa durch A(z), den Schritt von A(z) zu
A(zp+1), den Schritt von A(zp+1) zu A(z¢+2), den Schritt von A(z¢+2) zu A(zo+3), ...alle gewiinschten
A(z) abgedeckt werden. Statt verschiedene Varianten auswendig zu lernen, sollte man tatsachlich besser
dieses Zusammenspiel von Induktionsanfang und Induktionsschritt im Hinterkopf behalten und sich
iiberlegen, dass es funktioniert.

(VD)
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Beispiel 2.2.7 Wir mdchten zeigen:
Fir alle n € Ny und alle Mengen M mit genau n Elementen hat (M) genau 2" Elemente.

Dazu argumentieren wir durch vollstdndige Induktion nach n € Ny.

Induktionsanfang fiir n = 0: Die einzige Menge mit 0 Elementen ist die leere Menge (. Fiir diese hat
P(0) = {0} genau 2° = 1 Elemente (nimlich das eine Element ().

Induktionsschritt von n—1 auf n fiir n € N: Wir haben als Induktionsannahme, dass $ (M’) fiir
jede Menge M’ mit genau (n—1) Elementen genau 2"! Elemente hat. Wir méchten daraus fiir eine
gegebene Menge M mit genau n Elementen schlieffen, dass (M) genau 2" Elemente hat. Sei dazu x
irgendein ab jetzt fixiertes Element von M. Dann hat M’ := M \ {x} genau (n—1) Elemente, und nach
Induktionsannahme hat P (M’) genau 2"~! Elemente. Wir konnen nun die Elemente A von P (M), also
die Teilmengen A von M, darauf betrachten, ob x ¢ A oder x € A gilt. Im Fall x ¢ Aist A € M’, also
AeP(M). ImFall x € Aist A = A" LI {x} fiir die Menge A" := A\ {x} € M’, also fiir ein A" € P(M’).
Insgesamt ist somit

PM)=PM)u{AeP(M)|A=A"U{x}firein A" € P(M)}

die disjunkte Vereinigung von # (M’) und einer weiteren Menge, die fiir jedes Element A” von P (M")
genau ein Element A enthélt. (Beachte dafiir A” # B = A’U {x} # B'U {x} fir A", B’ € P(M’)!) Damit
hat (M) genau doppelt so viele Elemente wie (M’), also wie behauptet 2-2""! = 2" Elemente.

Beispiel 2.2.8 Wir mochten die Existenz der Primfaktorzerlegung zeigen:
Fir alle n € N\ {1} gibt es k € N und Primzahlen py, py, ..., pr € Nmit n = p1ps- ... pk.

Wir argumentieren durch vollstandige Induktion nach n € N'\ {1}.

Induktionsanfang fiir n = 2: Fiir n = 2 gilt die Behauptung mit k = 1 und der Primzahl 2.
Induktionsschritt von 2,3,...,n—1 auf n fiir n € N\ {1, 2}: Wir haben als Induktionsannahme,
dass die behauptete Darstellung fiir 1,2, ..., n—1 jeweils existiert. Wir mochten daraus die Existenz der
entsprechenden Darstellung von n ableiten. Im Fall, dass n eine Primzahl ist, ist die Darstellung trivial
(mit k = 1, p; = n). Im Fall, dass n keine Primzahl ist, konnen wir n = ab mit a,b € {2,3,...,n—1}
schreiben. Geméafl Induktionsannahme gibt es daher einerseits k € N und Primzahlen py, p2,...,px € N
mit a = p1py- ... pk, andererseits £ € N und Primzahlen qy,q5,...,q, € Nmit b = q1q»-. .. -q,. Setzen
Wir pry; = q; fur alle i € {1,2,..., ¢}, so ergibt sich mit

n=ab=(pip2 ... p)(q1q2" - ..-qe) = p1p2- - .. Dk+t

die behauptete Darstellung von n (mit k+¢ € N anstelle von k). Wir erhalten also die Induktionsbehaup-
tung.

Bemerkung 2.2.9 Eine Version des Induktionsprinzips zur Erkldarung eines von n € N abhéngigen
Objekts X, fiir alle n € N ist das Prinzip der rekursiven Definition, das wir schematisch wie folgt
festhalten:

Rekursionsanfang: Definiere X;.
(RD)

Rekursionsschritt: Fiir alle n € N definiere X,,;; unter Rickgriff auf X,.

Hierbei ist (nur jetzt einmal, nicht bei jeder Anwendung) zu tiberlegen, dass das Objekt X, durch diese
Festlegungen tatsichlich fiir alle n € N definiert wird. Genau dies ergibt aber die Anwendung des
Induktionsprinzips (VI) auf die n-abhéngige Aussage X, ist (wohl)definiert” (jedenfalls sofern beim
Rekursionsschritt X4, fiir gegebenes X,, immer wohldefiniert ist). Analog zum Induktionsprinzip
besitzt auch (RD) Varianten mit Rekursionsanfang bei beliebigem z, € Z, mehreren Einzelfallen als
Rekursionsanfang, Rekursionsschritt mit Rickgriff auf mehrere Vorganger-Objekte, et cetera. Damit
wird es moglich, viele naheliegende Definitionen préziser als mit Piinktchen (oder auch tiberhaupt erst)
hinzuschreiben:
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Bemerkungen 2.2.10
e Ausgehend von der bijektiven Nachfolge-Abbildung S: Z — Z kann man die Summe z+n € Z
und die Differenz z—n € Z von z € Z und n € N erklaren, dies aber auf verschiedene Weisen
hinschreiben: Mit Piinktchen lauten die Definitionen

z+n:=5(5(S(...(S(2))..))) und z-n=S1SUST'(...(5(2))...)).

n Anwendungen von S n Anwendungen von S~!

Mit dem Rekursionsprinzip konnen wir dieselben Definitionen ganz prazise und frei von Andeu-
tungen durch Piinktchen fiir alle z € Z durch

z+0:=2z, z+S(n):=S(z+n) firneN,, z-S(n):=S5"1(z—n) firn e N,

treffen. Wenn im Vorfeld z+1 := 5(z), z—1 := S™!(z) vereinbart wird, kénnen beide Varianten
etwas vertrauter hingeschrieben werden, namlich als

z+n:=(..(((z+1)+D)+)+..)+1lundz—n:= (... (((z-1)-1)-1)—...)-1

n Summanden 1 n Subtrahenden 1

und mit Rekursion als
z2+0:=2 z+(n+tl):=(z+n)+1firne Ny, z-(n+l):=(z—n)—1furn e N,.
Um z + z € Z sogar fuir beliebige z,z € Z zu erklaren, vereinbart man im Nachhinein noch
z+(-n):=z—-nfoirneN und z-(-n):=z+nfurneN.
e Ausgehend von der Summe kann das Produkt

nz:=nz:=(..((z+2)+2)+...)+z € Z

n Summanden z

von n € Ny und z € Z erklart werden. Die Prézisierung dieser Plinktchen-Definition durch
Rekursion fiir alle z € Z ist

0z:=0 wund (n+1)z:= (nz)+z furn € N,.
Um zz € Z sogar fiir beliebige z,z € Z zu erklaren, erganzt man die Festlegung
(-n)z := n(—z) firn € N.
o Mit Hilfe des Produkts konnen Potenzen
2" =(..((z2)z)...)z€Z

n Faktoren z

mit Basis z € Z und Exponent n € N definiert werden. Die prézisere rekursive Definition fiir
jedes z € Z lautet
z'i=z und "™ :=27"-zfirneN.
Ergénzend definiert man
2 := 1 (zumindest) fir z € Z \ {0}.

Der Ausdruck 0° bleibt generell undefiniert (begriindet zum Beispiel dadurch, dass man die
Regeln z° = 1 fiir alle z € Z \ {0} und 0" = 0 nicht beide konsistent fortsetzen kann). Spiter
wird es sich in manchen Zusammenhingen als sinnvoll erweisen, 0° als 1 festzulegen.
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Auf Basis der Definitionen kann man die Kommutativitdt und Assoziativitit der Addition und
Multiplikation, die Distributivgesetze und weitere bekannte Rechenregeln (z—z = 0, Klammer-Regeln,
binomische Formel, et cetera) fiir den (symbolischen) Umgang mit ganzen Zahlen herleiten. Zu einem
grof3en Teil kann dies mit Induktionsbeweisen nachgewiesen werden, was hier (abgesehen von einem
Beispiel in den Ubungen) aber ausgespart werden soll. Wir treffen ab jetzt auflerdem die tiblichen
Konventionen zur Klammereinsparung: Es gilt Punkt- vor Strich-Rechnung, und die dadurch und durch
Assoziativitit iberfliissigen Klammern werden weggelassen. Quotienten z:n=z/n=2 € Zvonz € Z
und n € Z \ {0} konnen im Rahmen der ganzen Zahlen natiirlich nur dann definiert werden, wenn z
durch n teilbar ist. Formal wiirde man den Quotienten £ an dieser Stelle daher als die eindeutige Zahl
q € Z, sofern eine solche denn existiert, mit nq = z festlegen.

Beispiele 2.2.11
e Die Fakultit

n':=nn-1)-...-321eN
von n € Ny wird rekursiv definiert durch
0!:=1, (n+1)!:= (n+1)(n!) fur n € N,.

Beispiele sind 0! = 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40320.
e Die Fibonacci-Zahlen F,, € Ny mit n € N sind rekursiv durch

Fo=0, Fy:=1 wund Fuyy=F,_+F furalleneN

definiert. Die ersten Fibonacci-Zahlen sind Fy =0, F; =1, F, =1, F3 =2, F, =3, F5 =5, F; = 8,
F; = 13, Fg = 21, Fy = 34, Fjy = 55. Uberraschenderweise kann man (z.B. mit vollstindiger
Induktion) auch die fiir alle n € N giiltige geschlossene Formel von Binet

En A |

F, = -—
Vsl 2 Vsl 2

beweisen. Etwas mehr zu Beweis und Hintergrund dieser Formel folgt in den Ubungen.
e Fir k < ¢ in Z wird die Summe von f—k+1 Zahlen ay, ax;1, . . ., Gr—1, ¢ € Z mit dem Summen-
zeichen )| (nach dem Sigma genannten griechischen Buchstaben X)) als

¢
Z a; = ap+ag+...+ap_1+a, €Z
i=k

abgekiirzt. Rekursiv kann man fiir gegebene a; € Z erst

0 n n—1
0

i=0

1=

t £

—k
Zai = Zak+ifﬁrk <?tinZ
i=0

i=k

definieren. Spezialfille sind Summen von Einsen Zf:k 1={¢—k+1 und Produkte nz=3"_, z.
e Analog wird fiir k < £ in Z das Produkt von a, a4y, - - -, ar-1, ar € Z mit dem Produktzeichen
[T (nach dem Pi genannten griechischen Buchstaben II) als

4

1_[ a; = apQgs1- - .. Ap_10; € 7
i=k
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abgekiirzt. Die rekursive Definition kann genau wie beim Summenzeichen ausgeschrieben
werden. Spezialfille sind Potenzen z" = []}, z und Fakultiten n! = [, i.

In Erganzung zu (2.2.11) und (2.2.11) notiert man auch ) ;c; a; == Z?:l ai, und [[;¢y a; = ]_[;-l=1 a;; fir
jede endliche Indexmenge I = {iy, iy, ..., i,} mit n € N Elementen.

Erginzend nutzt man fir ,leere” Summen und Produkte die Konventionen Zfzk a; =0, Hf:k a; =1
im Fall k > ¢ sowie }};cpa; =0, [[;cp @i == 1.

Bemerkung 2.2.12 Wichtig fiir das Rechnen mit Summen- und Produktzeichen sind die Regeln fiir
Indexverschiebung (mit k, £ € Z, v, a; € Z; entspricht Substitution j = i+v)

t t+ou t t+o
2a= 2, 4 |]a=]]am
i=k Jj=k+v i=k Jj=k+v

Indexlaufumkehr (mit k, £ € Z, a; € Z; entspricht Substitution j = k+£—i)
¢ ¢ ¢ ¢
Z aj = Z Ak+t-j> a; = 1—[ Ak+t-j
i=k = i=k =k

und Verhalten bei Summen und Produkten (mit Indexmenge I, a;, b;,z € Z, n € N)

3 () = ( Z) . ( Zb,-), [ - (nai)(ﬂbi

5

iel iel iel iel iel iel
n
n
§ (za;) =z § ai, rl(ai):(ﬁai) .
iel iel iel iel

Wir diskutieren als Néchstes die Ihnen allen bekannte Darstellung ganzer Zahlen, bei denen Ziffern
an unterschiedlichen Positionen unterschiedliches Gewicht besitzen, also die Darstellung in sogenannten
Stellenwertsystemen:

Bemerkungen 2.2.13
e Im Dezimalsystem (auch dekadisches System oder Zehnersystem genannt) werden die bereits
erklarten 1-stelligen Zahlen 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9 € Nj als Ziffern verwendet. Allgemeiner erhalt
man eine (n+1)-stellige Zahl mit n € Ny durch Hintereinanderschreiben solcher Ziffern z; €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} und unter Verwendung der Basis 10 := 5(9) als

n
ZnZn—1...222120 = Z 210" € N,

i=0
wobei das Hintereinanderschreiben von Ziffern ohne dazwischen gestelltes Symbol hier aus-
nahmsweise nicht fiir das Produkt steht. Man kann dies als rekursive Definition betrach-
ten, bei der der Rekursionsanfang mit der Definition der 1-stelligen Zahlen bereits erfolgt ist
und im Rekursionsschritt fiir jedes n € N die (n+1)-stellige Zahl zm := z-10"+m mit Ziffer
z€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} und n-stelliger natiirlicher Zahl m definiert wird.

Werden Ziffern ohne Verkniipfungszeichen und Erlauterung verwendet oder hintereinander

geschrieben, so ist standardmaflig immer dieses System gemeint.

e In Stellenwertsystemen mit beliebiger Basis b € N \ {1} arbeitet man mit b Ziffern. Man
verwendet (jedenfalls heutzutage und in unserem Kulturkreis) im Fall b < 10 normalerweise die
b ersten Ziftern 0, 1,2, ...,b—2,b—1 € Z des Dezimalsystems in tiblicher Bedeutung und muss
fir b > 10 Ziffersymbole fiir die Dezimalzahlen 10,11,12,...,b—-2,b—1 € Z hinzufiigen. Fir
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jedes n € Ny werden (n+1)-stellige Zahlen mit (im jeweiligen System zuléssigen) Ziffern z; in
Analogie zum Dezimalsystem durch

n

(znzn—l e Zzzlzo)b = Z Zi'bl € Ny

i=0
erklart (wobei die als Subskript anzugebende Basis b benannt wird). An verschiedenen Stel-
len tibliche Basen sind b = 2 (Binarsystem/Dualsystem/Zweiersystem), b = 3 (Ternarsystem),
b = 8 (Oktalsystem/Achtersystem), b = 10 (Dezimalsystem aus (2.2.13)), b = 12 (Duodezimal-
system/Zwolfersystem), b = 16 (Hexadezimalsystem/Sechzehnersystem). Beim letztgenannten
System sind als Zusatz-Ziffern A := 10, B := 11, C := 12, D := 13, E := 14, F := 15 weitgehend
uiblich.

Beispiele 2.2.14 Nachrechnen zeigt (11111100110), = (2202220)3 = (3746)s = 2022 = (1206)1.

Bemerkungen 2.2.15

e Wie fiir die Basis 10 ist auch fiir beliebige Basen b € N \ {1} richtig, dass jede natiirliche Zahl
eine Zifferndarstellung in dieser Basis hat und verschiedene Zifferndarstellungen ohne fithrende
Null-Ziffern zu verschiedenen natiirlichen Zahlen gehoren. Dies miisste man natiirlich beweisen,
worauf wir hier aber verzichten.

e Zum Abschluss dieses Abschnitts sei angemerkt, dass man die natiirlichen Zahlen auch
allein aus den Axiomen der Mengenlehre aus Abschnitt 1.4 konstruieren kann, womit
sich die Peano-Axiome tatsachlich von zusétzlichen Postulaten zu herleitbaren Eigenschaften
wandeln. Mit anderen Worten konnen die Existenz der natiirlichen Zahlen und ihre Grundeigen-
schaften rein mengentheoretisch unterbaut werden, was im Detail aber tiber den Vorlesungsstoff
hinausgeht und nur im Anhang im Abschnitt 7.2 ausgefiihrt wird.

2.3. Beweisstrategien

Vorausgeschickt sei die Warnung, dass es kein Patentrezept zum Finden eines mathematischen
Beweises gibt. Einige Beweise kann man nur tiber Erfahrung, Intuition, Umformulieren des Problems,
Betrachtung aus verschiedenen Blickwinkeln und das Ausprobieren verschiedener Ansétze angehen.
Und am Ende scheitert man eventuell trotzdem...

Dennoch seien hier einige Hinweise zu generellen Strategien und haufigen Vorgehensweisen zusam-
mengetragen. Zu einem grofien Teil lehnen sich die Hinweise aber eng an Definitionen an und kamen
auf die ein oder andere Weise schon vor.

Strategien fiir Beweise. Generell hiangt das Vorgehen bei einem Beweis stark von der behaupteten
Aussage ab. Es folgen Hinweise sowohl fiir spezielle Falle als auch allgemeiner Natur.

(a) Beweise von Aussagen mit Teilaussagen A, B:

e Implikation A = B: Dies ist der Prototyp eines logischen Schlusses. Es gibt hierfiir drei
prinzipielle Moglichkeiten:
Beim direkten Beweis nimmt man A als wahr an und argumentiert, dass B dann ebenfalls
wahr sein muss; vergleiche mit Abschnitt 1.3.
Der Beweis durch Kontraposition nutzt das Kontrapositions-Prinzip aus Abschnitt 1.1:
Man zeigt (-B) = (—A), geht also von =B aus und schliefit auf —A.
Beim indirekten Beweis oder Widerspruchsbeweis, auch reductio ad absurdum ge-
nannt, nimmt man A und zudem die Widerspruchsannahme —B als wahr an und zeigt, dass
hieraus ein Widerspruch entsteht. Dieses Vorgehen ist durch die Definition der Implikation
selbst gerechtfertigt: Man fithrt A A (—B) als den einzigen Fall, in dem A = B falsch ist,
zum Widerspruch und schlief3t diesen somit aus.
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Die logischen Verneinungen bei Kontraposition und indirektem Beweis betreffen oft Aussa-
gen mit Quantoren. In solchen Féllen denke man an die zugehorigen Regeln aus Abschnitt
1.2, auch dann, wenn die Quantoren in Worten und nicht explizit als Formelzeichen auftreten.

e Aquivalenz A & B: Meist zeigt man die Richtungen ,=— “ und ,, &* separat. Dafiir kann

jede der gerade besprochenen Strategien zum Einsatz kommen.
Seltener, aber nicht vollig ungewdhnlich ist, eine Aquivalenz durch Aneinandersetzen
bekannter oder einfacher Aquivalenzen (zum Beispiel Aquivalenzumformungen) A < Hj,
H, &< H;,H, < Hs, ..., H,_1 < H,, H, & B (mit Hilfsaussagen Hy, Hy, ..., Hy,) zu
zeigen.

(b) In fast jedem Zusammenhang kommen Fallunterscheidungen in Betracht, bei denen im Beweis
Félle mit verschiedenen Annahme einzeln abgearbeitet werden. Entscheidend ist natiirlich, dass
die Falle die Gesamtheit aller Moglichkeiten abdecken miissen.

(c) Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise:

e Zu Existenzbeweisen lasst sich wenig Allgemeines sagen.

Nur um auf eine Existenzaussage der Form 3x € X : Vy € Y : P(x,y) zu schlielen,
bietet sich manchmal ein indirekter Beweis an, da die Widerspruchsannahme fiir jedes
x € X ein yy € Y mit =P(x, y,) gibt und man mit den ,Gegenbeispielen” y, eventuell gut
argumentieren kann.

o BeiEindeutigkeitsbeweisen ist fiir zwei Objekte x, y mit gewissen behaupteten Eigenschaften
die Gleichheit x = y zu zeigen. Dies kann direkt oder indirekt geschehen. Bei letzterem
nimmt man an, dass x, y mit x # y die behaupteten Eigenschaften haben und erzeugt einen
Widerspruch.

(d) Beweise von Aussagen iiber Mengen M, N:

e Mengen-Inklusion M C N. Die Implikation x € M = x € N kann direkt, durch Kontrapo-
sition (entspricht dem Nachweis N© C M¢, wenn M, N C X fiir eine Grundmenge X) oder
durch Widerspruch (entspricht dem Nachweis M \ N C 0) geschehen.

Oft kann man auch abstrakt ohne Betrachtung einzelner Elemente argumentieren, zum
Beispiel durch Zusammensetzen schon bekannter Inklusionen.

e Mengen-Gleichheit M = N: Meist zeigt man die Inklusionen ,C“ und , 2 separat.
Seltener kann man direkt die Aquivalenz x € M &= x € N nachweisen oder abstrakter
argumentieren.

e Das Widerlegen solcher Aussagen ist viel einfacher. Um M ¢ N beziehungsweise M # N
zu zeigen, miissen Sie nur ein Element x € M \ N beziehungsweise x € MAN, also ein
Gegenbeispiel angeben.

(e) Zu Beweisen von Aussagen iiber Zahlen x, y lasst sich nur weniger aussagekraftig sagen:

e Gelegentlich weist man eine Ungleichung x < y fiir x, y € R nach, indem man x < y+¢ fiir
alle ¢ € R mit ¢ > 0 (oder nur fiir alle ¢ € Q mit ¢ > 0) zeigt. Genaueres dazu spéter noch!

e Gelegentlich weist man eine Gleichheit x = y nach, indem man ,<“ und ,>“ separat zeigt.

Anders als bei Mengen sind die beschriebenen Vorgehensweisen hier aber nicht kanonisch.

(f) Beweise von Aussagen iiber n-Tupel x, y (z.B. Paare oder Tripel):

e Die Gleichheit x = y von n-Tupeln zeigt man oft, indem man x; = y; fur alle i € {1,2,...,n}
nachweist.

(g) Beweise von Aussagen uiber Abbildungen f,g: X — V:

e Gleichheit f = g von Abbildungen: Vorab ist zu priifen, dass f und g den gleichen Definiti-
onsbereich X und den gleichen Zielbereich Y haben. Man zeigt dann oft f(x) = g(x) fiir
alle x € X.
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Injektivitat von f: Die Implikation f(x) = f(x) = x = x fiir alle x, x € X konnen Sie direkt,
per Kontraposition (x # x = f(x) # f(x)) oder indirekt (f(x) = f(x) fir x # x fihrt
zum Widerspruch) nachweisen. Dies ist ein spezieller Fall eines Eindeutigkeitsbeweises.
Surjektivitat von f: Oft gibt man sich ein beliebiges y € Y vor und zeigt die Existenz eines
x € X mit f(x) = y. Dies ist ein spezieller Fall eines Existenzbeweises.

Bijektivitat von f: Oft zeigt man Injektivitat von f und Surjektivitat von f separat.

Das Widerlegen ist meist wieder einfacher: Fir f # g muss man nur ein x € X mit
f(x) # g(x) angeben, fur Nicht-Injektivitat von f zwei x,x € X mit x # X, f(x) = f(x), fur
Nicht-Surjektivitat von f ein y ¢ Bild(f) (was allerdings f(x) # y fur alle x € X bedeutet).
Oft kann man auch abstrakter ohne Betrachtung einzelner Elemente argumentieren, zum

Beispiel tiber die Komposition und bereits bekannte Eigenschaften gewisser Abbildungen.
(h) Beweise von Aussagen A(n), die von n € N (oder von z € {zy, zo+1, 29+2, ...} € N) abhéan-
gen:

Das Prinzip der vollstindigen Induktion wurde in Abschnitt 2.2 besprochen.

Das Prinzip des kleinsten Gegenbeispiels ist eine indirekte Variante des Indukti-
onsprinzips, die aber relativ selten benétigt wird. Man zeigt dabei den Induktionsanfang
A(1) und macht die Widerspruchsannahme, dass A(n) nicht fur alle n € N gilt. Diese
Annahme erzwingt, dass einer der Induktionsschritte beim Induktionsprinzip der Form
(V1) scheitern muss. Es gibt also ein n € N, so dass A(1), A(2), ...A(n) alle wahr sind, aber
A(n+1) falsch (und somit n+1 das hypothetische ,kleinste Gegenbeispiel®) ist. Kann man
auf dieser Grundlage einen Widerspruch herleiten, so hat man A(n) fir alle n € N gezeigt.

(i) Ab und zu kann man bei Beweisen Ausdehnungsprozeduren einsetzen, also eine Aussage im
ersten Schritt fiir spezielle Objekte beziehungsweise eine Variable in einer Teilmenge zeigen, im
zweiten Schritt unter Rickgriff auf den ersten fiir etwas weniger spezielle Objekte bzw. eine
groflere Teilmenge und erst im n-ten Schritt irgendwann allgemein bzw. fiir die ganze Menge.

Bei
fur

Aussagen tiber Zahlen kann sich dies zum Beispiel so gestalten, dass man eine Aussage erst
natiirliche Zahlen, dann fiir ganze Zahlen, dann fiir rationale Zahlen und schlie3lich fiir

reelle Zahlen nachweist.

(j) In einem Beweis konnen die bisher genannten Techniken beliebig kombiniert oder auch dieselbe
Technik mehrfach angewandt werden. Allgemeine Tipps, um einen Beweis zu finden oder zu
verifizieren sind:

Das Ziel des Beweises bewusst aufschreiben, zum Beispiel als ,,Zu zeigen: ... “ oder ,Behaup-
tung: ...“ Dies ist am Anfang der Losung einer Beweisaufgabe immer gern gesehen.

Eine formale Priifung der Aussage vornehmen, etwa, ob gleichgesetzte Objekte tiberhaupt
vom gleichen Typ (Zahl, Paar, n-Tupel, Menge, Abbildung) sind, Argumente im Definitions-
bereich einer Abbildung liegen, bei der Komposition von Abbildungen das Ziel der inneren
Abbildung gleich dem Definitionsbereich der dufieren Abbildung ist! Man kann dabei auch
Grenzfalle abklopfen, zum Beispiel den, dass eine Menge leer oder die ganze Grundmenge
ist, eine Zahl den groften oder kleinsten moglichen Wert (zum Beispiel Null) annimmt,
et cetera. Auch wenn die Aussagen der Vorlesung und der Ubungen in der Regel (formal)
korrekt sind, so hilft die Priifung doch oft beim besseren Verstandnis der Ausgangssituation.
Sich beim Beweis einer Implikation A = B von Anfang und Ende anndhern, also sowohl
tiberlegen, was mit A gezeigt werden kann, als auch, was denn reichen wiirde, um damit B
zu zeigen.

Wenn der allgemeine Fall nicht in Reichweite scheint, dann zuerst einen einfachen Fall oder
wichtigen Modellfall betrachten und erst danach dessen Losung verallgemeinern
Teilstiicke der Argumentation immer wieder durchgehen, kritisch hinterfragen und auf
Korrektheit priifen, auch anhand von speziellen Grenz- und Modellfallen.
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Je schwieriger und umfangreicher der Beweis und sein Kontext sich gestalten, desto wichtiger
werden gerade die letztgenannten Tipps.

2.4. Relationen

Relationen treten in der Mathematik in vielféltiger Gestalt auf. Wir beginnen hier mit dem abstrakten
Konzept und wenden uns danach den wichtigen Spezialféllen zu.

Definition 2.4.1 Es seien X und Y beliebige Mengen.

e Eine (zweistellige) Relation R zwischen (den Elementen von) X und Y ist ein Tripel (X, Y, G)
mit einer Teilmenge G des kartesischen Produkts X X Y. Wir nennen G den Graph der Relation
R und schreiben fiir diesen Gg. Eine Relation zwischen X und X bezeichnen wir als Relation
zwischen den Elementen von X oder Relation auf X.

e Die Menge aller Relationen zwischen X und Y (die formal gleich {X} x {¥Y} X P(X X V)
ist) bezeichnen wir mit Rel(X, V). Wir kiirzen Rel(X, X) durch Rel(X) ab.

Ein R € Rel(X,Y) mit X,V C R:

PSPPI
.
B -\ .-/ ®
.
.

(2.4.1)

Darstellung einer Relation R zwischen Mengen X" und Y mit endlich vielen Elementen:

(2.4.2)

Fir beliebige n € N kann man eine n-stellige Relation zwischen Mengen Xj, X, ..., X}, als Tupel
(X1, Xy, ..., Xy, T) mit einer Teilmenge T des n-fachen kartesischen Produkts X7 X X, X ... x X, erklaren.
Wir behandeln nur den zuvor betrachteten und mit Abstand wichtigsten Fall n = 2.
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Das wesentliche Objekt in der Definition einer Relation ist der letzte Eintrag des Tupels, also bei
R € Rel(X, YY) die Teilmenge Gg € X X Y. Die wahre Bedeutung von Relationen erschlief3t sich aber tat-
sachlich weniger aus der Definition und mehr aus folgenden Sprech-, Schreib- und Betrachtungsweisen:

Notation 2.4.2 Es seien X, Y Mengen, x € X,y € Y und R € Rel(X, V). Wir sagen und schreiben
im Fall (x,y) € Gg, dass x mit y beziiglich R in Relation steht, oder, dass die Aussage xRy gilt. Sehr oft
interpretieren wir eine Relation nicht als Tupel oder Teilmenge, sondern als eine Beziehung zwischen
Elementen x und y; vergleiche mit Abbildung 2.4.2. Die Beziehung kommt zum Ausdruck, indem wir R
in der gerade eingefiihrten Notation xRy zwischen x und y schreiben. In Zukunft werden wir anstelle
von R nicht nur andere Buchstaben, sondern hiufig auch anders geartete Symbole verwenden.

Beispiele 2.4.3
(a) Fir beliebige Mengen X, Y enthilt Rel(X, Y) die Leer-Relation R = (X, Y, 0) (fir die xRy nie
gilt) und die All-Relation R = (X, Y, X x V) (fur die xRy immer gilt).
(b) Durch
Y ~4 z = z—y ist gerade, Yy ~y z = z—y ist ungerade

fiir y, z € Z werden zwei Relationen ~y, ~, in Rel(Z) erklirt, von denen fiir jedes (y, z) € Z*
eine gilt und eine nicht. Zum Beispiel gelten 2 ~; 4, (=2) ~, 5, (=7) ~4 (=7) und 9 ~, 0.
Die zugehérigen Teilmengen sind die Mengen G, = {(y,z) € Z* | z—y ist gerade} und G, =
{(y,z) € Z? | z—y ist ungerade}.

(c) Fur jede Menge M ist die Gleichheit ,=“ von Elementen eine Relation (M, M, R-) auf M mit
der Teilmenge R- = Ay := {(x,y) € M? | x = y}.

(d) Fiir jede Grundmenge X geben die Gleichheit, Ungleichheit und (strikte) Inklusion von
Mengen, also alle Symbole O € {=,#,C, 2, &, 2}, Relationen zwischen Teilmengen von X oder
mit anderen Worten Relationen auf £ (X).

(e) Fiir jede Grundmenge X und jedes Mengensystem S (zum Beispiel S = £ (X)) ist die Element-
Beziehung ,€“ eine Relation auf X X S mit zugehoriger Teilmenge Re = {(x,M) € X XS | x €
M}. Analog kann man ,,>“ als Relation auf S X X verstehen.

(f) Die Gleichheit, Ungleichheit und kleiner, grofler fiir Zahlen, also alle Symbole O € {=, #
, <,>, <, >}, geben Relationen auf jedem Zahlbereich B € {N, Ny, Z, Q, R}. Dabei sind Gleichheit
und Ungleichheit generell definiert. Auch die anderen Symbole sind Ihnen prinzipiell vertraut.
Prazise konnen ,<“ und ,>“ durch

z>ye—=y<ze==z-yeN firyzeZ

erklart und spater auf y, z € Q und y, z € R verallgemeinert werden. Darauf aufbauend bedeuten
y < zund z > y natiirlich nichts anderes als (y < z) V (y = z).

(g) Die Gleichheit und kleiner und grof3er Beziehungen zwischen Abbildungen, also alle
Symbole O € {=, <, >, <, >}, geben Relationen auf Mengen Abb(X, B) von Abbildungen (mit
beliebiger Menge X und B € {N, Ny, Z, Q,R}), wobei man fiir f,g € Abb(X,B) die meisten
genannten Symbole O standardmaflig im punktweisen Sinn

fOg = fOog auf X == Vx € X: f(x)Og(x)

versteht. Die Ungleichheit f # g verstehen wir als logisches Gegenteil 3xe X : f(x) #g(x) der
Gleichheit f = g.
(h) Die Teilbarkeitsrelation ,|“ ist auf jedem ganzzahligen Zahlbereich B € {Ny, N, Z} sinnvoll.
Dabei bedeutet t|z mit ¢,z € B, dass t ein Teiler von z ist, oder als Formel
t|ze==3ddeB:td=2z furt z € B.

(i) Fur jede feste Grundmenge X ist Disjunktheit von Teilmengen eine Relation auf £ (X).
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(j) Jede Funktion f: X — Y zwischen Mengen X, Y induziert eine Relation R € Rel(X,Y) mit
Gr = Gy, wobei G¢ = {(x,y) € X X Y | f(x) = y} definiert war, oder dquivalent mit

xRy = f(x)=y firallexeX,yeV.
Die Relation R erbt von der Funktion f die folgende entscheidende Eigenschaft:
(2.4.3) Fir alle x € X gibt es genau ein y € Y mit xRy.

Tatsachlich kommt jede Relation R € Rel(X,Y) mit der Eigenschaft (2.4.3) des letzten Beispiels
durch eine eindeutig bestimmte Abbildung f: X — Y zustande, denn man kann den Funktionswert
f(x) als das eindeutige, zu x € X gehorige y € Y mit xRy festsetzen. Wir erhalten eine 1-zu-1-
Korrespondenz zwischen Abbildungen X — Y und Relationen in Rel(X, Y) mit der Eigenschaft (2.4.3)
und konnen Abbildungen fortan als spezielle Relationen auffassen. Dies konnen wir auch benutzen, um
den Begriff der Abbildung aus Abschnitt 2.1 — wo, wir erinnern uns, der nicht formal definierte Begriff
»Zuordnungsvorschrift” einging — vollig prazise auf den Punkt zu bringen und mengentheoretisch zu
unterfiittern:

Definition 2.4.4 (Prazisierung des Abbildungsbegriffes) Es seien X und Y Mengen. Eine Abbildung
f: X = Y von X nach Y ist eine Relation R € Rel(X, YY), bei der zu jedem x € X genau ein y € YV mit
xRy existiert. Fiir jedes x € X wird das eindeutige y mit xRy als f(x) bezeichnet.

Beim praktischen Umgang mit Abbildungen ist die Prazisierung des Begriffs selten relevant. Sie
zeigt aber, dass auch der Abbildungsbegriff mengentheoretisch unterfiittert und allein auf die Axiome
der Mengenlehre gegriindet werden kann. Manchmal hilft die Prazisierung auch beim Umgang mit
Grenzfillen. Sie klart etwa, dass von leerem Definitionsbereich @ in beliebiges Ziel Y genau eine
Abbildung existiert, die leere Abbildung @ — Y, die der Leer-Relation (die in diesem Fall zugleich die
All-Relation ist) entspricht.

Durch die Prazisierung des Abbildungsbegriffs wird die Gleichheit f; = f, von Abbildungen f; €
Abb(X1, Y;) und f, € Abb(X,, Y>) auf die Gleichheit von Tripeln und (Teil-)Mengen zuriickgefihrt
und stellt sich als gleichbedeutend mit X; = X2, Y; = Y, und f;(x) = fo(x) fir alle x € X heraus.

Man nennt eine Relation R zwischen Mengen X und Y linkstotal, wenn jedes x € X mit mindestens einem y € Y beziglich R
in Relation steht. Man nennt sie rechtseindeutig, wenn jedes x € X mit hochstens einem y € Y beziiglich R in Relation steht. Beide
Bedingungen zusammen ergeben die obige Forderung, dass jedes x mit genau einem y in Relation steht, wir konnen also festhalten: Eine
Funktion X — Y ist nichts anderes als eine linkstotale und rechtseindeutige Relation zwischen X und Y.

Fiir jede linkstotale Relation R zwischen Mengen X und Y gibt es mindestens eine Abbildung f: X — Y mit Gf C Gp.

Dies ergibt sich durch Anwendung des Auswahlaxioms aus Abschnitt 1.4 auf das System der disjunkten nicht-leeren Mengen
Gr N ({x} X Y) mit x € X und Festlegung von f(x) mit x € X als y-Eintrag des ausgewahlten Paars (x, y) aus Gg N ({x} X V). Tatsachlich
ist obige Aussage sogar dquivalent zum Auswahlaxiom, denn fiir ein System S disjunkter nicht-leerer Mengen kann man sie auf die
linkstotale Relation Gg € Rel(S, Upres M) mit R := Upe s ({M} X M) anwenden und erhélt erst eine Abbildung f: S — Upre s M mit
Gy C Gp und daraus dann die Auswahlmenge A := Bild(f) € Upyes M mit ANM = {f (M)} fur jedes M € S. O

Als Néchstes fithren wir Grundoperationen mit Relationen ein, die teils schon bekannte Operationen
mit Abbildungen verallgemeinern:

Definition 2.4.5 Es seien X, Y, Z beliebige Mengen.

e Die Komposition von Relationen R € Rel(X,Y) und S € Rel(Y, ) ist die Relation S o R :=
RS € Rel(X, Z) definiert durch

x(RS)ze=3Jye VY : (xRy AySz) furx e X,z € Z.
e Die Umkehrrelation zu R € Rel(X, YY) ist die Relation R™! € Rel(Y, X) mit

yR'x = xRy firallex € X,y € Y.
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e Die komplementire Relation zu R € Rel(X, V) ist die Relation R° € Rel(X, V) mit
xRy = —~(xRy) firallex € X,y € Y.
Dies bedeutet, dass die Teilmenge Gge € X X Y das Komplement von Gg in X X Y ist.

Bemerkungen 2.4.6 Es seien W, X, Y, Z Mengen.
Die Komposition von Relationen verallgemeinert die Komposition von Abbildungen.
Die Umkehrrelation verallgemeinert die Umkehrfunktion und existiert immer. Im Gegensatz zu
Funktionen ist also fiir Relationen die Umkehrbarkeit stets gegeben.
Die Komplement-Bildung hat bei Abbildungen kein Analogon.
Die Komposition ist assoziativ: Fiir R € Rel(‘'W, X), S € Rel(X,Y), T € Rel(Y, 2) gilt
(RS)T = R(ST).
Die Umkehrung und die Komplement-Bildung sind involutorisch: Fir R € Rel(X, V) gilt

(R =R = (RO)".

Beispiele 2.4.7

(a) Fir die Relationen des fritheren Beispiels aus 2.4.3 gelten (~4) 7'= ~;, (~)7'= ~y, (~9)¢ =~y
und (~)¢ =~y.

(b) Fir die Relationen C, G, €, <, < sind 2, 2, 3, >, > (sofern definiert zwischen Elementen, Mengen,
Zahlen, Abbildungen) die Umkehrungen. Komplementér zu C, €, <, < sind ¢, ¢, >, > (sofern
definiert bei Elementen, Mengen, Zahlen).

(c) Die nachstkleinere ganze Zahl zu einer reellen Zahl x € R, also die eindeutige Zahl z € Z mit
z < x < z+1, schreibt man mit der sogenannten Gauf}-Klammer als | x| € Z. Die Abrunden-
Funktion A: R — Z, x — | x| ist surjektiv, aber nicht injektiv und daher nicht bijektiv. Als
Funktion ist sie daher nicht umkehrbar.

Die Umkehrrelation existiert aber immer und ist in diesem Fall die Relation A™! € Rel(Z,R)
mit Go-1 = {(z,r) € ZXR | z < r < z+1} (siehe Abbildung 2.4.4).

v
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Die beiden wirklich wichtigen Klassen von Relationen werden nun in Kiirze iiber die Giiltigkeit
(einiger) der folgenden Eigenschaften definiert.

Definition 2.4.8 Eine Relation R auf einer Menge X heifit

o reflexiv, wenn xRx fiir alle x € X gilt,
e symmetrisch, wenn fiir alle x, y € X gilt:

xRy = yRx,
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e asymmetrisch, wenn es kein Paar (x,y) € X? mit xRy und yRx gibt,
e antisymmetrisch, wenn fiir alle x,y € X gilt:

(xRy und yRx) = x =1y,
e transitiv, wenn fiir alle x, y, z € X gilt:

(xRy und yRz) = xRz.

Fir R € Rel(X) gilt:

e Ist R symmetrisch, so gilt fiir alle x,y € X automatisch auch: xRy <= yRx. Deshalb ist R
genau dann symmetrisch, wenn R™! = R gilt.

e Asymmetrie und Symmetrie von R schlieffen einander aus (auler wenn R = 0).

o Asymmetrie und Reflexivitdt von R schlieen einander aus (aufler wenn X = ). Antisymmetrie
kann man als schwichere Form von Asymmetrie sehen, die Reflexivitit noch erlaubt.

e Alle fiinf gerade definierten Eigenschaften iibertragen sich von R auf R™! (und wegen (R™!) =R
natiirlich auch von R™! auf R).

Wir kénnen nun wichtige Klassen von Relationen definieren und in den folgenden Abschnitten
diskutieren:

Definition 2.4.9
e Eine Ordnungsrelation, partielle Ordnung oder Halbordnung auf einer Menge X ist eine
reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf X.
e Eine strikte Ordnungsrelation, strikte partielle Ordnung oder strikte Halbordnung auf
einer Menge X ist eine asymmetrische und transitive Relation auf X.
e Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X ist eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation auf X.

Bemerkung 2.4.10 Fiir die Umkehrrelation und Selbst-Komposition einer Aquivalenzrelation ~ gelten
stets ~~! = ~ (folgt aus Symmetrie) und ~~ = ~ (folgt aus Reflexivitit und Transitivitat).

Wir werden in Kiirze konkrete Beispiele von Aquivalenzrelationen diskutieren, beschiftigen uns
aber zuvor mit der entscheidenden abstrakten Eigenschaft, dass sogenannte Aquivalenzklassen gebildet
werden konnen.

Definition 2.4.11 Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Die Aquivalenzklasse von
x € X beziiglich ~ ist

[x].={ye X |y~x} CX.

Ist die betrachtete Aquivalenzrelation im Kontext klar, so notieren wir auch [x] fur [x]..
2.4.a. Ordnungsrelationen.

Bemerkungen 2.4.12

e Vorsicht! Eine strikte Ordnungsrelation ist nicht etwa eine Ordnungsrelation mit Zusatzei-
genschaft. Vielmehr kann R € Rel(X) auf X # 0 nie zugleich Ordnungsrelation und strikte
Ordnungsrelation sein, weil Reflexivitdt und Asymmetrie einander ausschlieflen.

e Esbesteht aber eine 1-zu-1-Korrespondenz zwischen Ordnungsrelationen und strikten Ordnungs-
relationen durch folgende zueinander inverse Operationen: Zu jeder Ordnungsrelation < auf X
gehort eine strikte Ordnungsrelation < auf X, indem wir setzen: x <y :== (x <y A x # y) fir
x,y € X. Umgekehrt gehort zu jeder strikten Ordnungsrelation < auf X eine Ordnungsrelation
Jdauf X mitx dy:&= (x<yVx=y)firx,ye X.



2.4. RELATIONEN 51

e Da sich alle relevanten Eigenschaften iibertragen, ist die Umkehrrelation einer (strikten) Ord-
nungsrelation wieder eine (strikte) Ordnungsrelation.

Beispiele 2.4.13 In den fritheren Beispielen gilt:

(a) Die Relationen =, C, 2, <, > sind Ordnungsrelationen, aber (aufler auf leerer Grundmenge)
keine strikten Ordnungsrelationen.

(b) Die Relationen &, 2, <, > sind strikte Ordnungsrelationen, aber (aufler auf leerer Grundmenge)
keine Ordnungsrelationen.

(c) Die Ungleichheitsrelation auf Mengen # ist symmetrisch, ist aber auf einer Grundmenge mit
mindestens zwei Elementen weder reflexiv noch asymmetrisch noch antisymmetrisch noch
transitiv und damit weder Ordnungsrelation noch strikte Ordnungsrelation.

(d) Die Teilbarkeitsrelationen ,,|* auf N und Ny sind Ordnungsrelationen, aber keine strikten Ord-
nungsrelationen. Die Teilbarkeitsrelation ,,|* auf Z dagegen ist zwar reflexiv und transitiv, aber
weder asymmetrisch noch antisymmetrisch (wie man zum Beispiel an (—1)|1 und 1|(—1) sieht)

und damit weder Ordnungsrelation noch strikte Ordnungsrelation.

Definition 2.4.14 Es sei X eine Menge.

e Eine Ordnungsrelation < auf X heifit eine Totalordnung, totale Ordnung oder lineare
Ordnung auf einer Teilmenge T von X, wenn (x <y) V (y < x) fir alle x, y € T gilt. Wir nennen
T dann eine total oder linear geordnete Teilmenge von X oder eine Kette in X.

e Wir verwenden dieselben Begriffe fiir eine strikte Ordnungsrelation < auf X, wenn sie fiir die
ynicht-strikte Ordnungsrelation < auf X mit x <y = ((x <y) V (x = y)) fur alle x,y € X
erfiillt sind. Speziell ist <« genau dann eine strikte Totalordnung, wenn fiir alle x,y € T eine
(und dann automatisch genau eine) der drei Aussagen x <y, y < x, x = y gilt.

Bemerkungen 2.4.15 Es sei X eine Menge.

e Bei einer Totalordnung < auf X konnen zwei Elemente x,y € X stets auf irgendeine Weise
verglichen werden: Es gilt stets x <y oder y < x. Bei einer allgemeinen Ordnungsrelation dagegen
kann es passieren (vergleiche die folgenden Beispiele), dass fiir zwei Elemente x,y € X weder
x <y noch y < x gilt, also iiberhaupt kein Vergleich zwischen x und y gezogen werden kann.
Diese Moglichkeit, dass man in manchen Fallen eben gar nicht vergleichen kann, ist der Grund,
warum man auch von nur partiellen Ordnungen oder Halbordnungen spricht. Analog verhalt
es sich natiirlich bei strikten Ordnungsrelationen.

e Die Umkehrrelation einer (strikten) Totalordnung ist eine (strikte) Totalordnung. Dies folgt nach
vorigen Bemerkungen direkt aus der Totalordnungseigenschaft.

e In den Ubungen zeigen Sie fiir Komplemente: < € Rel(X) ist genau dann eine Totalordnung auf
X, wenn <° eine strikte Totalordnung auf X ist. Umgekehrt damit auch: < € Rel(X) ist genau
dann eine strikte Totalordnung auf X, wenn < eine Totalordnung auf X ist.

Beispiele 2.4.16 (a) Die Relationen <, > sind Totalordnungen und <, > strikte Totalordnungen
auf den reellen Zahlen R, insbesondere auch auf N, Ny, Z, Q und jeder Teilmenge T C R.

(b) Zwischen Paaren, Tripeln oder Tupeln von Zahlen oder mit anderen Worten auf B"” mit B €
{N,Ny,Z,Q,R} und n € N\ {1} gibt es mehrere Moglichkeiten, Ordnungsrelationen zu definie-
ren:

Fiir n = 2 kann man zum Beispiel Ordnungsrelationen <yomp und Sgomp auf B? komponen-
tenweise durch

X <komp Y 1= (x1 < Y1, %2 < y2) fiir x, y € B?,

X Skomp Y = ((x1 < y1,x2 < y2) V (X1 = y1, %2 = y3) fiir x,y € B
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erkliren, aber <y,mp und Syomp sind keine Totalordnungen auf B2. Trotzdem gibt es fiir diese
Relationen aber Ketten in B wie {(3,2), (6,2), (7,4), (8,9)} (nur fiir <iomp) und {x € B* | x; =
x2} (fir <gomp und Syomp), bei denen eine (strikte) Ordnung der Elemente beziiglich beider
Eintrage zugleich vorliegt oder vorgenommen werden kann.

Alternativ erhilt man durch die sogenannte lexikographische Ordnung (die sich an die
iibliche Sortierung von Worten zunachst nach dem ersten Buchstaben, dann nach dem zweiten,
dem dritten und den folgenden anlehnt)

X Sjex Y= ((x1 <y1) V(x1 =y, x2 < yp)) flirx,y € B?

tatsichlich eine Totalordnung <., auf B2,

Selbstverstandlich kann man bei diesen Bildungen auch die Umkehrrelationen, die zugehori-
gen strikten Ordnungsrelationen und Verallgemeinerungen auf B"” mit beliebigem n € N\{1}
betrachten.

(c) Die Relationen <, >, <, > auf Abb(X, T) mit T C R, also zwischen Abbildungen, sind dagegen
keine (strikten) Totalordnungen, jedenfalls sofern X und T mindestens zwei Elemente haben:
Sind namlich f, g € Abb(X, T) mit f(x) < g(x) fir ein x € X und g(x) < f(x) fir ein anderes
x € X, so gilt weder f < gnoch g < f (bzw. weder f < g noch g < f noch f = g). Trotzdem
gibt es fiir diese Relationen aber Ketten in Abb(KX, T), etwa die Teilmenge aller konstanten
Abbildungen X — T.

(d) Die Relationen C, 2, &, 2 sind keine (strikten) Totalordnungen auf #(X), sofern die Grund-
menge X zwei verschiedene Elemente x # x enthalt, denn fiir {x}, {x} € £ (X) gilt dann weder
{x} € {x} noch {x} C {x} (beziehungsweise weder {x} & {x} noch {x} & {x} noch {x} = {x}.
Es gibt aber fiir diese Relationen (viele) Ketten in P (X), z.B. ist fir X = N das Mengensystem

{0, {-3},{-3,5},{-3,5,0}, {-3,5,0,8,—2}, {~3,5,0,8,—2,4}, {~3,5,0,8,—-2,4,1,2,3}}

ein Beispiel einer Kette in £ (N). Es gibt in £ (N) neben solchen endlichen auch unendliche
Ketten von analoger Natur.

Definition 2.4.17 Es sei < eine Ordnungsrelation auf einer Menge X und T sei eine Teilmenge von X.

e Wir nennen s € X eine obere Schranke (bzw. untere Schranke) fiir T in X, wenn x < s
(bzw. s < x) fir alle x € T gilt. Ist eine obere Schranke (bzw. untere Schranke) fiir T selbst
Element von T, so heif3t sie ein grofites Element (bzw. ein kleinstes Element) von T.

e Wir nennen m € T ein maximales Element (bzw. minimales Element) von T, wenn fiir jedes
x € T mit m < x (bzw. x < m) schon x = m gilt.

e Ein s, € X heifit kleinste obere (grofite untere) Schranke fiir T, wenn s, selbst obere (untere)
Schranke fur T ist und s, <'s (bzw. s < s,) fur alle oberen (unteren) Schranken s € X fur T erfiillt).

Lemma 2.4.18 Es sei < eine Ordnungsrelation auf X und T C X.

Falls ein grofites (oder kleinstes) Element von T existiert, ist dieses immer eindeutig und ist auch
das eindeutige maximale (oder minimale) Element von T und die kleinste obere (oder grofite untere
Schranke) fiir T

BeEwErs. Es existiere ein grofites Element g € T von T. Wir begriinden, dass

e dieses grofite Element eindeutig ist: Ist auch g € T ein grofites Element von T, so gilt sowohl
g < g als auch g 9 g, und die Antisymmetrie von < gibt g = g.

e g die kleinste obere Schranke fiir T ist: Nach Definition ist g obere Schranke fiir T und g < s fiir
jede obere Schranke s € X fiir T. Also ist g die kleinste obere Schranke fiir T.
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e g das eindeutige maximale Element von T ist: Da jedes x € T mit g < x zusétzlich x < g und dann
per Antisymmetrie auch x = g erfillt, ist g ein maximales Element von T. Ist auch m € T ein
maximales Element, so gilt mit m < g sofort auch m = g. Daher ist g tatsdchlich das eindeutige
maximale Element von T.

Existiert stattdessen ein kleinstes Element von T, so kann man analog argumentieren oder durch
Ubergang zu <! auf das Vorige reduzieren. O

Lemma 2.4.19 Fir total geordnetes T sind maximale (minimale) Elemente von T dasselbe wie grofite
(kleinste) Elemente von T. Insbesondere greift Lemma 2.4.18 dann auch fiir ein maximales (minimales)
Element.

BEwEIs. Gemafl Lemma 2.4.18 ist ein grofites Element von T stets auch ein maximales Element von
T. Wir zeigen, dass umgekehrt ein maximales Element m € T von T stets auch ein grofites Element von
T ist: Sei dazu x € T beliebig. Da T total geordnet ist, gilt entweder x < m oder m < x. Im zweiten Fall
folgt x = m per Maximalitdt von m und damit x < m gemaf der Reflexivitat von <. Also gilt tatsachlich
x < m fiir jedes x € T, und m ist ein grofites Element von T.

Analog oder durch Ubergang zu <! behandelt man kleinste und minimale Elemente. m]

Beispiele 2.4.20

(a) Beziiglich der Totalordnung < auf R ist das gréfite/kleinste Element einer Teilmenge im tiblichen
Sinn zu verstehen, zum Beispiel ist 5 das grofite Element von {x € R | x<0} U {5} LI {2}. Es gibt
Teilmengen ohne grofites Element, aber mit oberer Schranke, etwa {x € R | x<0}, und auch
Teilmengen ohne obere Schranke, zum Beispiel N.

(b) Eine grofites/kleinstes Element beziiglich der Totalordnung > ist ein kleinstes/groftes Element
im herkommlichen Sinn. Um Verwirrung zu vermeiden, wendet man die obigen Begriffe in
diesem Wortlaut daher nur auf < und dhnliche, ,nach oben gerichtete” Relationen an.

(c) Wir betrachten T := {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,2)} C N? beziiglich der Ordnungsrelationen
<komp> Skomp» <lex (siehe Beispiele 2.4.16). Dieses T hat beziiglich <j,mp genau (1,4) und (2, 2)
als maximale Elemente und (2, 4) als kleinste obere Schranke, hat beziiglich <y,mp genau (1, 2),
(1,3), (1,4) und (2, 2) als maximale Elemente und (3, 5) als kleinste obere Schranke und hat
beziiglich der Totalordnung <., das grofite Element (2, 2).

(d) Beziglich der Ordnungsrelation C hat die Teilmenge T := {{1}, {1, 2}, {1, 2,3}, {2,3}, {2,4}} von
P({1,2,3,4,5}) genau {1, 2,3} und {2, 4} als maximale Elemente. Obere Schranken fiir T sind
genau {1, 2,3,4} und {1, 2,3, 4, 5}. Ein grofites Element von T gibt es nicht.

Es folgt ein allgemeines Resultat iiber Ordnungsrelationen, dessen Bedeutung sich nicht unbedingt
auf den ersten Blick erschlie3t, das aber spater wichtige Anwendungen hat:

Lemma 2.4.21 [Zornsches Lemma] Es sei < eine Ordnungsrelation auf einer Menge X. Wenn fiir jede
Kette in X eine obere Schranke in X existiert, dann gibt es ein maximales Element von X.

Das Zornsche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom der Mengenlehre und sein Beweis kann
entweder mit Hilfe sogenannter Ordinalzahlen oder elementar gefithrt werden. Beides geht iiber den
Vorlesungsstoff hinaus, weshalb wir die elementare Argumentation nur im Anhang als angeben (siehe
Abschnitt 7.3).

Als Néchstes kommen wir zu Ordnungseigenschaften der natiirlichen und ganzen Zahlen beziiglich
der Totalordnung < und der zugehorigen strikten Totalordnung <. Hier benutzen wir die iibliche
Ordnungsrelation, dass n < S(n) fiir alle n € Ny ist und dass S™!(n) < n ist fiir alle n € Z. Verwenden
wir ,kleinste Zahl® fiir ,kleinstes Element®, so gilt:
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Lemma 2.4.22 In N ist 1 die kleinste Zahl und in Ny ist 0 die kleinste Zahl. Eine grofite Zahl gibt es
weder in N noch in Ny. In Z gibt es weder eine kleinste noch eine gréfite Zahl.

Diese einleuchtenden Aussagen lassen sich auch auf Grundlage der bisherigen Definitionen verifi-
zieren: Zum Beispiel iibersetzt man die Aussage, dass 1 die kleinste Zahl in N ist, mit den Definitionen
des kleinsten Elements und der Relation < auf Z in die zu ihr dquivalenten Aussagen Vn€N: 1<n und
VneN: n—1 € Nj. Letztere erkennt man dann aufgrund des frither zu Nachfolgern und Vorgéngern
ganzer Zahlen Gesagten als richtig. Dass es keine grofite Zahl in N gibt, liegt natiirlich einfach an
n+1 > n fur alle n € N. Mit denselben Argumenten bestétigt man die anderen obigen Aussagen sowie
fur jedes z € Z, dass

(%) z+1 die kleinste Zahl in {y € Z | z < y} und z—1 die grofte Zahlin {y € Z | y < z}
ist.

Definition 2.4.23 Eine Ordnungsrelation auf einer Menge X heifit eine Wohlordnung auf X, wenn
sie eine totale Ordnung auf ganz X ist und beziiglich ihr jede nicht-leere Teilmenge von X ein kleinstes
Element besitzt.

Proposition 2.4.24 In jeder nicht-leeren Teilmenge von Z, die eine obere Schranke in Z besitzt,
existiert eine grofite Zahl, und in jeder nicht-leeren Teilmenge von Z, die eine untere Schranke in Z
besitzt, existiert eine kleinste Zahl. Insbesondere haben N und N, die Wohlordnungseigenschaft, gemaf3
der in jeder ihrer nicht-leeren Teilmengen eine kleinste Zahl existiert.

BeEwEIs. Wir zeigen erst die Existenz kleinster Zahlen in T fiir @ # T C Z mit unterer Schranke z fiir
T in Z. Dazu argumentieren wir indirekt: Angenommen, es gibt keine kleinste Zahl in T. Dann zeigen
wir durch Induktion, dass jedes z € {zg, zo+1, zg+2, . . .} untere Schranke fiir T ist. Der Induktionsanfang
fur z = z, ist per Voraussetzung gegeben. Fiir den Induktionsschritt sei z € Z untere Schranke fiir T,
alsoT C {y e N | z < y}. Zudem ist aber z ¢ T (denn sonst wire z kleinste Zahl in T) und damit sogar
TCc{yeN|z<y}={yeN]|z+1 < y}, wobei die Gleichheit aus (xx) resultiert. Dies bedeutet,
dass z+1 untere Schranke fiir T und der Induktionsschritt komplett ist. Insgesamt sind dann aber alle
unteren Schranken z, zp+1, zg+2, ... € T, da man sonst eine kleinste Zahl in T bekame. Dies steht im
Widerspruch zu T # 0 und beweist insgesamt die Existenz der kleinsten Zahl in T.

Die Existenz der grofiten Zahl in T fiir @ # T C Z mit oberer Schranke ergibt sich analog oder durch
Anwendung des Vorigen auf {-z | z € Z}.

Die Wohlordnungseigenschaft von N und Nj, folgt, da dort gemafl Lemma 2.4.22 1 beziehungsweise
0 kleinstes Element und damit untere Schranke fiir jede Teilmenge ist. m]

Geméf der vorigen Proposition ist die Standard-Ordnung ,<“ eine Wohlordnung auf N und Ny. Auf
Z ist ,<“ zwar keine Wohlordnung, man kann auf Z und jeder Menge, die in Bijektion zu N steht, aber
ohne Probleme eine Wohlordnung erzeugen. Auf Z sieht eine mogliche Wohlordnung < zum Beispiel so

aus, dass
0914 -14249-2434-3444-44...

gilt. Auf R und anderen ,groflen” Mengen dagegen kann man eine Wohlordnung nicht konstruktiv
erhalten. Thre pure Existenz ist dennoch sichergestellt durch:

Satz 2.4.25 Fiir jede Menge X gibt es eine Wohlordnung auf X.

Den Beweis finden Sie in Abschnitt 7.4.

2.4.b. Aquivalenzrelationen.

Definition 2.4.26 Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X.
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e Die Quotientenmenge X/~ (lies: X modulo ~) von X beziiglich der Aquivalenzrelation ~ ist
die Menge aller Aquivalenzklassen von ~, also

X/~ ={[x]. | x € X} C P(X).

e Die kanonische Projektion oder Quotientenabbildung von X nach X/~ ist die stets surjek-
tive Abbildung

o X = X/~ x+— [x]-..

Ergibt sich die Aquivalenzrelation aus dem Kontext, so schreiben wir auch 7 fiir 7.

Satz 2.4.27 Sei X eine Menge mit x,y € X. Fir eine Aquivalenzrelation ~ auf X gilt
y~x e yelx]. &= [yl.=[x]. &= [yl-N[x].#0
und fiir die komplementére Relation » := ~° dementsprechend

yrx &= yé¢[x]. &= [yl. #[x]. &= [yl-n[x].=0.

BeEwEIs. Wir zeigen nur die obere Zeile von Aquivalenzen, weil sich die untere durch Negation daraus
ergibt. Day ~ x & y € [x]. per Definition der Aquivalenzklasse [x]. gilt, werden wir tatsachlich
nur als Ringschluss die drei Implikationen in

y~x = [ylo=[xl. = [gl-N[x]-20 = y~x
nachweisen:

e Erste Implikation: Es gelte y ~ x. Wir verifizieren [y]. C [x]. und [y]. 2 [x]. separat. Fir
,C“seiz e [y]., also z ~ y. Zusammen mit y ~ x und Transitivitat von ~ folgt z ~ x, also wie
benétigt z € [x]~. Fir ,2“ bemerken wir, dass per Symmetrie von ~ auch x ~ y gilt, und greifen
dann auf ,,C“ mit vertauschten Rollen von x und y zuriick.

o Zweite Implikation: Hierfiir ist nur [x]. # 0 sicherzustellen. Dies ist aber gegeben, weil Reflexi-
vitdt x ~ x und damit x € [x]. garantiert.

e Dritte Implikation: Es sei z € [y]. N [x]~, also z ~ x und z ~ y. Per Symmetrie gilt auch y ~ z.

Mit Transitivitat folgt aus y ~ z und z ~ x dann y ~ x. O

Bemerkungen 2.4.28 Insbesondere ergibt sich aus dem Satz:

e Jede Aquivalenzklasse [x]. kann auch als [y] . mit beliebigem y € [x]. geschrieben werden. Man
hat bei der Darstellung einer Aquivalenzklasse durch ein Element und die eckigen Klammern in
der Regel also eine Wahl, welches Element man nennt. Man sagt daher haufig, dass ein y € [x]-
(wie auch x selbst) ein Reprasentant der Aquivalenzklasse [x]. ist.

e Verschiedene Aquivalenzklassen sind stets disjunkt, also ist die Quotientenmenge X/~ ein
System disjunkter Mengen. Da jedes Element x € X in einer Aquivalenzklasse liegt (namlich in
[x].), bedeutet dies insgesamt

X =[x/~ =] |tlx] 1 x e X

Mit anderen Worten bringt eine Aquivalenzrelation stets eine Partition, also eine disjunkte
Zerlegung der Grundmenge in Aquivalenzklassen mit sich.

Auch umgekehrt erhilt man aus einer Partition X = | [{M | M € S} einer Menge X mittels
eines Systems S disjunkter Mengen, durch die Festlegung

x~sy&=3IMeS: (xeMAyeM)firx,yeX

eine Aquivalenzrelation ~g€ Rel(X).
Dabei ergeben sich als Aquivalenzklassen von ~g gerade die in S enthaltenen Mengen, und
aus einer Partition in Aquivalenzklassen erhilt man die Aquivalenzrelation zuriick, es gelten
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also stets X/~s= S und ~x/.=~. Somit sind die beschriebenen Ubergiange von Aquivalenzre-
lation zu Partition und von Partition zu Aquivalenzrelation zueinander invers, und man kann
Aquivalenzrelationen auf X tatsdchlich 1-zu-1 mit Partitionen von X identifizieren.

Beispiele 2.4.29

(a) Die All-Relation auf X ist eine (triviale) Aquivalenzrelation. Bei dieser ist [x] = X fiir alle x € X,
ganz X ist also die einzige Aquivalenzklasse.

(b) Die Gleichheitsrelation ,,=* ist eine Aquivalenzrelation auf M und kann als stark vereinfachter
Prototyp einer solchen Relation angesehen werden. Bei = haben alle Aquivalenzklassen [x]- =
{x} mit x € M genau ein Element. Die Quotientenabbildung M — M /= ist bijektiv und erlaubt
die kanonische Identifikation von M /= mit M.

(c) Sehr zentrale Beispiele von Aquivalenzrelationen sind die modulo-n-Relationen ~,, auf Z, die
fir jede feste Zahl n € Z durch

Yy~px:=n|(y—x) & Jze€Z:y—x=nzfirx,yeZ

erklart werden (und deren Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat man leicht pruft). Typi-
scherweise betrachtet man nur n € N'\ {1}, da ~_,=~,, gilt, ~¢ die Gleichheitsrelation und ~;
die All-Relation ist. Die Relation ~; ist die Relation ~, des fritheren Beispiels (siehe Beispiele
2.4.3) (wohingegen die Relation ~, von frither keine Aquivalenzrelation und hier irrelevant ist).
Man verwendet bei den modulo-Relationen die allgemeinen Schreibweisen

y=x modnfiry ~, x
(gelesen ,y ist gleich x modulo n“ oder ,y ist kongruent zu x modulo n*) und
Z/nZ fur Z/~, .

Konkret gelten beispielsweise 25 =7 mod 9 und 3 - 6385+4 = —11 mod 3.
Die Aquivalenzklassen modulo 2 sind

[0]z/2z ={...,—6,—4,-2,0,2,4,6,...} = [2]z/2z = [-2]z)22.,
[1]z/2z ={...,=5-3,-1,1,3,5,7,...}  =[3lz2z = [-1lz/2z

(2.45) (0000000000000 00000 )

und geben die in Abbildung 2.4.5 gezeigte Zerlegung Z = [0]7/,z U [1]7/2z von Z in die
Mengen der geraden und ungeraden Zahlen.
Die Aquivalenzklassen modulo 3 sind

[O]Z/3Z = { ..,—9,-6,-3,0,3,6,9,.. } = [3]2/32 = [_3]2/32 >
[1]z/3z ={...,—8,-5,-2,1,4,7,10,...} = [4]z/3z = [-2]z/3z.»
[Z]Z/gz ={...,-7,-4,-1,2,5,8,11,...} = [S]Z/gz = [—I]Z/gz

und geben die in Abbildung 2.4.6 gezeigte Zerlegung Z = [0]z/3z U [1]z/3z U [2]z/3z in drei
Aquivalenzklassen mit je unendlich vielen Elementen, die bei Division durch 3 Rest 0, 1 bzw. 2
ergeben.

(2.4.6) ( Q0000000000000 0O00 )

Analog ist Z in Aquivalenzklassen modulo 4,5,6,7,8,9, ... zerlegt. Ein Beispiel fiir eine
Aquivalenzklasse modulo 9 ist

[7]1z/9z = {...,—38,-29,-20,-11,-2,7, 16, 25, 34,43, 52, 61,70, 79, .. .}.
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(d) Ein Beispiel einer Aquivalenzrelation ~7 auf N erhilt man durch
m ~7 n == mund n besitzen gleich viele Teiler in N fiir m,n € N.

Beispiele von Aquivalenzklassen beziiglich ~r sind

{1} (genau 1 Teiler),

{2,3,5,7,11,13,17,19,...} ( genau 2 Teiler; Primzahlen p € P),
{4,9,25,49,121,169, ...} ( genau 3 Teiler; Zahlen p* mit p € P),

{6, 8,10, 14, 15,21,22,...} ( genau 4 Teiler; Zahlen p3 oder pq mit p # q in P),
{16, 81, 625, 2401, 14641, .. .} ( genau 5 Teiler; Zahlen p* mit p € P),

{12, 18, 20, 28,32, 44,45, ...} ( genau 6 Teiler; Zahlen p5 oder pzq mit p # g in P).

Insgesamt zerlegt die Aquivalenzrelation ~r die natiirlichen Zahlen in die Aquivalenzklasse
{1} mit einem Element und unendlich viele weitere Aquivalenzklassen mit jeweils unendlich
vielen Elementen.
(e) Fir jede Menge X wird durch

foxg: = 3Ty e R\{0}: Vx € X: g(x) = yf(x) fir f,g € Abb(X,R)

eine Aquivalenzrelation oc auf Abb(X,R) definiert. Im Fall X = R enthélt die Aquivalenzklasse
von idg beziiglich o alle linearen Funktionen R — R, x + yx mit Steigungsparameter y € R\{0},
und die Aquivalenzklasse von R — R, x +— x? beziiglich o enthilt alle quadratischen Funktionen
R — R, x — yx? mit (Offnungs-)Parameter y € R\{0}.

(f) Beziiglich der Aquivalenzrelationen ~'?* auf £ (N) mit

M~'B Nie= Mn{1,2,3} =NnN{1,23} fir M, NCN
enthélt die Aquivalenzklasse der Menge der ungeraden Zahlen
[{1,3,57,9,..}] ={MeP(N) |1eM2¢M3ec M}

sowohl endliche Mengen wie {1,3}, {1,3,8}, {1,3,7,19}, {1,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12,13} als
auch unendliche Mengen wie N\{2}, PA{1,2} und {1,3,5,7,9,...} selbst. Insgesamt besteht
P (N)/~12 aus 8 Aquivalenzklassen mit jeweils unendlich vielen Elementen.

(g) Bezuglich der Aquivalenzrelationen ~* auf £ (N) mit

M ~% N :&== MAN hat nur endlich viele Elemente fiir M, N C N

enthilt die Aquivalenzklasse der Menge P C N der Primzahlen nur unendliche Mengen wie zum
Beispiel {19, 23, 29,31, 37,41 ...} (Primzahlen ab 19) und {1,3,5,7, .. ., 101, 103, 107, 109, 113,127, . . .}
(ungerade Zahlen bis 103, Primzahlen ab 107). Hier enthalt £ (N)/~% unendlich viele Aquiva-
lenzklassen mit je unendlich vielen Elementen.

(h) Jede Funktion f: X — Y zwischen Mengen X und Y induziert eine Aquivalenzrelation ~/ auf
X durch

(2.4.7) x ~ y = f(x) = f(y) firalle x,y € X.

(Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat besagen hier f(x) = f(x), f(x) = f(y) = f(y) = f(x)
und (f(x) = f(Y)A(f(y) = f(z)) = f(x) = f(z) furalle x, y, z € X und gelten offensichtlich.)

Spezialfille dieser Bildung haben wir in den Beispielen (d) und (f) gesehen: Die Relation ~7
ergibt sich fiir die Funktion f: N — N, die n € N auf die Anzahl der Teiler von n abbildet. Die
Relation ~!2 ergibt sich fiir f: P(N) — P({1,2,3}),M —» M N {1,2,3}.
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Etwas allgemeiner kann man tibrigens auch fir f: X — Y und fiir eine beliebige Aqui-
valenzrelation = auf dem Ziel Y anstelle der Gleichheitsrelation durch

x = yie= f(x) = f(y) firalle x,y € X

eine Aquivalenzrelation ~f auf X erhalten.

Mit Aquivalenzrelationen bringt man in der Mathematik ganz allgemein und formal korrekt zum
Ausdruck, dass man die in Relation stehenden Elemente miteinander und mit ihrer Aquivalenzklasse
im Hinblick auf gewisse, an der entsprechenden Stelle relevante Eigenschaften identifizieren kann. Ist
speziell fir Elemente x € X nur der Funktionswert f(x) € Y unter einer fixierten Abbildung f: X — VY
relevant, so wird genau dies im néchsten Satz formalisiert:

Satz 2.4.30 Esseien X und Y Mengen, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und f: X — Y eine Abbildung
mit der Eigenschaft
y~x= f(y) = f(x) fur alle x,y € X.

Dann gibt es genau eine Abbildung, genannt die von f induzierte Abbildung f.: X/~ — Y mit
fi([x]) = f(x) fir alle x € X.

BeEwEIls. Wir zeigen, dass f.: X/~ — Y durch f.([x]) := f(x) fiir x € X wohldefiniert wird, dass
also fur x,y € X aus [y] = [x] stets f(y) = f(x) folgt. Da [y] = [x] gemal dem vorigen Satz y ~ x
bedeutet, ist genau dies aber durch die vorausgesetzte Eigenschaft gesichert. Mit der Wohldefiniertheit
ist dann auch die Existenz und Eindeutigkeit von f, klar. ]

Beispiel 2.4.31 Wir betrachten die Abbildung r: Z — {0,1,2}, die ganze Zahlen auf ihren Rest
bei Division durch 3 abbildet, also r(x) = x mod 3 mit r(x) € {0,1,2} (oder mit anderen Worten
x = 3|x/3]+r(x) fir alle x € Z) erfillt. Die zugehorige Relation ~" (im Sinne von aus (2.4.7)) ist die
modulo-3-Relation.

Da (y = x mod 6) = (y = x mod 3) = r(y) = r(x) gilt, greift der Satz sowohl fiir die Modu-
lo-6- als auch die Modulo-3-Relation und gibt eine eindeutige Abbildung r.: Z/6Z — {0,1,2} mit
r«([x]z/6z) = r(x) beziehungsweise r.: Z/3Z — {0, 1, 2} mit r.([x]z/3z) = r(x) fiir alle x € Z. Konkret
sieht man an

r(=2) =1, r(-1) =2, r(0) =0, r(1) =1, r(2) =2, r(3) =0, r(4) =1,
ro([-2]) =1 r([-1]) =2 r([0D) =0, r([1]) =1 r([2])=2 r([3])=0, r([4]) =1

(fir Aquivalenzklassen entweder modulo 6 oder modulo 3), dass der Ubergang von r zu r. naheliegend
und eher eine Formalitat ist. Entscheidend ist aber, dass zum Beispiel mit 4 = —2 mod 6 auch [4] = [-2]
ist und dies r(4) = r(—2) erzwingt: Wiare namlich r(4) # r(-2), so konnte man den Wert von r, auf
[4] = [—2] nicht wie bendtigt festlegen. Dass auf diese Weise tatsachlich keine Probleme entstehen (weil
die Abbildung namlich auf allen Elementen einer Aquivalenzklasse denselben Wert hat), das wird in
diesem Beispiel durch die erwiahnten Implikationen (y = x mod 6) = (y = x mod 3) = r(y) = r(x)
sichergestellt — und genauso im allgemeinen Fall durch die Voraussetzung y ~ x = f(y) = f(x).

Tatsachlich kann die hier betrachtete Abbildung r nach allen modulo-n-Relationen mit durch 3
teilbarem n faktorisieren, aber nicht nach irgendwelchen anderen modulo-Relationen: Die Faktorisierung
modulo 2 scheitert zum Beispiel daran, dass dann tatsachlich [0] = [2], aber r(0) = 0 # r(2) = 2 ist und
kein sinnvoller Wert von r, auf [0] = [2] festgelegt werden kann.

Bemerkungen 2.4.32
e Die Voraussetzung y ~ x = f(y) = f(x) fir alle x,y € X bedeutet, dass f auf Aquiva-
lenzklassen von ~ konstant ist. Mit ~/ aus (2.4.7) kann diese Voraussetzung dquivalent als
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x ~y = x ~f yfiir alle x, y € X geschrieben werden. Insbesondere ist ~/ die Relation mit den
grofiten Aquivalenzklassen, fiir die der Satz anwendbar ist.
e Im Satz ist
— Die Abbildung f. genau dann injektiv, wenn

y~x & fy) = f(x)

fiir alle x, y € X) gilt:
Ist f; injektiv, so erhalten wir f(y) = f(x) = y ~ x fir alle x,y € X aus den Schliissen

f)=fx) = LyD) =f£(x]) = [yl=[x] = y~x

Da die Umkehr-Implikation im Satz vorausgesetzt wird, ist damit y ~ x & f(y) = f(x)
fiir alle x, y € X gezeigt.
Gilty ~ x & f(y) = f(x) fir alle x,y € X, so erhalten wir

f(ly]) = f([xD) = [y] = [x]
fir alle x, y € X durch die Schliisse

flyD = £(x]) = fy) =f(x) = y~x = [y] = [x].

Damit ist f; injektiv.

- Bild(f.) = Bild(f) und insbesondere f. genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist: Die
Gleichheit Bild(f.) = Bild(f) liest man aus f.([x]) = f(x) fur alle x € X ab und erhélt
dann auch die Aussage zur Surjektivitat.

e Essei 7: X — X/~ die Quotientenabbildung. Die Schlussfolgerung des Satzes kann abstrakter
so formuliert werden, dass genau eine Abbildung f.: X/~ — Y mit

fionm=f

existiert. Damit wird die Abbildung f in die Faktoren f, und 7 zerlegt, was die Verwendung des
Begriffs ,Faktorisierung® erklart. Insbesondere kénnen wir durch die Wahl ~ =~f und gemaf
der vorigen Bemerkung jede Abbildung f als Hintereinanderausfithrung der Surjektion 7 und
der Injektion f. schreiben. Schrankt man f zusétzlich auf das Bild ein, betrachtet man also
f: X — f(X), soist f; bijektiv.

Man kann sich die Situation des Satzes anhand des folgenden Diagramms verdeutlichen und
merken. Die Gleichheit f = f; o 7 bringt man dabei auch so zum Ausdruck, dass man von einem
kommutativen Diagramm spricht, also einem Diagramm, in dem der direkte Weg von X nach
Y mit f derselben Abbildung entspricht wie der Weg von X iiber X/~ nach Y mit 7 und f..

f

X——Y

A

X/~
2.5. Rationale Zahlen

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Moglichkeit zur formalen Einfithrung der rationalen

Zahlen, also der Briiche mit ganzzahligem Zahler und Nenner, letzterer ungleich Null. Die Darstellung
solcher Briiche ist bekanntlich nicht eindeutig, zum Beispiel ist % = g = :—g, es konnen also die drei

Zahler-Nenner-Paare (3,2), (6,4), (—18,—12) (und viele weitere) zur Darstellung desselben Bruchs
herangezogen werden. Der Zusammenhang, dass zwei Paare denselben Bruch darstellen, gibt tatséchlich
eine Aquivalenzrelation auf Zahler-Nenner-Paaren, und verschiedene Ziahler-Nenner-Paare konnen
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als verschiedene Reprasentanten desselben Bruchs betrachtet werden. Deshalb liegt es nahe, mit einer
geeigneten Aquivalenzrelation zu arbeiten:

Proposition 2.5.1 Durch die Festlegung
(z,n) ~g (y,m) = &= mz = ny fiir alle (z,n), (y,m) € Z x (Z\{0})
ist eine Aquivalenzrelation auf Z x (Z\{0}) gegeben.

BeEwEls. Wir zeigen die definierenden Eigenschaften (wobei (z, n), (y, m), (x, ) € Z x (Z\{0})):
e Reflexivitit: (z,n) ~q (z, n) bedeutet nz = nz und das gilt fiir alle (z, n) € Z x (Z\{0}).
e Symmetrie: Es gilt sogar (z,n) ~g (y,m) & (y,m) ~g (z,n), denn die ausgeschriebene linke
Seite mz = ny und die ausgeschriebene rechte Seite ny = mz besagen dasselbe.
e Transitivitat: Wir zeigen ((z,n) ~g (y,m) A (y,m) ~q (x,£)) = (z,n) ~q (x,¢): Die Pramisse
bedeutet mz = ny und fy = mx, und daraus folgt mfz = fmz = ny = nfy = nmx = mnx. Wegen
m # 0 erhalten wir £z = nx, also wie erforderlich (z,n) ~g (x, ). O

Definition 2.5.2 Wir definieren die Menge der rationalen Zahlen
Q= (Zx(Z\{0}))/~q

als die Quotientenmenge der Aquivalenzrelation ~q aus der vorausgehenden Proposition und vereinbaren
die Schreibweisen
z
z:n:=z/n:=—-:=[(z,n)] mitz € Z n € Z\{0}
n

fir die Aquivalenzklassen dieser Relation. Wir identifizieren aulerdem jede ganze Zahl z € Z mit der
Aquivalenzklasse £ € Q und fassen in dieser Weise Z als Teilmenge von Q auf.

Dass diese Definition sinnvoll ist, liegt vor allem daran, dass sich aus ihr sofort die grundlegende
Kiirzungs- beziehungsweise Erweiterungsregel
z mz
—=—firzeZmne Z\{0}
n  mn
ergibt, denn diese Regel bedeutet nach Definition der Aquivalenzrelation nichts anderes als die offen-
sichtliche Gleichheit mnz = nmz.

Das Rechnen mit rationalen Zahlen kann nun wie folgt eingefithrt werden:

Definition 2.5.3 Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division rationaler Zahlen werden unter
Verwendung der Addition, Subtraktion und Multiplikation ganzer Zahlen durch

z mzxn
— + i = y’
n m nm

z zZy

n m nm

z [y m

nfm ny

fir y,z € Z, m,n € Z\{0} (bei der Division auch y € Z\{0}) definiert.

Dass diese Festlegungen tatsachlich nur von den Aquivalenzklassen Z, % und nicht den (Eintragen
der) verwendeten Reprisentanten (z, n), (y, m) abhéngen, ist zunédchst tiberhaupt nicht klar. Daher ist
hier — wie es fiir das Arbeiten mit Aquivalenzklassen sehr typisch ist — die Wohldefiniertheit zu
zeigen:
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Satz 2.5.4 Die obige Definition der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division rationaler
Zahlen héangt nicht von der Wahl der Reprasentanten ab.

Bewerls. Fir die Wohldefiniertheit der Addition und Subtraktion zeigen wir, dass sich aus % = z—i
und % = % stets m‘::n"y == fl,:‘rn" . ergibt. Dazu schreiben wir die Pramisse mit der Definition der

Aquivalenzrelation ~g aus zu n’z = nz’ und m’y = my’ und bekommen dann

n'm’'(mztny) = m'mn’z £ n’'nm’y = mnm’z’ £ nmn'y’ = mn(m’'z’ +n'y’),

was wie erforderhch mzjnny = Moy bedeutet Fir die Wohldefiniertheit der Multlplikation zeigen

n’m’
/
wir, dass aus £ = Z und ¥ = <5 stets — y =
n n m
my’, rechnen n'm’zy = n’zm’y = nzZ’my’ = nmz’y’ und bekommen wie gewiinscht % = ;31
Wohldefiniertheit der Division priift man ganz dhnlich. O

Insbesondere gelten nach diesen Definitionen fiir y,z € Z, n € Z\{0} stets
z+y

5

N

| N
=S Rre e

N

Q»—k

=N
—_

S

Die ersten beiden Gleichungen besagen dabei, dass die Addition, Subtraktion und Multiplikation auf
Q und Z konsistent mit der (in der Definition vereinbarten) Auffassung von Z als Teilmenge von
Q zusammenpassen. Die dritte Gleichung besagt, dass die Division von z € Z durch n € Z\{0} in Q
die Aquivalenzklasse Z gibt, oder anders herum, dass die Q ausmachenden Aquivalenzklassen Z die
Quotienten z/n der gerade eingefithrten Division sind. Dies macht die Unterscheidung zwischen
Aquivalenzklassen und Quotienten fortan unnotig und erklart und rechtfertigt, warum wir das
Symbol ,,/ in beiden Zusammenhingen verwendet haben. (Ubrigens besteht auch mit der frither am
Rande und nur fiir den Fall z = nq erwéahnten Division in Z natiirlich Konsistenz, da in diesem Fall
2/8 = 1gilt)

Aus den Definitionen lassen sich auch auf Q die Kommutativitiat und Assoziativitit der Addition
und Multiplikation, die Distributivgesetze und weitere bekannte Rechenregeln ableiten. Davon,
solche Rechenregeln im Detail nachzuweisen, sehen wir hier ab.

« « «

Schlieflich konnen auch die Standard-Ordnungsrelationen ,<% ,>% ,<% ,>“ auf rationale
Zahlen erweitert werden: Wir erkldren dazu zuerst die strikten Totalordnungen < und > auf Q durch

z z

GINOL VNG A — == ny<mzfiryzeZ mneN.

nom m n
Beachten Sie, dass es geniigt, nur Nenner aus N zu betrachten, weil % mit z € Z,n € —N auch als :—z
mit —z € Z, —n € N geschrieben werden kann. Die zugehérigen (nicht-strikten) Totalordnungen < und

> auf Q ergeben sich durch

qzpe==p<qe=(p<qVp=9)
fir p, g € Q. Dass diese Festlegungen wohldefiniert sind und man in der Tat totale (strikte) Ordnungsre-
lationen erhalt, priift man ausgehend von den entsprechenden Eigenschaften auf Z recht problemlos.

Auflerdem besteht auch hier insofern Konsistenz, dass % < 1 &y < zfiralle y, z € Z gilt. Genauer
gehen wir auf den Umgang und das Rechnen mit Ungleichungen im Kontext der reellen Zahlen ein.

Tatsachlich ist diese Konstruktion der rationalen Zahlen Q ein illustratives Beispiel fiir den Umgang
mit Aquivalenzrelationen, und wir werden auch im nichsten Abschnitt noch einmal darauf zuriickkom-
men. Soweit es den praktischen Umgang mit rationalen Zahlen und das Rechnen mit Briichen angeht,
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unterfittert die beschriebene Konstruktion aber vor allem die bekannten und tiblichen Rechenregeln,
wiahrend man auf die Konstruktion selbst im Weiteren nicht mehr zuriickgreifen muss.

2.6. Michtigkeit von Mengen

Die Méachtigkeit oder Kardinalitat einer Menge verallgemeinert die Anzahl der Elemente der Menge,
bleibt aber auch fiir Mengen mit unendliche vielen Elementen sinnvoll und erlaubt einen Vergleich
verschiedener Grade von Unendlichkeit. Um dies prézise fassen zu konnen, erweist es sich als sinnvoll,
zuerst den Vergleich von Méchtigkeiten einzufiihren:

Definition 2.6.1 Es seien M und N Mengen.

e Man nennt M und N gleichmichtig oder von gleicher Kardinalitit, notiert |[M| = [N|, wenn
es eine Bijektion von M nach N gibt.

e Man nennt N mindestens gleichmichtig zu M, notiert |N| > |M|, und M hochstens gleich-
maichtig zu N, notiert |M| < |N|, wenn es eine Injektion von M nach N gibt.

e Man nennt N echt méchtiger als M, notiert |[N| > |M|, und M echt weniger michtig als N,
notiert |M| < |N|, wenn |M| < |N|, aber nicht |M| = |N]| gilt.

Bemerkungen 2.6.2
e Fir endliche Mengen M und N bedeutet N gleichméchtig/mindestens gleichméchtig zu/echt
maéchtiger als M, dass N genau so viele/mindestens so viele/echt mehr Elemente als M hat.
Dies unterstreicht, dass man bei der Notation |M| die Anzahl der Elemente von M im Hinterkopf
haben sollte (auch wenn wir die Machtigkeit |M| noch nicht definiert haben, sondern nur die
Gleichmichtigkeit |[M| = |N|).
e Fiir die Gleichméchtigkeit beliebiger Mengen M, N und L zeigt man leicht

|M| = |M],
M| = IN| = |N| = |M],
(IL] = [M| A [M] = [N|) = |L| = IN|.

Damit ist Gleichméachtigkeit eine Aquivalenzrelation auf der Potenzmenge P (X) jeder fixierten
Menge X. Ohne eine Grundmenge X zu fixieren, konnen wir dagegen nicht formal sauber von
einer Aquivalenzrelation sprechen, da wir die Menge aller Mengen als Grundmenge brauchten
und diese nicht existiert; vergleiche mit Abschnitt 1.4.
e Fiir den Vergleich von Machtigkeiten beliebiger Mengen M, N und L gelten generell die an

(strikte) Ordnungsrelationen erinnernden Regeln

M| < |M],

((IM] < IND) A (IN| < [M])) = [M] = N,

=((IM] < INJ) A (IN]| < [M])),

((ZI < [MD A (IM] < IN])) = L] < N,

((IZL] < [M]) A (IM] < IN])) = |L] < [N].
Wihrend die meisten dieser Regeln naheliegend sind, handelt es sich bei der zweiten Regel
um einen bekannten Satz von Cantor-Schroder-Bernstein, dessen Beweis bei Interesse im
Anhang (siehe Abschnitt 7.6) nachgelesen werden kann und eine etwas trickreiche Konstruktion
einer Bijektion M — N aus einer Injektion M — N und einer Injektion N — M erfordert.

Wir konnen damit fiir jede fixierte Menge X die Mindestens-Gleichméachtigkeit und Hochstens-

Gleichmachtigkeit als Ordnungsrelationen auf £ (X) modulo der Gleichméchtigkeit ansehen
und die echt grofiere und echt geringe Méachtigkeit als strikte Ordnungsrelationen auf £ (X).
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e Eine etwas fortgeschrittenere Argumentation mit dem Wohlordnungssatz zeigt auch die Total-
ordnungseigenschaft, dass stets eine der drei Moglichkeiten |X| < |Y|, |Y| < |X], |X]| = | Y]

eintritt.

Alles in allem gelten damit fiir den Vergleich von Machtigkeiten dieselben Regeln wie fiir den
Vergleich von Zahlen, so dass die eingefithrte Notation mit den Symbolen =, <, >, <, > sich als sehr
sinnvoll und suggestiv erweist.

Aufbauend auf (dem Vergleich von) Méachtigkeiten konnen wir einige weitere Begriffe spezifizieren:

Definition 2.6.3 Mit dem Konzept der Gleichméchtigkeit konnen wir prézisieren, dass eine Menge M

e genau n € Ny Elemente hat, notiert [M| = n, wenn |M| = |{1,2,...,n}| gilt. Im Falln = 0
verstehen wir {1,2,...,n} = 0, so dass |[M| = 0 genau M = () bedeutet.

e endlich ist, notiert |M| < oo, wenn ein n € Ny mit [M| = n existiert,

e unendlich ist, wenn sie nicht endlich ist.

Bemerkung 2.6.4 Geméifl dem Auswahlaxiom (oder einer Folgerung daraus) kann man in jeder
unendlichen Menge M rekursiv x; € M, x, € M\ {x1}, x3 € M\ {x1,x2}, x4 € M\ {x1, %2, x3}, ... wahlen,
daraus eine Injektion N — M, n +— x, erhalten und so |N| < |M| einsehen. In diesem Sinne sind die
natiirlichen Zahlen die kleinste unendliche Menge. Eine alternative, dquivalente Definition (un)
endlicher Mengen geht auf Dedekind zuriick und kommt ohne expliziten Riickgriff auf die (Struktur der)
natiirlichen Zahlen aus. Dabei erkldart man eine Menge M als unendlich, wenn eine echte Teilmenge
T & M mit |T| = |M]| existiert, und andernfalls als endlich. Inspiriert wird diese Definition durch die
schon in Abschnitt 2.2 erwahnte Eigenschaft, dass die Nachfolge-Abbildung eine Bijektion von N auf
N\{1} ist und damit [N\{1}| = |N]| fur die echte Teilmenge N\{1} & N gilt.

Vor allem bietet das Konzept der Gleichméchtigkeit aber eine Moglichkeit, auch unendliche Menge
nach Groflenvergleich mit N zu unterscheiden:

Definition 2.6.5 Eine Menge M heif3t

e hochstens abziahlbar, wenn [M| < |N| gilt,
e abzihlbar (unendlich), wenn |M| = |N] gilt,
e iiberabzihlbar, wenn |M| > |N| gilt.

Bemerkungen 2.6.6
e Abzihlbarkeit einer Menge M bedeutet, dass man die Elemente von M mit natiirlichen
Zahlen nummerieren und in der Form M = {xy,xs,...,x,-1,X,} (endliche Liste im Fall
M| < |IN| mit n = |M| € Ny) oder M = {x1, x3, X3, ...} (unendliche Liste im Fall |M| = |N|)
nacheinander aufzihlen kann.
e Neben N und Nj selbst ist die Menge Z der ganzen Zahlen abzdhlbar unendlich.
Zum Beispiel ist die Abbildung

LS falls n gerade ist,
f:Ny - Z, f(n):{_@ &

5 falls n ungerade ist,

eine Bijektion.
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e Das erste Cantorsche Diagonalverfahren zeigt, dass die kartesischen Produkte N2 72 und
die Menge Q der rationalen Zahlen abzahlbar unendlich sind. Dazu konstruiert man erst eine
Bijektion N — NZ, hinter der die Grundidee steht, die Paare in N? gemafd des in Abbildung 2.6.1
gezeigten Diagonalschemas zu nummerieren:

(2.6.1)

(L1) —(2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)

Ist damit |N?| = |N| gezeigt, so kann dies mit |Z| = |N| und folglich |Z?| = |N?| zu |Z?| = |N]|
zusammengesetzt werden. Weiter folgt nun |Q| = |N|, denn zu einem gilt mit N C Q natirlich
IN| < |QJ, zum anderen ergibt sich mit der Konstruktion Q = (Z X (Z\{0}))/~gq des Abschnitts

2.5 und dem Vorausgehenden, dass |Q| < |Z?| = |N| gilt.

e Beim zweiten Cantorschen Diagonalverfahren handelt es sich um ein Widerspruchsar-
gument zum Nachweis, dass die Menge R der reellen Zahlen und ihre Teilmenge I := {x €
R | 0 < x < 1} tatsdchlich iiberabzahlbar sind. Man verwendet dazu (worauf wir spater
noch genauer eingehen), dass jedes x € I eine Darstellung 0, z1z2z3 . .. mit unendlich vielen
Nachkomma-Ziffern zq, z3,z3,... € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} hat. Angenommen, man konnte in

dieser Darstellung nun alle x € I in einer Reihenfolge
x1 = 0,211212213214 - - -
Xy = 0, 221222223224 . . .
x3 =0, 231232233234 . . .

X4 = 0,241242243Z44 . . .

auflisten. Dann konnte man fiir jeden Index i € N eine von der fett gedruckten Ziffer z;; auf
der Diagonale verschiedene Ziffer z; € {1,2,3,4,5,6,7,8} \ {z;} wahlen und erhielte x* :=
0,2]2;25z; ... € I. Die Zahl x* unterscheidet sich wegen z; # z;; an der i-ten Nachkommastelle
von der i-ten Zahl auf der Liste, unterscheidet sich also’ von jeder Zahl auf der Liste und kommt

7An dieser Stelle ist etwas Vorsicht geboten, da bei der unendlichen Darstellung von Zahlen mit eigentlich nur end-
lich vielen Nachkomma-Stellen die Doppeldeutigkeit 0, z1z5 . . . 2k-12k0000 ... = 0,2122 . .. 2k 1 (2x—1)9999 . . . besteht. Um
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auf der Liste nicht vor. Widerspruch! Also kénnen die x € I und erst recht alle x € R nicht
nummeriert werden, I und R sind in der Tat uberabzahlbar.

e Tatséchlich sind R und I gleichméchtig zur Potenzmenge P (N) (siehe [4]).

e Einige weiterfithrende Bemerkungen zu Machtigkeiten von Mengen finden sich im Anhang im
Abschnitt 7.5.

trotzdem sicher sein zu koénnen, dass x* nicht auf der Liste vorkommt, wurden bei der Wahl der z; die Ziffern 0 und 9
ausgeschlossen.



KAPITEL 3

Algebraische Grundstrukturen

In diesem Kapitel werden wir das Konzept eines Zahlbereichs samt seiner Rechenarten darauf sehr
weitgehend verallgemeinern. Dies ist niitzlich, um gemeinsame Eigenschaften der Zahlbereiche und der
Rechenarten sowie weiterer, dhnlich gearteter Operationen einordnen, beschreiben und abstrahieren zu
koénnen.

3.1. Verkniipfungen, Halbgruppen und Gruppen

Wir beginnen mit der Einfithrung von Verkniipfungen, die Rechenarten verallgemeinern:

Definition 3.1.1
e Unter einer Verkniipfung auf einer Menge G verstehen wir eine Abbildung *: G X G — G.
Wir schreiben g  h statt =(g, h) fir das Bild von (g, h) € G X G unter der Verkniipfung .
e Wir nennen eine Verkniipfung * auf einer Menge G assoziativ, wenn fiir alle g, h, k € G gilt:

(gh)xk=gx*(hxk)
e Wir nennen eine Verkniipfung * auf einer Menge G kommutativ, wenn fiir alle g, h € G gilt:

gxh=hxg.

Beispiele 3.1.2
(a) Verkniipfungen auf endlichen Mengen konnen durch Verkniipfungstafeln genannte Tabellen
angegeben werden, indem man man g * h in das Feld in der zu g gehorigen Zeile und zu
h gehorigen Spalte eintragt. Zum Beispiel sind eine Verkniipfung 7 auf {2,3,5,7} und eine
Verkniipfung > auf einer beliebigen 3-elementigen Menge {e, @, f} wie folgt gegeben:

T|123(5|7

“le|lal|p
2151273 clelalp
3121315(7 ol a
517|572 ANAVAY;
713171215

Dabei ist 7 nicht assoziativ, weil zum Beispiel
(272)15=7 # 21(275) =3,

aber kommutativ. Das erkennt man bei gleicher Reihenfolge in Eingangsspalte und Kopfzeile an
Spiegelsymmetrie beziiglich der Diagonalen.

Dagegen ist > assoziativ, denn die Verkniipfung mehrerer Elemente gibt unabhéngig von
der Klammerung das am weitesten links stehende Element # e, falls ein solches existiert, und e
sonst. Aber sie ist nicht kommutativ, weil zum Beispiel gilt

axff = a # fxa = p.
Die Darstellung einer Verkniipfung durch solche Tafeln wird aber schon bei relativ wenigen
Elementen uniibersichtlich.

66



3.1. VERKNUPFUNGEN, HALBGRUPPEN UND GRUPPEN 67

(b) Die Addition + und die Multiplikation - sind assoziative und kommutative Verkniipfungen auf
jedem der Zahlbereiche N, Ny, Z, Q, R.

(c) Die Subtraktion — ist keine Verkniipfung auf N oder Ny (zum Beispiel ist 1-2 ¢ Nj). Sie ist eine
Verkniipfung auf Z, Q und R, ist dort aber weder assoziativ (zum Beispiel (0—0)—1 # 0—(0—-1))
noch kommutativ (0—1 # 1-0).

(d) Die Division : (die wir normalerweise mit dem Schrigstrich oder Bruchstrich notieren) ist keine
Verkniipfung auf irgendeinem Zahlbereich, der 0 enthilt, (Division durch 0 undefiniert) und
auch nicht auf N oder Z\{0} (% ¢ 7). Sie ist eine Verkniipfung auf Q\{0} und R\{0}, ist dort

1
2

(e) DasPotenzieren (m, n) — m" ist eine Verkniipfung auf N und, sobald man irgendeine Konvention
fiir 0° € N, festlegt, auch auf Ny, ist aber weder assoziativ (2(12) # (21)2) noch kommutativ
(! # 1%).

(f) Fir jede Menge X ist die Komposition o von Selbstabbildungen eine Verkniipfung auf Abb(X).
Diese Verkniipfung ist assoziativ, aber fiir |X| > 2 nicht kommutativ (siehe Satz und Bemer-
kung in Abschnitt 2.1). Die Komposition ist auch eine assoziative Verkniipfung auf gewissen
Teilmengen von Abb(X), zum Beispiel auf der Menge der Injektionen X — X, der Menge der
Surjektionen X — X und der Menge der Bijektionen X — X.

(g) Fir jede Menge X sind die Mengen-Operationen Vereinigung (U), Durchschnitt (N), Differenz
(\) und symmetrische Differenz (A) Verkniipfungen auf der Potenzmenge % (X). Dabei sind U, N
und A kommutativ und assoziativ (vergleiche mit Abschnitt 1.4), wihrend \ fur |X| > 1 weder
assoziativ (({x} \ 0) \ {x} # {x}\ (0 \ {x})) noch kommutativ ({x} \ 0 # 0 \ {x}) ist.

(h) Etwas ungewdhnliche Beispiele fiir Verkniipfungen sind der grofite gemeinsame Teiler und
das kleinste gemeinsame Vielfache zweier natiirlicher Zahlen. Man kann mittels der Prim-
faktorzerlegung zeigen, dass es sich um assoziative und kommutative Verkniipfungen auf N
handelt.

aber weder assoziativ (- # 712) noch kommutativ (% # %).

Oftmals niitzlich im Zusammenhang mit verschiedenen Verkniipfungen ist:

Notation 3.1.3 Sei * eine Verkniipfung auf einer Menge G. Fiir g € G und A, B C G verwenden wir
haufig die auf Mengen erweiterten Notationen

gxA:={g=*alacA}
Axg:={axg|aeA}
AxB:={axb| (a,b) € AXB}
fir die Bilder der kartesischen Produkte {g} X A, A X {g} und A X B unter .

Bemerkungen 3.1.4

e Tatsichlich wird mit der Definition von A * B eine Verkniipfung auf $(G) erklart, die genau
dann assoziativ beziehungsweise kommutativ ist, wenn die Verkniipfung * auf G dies ist.

o Speziell ist die sich aus der Addition + auf einem Zahlbereich B € {N, N, Z, Q, R} ergebende
Verknipfung + auf £ (B) mit A+B = {a+b| (a,b) € A X B} als Minkowski-Addition von
Mengen bekannt. Konkret ergibt sich beispielsweise aus A = {0,4,7} und B = {1, -5} durch
Multiplikation und Subtraktion 3A-B = {-1,5, 11, 17, 20, 26 }.

e Die eingefiihrte Notation ist sehr niitzlich und erlaubt es beispielsweise, die Mengen der geraden
beziehungsweise ungeraden Zahlen in N und Z pragnant als 2N und 2Z beziehungsweise 2N—1
und 2Z+1 = 2Z—1 zu schreiben.

e Dass bei Verwendung solcher Notationen etwas Vorsicht geboten ist, erkennt man aber daran,
dass schon fiir A € N meistens A+A # 2A und A-A # {0} gelten: Beispielsweise fiir A = {1, 2}
ergibt sich A+A = {2, 3,4}, aber 2A = {2,4}. Weiterhin gilt N-N = Z.



68 3. ALGEBRAISCHE GRUNDSTRUKTUREN

Notation 3.1.5 Es sei * eine Verkniipfung auf einer Menge G.

e Fiir jedes n € N definieren wir die komponentenweise Anwendung der Verkniipfung * auf
Tupeln durch

Xxy = (X1 %Y, X2 % Yo, ..., Xp % Yp) € G" fur x,y € G".

e Fiir jede Menge X definieren wir die punktweise Anwendung der Verkniipfung * auf Abbil-
dungen f;, f,: X — G durch

(fi* fo)(x) = fi(x) = fo(x) e Gfurallex € X
und legen damit eine Abbildung f; * f,: X — G fest.

Bemerkungen 3.1.6
e Mit dieser Definition von x *y und von f; * f, erhalten wir eine Verkniipfung auf dem kartesischen
Produkt G" und eine Verkniipfung auf der Menge Abb(X, G) der Abbildungen X — G. Beide
diese Verkniipfungen sind (wenn X # 0) genau dann assoziativ beziehungsweise kommutativ,
wenn * auf G dies ist.
e Insbesondere sind hiermit die komponentenweise Summe/Differenz x+y, das komponentenwei-
se Produkt x-y, der komponentenweise Quotient % von Tupeln x,y € B" und die punktweise

Summe/Differenz fi+f,, das punktweise Produkt fi-f;, der punktweise Quotient % von Abbil-

dungen fi, f,: X — B erklart, jedenfalls soweit die Rechenoperationen Verkniipfungen auf den
Zahlbereichen B € {N, N, Z, Q,R, Z\{0}, Q\{0}, R\{0}} sind.

Definition 3.1.7 Es sei * eine Verkniipfung auf einer Menge G.

e Wir nennen e € G ein neutrales Element beziiglich %, wenn e x g = g = g * e fur alle g € G gilt.

e Falls ein neutrales Element e € G fiir * existiert, so nennen wir h € G ein zu g € G beziglich *
inverses Element oder Inverses zu g € G, wenn h * g = e = g * h gilt. Existiert ein Inverses zu
g € G, so heif3t g (in G) invertierbar.

Bemerkungen 3.1.8 Es sei * eine Verkniipfung auf einer Menge G.

e Existiert ein neutrales Element e € G fir *, so ist dieses stets eindeutig. Ist ndmlich e’ € G
ein weiteres neutrales Element fir *, so folgt aus der Definition e’ = ¢’ * e = e. Daher ist es
beim Umgang mit inversen Elementen nicht notig, das neutrale Element explizit zu benennen,
solange es existiert.

e Existiert ein inverses Element h € G zu g € G und ist * zumindest assoziativ, so ist das inverse
Element h zu g eindeutig. Ist namlich b’ € G ein weiteres inverses Element zu g, so folgt nach
Definition

W =hxe=h=*(g+h)=(h«g)+h=exh=h.
Dasselbe Argument haben wir fiir die Komposition von Abbildungen schon in Abschnitt 2.1
benutzt.

e Bei assoziativer Verkniipfung * wird die Notation g~ € G fiir das inverse Element zu g € G
sinnvoll. Wir halten fest, dass g~! nach Definition g”! x g = e = g * g~! erfiillt und folgende
allgemeine Regeln fiir Inverse gelten:

1

el=e fir das neutrale Element e € G,
(g_l)_1 =g fiir invertierbares g € G,
(gxh) " =hlxg! fiir invertierbare g, h € G.

Fiir die letzte Regel rechnet man dabei mit den Definitionen und Assoziativitit nach, dass
hlsglegsh=hlxexh=hlxh=e=gxgl=gxexg!=g=+hxh!xg!gil Diese
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Regel ist auch als Socken-Schuhe-Regel bekannt: Wenn Sie sich anziehen, ziehen Sie erst die
Socken an, dann die Schuhe. Beim Ausziehen ist das (hoffentlich) andersherum!

e Manchmal werden auch linksneutrale Elemente ¢ € G mit ¢ * g = g fiir alle g € G und rechtsneutrale Elemente r € G mit
g = g=r fiir alle g € G betrachtet. Solche Elemente sind im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Sobald aber ein linksneutrales
Element ¢ und ein rechtsneutrales Element r existieren, sind beide eindeutig, stimmen iiberein und sind damit auch das
eindeutige neutrale Element. Das ergibt sich aus £ = £ xr = r.

e Ebenso werden (Existenz des neutralen Elements e vorausgesetzt) manchmal Linksinverse h € Gzug € Gmith*g = e
und Rechtsinverse h € G zu g € G mit g * h = e betrachtet. Linksinverse und Rechtsinverse zu g sind im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt. Sobald aber ein Linksinverses h’ und ein Rechtsinverses h zu einem g existieren und = assoziativ ist, sind
beide eindeutig, stimmen tiberein und sind damit auch das eindeutige Inverse zu g. Das zeigt die Rechnung aus Bemerkung
(3.1.8).

Definition 3.1.9

e Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, %) aus einer Menge G und einer assoziativen Verkniipfung
* auf G. Gibt es fur * ein neutrales Element, so spricht man von einem Monoid (oder einer
Halbgruppe mit neutralem Element).

e Eine Gruppe (G, ) ist ein Monoid, in dem es zu jedem Element g € G ein inverses Element
g ! e G gibt.

e Eine Halbgruppe oder Gruppe (G, *) heifit kommutativ oder abelsch, wenn * eine kommutative
Verkniipfung ist.

Bemerkung 3.1.10 Spiter verzichtet man sehr hdufig auf die explizite Angabe der Verkniipfung *,
die sich oft aus dem Kontext ergibt, und spricht nur davon, dass die zugrundeliegende Menge G eine
(Halb-)Gruppe ist. Ist speziell die Verkniipfung eine Addition oder Multiplikation (gewisser Objekte), so
spricht man von einer additiven (Halb-)Gruppe G oder multiplikativen (Halb-)Gruppe G.

Beispiele 3.1.11
(a) Mit den Verkniipfungstafeln (die erste gegeniiber der fiir 7 im fritheren Beispiel ((a)) nur bei der
Verkniipfung von 5 mit sich modifiziert, die zweite unveréndert)

@l 2]3]5]7

“lela|p
2151273 5
32357 und ZZZ(I
5017532 AVAVAN;
7137125

wird ({2,3,5,7}, ®) zu einer abelschen Gruppe mit neutralem Element 3 und den Inversen
271=7, 771=2, 571=5 sowie ({e, a, B}, =) zu einem nicht-kommutativen Monoid (mit neutralem
Element e) und nicht-invertierbaren Elementen «, .

Die Eigenschaft des neutralen Elements erkennt man in der Verkniipfungstafel daran, dass
die zugehorige Spalte und Zeile Kopien der Eingangsspalte und Kopfzeile sind. Fiir die Verkniip-
fungstafel einer Gruppe ist neben der Existenz des neutralen Elements erforderlich (aber noch
nicht ausreichend?), dass jedes Element in jeder Zeile und jeder Spalte genau einmal auftritt.

(b) Fur die iiblichen Zahlbereiche B mit der Addition + und der Multiplikation - sind (B, +) und
(B, ), wie in folgender Tabelle angegeben, kommutative Halbgruppen (kHG), kommutative

IIn der Tat definiert nebenstehende Verkniipfungstafel eine
kommutative Verkniipfung * auf {e, @, §, y, J, €} mit neutra-
lem Element e, wobei jedes Element in jeder Zeile und Spalte
genau einmal auftritt, wegen (5xy)xf = § # dx(yxf) =
aber dennoch keine Assoziativitit und keine Gruppe vorliegt:

»*
Q

RIR[™| | O™

DR[| ™[ D= |[=

MR DR
N RS S e IS Y
<|m | |[RI|K
RO [R[=|™ |||
SRS KR[=[™||™
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Monoide (kM) oder sogar kommutative Gruppen (kG), wobei jeweils die starkste Eigenschaft
angegeben wird:

N | Ny |Z|Q|R|Z\{0} | Q\{0} [ R\{0}
+|KHG [kM| kG -
kM [ kG

Das neutrale Element der Addition ist immer 0, das neutrale Element der Multipli-
kation ist immer 1. Das additive Inverse zu x € B ist —x, das multiplikative Inverse zu
x € B\{0} ist %

All dies ergibt sich sofort aus den iiblichen Rechenregeln in den Zahlbereichen.

(c) Produkt-(Halb-)Gruppen: Fiir jedes n € N und jede (Halb-)Gruppe (G, ) ist auch (G", *) mit
der komponentenweisen Verkniipfung * eine (Halb-)Gruppe, auf die sich auch Kommutativitét
und/oder Existenz des neutralen Elements iibertragt.

Allgemeiner ergibt sich auch als Produkt von n € N (Halb-)Gruppen (Gy, *), (Ga, %), ..., (Gp, *)
eine (Halb-)Gruppe (G; X G2 X ... X Gy, *), deren Verkniipfung durch

(91: 92> 9n) * (91 Gos - - -, 91) = (91%91, G2%Gh . . ., Gn*G),)

fir (91,92, .-, 9n), (93, 95, - - -, ;) € G1 X G X ... X G, komponentenweise erklart ist.

(d) Abbildungs-(Halb-)Gruppen: Fir jede Menge X und jede (Halb-)Gruppe (G, ) ist auch
(Abb(X, G), *) mit der punktweisen Verkniipfung s eine (Halb-)Gruppe, auf die sich auch Kom-
mutativitat und/oder Existenz des neutralen Elements tibertrigt. Speziell sind (Abb(X, B), +)
und (Abb(X,B), -) insoweit (Halb-)Gruppen wie (B, +) und (B, -).

(Halb-)Gruppen von Selbstabbildungen: Fiir jede Menge X ist (Abb(X), o), die Menge der
Selbstabbildungen von X mit der Komposition o, ein (fiir |X| > 2 nicht kommutatives) Monoid.
Das neutrale Element ist idy. Die Menge der Bijektionen X — X ist mit o sogar eine (fiir |X| > 3

nicht kommutative) Gruppe, in der das Inverse einer Bijektion deren Umkehrabbildung ist.

Die Menge der Injektionen X — X und die Menge der Surjektionen X — X stimmen iibrigens fiir endliches X mit
der Menge der Bijektionen X — X iiberein, werden fir unendliches X aber durch o zu nicht-kommutativen Halbgruppen
mit neutralem Element, in denen fiir jedes Element ein Linksinverses beziehungsweise Rechtsinverses existiert, dieses fiir
nicht-invertierbare Elemente aber nicht eindeutig ist.

(e) (Halb-)Gruppen von Mengen: Firr jede Menge X sind (£ (X), U) und (£ (X), N) kommutative
Halbgruppen mit neutralem Element () beziehungsweise X. Weiterhin ist (P (X),A) sogar
eine kommutative Gruppe mit neutralem Element () und der (bei dieser Betrachtungsweise
ungewohnten Eigenschaft), dass mit MAM = 0 fiir alle M C X jedes Element zu sich selbst
invers ist.

(f) Mit dem grofiten gemeinsamen Teiler zweier natiirlicher Zahlen wird N zu einer kommutativen
Halbgruppe, mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier natiirlicher Zahlen sogar zu
einer kommutativen Halbgruppe mit neutralem Element 1.

Definition 3.1.12 Wir bezeichnen die Menge der Modulo-n-Aquivalenzklassen kiinftig auch als den
Modulo-n-Restklassenring

ZINZ =7~ .

Nach Definition von Modulo-Relationen und Aquivalenzklassen gilt
[x]z/mz ={y€Z|y~nx}={y€Z|y-x=nzfireinz € Z} = {x+nz | z € Z} = x+nZ.

Daher werden wir zukiinftig auch die Schreibweise [x]z/,z = x + nZ benutzen.
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Satz 3.1.13 Essein € N\ {1}.
(a) Die Addition und die Multiplikation geben durch

[x]z/nz + [Ylz/nz = [x+ylz/nz und [x]z/nz - [Ylz/nz = [xylz/mz fir x,y € Z

wohldefinierte Verkniipfungen auf Z/nZ. Im Fall der Addition kann [x]z/nz+[y]z/nz dquivalent
als Minkowski-Addition von Teilmengen von Z interpretiert werden.

(b) Mit diesen Verkniipfungen ist (Z/nZ, +) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element [0]z/,z
und Inversem [~x]z/,z zu [x]z/nz sowie (Z/nZ,-) ein kommutatives Monoid mit neutralem
Element [1]z,,z. Kirzen wir Z/pZ* = Z/pZ\{[0]z/pz} ab, so ist dariiber hinaus (Z/pZ>, -)
genau fiir die Primzahlen p € N eine abelsche Gruppe.

BeweEis. Wir beweisen zunichst den Teil (a) des Satzes. Fur die Wohldefiniertheit der Addition ist
[x'] = [x] A Y] = [y] = [x'+y'] = [x+y] fur die Aquivalenzklassen beziiglich der Modulo-n-Relation
zu zeigen. Sind x”—x und y’—y durch n teilbar, so sind, stets auch (x'+y") — (x+y) = (x'—x)+(y'—y) durch n
teilbar. Bei Interpretation als Minkowski-Addition ergibt sich die identische Vorschrift [x]z/,z+[y]z/nz =
(x+nZ) + (y+nZ) = x+y+nZ+nZ = x+y+nZ = [x+ylz/nz.

Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist analog [x'] = [x] A [¢] = [y] = [x"y'] = [xy] zu
zeigen. Dies ist aber ebenfalls gegeben, weil Teilbarkeit von x’—x und y’—y durch n die Teilbarkeit von
X'y — xy = (x’-x)y" + x(y'—y) durch n nach sich zieht. ]

Den Beweis von Teil (b) des Satzes gehen wir erst nach einigen Beispielen hierzu an:

Beispiele 3.1.14
(a) Fur Restklassen in Z/2Z und Z/7Z gelten
[3] + [-5] = [-2] in Z/2Z,
[1] + [1] = [0] in Z/2Z,
[3]-[5] =[1] inZ/7Z.

Dies bedeutet letztlich dasselbe wie
3—5=-2 mod 2, 1+41=0 mod 2, 3.5=1 mod 7,

was wir auch in Abschnitt 2.4.b schon hinschreiben konnten. Jetzt verstehen wir aber genauer,
wie weit diese Art des Rechnens tragt.

(b) Da Z/nZ aus den n Restklassen [0] = nZ, [1] = 1+nZ, [2] = 2+nZ, ..., [n-2] = (n—2)+nZ,
[n—1] = (n—1)+nZ besteht (was man formal durch Division mit Rest einsieht), lassen sich die
Addition und die Multiplikation auf Z/nZ fiir festes n € N durch Verkniipfungstafeln vollstandig
angegeben. Wir zeigen hier die Verkniipfungstafeln

101 | [1] o] | 1]

o fiir Z/2Z: [o] [ 7o [ [1] [0] || [0] | [0]
]| 11 o] DEIUNED

| 101|111 12] (0] | [1] | [2]

R 0] [ o1 [ 1] [2] [0 [ o] [0] | [0]
fir Z/32: 0] i 121 o] 0] o] [ 1] 2]
21| 21 To] | 1] 2] o] [ T2] | 1]
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+ | (o] | [1] | [2] ] [3] ol el | 2] | (3]
[o] || [o] | [1] | [2] ] [3] [o] || [o] | [o] | o] | [0]
o fir Z/4Z: [1] || [1] | [2] | [3] ] [0] (1] || [0] | [1] | [2] | [3]
[2] || [2] | [3] | [o] | [1] [2] || [0] | [2] | [o] | [2]
(31 || (31 | [o] | [1]] [2] (31| [o] | [3] | [2] | [1]

Man erkennt insbesondere, dass die Multiplikation zwar auf Z/2Z* und Z/3Z* eine Ver-
kniipfung ist, aber wegen [2]-[2] = [0] nicht auf Z/47Z \ {[0]}.

BEwEIs vON TEIL (2) DEs SATZES. Da die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen schon gesichert ist,
ergeben sich die fiir alle n € N giiltigen (Halb-)Gruppeneigenschaften von (Z/nZ, +) und (Z/nZ, -) sofort
aus denen von (Z,+) und (Z, -).

Ist p € N keine Primzahl, so ist zundchst Z/1Z \ {[0]} = 0 im Fall p = 1 wegen Nicht-Existenz
des neutralen Elements keine Gruppe. In den anderen Nicht-Primzahl-Fallen kénnen wir n = xy mit
x,y € {2,3,...,n—1} schreiben. Da fiir [x], [y] € Z/nZ\ {[0]} dann [x]-[y] = [n] = [0] ¢ Z/nZ\ {[0]}
eintritt, ist - nur auf Z/nZ, aber nicht auf Z/nZ \ {[0] } wohldefinierte Verkniipfung, und (Z/nZ\ {[0]}, -)
ist keine Gruppe.

Es bleibt also die Gruppeneigenschaft von (Z/pZ*, -) im Fall einer Primzahl p € P zu verifizieren. Dazu
zeigen wir fiir jede Restklasse [y] € Z/pZ* mit y € Z zuerst die Existenz eines multiplikativ Inversen in
Z/pZ. Wir schreiben dazu [y] = [x] mit Hilfe eines Reprasentanten x € {1,2,...,p—1}, der sich als Rest
bei der Division von y durch p ergibt (wobei der Rest 0 ausgeschlossen ist, weil andernfalls [y] = [0]
wire). Wir zeigen nun indirekt, dass [0], [x], [2x], ..., [(p—1)x], also mit anderen Worten die Restklassen
[nx] mitn € {0,1,2,...,p—1}, in Z/pZ alle verschieden sind. Andernfalls miisste namlich [kx] = [£x]
fur k, ¢ € {0,1,2,...,p—2,p—1} mit k < ¢ gelten, und fiir m := ¢-k € {1,2,3,...,p—2,p—1} bekdmen
wir [mx] = [0], mit anderen Worten also p|(mx). Mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (deren
Beweis bisher noch nicht vorgestellt wurde, aber vielleicht spater noch nachgetragen wird) ergibt sich,
dass die Primzahl p ein Primfaktor von m oder einer von x sein miisste, also p|m oder p|x gilte. Beides
ist aber ausgeschlossen, weil m und x in {0, 1, 2, ..., p—1} sind. Damit sind [nx] mitn € {0,1,2,...,p—1}
in der Tat p verschiedene Elemente von Z/pZ. Da Z/pZ genau die p Elemente [0], [1], [2], ..., [p—1]
enthalt, muss somit [nx] = [1] fireinn € {1,2,..., p—1} gelten (wobei n = 0 wegen [0x] = [0] # [1]
ausgeschlossen ist). Nach Definition der Multiplikation gilt somit auch [n] - [x] = [1] = [x] - [n] fir
[n] € Z/pZ*, also ist [n] das gesuchte Inverse zu [y] = [x]. An dieser Stelle kénnen wir nun mit
einem kurzen allgemeinen Argument folgern, dass fiir beliebige [y], [z] € Z/pZ* auch [y]-[z] # [0] ist,
weshalb die Multiplikation tiberhaupt eine Verkntpfung auf Z/pZ* ist: Ware [y]-[z] = [0], so ergébe
sich mit dem Inversen [n] zu [y] der Widerspruch [z] = [n]-[y]-[z] = [n]-[0] = [0]. Mit der gerade
begriindeten Verkniipfungseigenschaft und der Existenz der Inversen ist dann klar, dass (Z/pZ*, - ) eine
abelsche Gruppe ist (denn die restlichen benétigten Eigenschaften vererben sich von (Z/pZ, -)). ]

Anhand dieser Beispiele diskutieren wir kurz einige allgemeine Begriffe bei Gruppen:

Definition 3.1.15 Es sei (G, *) ein Monoid mit neutralem Element e und g € G.

e Wir erkliren Potenzen g" von g mit Exponent n € N rekursiv durch ¢° := e und ¢g"*! :

fir n € N,.
e Gilt g* = g, so heifit g idempotent.

=gx*g"

Man beachte, dass diese Definition prinzipiell auch auf additive Gruppen wie (Z, +), (Q, +), (R, +)
und (Z/nZ, +) angewandt werden kann. Dort entsprechen die Potenzen allerdings Vielfachen, die man
in der tiblichen Schreibweise als nx beziehungsweise [nx] notiert.
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Bemerkungen 3.1.16

e Ist g idempotent, so folgt mit vollstdndiger Induktion g" = g fiir alle n € N.

e Ein neutrales Element ist immer idempotent und weitere Idempotente, falls existent, sind nicht
invertierbar (denn fiir jedes invertierbare Idempotente g € Ggiltg=g ' xg° =gl xg=e).In
einer Gruppe ist daher das neutrale Element immer das einzige idempotente Element.

e In den Monoiden (Z, ), (Q,-), (R, -) ist neben dem neutralen Element 1 einzig 0 idempotent.

e In (Z/nZ,-) sind [1] und [0] immer idempotent, fir n = 6 ist [3] mit [3]-[3] = [9] = [3] in
(Z/6Z, -) ein weiteres Beispiel eines Idempotenten. Finden Sie weitere nicht-triviale Idempotente
fiir andere Werte von n?

Wir fithren eine grundlegende Klasse von Gruppen mit besonders gutartiger und einfacher Struktur ein:

Definition 3.1.17 Eine Gruppe (G, *) mit neutralem Element e heifit zyklisch der Ordnung n € N,
wenn G = {e,g,...,g" !} fiireing € Gmit g" = e # gk fur alle k € {1,2,...,n—-1} gilt. Ein solches
Element g heif3t ein Erzeuger der Gruppe (G, ).

Bemerkungen 3.1.18

e Fiir einen Erzeuger g in einer zyklischen Gruppe (G, *) der Ordnung n sind e, ¢, g%, ¢°, ..., g"
alle verschieden (weil aus g¢ = ¢* fiir 0 < k < £ < n schon g*~* = e folgt). Insbesondere ist daher
|G| = n.

e Es kann in einer zyklischen Gruppe mehrere Erzeuger geben. Ein konkretes Beispiel folgt unten.
e Zyklische Gruppen sind stets abelsch, denn in der Darstellung mit einem Erzeuger g erhélt man
die Kommutativitit gkg[ = gk”) = gfgk fur alle k, ¢ € {0,1,2,...,n—1}.

Beispiele 3.1.19

(a) Die Gruppe (Z/7Z%,-) ist zyklisch der Ordnung 6 mit genau [3] und [5] = [3]~! als Erzeugern,
denn [3]" = [3], [3]* = [2], [3]° = [6], [3]* = [4], [3]° = [5], [3]° = [1] und [5]' = [5],
[5]2 = [4], [5]° = [6]. [5]* = [2], [5]° = [3], [5]° = [1] geben jeweils alle Elemente von Z/7Z%,
wihrend fiir die anderen vier Elemente [1]! = [2]® = [4]® = [6]? = [1] eintritt.

(b) Die Gruppe (Z/4Z,+) ist zyklisch der Ordnung 4 mit genau [1] und [3] als Erzeugern, denn
[1]. [1] + [1] = [2], [1] + [2] = [3]. [3] + [1] = [0] und [3], [3] + [3] = [2], [3] + [2] = [1],
[3] + [1] = [0] sind jeweils alle Elemente von Z/4Z, wéahrend [0] die triviale Gruppe erzeugt
und [2] + [2] = [0] gilt.

(c) Allgemein gilt:

o Fiir jedes n € N ist die additive Gruppe (Z/nZ, +) des Restklassenrings Z/nZ zyklisch der
Ordnung n mit Erzeuger [1]. (Begriindung: Mit [1-1] = [1], [2-1] = [2], ..., [(n—1)-1] =
[n—1], [n-1] = [0] erhalten wir alle Elemente von Z/nZ.)

e In (Z/pZ,+) mit einer Primzahl p € P sind sogar alle Elemente aufler [0] Erzeuger. (Be-
griindung: Dies ergibt sich aus dem Beweis des letzten Satzes, in dem wir gesehen hatten,
dass fiir jedes x € Z/pZ* = Z/pZ\{[0]} die p Restklassen [x], [2x], [3x]..., [(p—1)x],
[px] = [0] alle verschieden sind und daher die p Elemente von Z/pZ sein miissen.)

e Fir jede Primzahl p € P ist die multiplikative Gruppe (Z/pZ*, -) des Restklassenrings
Z/pZ zyklisch der Ordnung p—1. Das ergibt sich aus dem Kleinen Satz von Fermat, den wir
spater zeigen werden.

Als nichstes Thema behandeln wir Permutationen. Mit solchen formalisiert man in der Mathematik oft
Veranderungen einer Reihenfolge. Wir erwéhnen Permutationen an dieser Stelle aber vor allem wegen
Permutationsgruppen wie den symmetrischen Gruppen S, und den alternierenden Gruppen A,.

Definition 3.1.20
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e Eine Permutation einer endlichen Menge X ist eine bijektive Selbstabbildung von X.

e Fiir n € N schreiben wir S, fiir die Menge der Permutationen von {1,2,...,n} und nennen (S, o)
die symmetrische Gruppe auf n Elementen.

e Permutationen 7 € S, mit n € N notieren wir manchmal durch ihre Wertetabelle

1 2 3 ... n-1 n
(3.1.1) (ﬂ(l) 7(2) n(3) ... m(n-1) JT(”))

Bemerkungen 3.1.21
e Beachten Sie, dass die Permutation in (3.1.1) mit der Permutation iibereinstimmt, die durch

( o(1) o(2) c(3) ... o(n-1) o(n) )
n(a(1)) n(o(2)) n(c(3)) ... n(o(n-1)) n(a(n))

beschrieben wird mit einer beliebigen Permutation o € S,,.

e Man kann die Betrachtung von Permutationen immer auf den Modellfall von S, iiber der Grund-
menge {1,2,...,n} reduzieren, da jede endliche Menge X durch eine Bijektion mit {1,2,...,n}
fur n := |X| identifiziert werden kann.

e Dass (S,, o) (und allgemein die Menge der Bijektionen X — X mit der Komposition o) tatsiachlich
eine Gruppe ist, haben wir frither schon beobachtet. Diese Gruppe ist nur fir n € {1,2}
(beziehungsweise |X| € {1, 2}) abelsch.

e Mit vollstandiger Induktion kann man zeigen, dass es genau n! Permutationen einer n-elementigen
Menge gibt. Es gilt also |S,| = n!.

Beispiel 3.1.22 Die Permutation

_(r 2345 _(425 1 3)
T=12 43157 \1 4 5 2 355

ist die Bijektion 7: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} mit 1 2,2+ 4,3+ 3,4+ 1,5 > 5.

Definition 3.1.23 Es sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge X.
e Wir nennen 7 die Transposition von a,b € X mit a # b in X, wenn n(a) = b, 7(b) = a und
7(x) = x fur alle x € X \ {a, b} gilt.
e Wir nennen 7 einen Zykel der Linge £ € N oder einen £-Zykel, wenn es ein a € X mit 7‘(a) =
a # 7¥(a) firalle k € {1,2,...,¢—1} und n(x) = x fiir alle x € X \ {a, 7(a), 7%(a), ..., 7t (a)}
gibt. Fiir solche Zykel wird die Zykelschreibweise 7 = (a, 7(a), 72(a), ..., 7"} (a)) benutzt.
Manchmal 1488t man die Kommata weg.

Bemerkungen 3.1.24
e Ein Zykel der Lange 1 ist die Identitat, ein Zykel der Lange 2 ist eine Transposition.
e Eine Transposition 7 ist selbstinvers. Fiir einen Zykel x der Linge ¢ in X gilt 7* = idx.

Beispiele 3.1.25 Wir betrachten die gut tiberschaubaren Beispiele S, und Ss;. Beachten Sie, dass
Sy = {id} gilt und dass S4 schon die Machtigkeit |S4| = 4! = 24 hat.

(a) Die 2! = 2 Elemente der symmetrischen Gruppe (S, o) sind die Identitat id und eine Transposition
7 mit den Darstellungen
. 1 2 1 2
id = (1 2) und 7 = (2 1).

Offensichtlich ist 7 selbstinvers und (Sz, o) ist zyklisch der Ordnung 2. In Zykelschreibweise
kann man 7 = (1,2) = (2, 1) ausdricken.
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(b) Die 3! = 6 Elemente der symmetrischen Gruppe (Ss, o) sind die Identitét id, drei Transpositionen
11, T, T3 und zwei 3-Zykel o1, 0, mit den Darstellungen

g (123 (123 (123

=2 3) 1=z 1 3) 273 2 1)

(123 (123 (123

5=l 3 2) =12 3 1) 273 1 2
Beziiglich der Komposition, der Verkniipfung der Gruppe, hdangen die Elemente zum Beispiel
durch

01:Tgorl=T301'2:1'1073:0§=02_1
zusammen. In Zykelschreibweise kann man 7; = (1,2) = (2,1), o = (1,3) = (3,1) und
o1 =(1,2,3) = (2,3,1) = (3,1, 2) ausdriicken. Wie sehen die restlichen Zykelbeschreibungen
aus?

Zur Einfithrung einer weiteren Gruppe von Permutationen und fiir wichtige Anwendungen spéter
in der linearen Algebra brauchen wir:

Satz 3.1.26 Sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge X.

(a) Dann kann 7z als Komposition 7 = 7 0 1, 0 ... 0 7,1 © 7, einer endlichen Zahl m € N; von
Transpositionen 71, 7y, . . ., Tm—1, Ty in X geschrieben werden.

(b) Die Paritat (gerade oder ungerade) der Zahl m in (a) oder mit anderen Worten die Restklasse
[m] € Z/2Z ist durch x eindeutig bestimmt.

Definition 3.1.27
e Wir nennen eine Permutation 7 einer endlichen Menge X eine gerade beziehungsweise
ungerade Permutation, wenn die Paritit von m in Teil (b) des Satzes gerade beziehungsweise
ungerade ist. Das Vorzeichen sign(r) € {1, —1} einer Permutation x erkliren wir fir gerade
Permutationen 7 zu 1, fiir ungerade Permutationen 7 zu —1.
e Fir n € N setzen wir

A, ={r €S, | mistgerade} = {m € S, | sign(x) =1},

und nennen (A,, o) die alternierende Gruppe auf n Elementen.

Bemerkungen 3.1.28 e Fiir Permutationen 7 und o von X gilt sign(z™!) = sign(x) und
sign(o o ) = sign(o)sign(r).

(Begriindung fiir Letzteres: Sind o bzw. 7 Kompositionen von ¢ bzw. m Transpositionen, so ist

oo Komposition von £+m Transpositionen. Im Fall sign(o) = sign(sr) haben ¢, m gleiche Paritat,

{+m ist gerade, und es gilt sign(cox) = 1 = sign(o)sign(sr). Im Fall sign(o) = —sign(r) dagegen

haben ¢, m verschiedene Paritat, £+m ist ungerade, und es gilt sign(cox) = —1 = sign(o)sign(r).)

e Insbesondere folgt aus Bemerkung (a), dass fiir 7,0 € A, auch 77! € A, und 0 o 7 € A, gelten.
Erst dies (zusammen mit fritheren Beobachtungen) stellt sicher, dass (A, o) in der Tat eine
Gruppe ist. Die Gruppe (A, o) ist nur fur n € {1, 2,3} abelsch.

e Fiir n € N\{1} enthélt die Teilmenge A, von S, die Halfte der Permutationen aus S,, es gilt also

|An| = %|Sn| = %'
(Begriindung: Sei 7 € S, eine beliebige Transposition, die als solche insbesondere selbstinvers
mit sign(7) = —1 ist. Mit der vorausgehenden Bemerkung (a) und den Gruppeneigenschaften

von (Sp, o) folgt, dass
A, > S)\A, T Tom
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eine wohldefinierte Bijektion von A, nach S,\A, ist. Damit gilt |A,| = |S,\An| = |Sn|—|An|, und
durch Auflésen ergibt sich |A,| = %|Sn|)

Beispiele 3.1.29 Wir betrachten die Beispiele A,, A; und A4. Beachten Sie, dass A; = {id} und A, = {id}
und dass As schon Machtigkeit |As| = %‘ = 60 hat.
(a) Die 33' = 3 Elemente der alternierenden Gruppe (As, o) sind die Identitét id und die beiden als
Elemente von (S3, 0) schon betrachteten 3-Zykel o7 und o3. Es gelten o7 = 03, 02 = 07 und
01 0 0y = id = 0y o 01. Insbesondere ist (As, o) zyklisch der Ordnung 3.
(b) Die 45! = 12 Elemente der alternierenden Gruppe (Ag, o) sind die Identitit id, acht 3-Zykel n;,
N2, 113, N4, Y5, Ne» 7, N und drei Kompositionen &y, &;, J3 von je zwei Transpositionen mit den

Darstellungen

gt 234 (123 4 (123 4 (123 4

=11 2 3 4J =12 3 1 4) =13 1 2 4) =12 4 3 1)
(123 4 (123 4 (123 4 (123 4

=14 1 3 2) =13 2 4 1) Te=14 2 1 3) =11 3 4 2)
12 3 4 12 3 4 123 4 12 3 4

=11 4 2 3) '91‘2143’ '92‘3412’ '93‘4321‘

Dass (Ay, o) nicht abelsch ist, sieht man beispielsweise an 11 o 9; = 55 und 9; o n; = s.

Es verbleibt, den Beweis des letzten Satzes durchzufithren:

BEWEIs VON SATZ 3.1.26. Fiir den ersten Teil argumentieren wir per vollstandiger Induktion nach
|X| € Ny:

Den Induktionsanfang fiir |X| = 0 erledigt die Beobachtung, dass dann X = 0 ist, dass die (formal)
bijektive leere Abbildung die einzige Abbildung () — 0 und die einzige Permutation von 0 ist, und, dass
die leere Abbildung (formal) die Komposition von 0 Transpositionen ist.

Fiir den Induktionsschluss von |X|-1 zu |X] sei |X| € N und 7 eine Permutation von X. Wir wihlen
x1 € X.Im Fall 7(x1) = x1 sei 71 := idy, im Fall 7(x;) # x; sei 71 := (x1, 7(x;)) die Transposition von X
mit 71(x1) = 7(x1) und 71 (7 (x1)) = x1. In beiden Fallen folgt (71 o ) (x1) = x1, und wegen Bijektivitat
erhalten wir (71 o ) (x) € X \ {x;} fir alle x € X \ {x;}. Wir konnen daher die Permutation 7 von
X\ {x1} mit 7(x) = (r; o) (x) fiir alle x € X'\ {x1} bilden und 7 nach Induktionsannahme fiir ein m € N
als Komposition von m—1 Transpositionen schreiben. Wir erweitern diese zu m—1 Transpositionen
T2, T35 . . ., Ty aUf X mit 75(x1) = 13(x1) = ... T;u(x1) = x; und bekommen r; o T = 13073 0...0 Ty_1 O Tpy,.
Da 17 selbstinvers ist (Eigenschaft von idx und jeder Transposition), erhalten wir

ﬂ:TI_10T20T30...OTm_1OTm:T10T207.'30...0Tm_107,'m.
Damit ist 7 die Komposition der Transpositionen 7y, 7, . . ., Ty—1, Ty (im Fall 7(x1) = x; nach Weglassen

von 7; = idx), und die Induktionsbehauptung ist gezeigt.

Fur den zweiten Teil nehmen wir der Einfachheit halber X = {1,2,...,n} an. (Wir konnten fiir
allgemeines X eine beliebige Totalordnung auf X einfithren und damit analog argumentieren). Wir
betrachten die Menge

FS(m) = {(i,j) € {L2,...,n}* | i < j,n(i) > n(j)}
der sogenannten Fehlstdnde einer Permutation 7 € S, und argumentieren mit der Zahl der Fehlstande
|[FS()| € Ny. Fiir diesen Beweis entscheidend ist nun:

Behauptung: Fiir eine beliebige Permutation 7 € S, und eine Transposition 7 € S,
haben die Zahlen der Fehlstande |[FS(zox)| und |FS(7)| unterschiedliche Paritit.
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Zum Nachweis dieser Behauptung benutzen wir zunachst, dass die Transposition 7 nach Definition
die Form 7 = (k,¢) mit k,¢ € {1,2,...,n}, k # ¢, hat. Da (k,¢) = (¢, k) ist, behandeln wir ohne
Einschrinkung den Fall k < ¢. Fiir ein Paar (i, j) € {1,2,...,n}? miti < jund {7 (i), 7(j)} = {x,y} mit
x < y unterscheiden wir folgende Fille:

(1) Fall x,y ¢ {k,£}: Dann ist 7(x) = x, 7(y) = y, also 7(x(i)) = 7 (i), 7(x(j)) = n(j), und es folgt

(i, j) € FS(ro 1) e (i) € FS(x).

(2) Fall x < k, y € {k, £} sowie Fall x € {k, ¢}, £ < y: Neben x < y gilt dann 7(x) < 7(y). Es folgt
t(n()) > ©(n(j)) &= =(i) > (j)

und
(i, j) € FS(rom) & (i, j) € FS(x).

(3) Fall x =k < y < ¢ sowie Fall k < x < £ = y: Neben x < y gilt dann 7(x) > 7(y) und es folgt
2(x(i)) > 7(x(j)) &= =(i) <x(j)

und
(i, j) € FS(rom) & (i, j) ¢ FS(m).

(4) Fall x = k, y = £: Dann ist 7(x) = y, 7(y) = x, also 7(x(i)) = n(j), r(7(j)) = n(i), und es folgt
(i,j) € FS(tr o ) & (i, j) ¢ FS(x).

In den Fallen (1) und (2) entnehmen wir, dass Fehlstdande (i, j) von 7 bei 7o weiterbestehen. In den Féllen
(3) und (4) treten bei 7 o & gegeniiber 7 Fehlstinde hinzu oder fallen weg. Die Situation (3) tritt dabei (da
es f—k—1 natiirliche Zahlen zwischen k und ¢ gibt) fiir genau 2(£—k—1) Paare (x,y) € {1,2,...,n}? mit
x < y und dementsprechend auch fiir 2(£—k—1) Paare (i, j) € {1,2,...,n}?> mit i < j ein. Die Situation
(4) liegt fuir genau ein Paar (i, j) mit i < j vor (ndmlich das mit {7 (i), 7(j)} = {k, £}). Insgesamt ist damit
|[ES(roxr) AFS(xr)| = 2(£—k—1)+1 ungerade, wegen |A|+|B| = |AAB|+2|ANB]| ist auch [FS(zox)|+|FS(7)|
ungerade, also muss von |FS(z o )| und |[FS()| eins gerade, eins ungerade sein. Dies zeigt die obige
Behauptung.

Da |FS(id)| = 0 fiir die Identitat id € S, gerade ist und fiir Transpositionen |FS(z;)| ungerade ist, kann
man mit vollstdndiger Induktion zeigen, dass die Komposition einer geraden beziehungsweise ungeraden
Anzahl von Transpositionen stets eine gerade beziehungsweise ungerade Anzahl von Fehlstanden hat.
Ist fur & € S, also |[FS(r)| gerade, so kann 7 = 7y o 1y 0 ... 07,1 o7y, nur fir gerades m € N gelten.
Ist |FS(r)| ungerade, so kann selbiges nur fiir ungerades m € N gelten. Dies zeigt die behauptete
Eindeutigkeit der Paritat von m. m]

3.2. Ringe und Korper

Nachdem wir Gruppen als algebraische Strukturen mit einer Verkniipfung kennengelernt haben,
kommen wir nun zu algebraischen Strukturen mit zwei Verkniipfungen, die in vielen Beispielen durch
Addition und Multiplikation gegeben sind. Sie kennen zum Beispiel den Ring der ganzen Zahlen (Z, +, .),
bei dem die Addition und die Multiplikation vertréglich sind in dem Sinne, dass Distributivgesetze gelten:

Definition 3.2.1
e Ein Ring ist ein Tripel (R, +, -) bestehend aus einer Menge R und Verkniipfungen + und - auf R,
so dass
— (R, +) eine abelsche Gruppe ist,
- (R, -) ein Monoid ist
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- und folgende Distributivgesetze gelten:

x-(y+z) = (x-y) + (x-2),
(x+y)-z = (x-z) + (y-z), furallex,y,z€R.

o Beziiglich der Addition + beziehungsweise in der additiven Gruppe (R, +) eines Rings (R, +, )
bezeichnet man das neutrale Element als die Null 0 oder das Nullelement 03 von (R, +, -) und
das Inverse zu x € R als das additiv Inverse —x € R zu x.

e Beziiglich der Multiplikation - eines Rings (R, +, - ) bezeichnet man das neutrale Element als
die Eins 1 oder das Einselement 1z von (R, +, ), ein invertierbares Element x € R als eine
Einheit von R und sein Inverses als das multiplikativ Inverse x~! € R zu x.

e Ein Ring heifit kommutativ, wenn neben seiner additiven Gruppe (R, +) auch seine multiplika-
tive Halbgruppe (R, -) kommutativ ist.

Bemerkungen 3.2.2 Essei (R, +,-) ein Ring.

e Wir verwenden beim Rechnen mit Elementen von R dieselben Konventionen zur Notationsver-
einfachung wie bei Zahlen. Konkret gehoren dazu das Weglassen des Multiplikationspunkts
(xy := x-y fur x, y € R), die Einfithrung der Subtraktion (x—y := x+(—y) fiir x, y € R), die Kon-
vention Punkt- vor Strich-Rechnung, derzufolge etwa die Klammern auf den rechten Seiten
der Distributivgesetze entfallen konnen, und die tiblichen Konventionen zur Einsparung
von aufgrund Assoziativitat unnétigen Klammern. Zudem verwendet man fiir x € R, n € Nj
die Notation x", fiir invertierbares x auch x™ := (x™1)", fiir Potenzen der multiplikativen
Halbgruppe.

e Ist (R, +,-) ein Ring, so gelten fiir alle x, y € R die Regeln

0+x = x = x+0,
1x =x =x1,
0x =0 = x0,
(—x)y = —(xy) = x(-y).

Wir konnen also in Zukunft ohne Mehrdeutigkeit —xy notieren.

(Begriindungen: Die ersten beiden Regeln gelten per Definition des Null- und des Einsele-
ments. Die dritte Regel ergibt sich durch 0x = 0x+x—x = (0+1)x—x = 1x—x = x—x = 0 und eine
analoge Rechnung. Zum Nachweis der vierten Regel reichen wegen der Kommutativitat der
Addition die Rechnungen xy+(—x)y = (x—x)y = 0y = 0 und xy+x(—y) = x(y—y) = x0 = 0.)

Beispiele 3.2.3 Aus den in Abschnitt 3.1 betrachteten Beispielen von additiven und multiplikativen
(Halb-)Gruppen ergeben sich nach Verifikation der Distributivgesetze Beispiele von Ringen:

(a) Der Nullring ist der (bis auf Umbenennung des Elements eindeutige) Ring ({0}, +, -) mit nur
einem Element 1=0. Dies ist der einzige Ring mit 1 = 0: Aus 1 = 0 und der vorausgehenden
Folgerung ergibt sich x = 1x = 0x = 0 fiir jedes Ringelement x.

(b) Die ganzen Zahlen (Z, +, -), die rationalen Zahlen (Q, +, -), die reellen Zahlen (R, +, -) und
die Restklassenringe (Z/nZ, +, -) mit n € N sind kommutative Ringe.

(c) Produkt-Ringe: Fiir jedes n € N und jeden (kommutativen) Ring (R, +, -) ist auch (R", +,-)
mit den komponentenweisen Verkniipfungen + und - ein (kommutativer) Ring mit Nullelement
Ogn = (Og, Og, ..., 0g) und Einselement 1gn = (1g, 1g, ..., 1g).

Allgemeiner ist fur jedes n € N und (kommutative) Ringe (Ry,+, ), (Ro, +, ), ..., (Ry, +,-)
auch (R; X Ry X ... X Ry, +,-) mit den komponentenweisen Verkniipfungen ein (kommutativer)
Ring.
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(d) Abbildungs-Ringe: Fiir jede Menge X und jeden (kommutativen) Ring (R, +, -) ist (Abb(X, R), +, -)
mit den punktweisen Verkniipfungen + und - ein (kommutativer) Ring.

Dagegen ergibt (Abb(R), +, o) mit der Komposition o fiir R # {0z} keinen Ring: Zwar
ist (Abb(R), +) abelsche Gruppe, (Abb(R), o) ist Halbgruppe mit neutralem Element, und das
,rechte” Distributivgesetz (f+g) o h = f o h+ g o h gilt fur alle f,g,h € Abb(R). Das ,linke"
Distributivgesetz f o (g + h) = f o g+ f o h gilt aber zum Beispiel fiir f = 1g, nicht, da dann
f o(g+h) = 1g verschieden von fog+ foh = 1g+ 1 ist (denn R # {Or} bedeutet 1z # 1z + 1g).

(e) Mengen-Ringe: Fiir jede Menge X ist (£ (X), A, N) ein kommutativer Ring (mit Nullelement 0,
Einselement X und MAM = 0 fir alle M € P (X)).

(f) Als weitere wichtige Beispiele von Ringen lernen wir spater in diesem Abschnitt Polynom-
Ringe kennen.

Bemerkungen 3.2.4
e In einem Ring (R, +, -) kann fiir eine endliche Indexmenge I und a; € R das Summenzeichen
Yier @i und im kommutativen Fall auch das Produktzeichen [];c; a; wie in Abschnitt 2.2 sinnvoll
erklart werden.
e In einem Ring (R, +, -) konnen wir Vielfache von 1 definieren, und zwar als 2 := 1g+1g € R,
3r := 2p+1g € R und allgemein als ng := )/, 1z € R, (—n)g := —(ng) € Rfir n € N.

Sind die Elemente zg mit z € Z alle voneinander verschieden, so kann man z € Z mit
zr € R identifizieren und so Z als Teilmenge von R auffassen. Man spricht in diesem Fall von
einem Ring der Charakteristik 0. Zum Beispiel haben (B, +, ), (B", +,-), (Abb(X,B), +, -) mit
B € {Z, Q,R} Charakteristik 0.

Sind andernfalls die zg mit z € Z nicht alle verschieden, so gibt es ein kleinstes n € N
mit ng = Og, man kann [z] € Z/nZ mit zg € R identifizieren und so Z/nZ als Teilmenge von
R auffassen. In diesem Fall spricht man von einem Ring der (endlichen) Charakteristik
n € N. Zum Beispiel haben (Z/nZ, +, ), ((Z/nZ)k, +,-), (Abb(X,Z/nZ), +, -) Charakteristik n
und (P(X), A,N) mit X # 0 Charakteristik 2. (Charakteristik 1 hat tibrigens nur der Nullring.)

e Manche Autor:innen fordern bei Definition eines Rings nicht allgemein, dass ein neutrales
Element 1 der multiplikativen Halbgruppe existieren muss, und bezeichnen einen Ring, bei dem
dies doch der Fall ist, explizit als Ring mit Eins oder unitaren Ring. Wir bleiben aber bei der
obigen Konvention, gemaf} der jeder Ring ein Ring mit Eins ist.

Definition 3.2.5 Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring.

e Wir nennen y € R einen Teiler von z € R (in R) und notieren y | z (in R), wenn ein x € R mit
Xy = z existiert.

e Wir nennen y € R\ {0} einen Nullteiler (in R), wenn ein x € R\ {0} mit xy = 0 existiert. Gibt
esin R\ {0} keinen Nullteiler, so nennen wir (R, +, -) nullteilerfrei.

o Ist (R, +,-) nullteilerfrei mit R # {0}, so sprechen wir von einem Integrititsbereich.

Bemerkungen 3.2.6
e In einem kommutativen Ring (R, +, - ) ist wegen 0y = 0 jedes Element y € R ein Teiler von 0.
Dies macht ein y € R mit y # 0 aber noch nicht unbedingt zum Nullteiler, denn dafiir ist xy = 0
eben auch mit x # 0 erforderlich.
e Dass ein kommutativer Ring (R, +, -) nullteilerfrei ist, bedeutet, dass die Implikation

xy=0 = x=0VvVy=0
beziehungsweise, dquivalent dazu

x#F0AYy#0 = xy+0
fir alle x, y € R gilt.
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o Als vielleicht wichtigste Konsequenz gilt in nullteilerfreien Ringen und Integritatsbereichen
(R, +, -) die Kiirzungsregel

xz=yz = x=yfurallex,y € R,ze€ R\ {0}

(auch dann, wenn z nicht invertierbar ist). Um die Kiirzungsregel einzusehen, schreibt man
xz = yz dquivalent als (x—y)z = 0 und benutzt dann die vorige Bemerkung (a).

Beispiele 3.2.7

(a) Die ganzen Zahlen (Z, +, -), die rationalen Zahlen (Q, +, -) und die reellen Zahlen (R, +, ) sind
Integritéatsbereiche.

Dagegen ist (B2 +,-) mit B € {Z, Q,R} und den komponentenweisen Verkniipfungen kein
Integritatsbereich, denn dort gilt (1,0)-(0,1) = (0,0) = 0gz. Aus dem gleichen Grund sind auch
(B",+,:) mit n > 2 und (Abb(X, B), +, -) mit |X| > 2 keine Integritatsbereiche.

(b) Der Restklassenring (Z/nZ,+,-) mit n € N ist genau dann ein Integritdtsbereich, wenn n
eine Primzahl ist. Die folgt aus den Resultaten des Abschnitts 3.1 zur multiplikativen Gruppe
(Z/pZ*,-).Ist n € N'\ {1} keine Primzahl, also n = ab mit a,b € {2,3,...,n—1}, so sieht man
dies auch sofort an [a][b] = [n] = [0], womit [a] und [b] Nullteiler in Z/nZ sind. Da man fur
einen Integritatsbereich (R, +, ) (wie fir jeden Ring) immer Z oder Z/nZ als Teilmenge von
R auffassen kann und (Z/nZ, +, -) aber nur fir Primzahlen n Integritatsbereich ist, stellt sich
heraus, dass die Charakteristik eines Integritatsbereichs stets null oder eine Primzahl ist.

Definition 3.2.8
e Ein Schiefkorper oder Divisionsring ist ein Ring (K, +, -) mit K # {0}, in dem jedes Element
in K \ {0} multiplikativ invertierbar ist, also ein Ring (K, +, -), fiir den (K \ {0}, -) eine Gruppe
ist.
e Ein Korper ist ein kommutativer Schiefkorper, also ein Ring (K, +, -), fir den (K \ {0}, -) eine
abelsche Gruppe ist.

Beispiele 3.2.9

(a) Die rationalen Zahlen (Q, +, - ) und die reellen Zahlen (R, +, - ) sind Korper.

(b) Aus dem gleichen Grund wie bei Integritatsbereichen sind aber (Q", +,-), (R",+,-) mitn > 2
und (Abb(X,Q),+,-), (Abb(X,R), +, -) mit |X| > 2 keine Korper.

(c) Der kommutative Restklassenring (Z/nZ,+,-) mit n € N ist genau dann ein Korper, wenn
n eine Primzahl ist. Den Beweis hierfiir haben wir schon in Abschnitt 3.1 gesehen, als dort
gezeigt wurde, dass (Z/nZ \ {0}, -) genau fiir Primzahlen n € N eine abelsche Gruppe ist. Man
erhélt also fiir jede Primzahl p einen endlichen Korper (Z/pZ, +, -) mit genau p Elementen und
Charakteristik p und schreibt in Anlehnung an den englischsprachigen Fachbegriff ,field” fiir
Korper auch F,, fiir Z/pZ.

(d) Der vielleicht bekannteste Schiefkorper, der kein Korper ist, ist der R (und C) erweiternde
Zahlbereich der sogenannten Quaternionen, auf den wir an dieser Stelle aber nicht néher
eingehen. Eine gute Einfithrung findet sich in [16].

Bemerkungen 3.2.10
e Ein Korper (K, +,-) ist die algebraische Struktur mit den besten Eigenschaften der beiden
Verkniipfungen. Wenn wir rekapitulieren, bedeutet dies insgesamt, dass
- (K, +) eine abelsche Gruppe ist,
— (K '\ {0}, ) eine abelsche Gruppe ist, und dass
- die Distributivgesetze fiir alle Element von K gelten.
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e Man kann daher in einem Korper (K, +, -) sehr weitgehend wie in den Bereichen Q und R der
rationalen und reellen Zahlen rechnen. Speziell lasst sich tiber das zu Ringen Gesagte hinaus die
Division % = x/y = xy~! fiir alle x,y € K mit y # 0 erkléren.

e Jeder Korper ist insbesondere ein Integritatsbereich (denn fir y € K\{0} mit xy = 0 fir x € K
folgt x = xyy™! = 0y~! = 0, so dass y kein Nullteiler sein kann).

e Die Charakteristik eines Korpers oder auch eines Schiefkorpes ist stets null oder eine Primzahl.

Ein weiteres zentrales Beispiel fiir eine Ringstruktur ergibt das Rechnen mit Polynomen:

Bemerkung 3.2.11 Wir mdchten Polynome (in einer Unbestimmten X) wie beispielsweise

p=2X*-3X+4 =4+ (-3)X +2X* +0X>,

g:=3X+6X*+X =0 +1X  +6X* +3X°
als symbolische Ausdriicke addieren wie in

p+q=(440) + (—3+1)X + (2+6) X% + (0+3)X> = 3X° + 8X* - 2X + 4
und multiplizieren wie in
pq = (4:0) + (4- )X + (46-3-142:0) X2 + (4-3-3-6+2-140-0) X°
+ (—3-342:640-1)X* + (2:3+0-6) X° + (0-3) X°
= 6X° +3X* — 4X° + 21X% + 4X.

Um diese Rechenoperationen allgemein und formal einfithren zu kénnen, identifizieren wir p und q mit ih-
ren jeweiligen Koeffizientenfolgen a: Ny — Z, i — a;und b: Ny — Z, i — b;, die wir uns als unend-
liche Tupel (ao, a1, az, as, as, as, ae, - . .) = (4,-3,2,0,0,0,0,...) € 7Z®Mo) yund (bo, b1, by, bs, by, bs, b, . ..) =

(0,1,6,3,0,0,0,...) € Z™Mo) mit nur endlich vielen Nicht-Null-Eintragen vorstellen. (Zur Notation ZNo)
siehe dabei die folgende Definition.)

Formal lassen sich diese Uberlegungen zum symbolischen Rechnen mit Polynomen in folgende
algebraische Konstruktion umsetzen:

Definition 3.2.12 Sei (R, +, -) ein Ring.
e Wir setzen

R[X] := {a € Abb(Ny, R) | a; # 0 nur fir endliche viele i € Ny},

wobei wir a; € R fiir den Funktionswert von i € Ny unter a schreiben und a € R[X] auch durch
Aufzahlung der Funktionswerte in der Form a = (ay, a1, a, as, . . .) angeben.

e Wir nennen a = (ao, a1, az, as, . . .) € R[X] ein Polynom iiber dem Grundring (R, +, - ) in der Un-
bestimmten X, den Eintrag a; € R den Koeffizient i-ter Ordnung von a und (ag, a1, az, as, ...) €
R™M) die Koeffizientenfolge von a.

e Wir erklaren die Summe a+b € R[X] und das Produkt ab € R[X] von Polynomen a,b € R[X]
durch

(a+b)k = ak+bk,

k
(ab); = Z a;by_; fiir k € Ny,
i=0
Dies ist wohldefiniert, da (a+b); # 0 und (ab);x # 0 nur fur endliche viele k € Ny gelten kann.
e Wir nennen (R[X], +, -) mit den gerade definierten Verkniipfungen den Polynomring iiber dem
Grundring (R, +, -) in der Unbestimmten X.
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Proposition 3.2.13 Fiir jeden kommutativen Ring (R, +, -) ist der Polynomring (R[X], +, -) iiber (R, +, )
ein kommutativer Ring mit OR = (OR, Or, Og, OR, . ..), 1g[x] = (1r, Og, Og, O, ...) und additiv Inversen
—(ag, ay, az, as, ...) = (—ag, — —az, ..) zu (ao, ay, as, . . .) € R[X].

BEwEIs. Dass (R[X],+) (mit Og[x] und Inversen wie angegeben) eine abelsche Gruppe ist, folgt
problemlos daraus, dass (Abb(Ny, R), +) diese Eigenschaft hat, die Null in R[X] liegt und Inverse zu
Elementen von R[X] in R[X] bleiben. Es gilt daher nur, die multiplikativen Eigenschaften und Distri-
butivgesetze des Polynomrings zu verifizieren: Die benétigte Eigenschaft von 1gx] entnehmen wir
aus der Definition der Multiplikation (wo bei Multiplikation mit 1g[x] von links oder rechts einzig der
Summand fiir i = 0 bzw. i = k ungleich Null ist und bleibt). Fiir multiplikative Assoziativitat machen wir
die Rechnung (fiir a, b, ¢ € R[X], k € Ny)

kK J k k
((ab)e)y = Z Z aibj—ick—j = Z aibj—ick—j = Z Z aibj—ick—j
j=0 i=0 0<i<j<k i=0 j=i
k k-i
= > > abjeij = (a(bo))
i=0 j=0

mit Umsortierung der Summationsindizes und Indexverschiebung, wobei > ;< filr 2(; j)ej, mit der
Indexmenge

= (7)€ N2 |T<T < k)
steht. Die Distributivgesetze des Polynomrings ergeben sich auf naheliegende Weise durch Ausmultipli-

zieren von Summen in (R, +, - ). Ist schlieB3lich (R, +, - ) kommutativ, so bekommen wir multiplikative
Kommutativitat im Polynomring durch die Rechnung (fiir a, b € R[X], k € Ny)

k
(ab)i = Za,bk i Z br_ia; = Z biai_; = (ba)y

i=0 i=0

mit Indexlaufumkehr. Damit sind alle bendtigten Eigenschaften gezeigt. m]

Bemerkungen 3.2.14 Es sei (R, +, - ) ein kommutativer Ring.

e Durch Identifikation der Elemente r € R des Grundrings mit (,0, 0,0, ...) € R[X] verstehen wir
R C R[X].

Wir bezeichnen die Elemente von R in diesem Zusammenhang als Konstanten oder konstante
Polynome und bekommen r(ay, a1, az, as, . . .) = (rag, ray, ras, ras, . . .) sowie (a, as, az, as, .. .)r =
(aor, arr, asr, asr,...) fir r € Rund (ag, ai, as, as, ...) € R[X].

e Wir verstehen die Unbestimmte X selbst als Polynom

X :=(0,1,0,0,0,...) € R[X]

mit pX = Xp fiir alle p € R[X] und erhalten induktiv, dass das Monom rX* der Ordnung k € N,
mit Koeffizient r € R die Koeffizientenfolge (0,0, ...,0,0,7,0,0,0,...) € R[X] mit genau k Nullen
vor einem r als dem einzigen nicht-trivialen Koeffizienten besitzt.

e Die Potenzen von X' sind wie in einem allgemeinen Ring zu verstehen. Insbesondere ist X =
1 € R C R[X].

e Damit konnen wir jedes Polynom p = (ao, a1, as, as, ...) € R[X] \ {0} in Standard-Form

£
p= anf + ag_lX[_l +...+ ang +a1 X +ay= Z aiXi
i=0
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schreiben, wobei ¢ die grofite Zahl in Ny mit a, # 0 sei. Diese existiert, weil mindestens ein
Koeflizient, aber insgesamt nur endliche viele Koeffizienten ungleich Null sind. Wir nennen
hierbei a; den Hochstkoeffizienten und Grad(p) := ¢ € Ny den Grad des Polynoms p. Fiir
das Nullpolynom 0Og[x] treffen wir die Konvention, dass sein Grad —co sei. Ein Polynom mit
Hochstkoeffizient 1 heifit auch normiertes Polynom.

e Direkt aus der Definition als Koeffizientenfolgen ergibt sich fiir Polynome die Moglichkeit des
Koeffizientenvergleichs: Aus der Gleichheit 3!, a;X’ = ¥ b;X' von Polynomen in R[X]
mit Hochstkoeffizienten a, # 0 # by, folgen die Ubereinstimmungen ¢ = m der Grade und a; = b;
der Koeffizienten fur alle i € {0,1,2,...,¢}.

e An dieser Stelle erhalten wir fiir

4 m
p= Z ;X' € R[X] und q = Z b:X' € R[X]
i=0

i=0

ganz allgemein die Rechenregeln fiir Summe und Produkt von Polynomen

max{f,m} t+m [k +m min{k,¢}
p+q= Z (ak+bk)Xk und pq = Z (Z aibe_; | X* = Z ( Z aibe_; | X5,
k=0 k=0 \ i=0 k=0 \ i=max{0,k—m}

wobei max{x, y} bzw. min{x, y} die groflere bzw. kleinere von zwei Zahlen x, y € R bezeichnet
und wir natiirlich a,41 = dgsp = dpe3 = ... = 0 sowie by = bygs = byyz = ... = 0 verstehen.

Wir halten noch fest:

Bemerkungen 3.2.15
e Fiir einen Integritatsbereich (R, +, -) ist auch der Polynomring (R[X], +, - ) ein Integritatsbereich.
(Begriindung: Fiir Polynome p = ¥/_, a;X" € R[X] \ {0} und ¢ = 37, b;X" € R[X] \ {0} mit
Hochstkoeffizienten a, # 0 # by, ergibt sich als Hochstkoeffizient (£+m)-ter Ordnung von p+q
gemaf} Obigem Ziﬁﬁf{;ﬂé} aibpym-i = agby, # 0. Damit ist pg # 0 in R[X].)
o Selbst fiir einen Korper K ist der Polynomring K[X] nie ein Korper, denn das Polynom X ist
(wie auch jedes andere Polynom vom Grad > 1) nicht invertierbar.

In der Schulmathematik werden Polynome eher als Funktionen oder Funktionsterme betrachtet.
Auch in unserer Betrachtungsweise sind Polynome mit einer zugehdrigen Polynomfunktion verbunden.

Definition 3.2.16 Sei (R, +, ) ein kommutativer Ring. Die zu einem Polynom p = Zfzo a; X' € R[X]
gehorige Polynomfunktion p: R — R ist durch
¢
p(r) = Z a;r' € Rfiraller € R
i=0
gegeben. Wir nennen r € R eine Nullstelle von p € R[X] und auch von p € Abb(R), wenn p(r) = 0
gilt.

Es gibt trotzdem gute Griinde, die Konzepte der Polynome und der Polynomfunktionen sauber
auseinanderzuhalten:

Beispiel 3.2.17 Wir betrachten die Primzahl 2 und R = Z/2Z. Das Polynom p = X? + X ist natiirlich
nicht das Nullpolynom in Z/2Z[X], aber die zugehérige Polynomfunktion p ist die Nullabbildung, weil
beide Funktionswerte

[0]° + [0] = [0] und [1]* + [1] = [1] + [1] = [2] = [0]
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trivial sind.
Finden Sie weitere Beispiele fiir andere Primzahlen? Konnen Sie fiir jede beliebige Primzahl ein
Beispiel angeben fiir ein nicht-triviales Polynom, welches als Polynomfunktion konstant null ist?

Bemerkungen 3.2.18 Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring.

e Das Polynom p = Y/  a;X’ € R[X] ist formal als Koeffizientenfolge definiert und als Objekt
symbolischen Rechnens mit einer Unbestimmten X zu verstehen. Die Polynomfunktion
p € Abb(R) ist als Abbildung R — R definiert (die iibrigens ganz anders abbildet als die
Koeffizientenfolge Ny — R von p und mit dieser nicht unmittelbar zusammenhéngt).

Noch etwas anderes ist der Funktionswert p(r) = 3,-_, a;r' der Polynomfunktion p, der fiir
jedes einzelne r € R selbst Element von R ist. Zwar besteht die Funktion p im Wesentlichen in
der Zuordnungsregel r — >'*_ a;r' oder mit anderen Worten p(r) = 3._, a;r" fiir alle r € R, die
Gleichsetzung p = Zfzo a;r' ohne ,(r)“ links ist aber formal nicht korrekt.

e Die Addition und Multiplikation im Polynomring R[X] entsprechen der punktweisen Addition

und Multiplikation von Polynomfunktionen in dem Sinn, dass
p+q=p+qund pq = pq in Abb(R)

fur alle p, g € R[X] gelten. Diese Ubereinstimmung bedeutet letztlich, dass man auch mit (formal
eingefithrten) Polynomen mit denselben Rechenregeln wie im Ring (R, +, -) rechnen kann - und
speziell bei Polynomen iiber Zahlbereichen einfach mit den tiblichen Rechenregeln.

(Begriindung: Die Gleichheit p+q = p+q ist klar, da auch p+q komponentenweise definiert
wurde. Die Gleichheit pq = pgq zeigen wir, indem wir p = >0 a; X%, ¢ = Xty b ;X7 schreiben
und mit der Kommutativitat von (R, +, -) nachrechnen, dass

t m t m
P 30r) = (Z airl’)(z bjrf) =Y by
i=0 =0 i=0 j=0
£ i+m t+m  min{k,f}
= Z aibk—irk = Z aibk—irk = Z Z aibk—irk = pq(r)
=0 k=i 0<i<k<i+m<t+m k=0 i=max{0,k—m}

fir alle r € R gilt.)
e Als Konsequenz der vorigen Bemerkung bildet die Menge der Polynomfunktionen R — R mit
der punktweisen Addition und Multiplikation ebenfalls einen kommutativen Ring.

Wie bei ganzen Zahlen besteht auch bei Polynomen die Méglichkeit zur Division mit Rest und bringt
einige niitzliche Konsequenzen:

Satz 3.2.19 Essei (K, +,-) ein Korper.

(a) Polynomdivision: Fiir Polynome p, g € K[X] mit g # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome
r,s € K[X] mit* Grad(r) < Grad(q), so dass p = s - g + r gilt.

(b) Abspalten von Linearfaktoren: Ist x, € K eine Nullstelle von p € K[X], so kann p als
p =s-(X—xp) mits € K[X] geschrieben werden.

(c) Ein Polynom p tiber K vom Grad n € Nj hat hochstens n verschiedene Nullstellen in K.

(d) Hat K unendlich viele Elemente, so ist ein Polynom iiber K durch die zugehorige Polynomfunk-
tion eindeutig bestimmt.

BeEweEIs. Beweis von Teil (a) des Satzes: Wir zeigen zuerst Existenz von r und s: Im Fall Grad(q) >
Grad(p) konnen wir r := p und s := 0 wihlen und erhalten trivial p = s - ¢ + r mit Grad(r) = Grad(p) <

2Wir erlauben r = 0 mit Grad(r) = —c0 < Grad(q) € Ny.
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Grad(q). Fur Grad(q) < Grad(p) zeigen wir die Existenz durch Induktion nach Grad(p) € N,. Beim
Induktionsanfang fiir Grad(p) = 0 ist auch Grad(q) = 0 und damit g € K \ {0}, so dass wir p = s-q+r fir
r:= 0unds := pq~! erhalten. Fiir den Induktionsschritt habe p € K[X] Grad ¢ € N und Héchstkoeffizient
ar sowie q € K[X] Grad m € Ny und Hochstkoeffizient b,,, insbesondere b, # 0, und es sei m < ¢. Dann
verschwindet bei p := p — a,b,! X*"™q € K[X] der Koeffizient £-ter Ordnung, es gilt also Grad(p) < ¢.
Per Induktionsannahme gibt es daher r,s € K[X| mit Grad(r) < Grad(q), so dass p =5 g +r gilt. Durch
Umformen erhalten wir daraus p = (s+a,b,' X*™™) - q + r, also die Induktionsbehauptung fiir das bereits
eingefiihrte r und s = s+a,b, ! X™™ € K[X].

Um die Eindeutigkeit von r und s nachzuweisen, ist fur r,7,s,s € K[X] mit Grad(r) < Grad(g),
Grad(r) < Grad(q) unds-q+7 =s-q+r zu zeigen, dass 7 = r, s = s sein muss. Dazu schreiben wir
die Gleichung als (s—s) - ¢ = r—r und bemerken im Fall s # s, dass Grad((s—s) - q) > Grad(q) gilt, weil
der Grad des Produkts die Summe der Grade ist. Dies benutzt die Nullteilerfreiheit. Andererseits gilt
aber Grad(r —r) < Grad(q), und wir erreichen einen Widerspruch. Also muss's = s sein, und dann folgt
sofort auchr =r.

Beweis von Teil (b) des Satzes: Aus Teil (a) mit ¢ := X—xo € K[X] lesen wir p = s - (X—x¢)+r
fur r,s € K[X] mit Grad(r) < Grad(q) = 1, also r € K ab. Durch Einsetzen von x, erhalten wir
0 =p(x0) =5(xo) - 0+ r =r,also gilt wie behauptet p = s - (X—x0).

Beweis von Teil (c) des Satzes:

Wir argumentieren indirekt: Sei p € K[X] ein Polynom mit Grad(p) = n € Ny und (n+1) verschie-
denen Nullstellen x1, x3, . . ., Xp, X441 € K. Dann erreichen wir durch (n+1)-malige Anwendung von Teil
(b) des Satzes die Form p = s [](X~x;) mit s € K[X]. Im Fall s # 0 folgt Grad(p) > n+1, im Fall s = 0
folgt Grad(p) = —co. Wir erhalten also in jedem Fall einen Widerspruch zu Grad(p) = n € Ny, und die
Behauptung ist bewiesen.

Beweis von Teil (d) des Satzes: Wiren p, g € K[X] verschiedene Polynome mit p(x) = g(x) fiir alle
x € K, so hitte p—q € K[X] \ {0} mit Grad(p—q) € N, unendlich viele Nullstellen in K und dies stiinde
im Widerspruch zu Teil (c) des Satzes. O

Bemerkungen 3.2.20

e Die Teile (c) und (d) Satzes gelten nicht nur iber Kérpern, sondern allgemeiner fiir normierte
Polynome iiber Integritatsbereichen. Der Beweis von Teil (c) muss dort modifiziert werden.

e Mit Teil (a) des Satzes geht das Rechenverfahren der Polynomdivision einher, mit dem man
fiir gegebene Polynome p, g € K[X], g # 0, iber einem Koérper K den Multiplikator s und den
Rest r mit p = s - ¢+ r und Grad(r) < Grad(q) bestimmt. Man baut dabei exakt auf der Idee des
vorgestellten Induktionsbeweises auf und bestimmt durch Division des Leitmonoms a, X’ von p
durch das Leitmonom b,,X™ von q zunichst das Leitmonom a,b,,! X*~™ von s. Nun betrachtet
man den Korrekturterm p := p — a,b, ! X’™™ - g und dividiert im nichsten Schritt das Leitmonom
von p durch b, X™, um den nichsten Term von s zu erhalten. Danach folgt die nachste Korrektur,
und so weiter.

Als konkretes Beispiel fithren wir dieses Verfahren hier fiir p := X*-4X3+4X%-2 und q :=
2X?-4X—6 in Q[X] wie folgt durch:
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—4X-5
(X*—4x3 +4X—2) : (2X?—4X-6) = 1X? —_—
2 2
_ (X4_2X3_3X2) 2X%—4X—-6
+3X?
-2X
—4X-5

Dabei wird im jedem Schritt ein farbiges Leitmonom der linken Seite durch das Leitmonom
2X? von q (das in jedem Schritt gleich bleibt) dividiert, um das farblich entsprechende Monom auf
der rechten Seite zu erhalten. Dieses Monom wird dann mit ganz ¢ = 2X%-4X—6 multipliziert, um
das immer noch farblich entsprechende Korrekturpolynom links zu erhalten. Nach Subtraktion
der Korrektur beginnt der néchste Schritt. Da sich der Grad des Polynoms links in jedem Schritt
verringert, ist dieser Grad nach endlich vielen Schritten < Grad(q), womit das Verfahren endet
und das verbleibende, hier violett gefarbte Polynom den Rest r bildet. Insgesamt haben wir im
Beispielfall s = %X 2-X —% und r = —4X -5 gefunden und mit anderen Worten

1 1
Xt-ax3+ax?-2 = (EXZ—X—E) - (2X%—4X—6) + (—-4X-5)

eingesehen.

e Zum Abschluss dieses Abschnitts halten wir fest, dass die Konstruktion des Polynomrings tiber
einem Grundring iteriert werden kann (was aber tatsachlich nur deshalb funktioniert, weil wir
die Bildung allgemein iiber Ringen und nicht nur iber Kérpern vorgenommen haben):

Ein Polynom iiber einem Ring (R, +, - ) in zwei Unbestimmten X und Y hat die Form

Z a; X'V = i (iaijxi)yj € (RIXT)[Y]

i€{0,1,2,....} j=0 \ i=0
j€{0,1,2,..,m}

mit Koeffizienten a;; € R. Man schreibt daher
R[X, Y] := (R[X])[Y]

und nennt R[ X, Y] den Polynomring tiber R in zwei Unbestimmten X und Y (fiir die tibrigens auch
bei nicht-kommutativem Grundring stets XY = YX und allgemeiner pX = Xp, pY = Yp fiir alle
p € R[X, Y] gelten). Iteration dieser Vorgehensweise ergibt den Polynomring R[ X1, Xz, ..., X, ] =
(... ((R[X1])[Xz2]) - ..) [Xn] Gber R in n € N Unbestimmten Xj, Xz, ..., X,,. Genauer gehen wir
auf das Rechnen mit Polynomen mehrerer Variablen an dieser Stelle aber nicht ein.

3.3. Homomorphismen, Unter- und Faktorstrukturen

Definition 3.3.1

e Ein (Gruppen-))Homomorphismus von einer Gruppe (G, *) in eine Gruppe (H, ®) ist eine
Abbildung f: G — H mit f(g1*g2) = f(91)®f (g») fur alle g1, 9 € G.

e Ein (Ring-)Homomorphismus von einem Ring (R, +, -) in einen Ring (S, ®, ©) ist eine Ab-
bildung f: R — S mit f(x+y) = f(x)®f(y) und f(x-y) = f(x)Of(y) fir alle x,y € R, sowie
f(1g) = 15. Sind (R, +, -) und (S, ®, ©) sogar Korper, so spricht man von einem Kérperhomo-
morphismus.

e Wir vereinbaren fiir Gruppen, Ringe, Korper gleichermaf3en: Ein Monomorphismus, Epimor-
phismus bzw. Isomorphismus ist ein injektiver, surjektiver bzw. bijektiver Homomorphis-
mus. Gibt es zwischen zwei Gruppen/Ringen/Korpern einen Isomorphismus, so heiflen diese
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zueinander isomorph. Ein Endomorphismus ist ein Homomorphismus mit gleichem Defini-
tionsbereich und Ziel beziiglich der gleichen Verkniipfungen darauf. Ein Automorphismus
ist ein bijektiver Endomorphismus. Die Mengen aller Homo- und aller Isomorphismen X — Y
notieren wir als Hom(X, Y) und Iso(X, V), fir Endo- und Automorphismen vereinbaren wir
End(X) := Hom(X, X) und Aut(X) := Iso(X, X).

Bemerkungen 3.3.2

e Homomorphismen sind strukturerhaltende Abbildungen. Im Fall eines Isomorphismus kann man
die Elemente in Definitionsbereich und Ziel 1-zu-1 identifizieren. Daher erhalten Isomorphismen
alle algebraischen Eigenschaften, und zueinander isomorphe Gruppen/Ringe/Koérper verhalten
sich in algebraischer Hinsicht vollig gleich.

e Ein Gruppenhomomorphismus f: G — H erfullt automatisch f(eg) = ey fiir die neutralen
Elemente e € G und ey € H sowie f(g)™! = f(¢g7}) fiir alle g € G.

(Nachweis: Mit f(eg) = f(ec)®f(ec)®f(ec)™ = f(ecxec)®f(ec)™" = f(ec)®f(ec)™! = en
erhalten wie die Behauptung iiber die neutralen Elemente. Fiir die Regel zu den Inversen rechnen wir
dann f(g)@f(g7") = f(g*g™") = f(ec) = en und f(g~)@f (9) = f(g7'*9) = f(ec) = en.)

e Ein Ring- beziehungsweise Kérperhomomorphismus f: R — S ist insbesondere ein Gruppen-
homomorphismus von (R, +) in (S, ®) und erfiillt neben f(1g) = 1s automatisch f(0g) = Og,
—f(x) = f(—x) fiir x € R sowie f(x)™! = f(x™!) fiir invertierbare x € R. Im Kérperfall ist f
auch Gruppenhomomorphismus von (R \ {0},-) in (S \ {0},®) mit f(x)! = f(x7!) fiir alle
x € R\ {0}. Dies folgt aus der vorigen Bemerkung beziehungsweise analog zu dieser.

(Die Forderung f(1g) = 1s in der Definition kann man aber nicht weglassen. Dass diese nicht aus
den anderen Bedingungen folgt, erkennt man am Beispiel der Nullabbildung f: R — S, x = 0s.)

Beispiele 3.3.3

(a) Die identische Abbildung ist fiir jede Gruppe/jeden Ring/jeden Korper ein Automorphismus.

(b) Fur B € {Z,Q,R} ist die Abbildung B — B, x +— —3x ein Gruppenendomorphismus von (B, +),
denn es gilt —3(x+y) = —3x+(-3y) fir x,y € B. Fur B € {Q, R} handelt es sich sogar um einen
Gruppenautomorphismus

(c) Fiir B € {Q,R} ist die Abbildung B\{0} — B\{0}, x — x? ein Gruppenendomorphismus von
(B\{0}, ), denn es gilt (xy)? = x?y? fiir x, y € B\{0}.

(d) Die Abbildung Z — Q\ {0}, x + 2¥ ist ein Gruppenmonomorphismus von der additiven Gruppe
(Z,+) in die multiplikative Gruppe (Q \ {0}, -), denn es gilt 2**Y = 2*2Y fir x,y € Z.

(e) Fiir jedes 1 # n € N ist die Quotientenabbildung Z — Z/nZ, x — [x]z/nz des Restklassenrings
Z[nZ ein Ringepimorphismus, denn es gelten [x+y]z/nz = [x]z/nz+ylz/nz und [xylz/mz =
[x]z/nz [yl z/nz fir alle x, y € Z sowie [1]z/nz = 1z/uz.

(f) Die Einbettung Q — R, x > x von Q in R ist ein Kérpermonomorphismus.

(g) Fiir jeden Ring (R, +, ) ist die Vertauschung der Eintriage f: R® — R?, (x1,x2) = (x2,x1) ein
Ringautomorphismus. Allgemeiner ist fiir n € N und 7 € S, die Koordinatenpermutation
fri R" = R, (x1,%2, ..., Xn) = (Xp(1), Xz(2) - - -» Xx(n)) €in Ringautomorphismus.

(h) Fiir jeden kommutativen Ring (R, +, -) ist die Abbildung R[X] — Abb(R, R), p + p ein Ringho-
momorphismus (genannt Auswertungshomomorphismus) und ebenso fiir jedes feste r € R
die Abbildung R[X] — R, p > p(r) (genannt Einsetzungshomomorphismus). .

(Fir einen Integritdtsbereich R mit unendlich vielen Elementen ist die erste Variante sogar Ringmo-
nomorphismus. Das folgt aus dem letzten Satz in Abschnitt 3.2 und der darauf folgenden Bemerkung.)

Bemerkungen 3.3.4
e Fiir jede Gruppe (G, *) wird Aut(G) mit der Komposition von Abbildungen zu einer Gruppe,
der Automorphismengruppe von (G, *):
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Fir ¢, ¥ € Aut(G) rechnen wir nach, dass o¢ € Aut(G) wiederum ein Homomorphismus
ist: Es gilt

Y (P(g1%92)) = V($(g1)*¢(g2)) = ¥ ($(91))*¥(¢(g2))

fir alle g1, 92 € G.
Zudem ergibt sich ¢! € Aut(G) fiir die Umkehrfunktion ¢!

¢ (g1%92) = ¢ (P(¢7 (90)*4(67'(91))) = ¢ ($($7 (g1)*¢ 7' (92)) = ¢~ (91)*¢ ™" (g2)

fir alle g4, g2 € G, so dass diese wiederum strukturerhaltend ist.

e Fiir eine Gruppe (G, *) und eine abelsche Gruppe (H, ®) werden Hom(G, H) und End(H) mit
punktweiser Verkniipfung ® auch abelsche Gruppen. Man spricht von Homo- bzw. Endo-
morphismengruppen.

(Nachweis: Fiir ¢, ¥ € Hom(G, H) zeigen wir ¢®@y € Hom(G, H) durch die auf Kommutativitit von
@ gegriindete Rechnung

(¢®Y)(g1%92) = $(91%92)®Y (g1%g2)
= $(91)®9(g2)®Y (91)®Y (g2)
= #(91)®Y(91)®¢(g2)®Y (g2)
= (9ay)(91)®(p®Y)(g2)

fiir g1, g2 € G. Dass die konstante Abbildung G — H auf das neutrale Element in H das neutrale Element
in Hom(G, H) ist, ist klar. SchliefSlich kénnen wir Inverse zu ¢ € Hom(G, H) als punktweise Inverse ¢!
erhalten, denn die Rechnung

¢~ (g1%92) = P(g1%g2) ™"
= (¢(g1)®¢(g2)) ™"
=¢(g2) '@ (g1) "
=$(g91) '@ (g2) "

unter erneuter Verwendung der Kommutativitit von & ergibt ¢! € Hom(G, H).)

e Fiir eine (meist additiv notierte) abelsche Gruppe (G, +) wird (End(G), +, o) mit punktweiser
Addition und Komposition sogar ein Ring, der Endomorphismenring von (G, +). Anders als bei
(Abb(G), +, o) (was gemifd Abschnitt 3.2 kein Ring ist) ergibt sich fiir Endomorphismen ¢, ¢/, y €
End(G) namlich das ,linke” Distributivgesetz ¢go(/+y) = ¢poy+¢@oy durch die Rechnung

(o (¥+x))(9) = ¢(Y(9)+x(9)) = d(¥(9)+h(x(9)) = ($oy+pox)(g)

fiir alle g € G mit der Homomorphismus-Eigenschaft von ¢. Die anderen benétigten Eigenschat-
ten folgen aus Bemerkung (b) oder sind leicht zu priifen.

Definition 3.3.5
e Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f: G — H zwischen Gruppen (G, *) und (H, ®)
ist

Kemn(f) = f'({en}) ={g € G | f(9) =ew} € G

mit dem neutralen Element ey von (H, ®).
e Der Kern eines Ringhomomorphismus f: R — S zwischen Ringen (R, +, -) und (S, ®, ©) ist

Kern(f) := f7'({0s}) = {x € R| f(x) = 0s} C R.

Bemerkungen 3.3.6 Wegen f(eg) = ey fiir das neutrale Element e; von (G, *) gilt in (a) stets
e € Kern(f) und wegen f(0g) = 0Og in (b) stets O € Kern(f).
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Am Kern lasst sich erkennen, ob ein Homomorphismus ein Monomorphismus ist (und so wird diese
Eigenschaft in Zukunft dann auch oft gezeigt):

Satz 3.3.7
(a) Fir einen Homomorphismus f: G — H von Gruppen (G, *) und (H, ®) gilt:

f ist injektiv <= Kern f = {eg}.
(b) Fir einen Homomorphismus f: R — S von Ringen (R, +, -) und (S, ®, ©) gilt:
f ist injektiv <= Kern f = {0g}.
(c) Ein Kérperhomomorphismus f: K — L von Kérpern (K, +, -) und (L, ®, ©) ist immer injektiv.

Beweis. Teil (a) wird in den Ubungen gezeigt. Teil (b) folgt durch Anwendung von Teil (a) auf die
additiven Gruppen. Fiir Teil (c) reicht es, Kern(f) € {0k} fir jeden Kérperhomomorphismus f: K — L
zu zeigen (denn nach der Bemerkung ist dies gleichbedeutend mit Kern(f) = {0x} und gibt gemafy
Teil (b) Injektivitat). Dazu sei x € Kern(f), also x € K mit f(x) = 0;. Ware x # Ok, so bekdmen wir
mit 17 = f(1x) = f(xx™!) = f(x)Of (x™') = 0,0f (x™!) = 0, einen Widerspruch. Also ist x = Ok, und
Kern(f) C {0k} ist gezeigt. |

Als nichsten erkldaren wir Unterstrukturen von Gruppen, Ringen und Kérpern, mit denen wir ohne
eine solche explizite Benennung tatsiachlich schon oft umgegangen sind:

Definition 3.3.8
e Eine Untergruppe U einer Gruppe (G, %) ist eine Teilmenge U von G mit e € U (fir das
neutrale Element eg von (G, *)) sowie g+ h € U und g! € U fiir alle g,h € U.
e Ein Unterring U eines Rings (R, +, -) ist eine Untergruppe U von (R,+) mit 1 € U und xy € U
fur alle x,y € U.
e Ein Teilkorper U eines Korpers (K, +, ) ist ein Unterring U von (K, +, -) mit x™! € U fiir alle
x € U\{0}.

Beispiele 3.3.9
(a) Fir jedes n € N ist nZ Untergruppe von (Z, +), aber fir n € N\{1} wegen 1 ¢ nZ kein Unterring
von (Z,+,-).
(b) Z ist Unterring von (Q, +, -), und Q ist Teilkorper von (R, +, -).
(c) Fir jedes n € N ist A, Untergruppe von (S, o).
(d) Fiir eine Gruppe (G, *) und eine abelsche Gruppe (H, ®) sind Aut(G) Untergruppe von ({f €
Abb(G) | f bijektiv}, o) und (Hom(G, H), *) Untergruppe von (Abb(G, H), ).
(e) Das Bild Bild(¢) eines Gruppenhomomorphismus ¢: G — H ist stets eine Untergruppe von H.
Ebenso ist das Bild eines Ringhomomorphismus stets ein Unterring des Ziel-Rings.
(f) Fiir hier stets additiv betrachtete Restklassengruppen kann Z /27 wegen Z/2Z ¢ Z/3Z, Z/2Z €
Z/4Z,7]2Z ¢ (Z/2Z)? schon formal keine Untergruppe von Z/3Z, Z/4Z oder (Z/2Z)? sein.
Interessanter ist aber, ob die algebraische Struktur von Z/2Z in Z/3Z, Z/4Z oder (Z/2Z)*
enthalten ist, ob Z/27Z also zumindest isomorph zu einer Untergruppe ist.
Die Antwort lautet, dass Z/27Z nicht isomorph zu irgendeiner Untergruppe von Z/3Z ist, aber
isomorph zur Untergruppe {[0]z/4z, [2]z/4z} von Z/4Z und auch zu jeder der drei Untergruppen
{([0]z/2z, [0]z/22), ([0]z/2z, [1]Z/22) },
{([0]z/2z, [0]z/22), ([1]z/2z, [0]z/22) }.
{([0]z/2z [0]z/22), ([1]zj2z, [1]z/22) } von (Z/2Z)? ist.

Bemerkungen 3.3.10
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e In jeder Gruppe (G, *) ist die triviale Untergruppe {eg} die kleinste und ganz G die grofite
Untergruppe.

In jedem Ring (R, +, ) ist der Grundring Ry := {zg | z € Z} der kleinste und ganz R der
grofite Unterring. Dabei ist Ry stets isomorph zu Z, wenn (R, +, - ) Charakteristik 0 hat, oder zu
Z[nZ, wenn (R, +, -) Charakteristik n € N hat.

In jedem Korper (K, +, -) ist der Primkorper K := {zK-nI}1 | n,z € Z,ng # 0in K} der
kleinste und ganz K der grofite Teilkorper. Dabei ist K stets isomorph zu Q, wenn (K, +, -)
Charakteristik 0 hat, oder zu F;,, wenn (K, +, -) Charakteristik p € P hat.

e Dass U C G Untergruppe einer Gruppe (G, *) ist, ist auch durch U # @ und g~ * h € U fiir alle
g, h € U charakterisiert.

Dass U C K Teilkorper eines Korpers (K, +, - ) ist, ist charakterisiert durch U\{0} # 0 und
x—y € U fiir alle x,y € U sowie x"'y € U fiir alle x,y € U\{0}.

e Die Terminologie ist sinnvoll, weil mit ihr fiir eine Untergruppe U von (G, %) auch (U, ) eine
Gruppe, fiir einen Unterring U von (R, +, -) auch (U, +, -) ein Ring und fiir einen Teilkérper U
von (K, +,-) auch (U, +, - ) ein Korper ist.

e Man schreibt kurz, dass U € G Untergruppe, U C R Unterring, U C K Teilkorper ist.

e Die definierenden Eigenschaften einer Untergruppe U von (G, %) werden auch so ausgedriickt,
dass 0 # U unter der Verkniipfung * und unter Inversenbildung abgeschlossen ist. Analog ist
ein Unterring unter Addition, additiver Inversenbildung und Multiplikation abgeschlossen, ein
Teilkorper zusatzlich unter multiplikativer Inversenbildung.

Satz 3.3.11 Fiir jede Teilmenge A C G in einer Gruppe (G, *) gibt es eine beziiglich Mengen-Inklusion
kleinste Untergruppe U € G mit A C U. Dieses U heifit die von A erzeugte Untergruppe und wird
mit (A) bezeichnet. Fir n € Nund g1, 95, ...,9, € G wird (91,92, - - -, gn) = ({91, 92, - - -, gn}) Vereinbart.
Analog versteht man erzeugte Unterringe und Teilkorper.

BeEweis. Es ist Existenz von U = (A) zu beweisen. Da es mit G selbst zumindest eine Untergruppe
V von (G, *) mit A C V gibt, ist Sy := {V C G | V Untergruppe von (G, %), A C V} nicht leer, und wir
konnen U = (S84 € G setzen. Da AU {eg} C U gilt und die Abgeschlossenheitseigenschaften von
Untergruppen bei beliebigem Durchschnitt erhalten bleiben, ist U € S4 das gesuchte kleinste Element
von S4. Fiir Unterringe und Teilkdrper argumentiert man analog. O

Bemerkungen 3.3.12

e Die Konstruktion im Beweis benutzt man haufig, um die Existenz einer kleinsten (oft von einer
Teilmenge erzeugten) Menge mit gewissen Durchschnitts-stabilen Eigenschaften zu begriinden.
Versionen dieses Arguments werden Sie im Lauf des Studiums an vielen Stellen wiedersehen.

e Ist die von einem einzelnen g € G erzeugte Untergruppe (g) in einer Gruppe (G, *) endlich, so
ist ({g), *) zyklisch von Ordnung |(g)| und hat g (im fiir zyklische Gruppen erklarten Sinn) als
Erzeuger. Tatséachlich kann eine zyklische Gruppe dquivalent als eine Gruppe (G, *) definiert
werden, fiir die ein einzelnes g € G mit (g) = G existiert. Ist die Gruppe unendlich, spricht mal
von einer unendlichen zyklischen Gruppe; eine solche ist stets isomorph zu (Z, +).

Beispiel 3.3.13 In der additiven Gruppe (Z, +) ist (x) = xZ fir jedes x € Z.

Ein zu Unterstrukturen duales Konzept sind sogenannte Faktorstrukturen, an deren Definition wir
uns nun unter Riickgriff auf Quotienten einer Aquivalenzrelation annihern:
Satz 3.3.14 Fiir jede Untergruppe U einer Gruppe (G, *) wird durch

x~yye==x'sxyecUfirxyeG
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= |[x]~U| fur alle x,y € G gilt, also alle

eine Aquivalenzrelation ~y auf G definiert, bei der |[y] ~U|

Aquivalenzklassen
[x]., =x*U

mit x € G gleiche Kardinalitat haben.

Wir nennen die Aquivalenzklassen beziiglich ~;; auch Linksnebenklassen und vereinbaren die
Bezeichnung

G/U = G/~y= {[x]-y | x € G}

fir die Quotientenmenge. Insbesondere greift dies bei einem Ring oder Korper (R, +, - ) fiir jede Unter-
gruppe U von (R, +) mit der durch x ~y y &= x—y € U gegebenen Aquivalenzrelation.

BeEwErs. Wir verifizieren zunichst die definierenden Eigenschaften der Aquivalenzrelation ~y:
Reflexivitat liegt vor, weil xlxx=eseUfirallex € G gilt. Symmetrie ist erfillt, weil fiir x,y € G
aus x ' xy € U schony™! xx = (x7! xy)~! € U folgt. Transitivitit ergibt sich, weil fiir x,y, z € G aus
x1sxyeUundytxzeUauchx 'xz=(x"1xy)x*(y ' =z2) e U folgt.

Die Gleichheit [x]., = x * U ergibt sichausx ~y y & x'xyeU & yex=Ufiry €G.

Weiter erhalten wir fiir feste x,y € G durch A(z) := y * x™! * z fiir z € G eine Abbildung A: [x]., —
[y]~,,denn z € [x]., = x * U impliziert

1 1

yxx xzeyxx xxxU=yxU = [y]-

-
Analog gibt yi(z) := x * y~! * z eine Abbildung y: [y]., — [x]-,, die die Umkehrabbildung zu A ist.
Somit ist A eine Bijektion und es gilt |[y]~U| = |[x]~ O

ol

Bemerkung 3.3.15 Es sei U eine Untergruppe einer Gruppe (G, *). Eine sehr dhnliche Aquivalenzrela-
tion auf G erhalt man durch die Festlegung x (~ y = y * x~! € U fiir x,y € G. Die Aquivalenzklassen
[x],~ = U * x heiflen Rechtsnebenklassen. Sie verhalten sich weitgehend analog zu den Linksneben-
klassen, sind aber im nicht-abelschen Fall im Allgemeinen verschieden von diesen.

Als ein naheliegendes Beispiel fiir den Nutzen von Nebenklassen beweisen wir den Satz von Lagrange
tiber grundlegende Kennzahlen (die wir vorher noch kurz definieren) von Gruppen, Untergruppen und
ihren Elementen:

Definition 3.3.16
e Eine Gruppe (G, *) heifit endlich, wenn |G| < oo ist, und |G| € N heifit dann die Ordnung der
Gruppe (G, *).
e Die Ordnung eines Elements g € G in einer Gruppe (G, *) ist - wenn existent — eine Zahl
m € N mit g" = e und gk # e fur alle k € {1,2,...,m—1}, wobei eg das neutrale Element von
(G, *) bezeichnet. Existiert kein solches m, so heifit g von unendlicher Ordnung.

Satz 3.3.17 [Satz von Lagrange] Fiir eine endliche Gruppe (G, *) sind die Ordnungen der Untergruppen
von G und die Ordnungen der Elemente von G alle Teiler der Ordnung |G| der Gruppe.

BEwEIs. SeiU eine Untergruppe von (G, *). Nach dem vorigen Satz enthélt jede Nebenklasse [x] ., €
G/U genau so viele Elemente wie U = [eg]~,, € G/U, es gilt also |[N| = |U] fiir alle Nebenklassen N €
G/U.Da G die disjunkte Vereinigung der |G/U| Nebenklassen in |G/U]| ist, ergibt sich mit |G| = |G/U]| -
|U|, dass |U| ein Teiler von |G| ist. Dies zeigt die Behauptung tiber die Ordnungen der Untergruppen.

Ein Element g € G hat wegen |G| < oo zunichst eine Ordnung m € N. Andernfalls wire g~ # eg
fur alle k € N und damit wiren g, gz, gg, 94, gs, ...unendliche viele verschiedene Elemente von G. Nun

muss die von g erzeugte Untergruppe (g) gleich {eg, g, % ¢°, ..., g™ !} sein und |{g)| = m erfiillen. Nach



92 3. ALGEBRAISCHE GRUNDSTRUKTUREN

dem schon Gezeigten ist daher m ein Teiler von |G| und auch die Behauptung iiber die Ordnungen der
Elemente verifiziert. m]

Beispiele 3.3.18 Wir klassifizieren alle Elemente und Untergruppen nach ihrer Ordnung:
(a) In der additiven Restklassengruppe (Z/127Z, +) mit |Z/12Z| = 12 gilt

Ordnung 1 2 3 4 6 12
Elemente [0] [6] [4], [8] (31,191 | [2].[10] | [1].[5].[7],[11]
Untergruppen || {[0]} | {[0]. [6]} | {[0]. [4]. [8]} | (3) =(9) [ (2) =(10) | (1) =7Z/12Z

Tatsachlich sind in diesem Beispiel und allgemein in (Z/nZ,+) mit n € N alle Untergruppen
zyklisch und jede aufgrund des Satzes von Lagrange zulassige Ordnung wird in (Z/nZ,+) durch
genau eine Untergruppe realisiert.

(b) In der symmetrischen Gruppe (Ss, 0) mit |S3| = 6 (Bezeichnungen aus Abschnitt 3.1) erhalten

wir:
Ordnung 1 2 3 6
Elemente id |11=(1,2),5=(1,3),13=1(2,3) | 01 =(1,2,3),0,=(1,3,2) | —
Untergruppen || {id} (r1) = {id, 1}, (), (13) (01) = (02) ={id, 01, 02} | S3

In diesem Beispiel sind alle echten Untergruppen (also alle aufier Ss selbst) zyklisch.
(c) In der alternierenden Gruppe (A4, ©) mit |A4| = 12 (Bezeichnungen aus Abschnitt 3.1):

Ordnung 1 2 3 4 6|12
Elemente ld 191, 192, 193 771,172,173,774,1’]5,776,7]7,178 —_— | = | —
Untergruppen || {id} |(1).(92).(F3) | (n1)=(n2).{n3),{n5).{n7) | {id, I, s, H3} | - | A4

In diesem Beispiel gibt es keine Untergruppe der aufgrund des Satzes von Lagrange zulédssigen
Ordnung 6, und neben A, ist auch die echte Untergruppe {id, &y, 32, 93} nicht zyklisch. Diese
Untergruppe ist die berithmte Kleinsche Vierergruppe.

Als interessante Folgerung ergibt sich ein berithmter Grundsatz der Zahlentheorie:

Korollar 3.3.19 [Kleiner Satz von Fermat] Es sei p € P eine Primzahl. Dann gelten
x’ =x mod p fiiralle x € Z

und
x*1' =1 mod p fiir alle x € Z \ pZ.

Die Behauptung des Satzes kann ganz elementar formuliert werden: Ist p € P eine Primzahl, so ist
fiir jedes x € Z entweder x oder x?~'—1 durch p teilbar.
Der Beweis lasst sich mit den inzwischen erarbeiteten Techniken kurz und elegant fithren:

BEWEIS DES KLEINEN SATZES VON FERMAT. Fiir x € Z \ pZ ist [x]z/,z # [0]z)pz in Z/pZ, womit
[x]z/,z ein Element der multiplikativen Gruppe (Z/pZ*,-) der Ordnung |Z/pZ*| = p—1 ist. Dass dies
tatsdchlich eine Gruppe ist, wurde in Abschnitt 3.1 gezeigt und war nicht ganz einfach. Davon profitieren
wir nun. Nach dem Satz von Lagrange ist die Ordnung m € N von [x]z/,z in (Z/pZ*,-) ein Teiler von
p—1, also p—1 = ¢m fir ein ¢ € N. Es folgt

7 = [x15) 2 = ([%17)2)

was xP~! = 1 mod p bedeutet. Dies zeigt die zweite Behauptung. Die erste Behauptung folgt fiir x € Z\ pZ
durch Multiplikation mit x. Sie gilt fiir x € pZ mit x” = 0 = x mod p aber ebenfalls. m]

t
= [1]%/1,2 = [”Z/pZ,
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SchlieBlich méchten wir die Quotientenmenge G/U beziehungsweise R/U (die wir fir jede (addi-
tive) Untergruppe U bilden konnen) wieder mit Verkniipfungen versehen und selbst zu einer Gruppe
beziehungsweise einem Ring machen. Dafiir bendtigen wir fiir U tatsdchlich noch eine etwas andere
Struktur:

Definition 3.3.20
e Ein Normalteiler N einer Gruppe (G, ) ist eine Untergruppe N von (G, *) mit g« N = N x g
fiir alle g € G.
e Ein (beidseitiges) Ideal I eines Rings (R, +, -) ist eine Untergruppe I von (R, +) mit rI C I und
Ir C Ifiraller € R.

Bemerkungen 3.3.21

e Ein Normalteiler ist also eine Untergruppe, fiir die die Links- und Rechtsnebenklassen iiberein-
stimmen, und kann alternativ als Untergruppe N mit g«Nxg~! C N fiir alle g € G charakterisiert
werden. In einer abelschen Gruppe ist dies immer der Fall, so dass dort die Normalteiler nichts
anderes als Untergruppen sind.

e Ein Ideal muss 1 nicht enthalten und daher kein Unterring sein, beispielsweise ist xZ fiir jedes
x € Z ein Ideal im Ring (Z, +, -), aber nur in den trivialen Fillen x € {-1,1} mit xZ = Z ein
Unterring in (Z, +, -). Andererseits muss ein Unterring kein Ideal sein, beispielsweise ist Z ein
Unterring von (Q, +, -), aber kein Ideal in (Q, +, -) (denn beispielsweise ist %Z ¢ Z).

e Analog zu erzeugten Untergruppen, Unterringen oder Teilkorpern lassen sich der von einer
Teilmenge A erzeugte Normalteiler in einer Gruppe und das von einer Teilmenge A erzeugte
Ideal in einem Ring definieren. Auch fiir diese schreibt man manchmal (A).

e Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f: G — H zwischen Gruppen (G, *) und (H, ®)
ist stets ein Normalteiler in (G, *). Der Kern eines Ringhomomorphismus ¢/: R — S zwischen
Ringen (R, +,-) und (S, ®, ©) ist immer ein Ideal in (R, +, -):

Dass die Kerne (additive) Untergruppen sind, sieht man problemlos. Fiir g € G, n € Kern(f)
ist zudem f(gxnxg') = f(g)®ey®f(g9)~! = ey und damit g= Kern(f)*g~! C Kern(f). Somit ist
also Kern(f) ein Normalteiler. Fir r € Rund n € Kern(¢) ist ¥ (rn) = ¢(r)0 = 0 und analog
¥(nr) = 0. Dies bedeutet r Kern(/) C Kern(¢/) und Kern(¢/)r C Kern(¢'), so dass Kern(¢/) ein
Ideal ist.

Satz 3.3.22
(a) Ist N ein Normalteiler in einer Gruppe (G, %), so erhalten wir durch
[l * [hly = [g#h]- fiir g.h € G
beziehungsweise aquivalent durch
(g*N) # (h*N) := (gxh)«N fir g,h € G

eine wohldefinierte Verkniipfung auf G/N, mit der G/N zu einer Gruppe wird. Diese ist abelsch,
falls (G, %) abelsch ist. Wir nennen dann (G/N, %) die Faktorgruppe oder Quotientengruppe
von G nach N.

(b) Ist I ein Ideal in einem Ring (R, +, -), so erhalten wir durch

[r]~, + [s]~, = [r+s]~rund [r]~, - [s]-, :== [rs]-r fiirr,s € R

~1
beziehungsweise dquivalent durch
(r+I) + (s+I) := (r+s)+I und (r+I) - (s +I) := (rs)+I firr,s € R

wohldefinierte Verkniipfungen auf R/I, mit denen R/I ein Ring wird. Dieser ist kommutativ,
falls (R, +, -) kommutativ ist. Wir nennen dann (R/I, +, - ) den Restklassenring von R nach I.
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Beispiel 3.3.23 Ein wichtigstes Beispiel von Faktorgruppen und Restklassenringen sind die Restklas-
senringe Z/nZ, die wir bereits ausfithrlich kennengelernt haben. An dieser Stelle konnen wir sie aber als
Spezialfille einer ibergeordneten Theorie verstehen.

Fiir einen Korper (K, +, -) sind {0} und ganz K die einzigen Ideale von (K, +, -). Fiir das eine ist K/{0}
nur eine neue Version von K, fiir das andere hat K/K nur ein Element und wird zum Nullring, aber nicht
zu einem Korper.

ZuM BEWEIs DEs SATZES. Entscheidend ist der Beweis der Wohldefiniertheit der Verkniipfungen:
Beziiglich Teil (a) verifizieren wir fiir alternative Reprasentanten ¢’ € g * N, h’ € h « N der Neben-
klassen dazu ¢’ = b’ € (g * h) = N durch die Rechnung

gxhegsN«h« N=g«hx«NxN=gxhxN,

bei der entscheidend eingeht, dass N Normalteiler ist.

Beziiglich Teil (b) bemerken wir zunéchst, dass die Addition durch Teil (a) abgedeckt ist, weil I
als Untergruppe in der abelschen Gruppe (R, +) automatisch Normalteiler ist. Fiir die Multiplikation
betrachten wir r’ € r + I, s” € s + I und bekommen durch die Rechnung

r's’ € (r+l) - (s+I) Crs+rl+Is+I1Crs+1

unter Verwendung der Ideal-Eigenschaft, dass r’'s” € [rs]., = rs + I gilt.
Alles Weitere (Assoziativitat, Kommutativitat, neutrale und inverse Elemente) erhilt man aus den
entsprechenden Eigenschaften von G beziehungsweise R. ]

Zum Abschluss des Kapitels erwdhnen wir die Faktorisierungssatze fiir Gruppen und fiir Ringe, bei
denen es sich um weitgehende Analoga des Faktorisierungssatzes fiir Aquivalenzrelationen handelt:

Satz 3.3.24
(a) Es seien (G, *) und (H, ®) Gruppen, N ein Normalteiler von (G, *) mit der Quotientenabbildung
7: G — G/Nund f: G — H ein Gruppenhomomorphismus mit N € Kern(f). Dann gibt es
genau einen Gruppenhomomorphismus f.: G/N — H, der f, o & = f erfiillt, also das folgende
Diagramm kommutativ macht.

f

G——H

\‘

G/N

(b) Es seien (R,+,-) und (S, ®, ®) Ringe, I ein Ideal von (R,+,:) mit der Quotientenabbildung
7: R — R/Iund f: R — S ein Ringhomomorphismus mit I € Kern(f). Dann gibt es genau
einen Ringhomomorphismus f.: R/I — S, der f. o & = f erfiillt, also das folgende Diagramm
kommutativ macht.

f

R——

j
”l R

R/T

Bemerkung 3.3.25 Geméif} der Bemerkung zu Normalteilern und Idealen ist der Satz stets mit N =
Kern(f) beziehungsweise I = Kern(f) anwendbar, und genau in diesem Fall ist f. injektiv. Aulerdem
gilt stets Bild(f.) = Bild(f), und insbesondere ist f. genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist.

Im Allgemeinen sind dann die Gruppen G/Kern(f) und Bild(f) bzw. die Ringe R/Kern(f) und
Bild( f) isomorph.
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BEWEIS DER FAKTORISIERUNGSSATZE. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Abbildung f. mit f, o =
f ergibt sich aus dem Satz des Abschnitts 2.4.b tiber die Faktorisierung nach einer Aquivalenzrelation,
wenn man bedenkt, dass im Gruppenfall

x~yy & ylxxeN = y'xxeKern(f)
und dies ist genau dann der Fall, wenn
flyxx)=ec = f(x)=f(y)
fir x,y € N gilt. Im Ringfall
x~y & x-yel = x-y € Kern(f)

und dies ist genau dann der Fall, wenn f(x—y) = 0 gilt, also f(x) = f(y) fir x,y € R gilt. Gemaf} dem
vorigen Satz kann zudem (G/N, %) als Gruppe beziehungsweise (R/I, +, -) als Ring aufgefasst werden,
und es bleibt nur die Homomorphismus-Eigenschaft von f. nachzurechnen. Im Gruppenfall gelingt dies
mit der Rechnung

Fi(lgil~y * [g2]~y) = fi(lg1 % g2l~y) = [ (91 % g2) = [(91) ® f(92) = fe([g1]~y) @ fi([g2]~y)
fiir [g1]~y, [92]~y € G/N.Im Ringfall kann man analog vorgehen. O



KAPITEL 4

Reelle und komplexe Zahlen

In diesem Kapitel schlieflen wir die Diskussion der Zahlbereiche ab, indem wir nach N, Z und Q in
Kapitel 2 auch die fiir die Analysis grundlegenden Bereiche der reellen Zahlen R und der komplexen
Zahlen C prazise einfithren.

4.1. Reelle Zahlen

Die Menge R der reellen Zahlen kann man sich als die Menge aller Dezimalzahlen (mit endlich
oder unendlich vielen Nachkommastellen) oder als die Menge aller Punkte der Zahlengerade
vorstellen. Neben den rationalen Zahlen aus Q gehéren zu R auch sogenannte irrationale Zahlen aus
R\ Q wie zum Beispiel Wurzeln aus ganzen Zahlen, die keine Quadratzahlen sind, Dezimalzahlen mit
unendlich vielen nicht-periodischen Nachkommastellen, die Eulersche Zahl e, die Kreiszahl 7, viele aus
solchen gebildete algebraische Ausdriicke und tiberabzdhlbar viele weitere Zahlen.

Zur prazisen Einfihrung der reellen Zahlen gibt es verschiedene Moglichkeiten. Hier geben wir
zunéchst ein Axiomensystem an:

Axiom 4.1.1 (Axiome der reellen Zahlen) Es gibt eine Menge R, zwei Verknipfungen + und - auf R
sowie eine Relation < auf R mit folgenden Eigenschaften:

e Korperaxiome: Mit den beiden Verkniipfungen wird (R, +, -) ein Korper.
e Anordnungsaxiome: Die Relation < ist eine strikte Totalordnung auf R und ist kompatibel
mit der Addition + und der Multiplikation - in dem Sinne, dass fiir alle r, x, y € R gilt:

X<y = r+x<r+yund0<r,x <y = rx<r-y.

e Metrische Vollstindigkeit: Jede Intervallschachtelung in R besitzt einen Kern in R.
e Archimedisches Axiom: Fiir jedes x € R gibt es ein n € N mit x < n.

Zu den Axiomen sind noch einige Erlauterungen zu geben und insbesondere die Begriffe der In-
tervallschachtelung und des Kerns einer solchen tiberhaupt einmal zu definieren. Wir gehen dies teils
direkt, teils aber auch spéter in diesem Abschnitt an.

Bemerkungen 4.1.2
e Wie uiblich bezeichnen 0 und 1 das Null- und das Einselement des Kérpers R, und wir setzen wie
vorher n = )| 1 € R fiir n € N. Aufierdem finden in R alle allgemein fiir Kérper besprochenen
Regeln, Definitionen und Konventionen Anwendung.
e In der Kurzzusammenfassung besagen die Axiome:

R ist ein vollstindiger, Archimedisch angeordneter Korper.

e Fiir die rationalen Zahlen Q sind alle Axiome aufler der Vollstdndigkeit erfiillt. In der Vollstan-
digkeit besteht also der entscheidende Unterschied zwischen Q und R.

Die komplexen Zahlen C, die wir spater einfiihren, bilden einen (in geeignetem Sinn) voll-

standigen Korper, erlauben aber keine mit Addition und Multiplikation kompatible Anordnung.

Definition 4.1.3

96
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e Wir nennen eine Zahl x € R positiv, wenn 0 < x gilt, und andernfalls nichtpositiv. Analog
nennen wir x € R negativ, wenn x < 0 gilt, und andernfalls nichtnegativ.
e Ausgehend von < kénnen wir wie tiblich die nicht-strikte Totalordnung < durch

x<ye=((x<yVx=y)firx,yeR
einfithren sowie > und > als die Umkehrrelationen zu < und < erklaren.

Bemerkung 4.1.4 Aus den Anordnungsaxiomen folgen die Regeln firn e N, r, s, x, y, x;, y; € R:

n>o0,
x ist positiv. &= —x ist negativ,

x% > 0 mit ,=“ nur falls x = 0,

n
Z x? > 0 mit ,=* nur falls alle x; = 0,
i1

n n
xi<yfurie{,2,...,n} = Zx,- < Z y; mit ,=" nur falls alle x; = y;,
i=1 i=1

n n
0<x; <y fiurie{1,2...,n} = ﬂxi < l_lyi mit ,,=" nur falls alle x; = y;,
i=1 i=1
Istx <y, danngilt:r <0 & rx>ru,

1 1
0<r<s = —->->0.
r S

Insbesondere ist n # 0 fiir alle n € N, weshalb der Korper (R, +, -) der reellen Zahlen Charakteristik 0
hat und sein Primkdrper mit dem Korper (Q, +, -) der rationalen Zahlen identifiziert werden kann. Wir
verstehen daher immer

QCR.

Weiterhin muss man sich unbedingt merken, dass die Multiplikation mit einem negativen Faktor und die
Reziprokenbildung ﬁ bei positiven Zahlen das Ungleichheitszeichen umkehren. Konkrete Beispiel sind:

1 1
4<7.aber—4>—7undz>—.

Wir beweisen nicht alle hier genannten Regeln, zeigen aber zwei ganz grundlegende Argumente:
Zur Begrindung fiir n > 0: Wire 1 < 0, so folgt durch Addition von —1 auch 0 < -1, und dann durch
Multiplikation mit dem (positiven!) —1 auch 0 < (—1)(—1) = 1. Widerspruch! Da somit weder 1 < 0 noch 1 =0

gilt, ist zwingend 1 > 0. Durch Addition von n—1 folgt n > n—1 fiir n € N und mit Transitivitit n > 0 fur n € N.

Zur Begriindung fiir x* > 0: Fiir x > 0 gilt x* = x-x > 0-x = 0 und daher insgesamt x* > 0. Fiir x < 0 gilt

x? = (=x)-(=x) > 0-(=x) = 0 und damit wieder x? > 0. Fiir x = 0 ist natiirlich x*> = 02 = 0.
Bevor wir nun die restlichen Axiome von R genauer besprechen, geben wir erst einige grundlegende
Definitionen:
Definition 4.1.5 Die erweiterten reellen Zahlen sind
@ =R U {—OO, OO}

mit zusitzlichen Symbolen co (Unendlich) und —co (minus Unendlich). Wir setzen die Relation < durch
die Festlegung —co < x < oo fiir alle x € R zu einer strikten Totalordnung auf R fort.



98 4. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

Bemerkung 4.1.6 Wie wir in Mathematik 2 sehen, kann man mit co und —co zu einem gewissen Grad
rechnen, aber zum Beispiel co+(—o0) nicht sinnvoll erklaren. Daher wird R nicht zu einem Kérper oder
iiberhaupt einer algebraischen Struktur im Sinn des Kapitels 3.

Definition 4.1.7
e Eine Zahl x € R liegt zwischen r € RundseR,wennr <x <soders<x<r gilt, und sie
liegt echt zwischen r und s, wenn r < x < s oder s < x < r gilt.
e Eine Teilmenge I C R heif3t ein Intervall, wenn I mit zwei Zahlen stets auch alle zwischen
diesen liegenden enthalt.
e Spezielle Intervalle sind

(a,b) :==]a,b[ :=={x € R|a< x < b} offen,

(a,b] :==]a,b] := {x € R | a < x < b} links halboffen,

[a,b) = [a,b] := {x € R | a < x < b} rechts halboffen,
[a,b] := {x € R | a < x < b} abgeschlossen

mit Randpunktena, b € R, wobei oft nur a < bbzw. a < b betrachtet wird, weil man andernfalls
0 erhalt. Intervalle des Typs [a, b] mit a, b € R nennt man kompakt.

e Wir vereinbaren als naheliegenden Abkiirzungen R, := (g, ), R}, := (—00,b), R5, := [a, 00),
R<p := (=00, b] und bemerken, dass R = (—co, ), R = [—c0, o0].

Bemerkung 4.1.8 Dass die speziellen Intervalle aus Teil (d) der Definition tatsachlich Intervalle sind,
verifiziert man problemlos. Demnichst begriinden wir auflerdem, dass tatsachlich alle Intervalle in R
von dieser Form sind.

Definition 4.1.9
e Die reelle Vorzeichenfunktion oder reelle Signumfunktion ist fiir x € R definiert als:

1, falls x > 0,
sign: R - R, sign(x) = 10, falls x = 0,
-1, fallsx <0

mit Bild(sign) = {-1,0,1}.

e Die reelle Betragsfunktion ist fiir x € R definiert als:

X, falls x > 0,

[ R —>R, =
| ol {—x, fallsx <0

mit Bild(| - ) = Rs,.
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Graph von x — |x]|

Bemerkungen 4.1.10 Es seien x,y € R.

e Man kann den Betrag |x| von x als den Abstand von x zu 0 auf der Zahlengerade und |y—x| als
den Abstand von y zu x auf den Zahlengerade interpretieren.
e Aus den Definitionen ergeben sich die Rechenregeln

x = sign(x)|x]|,
sign(xy) = sign(x)sign(y),
x2 — |X|2,
x| =yl &= (x=yVx=-y),
x| <y &= xe[-yyl

Ist y # 0, so gilt auch
x

sign(xy) = sign(x)sign(y) = sign(y).

Beispiel 4.1.11 Das Auflésen von (Un-)Gleichungen mit Betrdagen gelingt oft mit Fallunterscheidungen.
Ein konkretes Beispiel ist die Ungleichung

1 1
— > —firx e R\ {0,1},
|x| — 1-x
bei der die Unterscheidung folgender 3 Falle sinnvoll ist:

e Fall x < 0: Wir multiplizieren mit —x = |x| > 0 und 1-x > 0 und erhalten als dquivalente
Ungleichung erst 1-x > —x, dann 1 > 0, was generell erfiillt ist.

e Fall 0 < x < 1: Wir multiplizieren mit x = |x| > 0 und 1-x > 0 und erhalten als dquivalente
Ungleichung erst 1-x > x, dann x < %

e Fall x > 1: Wir multiplizieren mit x = |x| > 0 und 1-x < 0 und erhalten als dquivalente
Ungleichung erst 1-x < x, dann x > %

Zusammenfassend ist damit (—oo, 0) LI (0, %] LI (1, 00) die Losungsmenge der obigen Ungleichung.

Nun kommen wir zuriick zu den noch nicht genauer diskutierten Axiomen von R, dem Archimedi-
schen Axiom und dem Vollstandigkeitsaxiom:

Bemerkungen 4.1.12
e Das Archimedische Axiom sichert unter anderem die Moglichkeit der Division mit Rest: Fiir
x € R, q € R, existiert stets eine eindeutige Darstellung x = sq+r mit s € Z, r € [0, q). Speziell
fir g = 1ist s € Z mit x € [s,s+1) der in Abschnitt 2.4 erwiahnte ganzzahlige Anteil, der mit der
Gauf3-Klammer als | x| € Z notiert wird.
(Begriindung fiir Existenz von r, s: Gemaf des Archimedischen Axiomsist T4 :== {z € Z | z > ¢"'x}
nicht leer und hat eine untere Schranke in Z. Nach Abschnitt 2.4.a enthélt dann T, ; C Z eine kleinste
Zahl t und fur s :=t—1 € Z gilt sq < x < (s+1)q, und fir r := x—sq € [0, q) erhalten wir x = sq+r.
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Begriindung fiir Eindeutigkeit von r, s: Es sei sq+r = sq+r mit s,s € Z, r,7 € [0,q). Im Fall s > s ist
s > s+1, und es ergibt sich mit ¢ < (s—s)q = r—r < r < q ein Widerspruch. Im Fall s < s folgt dieser
analog. Also muss s = s und dann auch 7 = r sein.)

e Aus dem Archimedischen Axiom folgt, dass zu jedem ¢ € R — egal, wie klein ¢ auch immer
sein mag, solange es nur positiv ist — ein n € N mit % < ¢ existiert.

(Begriindung: Nach dem Axiom gibt es n € N mit n > % > 0. Durch Reziprokenbildung folgt % <e)

e Als weitere Folgerung ergibt sich, dass R dicht geordnet ist, das heif3t, echt zwischen zwei
verschiedenen reellen Zahlen liegen unendlich viele weitere reelle Zahlen. Tatséchlich finden im
Zwischenbereich immer sowohl unendlich viele rationale Zahlen aus Q als auch unendlich viele
irrationale Zahlen aus R \ Q, weshalb auch Q und R \ Q dicht geordnet sind. Mit etwas anderen
Worten enthalten fiir a,b € R mit a < b sowohl (a,b) N Q als auch (a,b) \ Q stets unendlich
viele Elemente.

(Begrindung: Fir beliebiges k € N gibt es nach Bemerkung (b) stets ein n € N mit % < b—a. Nach
Bemerkung (a) kénnen wir a = >+r mits € Zund r € [O, ;) schreiben. Damit liegen die k rationalen
Zahlen 1, &2 S+k alle in (a b) NQ (denn = = S41 > S4p = gund ¢ s+k +k < s4r+b—a =b).
Dak beheblg war, enthalt (a,b) N Q also unendhch v1e1e Zahlen

Um dasselbe fiir (a,b) \ Q zu zeigen, setzen wir voraus, dass es iberhaupt eine irrationale Zahl t € R
gibt (Beispiele folgen in Mathematik 2), und wir konnen dann auch ¢ > 0 annehmen. Wir argumentieren
nun wie zuvor, wahlen zu k € N ein n € N mit %t < b—a, schreiben a = %t+r mits € Z, r € [O, %t) und
erhalten die k irrationalen Zahlen %t, %t, %t in (a,b) \ Q)

Definition 4.1.13 Eine Intervallschachtelung in R ist eine unendliche Folge nicht-leerer kompakter
Intervalle

[a1,b1] 2 [az, b2] 2 [as, bs] 2 [a4, bs] 2

mit Randpunkten —co < a; < ay <as <aq <...< by <bs < by <by < o00,s0dass zu jedem € € R,
ein n € N mit b,—a, < ¢ existiert. Die letzte Bedingung kann man in Worten so ausdriicken, dass die
Intervall-Langen b,—a, mit wachsendem n € N beliebig klein werden.

Als Kern einer solchen Intervallschachtelung bezeichnet man eine Zahl ¢ € R mit ¢ € [ay, b, ]
fur alle n € N, also ¢ € (,en[@ns> bnl-

Lemma 4.1.14 Der Kern einer Intervallschachtelung ist eindeutig.

BeEwers. Sind ¢, ¢ € R zwei Kerne, so gilt mit ¢, ¢ € [ay, b,] auch [c—c| < b,—a,, fir alle n € N. Ware
|c—c| > 0, so gibe es ein n € N mit b,—a, < |[c—c|, und wir erhielten einen Widerspruch. Also muss
|c—c| = 0 gelten, was ¢ = ¢ bedeutet. O

Bemerkungen 4.1.15
o Erst mit der gerade gegebenen Definition wird das Axiom der metrischen Vollstandigkeit
,Jede Intervallschachtelung in R besitzt einen Kern in R.*

sinnvoll. Die anschauliche Interpretation des Axioms ist, dass die reellen Zahlen R, anders als
die rationalen Zahlen Q, die gesamte Zahlengerade fiillen und keine ,Liicken“ mehr lassen.

Konkret ist zum Beispiel V2 = 1,4142135623 ... in R der Kern einer Intervallschachtelung
beginnend mit

14 15 [141 142] 5 1414 1415] [14142 14143
10" 101 = L100° 100! = L1000° 1000 10000 10000

wobei die Randpunkte der Fortsetzung allgemein als

an =10""]10"V2] € Qund b, := a,+10" € Q
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definiert werden kénnen. Da aber V2 ¢ Q irrational ist (dazu in Mathematik 2 nochmal genauer),
kommt V2 als Kern in Q nicht in Frage, und in Q besitzt diese Intervallschachtelung eben keinen
Kern.

e Mit einem erst spater eingefithrten Konzept lasst sich metrische Vollstandigkeit von R so
charakterisieren: Jede Cauchy-Folge in R konvergiert in R. Fiir C geht dies auch.

Weitere Begriffe, die mit der Anordnung von R zusammenhéangen, sind:

Definition 4.1.16  Es sei A eine Teilmenge von R.

e Wir nennen A von oben beschriankt beziehungsweise von unten beschriankt, wenn A
eine obere Schranke beziehungsweise untere Schranke in R besitzt. Ist A von oben und unten
beschrankt, so heifit A beschrankt.

e Ein grofites Element bzw. kleinstes Element! von A nennt man auch Maximum bzw. Minimum
von A und schreibt fiir dieses max A = max,ec4 X bzw. min A = min,c4 x.

e Eine kleinste obere Schranke bzw. grofite untere Schranke fiir A in R bezeichnet man
als Supremum bzw. Infimum von A und notiert diese als sup A = sup, ., x bzw. als inf A =
infiea x.

Damit kénnen wir eine etwas andere Vollstandigkeitseigenschaft von R formulieren:
Satz 4.1.17 Jede nicht-leere, von oben beschrénkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum in R.

Bemerkungen 4.1.18
e Als Folgerung besitzt sogar jede Teilmenge A C R ein Supremum in R, wobei sup A = co genau
fir von oben unbeschrinktes A und sup A = —co genau fiir A = () und fiir A = {—oo} eintritt.
e Fiir A C Rund M € R ergibt sich folgende Charakterisierung des Supremums:
M=supA — ( Vx€A:x<M undVLe (-o,M): TyeA:y>L )
—_——— R
M obere Schranke fiir A L keine obere Schranke fiir A
Diese Charakterisierung wird in Anwendungen des Ofteren benutzt.
e Fiir A C R existiert max A genau dann, wenn sup A € A gilt, und in diesem Fall ist supA =
max A € A. Auch sup A ¢ A kommt aber natiirlich vor.
e Analoges gilt fiir das Infimum (und das Minimum).
e Aus dem Axiom folgt die Behauptung, dass die speziellen Intervalle aus Teil (d) der Intervalldefi-
nition alle Intervalle I in R sind.
Um dies einzusehen, nimmt man I # @ an, erklart a := inf I € [—00,00),b :=supI € (—c0, 0]
und tberlegt sich dann, dass I € {(a, b), (a,b], [a,]), [a, D]} gilt.
e Mit erst spater eingefithrten Konzepten lasst sich Ordnungs-Vollstindigkeit von R so charakteri-
sieren: Jede beschrénkte, monotone Folge in R konvergiert in R.

BEWEIS DEs SATZES. Sei A nicht-leere, von oben beschrankte Teilmenge von R. Fiir fixiertes n € N
betrachten wir obere Schranken fiir A der Form* Z mit z € Z. Wegen der Beschrinktheitsvoraussetzung
besitzt A eine obere Schranke, gemafl des Archimedischen Axioms dann auch eine obere Schranke der
gegebenen Form und wegen der Wohlordnungseigenschaften von Z schlie3lich eine kleinste Schranke b,
der gegebenen Form. Setzen wir a, := b,— zn , S0 ist insgesamt durch die Intervalle [a,, b, ] mit n € N eine

IDa R total geordnet ist, fallen grofite bzw. kleinste Elemente hier mit maximalen bzw. minimalen Elementen zusammen;
vergleiche mit Abschnitt 2.4.b.
2Mit Schranken der einfacheren Form £ konnen wir hier nicht (ohne Weiteres) arbeiten, da sich nicht immer eine

Intervallschachtelung ergiabe. Zum Beispiel furA { }bekamen wir namlich [ay, bs] = [0 ] 2 las, b3] = %, %]
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Intervallschachtelung gegeben, wobei b,—a, = zi,, < % auch wieder wegen des Archimedischen Axioms
fiir ein n € N kleiner als jedes gegebene ¢ € R,y wird. Nach dem Axiom der metrischen Vollstandigkeit
besitzt die Intervallschachtelung einen Kern M € R. Jedes x € A erfullt nun x < b, < M+% fir alle
n € N, also gilt auch x < M, und M ist eine obere Schranke fiir A. Auflerdem gibt es zu jedem n € N ein

y € A mit y > a, und folglich y > M—%, so dass M das Supremum von A sein muss. m|

Bemerkung 4.1.19 Tatséchlich ist Ordnungs-Vollstandigkeit von R unter Voraussetzung der Korper-
und Anordnungsaxiome sogar dquivalent zur metrischen Vollstandigkeit von R zusammen mit dem
Archimedischen Axiom. Daher besteht ein dquivalentes Axiomensystem fiir R aus den Korperaxiomen,
den Anordnungsaxiomen und der Ordnungs-Vollstandigkeit.

Dass metrische Vollstandigkeit und das Archimedische Axiome Ordnungs-Vollstandigkeit implizieren,
zeigt der vorausgehende Beweis.

Fir den Umkehrschluss sei Ordnungs-Vollstandigkeit von R vorausgesetzt. Ist ([an, b,])nen eine
Intervallschachtelung in R, so existiert ¢ := sup{a, | n € N} € R, und fiir alle n € N gilt a, < ¢ und
¢ < by, weil b, eine obere Schranke und c die kleinste obere Schranke fiir {a, | n € N} ist. Damit ist
¢ der Kern der Intervallschachtelung, und die metrische Vollstindigkeit von R ist nachgewiesen. Das
Archimedische Axiome erhilt man durch ein Widerspruchsargument. Ware das Axiom nicht erfiillt,
so gibe es ein x € R mit n < x fiir alle n € N. Damit ware N von oben beschriankt und wir setzen
M :=supN € R. Dies wire die kleinste obere Schranke und M—1 wire keine obere Schranke fiir N. Es
gébe ein ny € N mit ny > M—1, und N 3 ny+1 > M stiinde im Widerspruch zur Wahl von M als obere
Schranke fiir N. Es folgt die Giiltigkeit des Archimedischen Axioms.

Um die Mathematik — wie in Abschnitt 1.4 angekiindigt — einzig auf das Zermelo-Fraenkel-Axiomen-
system der Mengenlehre zu griinden, bleibt aber dennoch eine Konstruktion des Zahlbereichs R auf
Grundlage bereits eingefiihrter Bildungen anzugeben. Hierzu gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine
recht elementare Vorgehensweise geht vom bereits eingefithrten Zahlbereich Q aus und basiert auf der
Verwendung sogenannter Dedekindscher Schnitte. Die Grundidee ist dabei, eine reelle Zahl x € R
mit der Teilmenge Q. := {a € Q | a < x} von Q zu identifizieren. Mit der Teilmenge verbindet man
gedanklich die Zerlegung Q = Q. LIQsxy, an der man insbesondere die ,Schnittstelle® x ablesen kann. Als
formale Konstruktion fithrt man R daher als Menge von Teilmengen von Q ein, die die charakteristischen
Eigenschaften der gerade besprochenen Mengen Q. aufweisen: Tatsdchlich setzt man

0+A+Q
R:=4{AeP(Q)| VaecA:VbeQ\A:a<b
Es gibt keine grofite Zahl in A.

und versteht dann Q C R, indem man ¢ € Q mit Q«;, € R identifiziert. Auf dem so definierten
Bereich der reellen Zahlen erhilt man nun die Kleiner-Relation < als die strikte Mengeninklusion
G und die Addition + als die Minkowski-Addition +. Die Multiplikation - von A,B € R kann man
im Fall A,B > 0 durch A - B := (A.¢'Bsg) U Q< erkldaren, wobei - auf der rechten Seite fir die auf
Mengen erweiterte Multiplikation (vgl. Abschnitt 3.1) steht und wir A, := {a € A | a > 0} abgekiirzt
haben. Die Multiplikation mit negativen reellen Zahlen lésst sich (im Fortgang der Argumentation mit
Hilfe des additiv Inversen) darauf zuriickfithren. Ausgehend von diesen Definitionen gilt es nun, die
zuvor angegebenen Axiome von R zu verifizieren, was etwas Aufwand erfordert und hier nicht weiter
besprochen wird. Neben der Zurtickfithrung auf die Mengenlehre erreicht man mit dieser Konstruktion
ibrigens auch den Nachweis, dass das fiir R angegebene Axiomensystem widerspruchsfrei ist - jedenfalls,
sofern das Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem dies ist.

Als weiterfithrende Zusatz-Information sei noch erwihnt, dass sich in Anlehnung an die Konstruktion
mittels Dedekindscher Schnitte auch folgende Eindeutigkeitseigenschaft der reellen Zahlen nachweisen
lasst:
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Satz 4.1.20 Erfiillen zwei Mengen R (mit +, -, <) und R (mit +,~, <) alle Axiome der reellen Zahlen, so
gibt es einen Korperisomorphismus 1: R — R, der zudem im Sinn von

x<y = Y(0)<Y(y)
fur alle x, y € R ordnungerhaltend ist.

BEWEISSKIZZE. Man betrachtet zunédchst die Primkorper Q und @ von R und R, die beide den ratio-
nalen Zahlen entsprechen und somit durch einen Korperisomorphismus f: Q — Q identifiziert werden
konnen. Mit den Anordnungsaxiomen kann gezeigt werden, dass f (wie auch f!) ordnungerhaltend ist.
Insbesondere ist daher fiir jedes x € R das Bild f(Q«y) C R der nicht-leeren, von oben beschriinkten
Menge Q. € R ebenfalls nicht-leer und von oben beschrankt. Gemafl der Ordnungs-Vollstandigkeit von
R (deren Aquivalenz zur metrischen Vollstandigkeit und dem Archimedischen Axiom ja schon diskutiert
wurde) existiert dann fiir alle x € R das Supremum supf(Q«y) in R, und es lasst sich eine Abbildung
V:R— R durch ¥(x) == supf(Q«y) fiir x € R definieren.

Die benétigten Eigenschaften von ¢ verifiziert man in mehreren Schritten.

Um zunéchst einzusehen, dass § ein Kérperhomomorphismus ist, kann man fiir x,y € R von
Q<xsy = Qux+Q-y ausgehen und erhilt

¥ (x+y) = supf(Qux+Qqy) = sUp[f(Qex)+f(Qqy)] = supf(Qux) +supf(Qey) = Y (x)+Y(y).

Fiir die Multiplikation lasst sich dhnlich (aber mit Fallunterscheidung nach den Vorzeichen von x und y)
argumentieren.

Dass ¢ ordnungerhaltend und damit insbesondere injektiv ist, erhélt man wie folgt: Fir x,y € R
mit x < y gibt es wegen der dichten Anordnung von Q in R rationale Zwischenstellen p,q € Q mit
x < p < q < y. Aus der Definition des Supremums und der Ordnungerhaltung unter f ergibt sich dann

supf(Qex) <f (P)<f(9)<supf(Quey),

also wie benétigt ¥/ (y) <y (y).

Um den Beweis der Surjektivitiat von ¢ vorzubereiten, weist man zunichst ¢/(q) = f(q) fir g € Q
nach, mit anderen Worten also f(q) = supf(Q«,). Dass es sich bei f(q) um eine obere Schranke fiir
f(Q«4) handelt, folgt, weil f ordnungerhaltend ist. Gébe es noch eine kleinere obere Schranke fiir
f(Q«q), so kénnte diese wegen der dichten Anordnung als n € Q mit n<f(q) gewahlt werden. Es ergébe
sich der Widerspruch, dass einerseits f~!(17) < g, aber andererseits f~'(17) obere Schranke fiir Q, wire.

Also ist f(g) = SGpf (Q<q)-
Als weitere Vorbereitung zeigt man mit dhnlicher Argumentation i/(sup A) = supf(A) fiir nicht-leere,

von oben beschrankte A C Q. Direkt sieht man wieder, dass {/(sup A) obere Schranke fiir f(A) = /(A)
ist. Gébe es eine kleinere obere Schranke, so konnte diese als 1 € Q mit n<y(sup A) gewihlt werden. Nun
wire f~1(5) < sup A (denn mit f~1(5) > sup A miisste auch n = f(f1(n)) = ¥(f () = Y (sup A)
gelten) und f~!(7) wire eine kleinere obere Schranke fiir A als sup A. In Anbetracht dieses Widerspruchs
gilt wie behauptet /(sup A) = supf(A).

SchlieBlich lasst sich die Surjektivitit von ¢y beweisen. Sei dazu a € R beliebig. Die schon bei der
Definition von i angestellten Uberlegungen liefern dann die Existenz von x := sup ™! (Q<y) € R, und
mit den zuletzt nachgewiesenen Eigenschaften folgt ¥ (x) = Y(sup f_l(@<a)) = sup l//(f_l(@<a)) =
sup f(f~(Qee)) = sup Qg = 1.

Insgesamt ist /: R — R ordnungerhaltender Kérperisomorphismus. O
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4.2. Der Korper der komplexen Zahlen

Elemente in R? = R x R schreiben wir oft als Vektoren, also

Rz = {(ﬁ;),xl,xg S R} .

Wir wissen, dass (R?, +) mit der komponentenweisen Addition eine abelsche Gruppe formt. In Vektoren-

X1 +yl)

schreibweise ist die Summe von x = (xl) und y = (yl) gegeben durch x +y = (
X2 Y2 X2+ Y2

A

Definition 4.2.1
X1

txo

e Die Streckung von x = (x
2

) € R? um den Wert t € R ist tx := (txl) e R2.

tx

Y

e Die Linge von x € R? oder auch die euklidische Norm von x ist

|[x]] = fx% + x3.

Bemerkung 4.2.2 Fiir alle x,y, z € R? und alle s, t € R gilt:
(@ (x+y)+z=x+(y+2z).

0
(c) Fiir alle x € R? gibt es ein —x € R? mit x + (=x) = 0 = (—x) + x, ndmlich

. (:2) .

(b) Mit 0 := (0) ist0+x=x=x+0.

d) x+y=y+x.
(e) s(tx) = (st)x.
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(f) 1x = x.

(g) t(x+y) =tx +ty.
(h) (s+1t)x =sx + tx.

Fiir den R? sind diese Rechenregeln einfach nachzurechnen. Tun Sie das bitte. Analoge Aussagen gelten
fiir den R” fiir alle n > 1. Wir werden spéater genau diese Rechenregeln benutzen, um allgemein zu sagen,
was ein Vektorraum sein soll. Insbesondere ist der R? mit der Addition eine abelsche Gruppe.

Wir versehen die reelle Ebene mit einer Kérperstruktur.

Konstruktion 4.2.3 Wir definieren eine Multiplikation auf R?: Fiir x = (3;1) und y = (Zl) setze
2

2
X1Y1 — X2Y>

4.2.1 Sy = .

( ) Y (lez +X2y1)

Damit ist (R? \ {0}, ) eine abelsche Gruppe:
(a) Der Nachweis der Assoziativitat ist eine mithselige Rechnung, die Sie selbst durchfiithren. Kom-

mutativitit ist einfach zu sehen.

(b) Das Element 1 ist das neutrale Element:

0
L fyr) _ (19— 0-12) _ (s
0 Y2 1'y2+0'y1 75}

X1 _1_ 1 X1\ _ 1 X1
X2 x?+x \=x2)  |x]|? \~x2

das multiplikative Inverse:

1 X1 xy 1 x2 = ((=x2)x2)\ _ (1
xf + xg —x2] \x2 xf + xg X1X2 — X1X2 0

(d) Dass die Distributivgesetze gelten, folgt mit einer Rechnung, die wir hier unterschlagen.

(c) Ist (2) * (8), so ist

Definition 4.2.4
e R? mit der oben konstruierten Kérperstruktur heifit auch Kérper der komplexen Zahlen bzw.
komplexe Zahlenebene. Dafiir verwenden wir die Notation C.

e Das Element ((1)) € C heifit imaginire Einheit und wird mit i bezeichnet.

o Istx = zl € C, so heifit x; € R der Realteil von x und x; € R der Imaginirteil von x. Wir
2

kiirzen dies ab mit Re(x) = x; und Im(x) = x,.
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Bemerkung 4.2.5
o (0} [0\ (-1 1 e e
o Esgilti‘ = d = e = o) also erfiillt i die Gleichung

2= -1.

Wir kénnen also i als eine Quadratwurzel aus —1 auffassen.
e Wir konnen jedes x € C schreiben als

F50) - (e () < e -

X2
oder kurz Re(x) + Im(x)i.
e Mit dieser Umformulierung sieht die Multiplikation in C schon freundlicher aus: Fir x = (x;+x31)
und y = (y; + yoi) ist

x -y = (x1 +x20) (Y1 + Y2i) = x1y1 + X1Y2i + X2y1i + x2y2i2 = (x1y1 — X2y2) + (x1Y2 + x211)i.

Wir brauchen also nur die Rechenregeln in R, i? = —1 und die Distributivgesetze.

~CoC (2) - @ - (—x;z)

heif}t komplexe Konjugation. Wir schreiben auch x; + x3i = x; — x3i.

e Fiirx = (xl) € C heifdt
X2
|x| = 1/xf +x§

der Absolutbetrag von x. Dies ist nichts anderes als die euklidische Norm des Vektors x =
(xl) € R?
X2
Bemerkung 4.2.7
e Geometrisch ist die komplexe Konjugation die Spiegelung an der x;-Achse

e
)

o Traditionell werden Elemente in C oft mit z = x + iy notiert. Wir werden diese Schreibweise ab
jetzt benutzen.

Definition 4.2.6
e Die Abbildung

Satz 4.2.8 Fir alle z, w € C gilt:

(a) z =z,

(b) z+w=Zz+w,
c)z-w=z-w,
(d0=01=1,i=—i,
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(e) lz+w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung),
() |z- wl = lz[|w],
(g) |z|*> = z - z. Insbesondere gilt fiir alle z # 0, dass
4z
=L

Beweis. Die Beweise der obigen Behauptungen bestehen aus elementaren Rechnungen. Wir fithren
exemplarisch (b) und (g) aus. Eine anschauliche Begriindung fiir (e) ist, dass |z + w| der Liange der
Diagonale des Parallelograms entspricht, welches von z und w aufgespannt wird. Diese Lange ist kleiner
gleich der Summe der Langen der aufspannenden Seiten.

Zu (b): Wir schreiben z = x + iy und w = u + iv und erhalten

z+w=x+iy+u+iv

=(x+u)+i(y+o)
=(x+u) —i(y+0)
=x—iy+u—iv
=Z+w.
Zu (g): Auch hier rechnen wir explizit nach:
z-Z2=(x+iy) - (x —iy) = x* + iyx — ixy — i*y* = x* + 4 = |z]%. ]

Wir benutzen komplexe Zahlen, um eine allgemeiner Losung quadratischer Gleichungen mit reellen
Koeflizienten anzugeben. Gesucht sind die Nullstellen von

(4.2.2) ax®* +bx +c
also Elemente x( mit
axs +bxy+c=0.

Hierbei seien a, b, ¢ € R. Ist a = 0, so suchen wir xy mit bxy + ¢ = 0. Ist b auch null und verschwindet
¢ nicht, so gibt es keine Losung. Fiir b # 0 erhalten wir eine Lésung und zwar

—c
X0 = 7
Fiir a # 0 sind die Nullstellen von (4.2.2) gleich denen der Gleichung
, b ¢
x“+-x+-=0,
a a

so dass wir im Folgenden ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass der Hochstkoeffizient
1 ist. Gesucht sind also Nullstellen von

x> +px+gq
mit p, g € R. Wir formen um:

x2+px+q:0
& x?+px = —q

2
®x2+2-£x+p—:——q
2 4 4

- (-8 <5
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2
Ist % —q > 0, so konnen wir die Quadratwurzel ziehen und erhalten die beiden reellen Losungen

p, [P’
== 4+4/>—-q¢q.
=Ty EN g T
Ist %22— q =0, soist —g eine doppelte Nuzllstelle.
p p

Fiir - — g < 0 schreiben wir dies um zu 7 —

1 q = —d mit d > 0 und erhalten zwei komplexe Losungen

2
Zl/zz—gi‘/g‘i=—§_ q—%w’.

Beachten Sie, dass die Losungen zueinander komplex konjugiert sind: z; = z;.
Zum Beispiel erhalten wir fiir x? — 4x + 5 die beiden Lésungen

Zyp=2+V4-5=2x%1i.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei hervorgehoben, dass der entscheidende Gewinn beim Ubergang
von R zu C in der allgemeinen Lésbarkeit polynomialer Gleichungen iiber C besteht. Genauer besagt
der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra, dass jedes Polynom vom Grad > 1 in C mindestens
eine Nullstelle besitzt, oder mit anderen Worten, dass jede Gleichung

CnZ +ep12 N4+ iz =0

mit n € N, ¢p,¢1,¢2,...,¢, € C, ¢, # 0 mindestens eine Losung z € C hat. Eng damit verbunden ist,
dass fir jedes z € C\ {0} in C genau n verschiedene n-te Wurzeln (also Zahlen w € C mit w" = z)
existieren. Beweisen konnen wir diese Sachverhalte allerdings noch nicht und werden darauf erst bei
der Behandlung von Stetigkeit an spaterer Stelle zuriickkommen.

4.3. Endliche Summen und Produkte

Auch in den Zahlbereichen R und C konnen endliche Summen und Produkte mit Hilfe des Summen-
zeichens )| beziehungsweise des Produktzeichens [ notiert werden, und es kann mit diesen Zeichen
weiterhin wie in Abschnitt 2.2 gerechnet werden. Tatséachlich hatten wir ja in Abschnitt 3.2 schon
bemerkt, dass Summen- und Produktzeichen sogar in jedem kommutativen Ring sinnvoll sind.

Beispiele 4.3.1 (wichtige endlicher Summen und Produkte) Seien k,f € Z mit k < ¢, sein € Ny,
und K sei ein Korper, beispielsweise R oder C.

(a) Teleskopsummen sind Summen des Typs

¢
Z(am — Q) = Gpy1 — Ak fir ag, ags, .. ., ar, aps € K,
i=k

und Teleskopprodukte sind Produkte des Typs

4

ai+1 ar+1 ..
| | AP fur ag, agsq, ..., ap ap € K\ {0}.
i a; ag
1=

Die Giltigkeit der Summenformel (und den Grund fiir die Benennung) erkennt man durch
- ¢

Ausschreiben };_, (aiy1 — @i) = Qgy1 — Gk + pa — Qs + Qg3 — Qg2 + ...+ A — Qg + Appy — ag

und Wegstreichen der sich aufhebenden Summanden. Ohne Piinktchen, aber mit einer Index-

verschiebung lasst sich diese Rechnung in der Form Zf:k(aiﬂ -a;) = f:,iﬂ a; — Zfzk a; =

Zf:k+1 a; + apy1 — ag — Zfzkﬂ a; = ap+1 — ag schreiben. Die Produktformel folgt analog.
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(b) Gelegentlich konnen Summen oder Produkte erst nach Umformung mit Hilfe eines Teleskop-
Tricks berechnet werden. Ein typisches einfaches Beispiel hierfiir ist

n n

1 S i+l i 11 1 n
Zi(i+1):Z(i(in)_i(i+1)):;(?_m):1_n+1:n+1

i=1 i=1

(c) Die Gaufische Summenformel

5 n(n+1)
-

i=1
kam schon in den Lernwerkstiatten zur Mathematik 1 vor. Wir konnen die Gaufische Summen-
formel alternativ zu fritheren Beweisen per Teleskop-Summation durch

Zn]i=%[zn]((i+1)2—i2)—zn]1] :%[(n+1)2—1—n] :”("2“)

i=1 i=1 i=1

neu herleiten. Als Verallgemeinerung erhalt man ganz analog fiir a; = a; + (i — 1)d mit g;,d € K
die arithmetische Summenformel
n

- a + an
Zai:;(a1+(i—1)d)=n 12

i=1

Mit analogem, in den Ubungen genauer besprochenem Vorgehen gewinnt man die Formeln fir
sie Summe der ersten n Quadrat- beziehungsweise Kubikzahlen

n n

Zizz 2n+1)(n+1)n und ZiS:nZ(rH-l)z.

i=1 6 i=1 4

Eine Verallgemeinerung auf beliebige Ordnung ist moglich und wird in Kiirze angerissen.

(d) Die geometrische Summenformel betrifft Folgen ao, a;, ... von Summanden, bei denen der
Quotient von aufeinanderfolgenden Folgengliedern konstant ist. Also a;41/a; = g € K fiir alle i,
woraus a; = aoq’ folgt. Der wichtigste Fall ist die Formel

n n n+1
. -1
Z a; = agp Z q = aoq fir g € K\ {1} (mit Konvention ¢° := 1).
i=0 i=0 q-1

Es folgt eine wichtige Definition mit einem endlichen Produkt (die prinzipiell tiber jedem Korper der
Charakteristik 0 getroffen werden kann, aber meist fiir Zahlbereiche gebraucht wird):

Definition 4.3.2 Sei K ein Korper der Charakteristik 0, beispielsweise R oder C. Fiir z € K und k € N
wird der Binomialkoeffizient (;) (lies: z uber k) als

(z) Trz—i z2(z-1)(z=2)...-(z=k+2)-(z—k+1) -

AN e k(k—1)(k-2)-...21
definiert. Fiir z € K und k € —N vereinbart man (;) := 0.

Bemerkungen 4.3.3 Im Fall z = n € N konnen Binomialkoeffizienten durch die Formel

(n):( n ): —k!(:ik)! firk € {0,1,2,...,n—1,n}
k| \n—k|] |0 firk € Z\{0.1,2,...,n—1,n}
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auf Fakultiten zuriickgefithrt werden. AuBerdem lassen sich diese natiirlichen Binomialkoeffizienten (7)
im sogenannten Pascalschen Dreieck anordnen:

n=0: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1
n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1

n=>5: 1 5 10 10 5 1
Dabei stehen die Koeffizienten zu gleichem n in der gleichen Zeile, die zu gleichem k auf der gleichen
von rechts oben nach links unten verlaufenden Diagonale, und alle freien Platze links und rechts

entsprechen Nullen. In diesem Dreieck erweist sich jeder Koeffizient als Summe der beiden schrég
iiber ihm stehenden. Dies ist Ausdruck der tatsachlich fiir alle z € K und k € Z giiltigen und leicht

nachzurechnenden Summationsregel
z z z+1
+ = .
(k) (k + 1) (k + 1)

Insbesondere ergibt sich mit der Anordnung im Pascalschen Dreieck beziehungsweise der Summations-
regel auch, dass fiir n € Np und k € Z stets (}) € Ny gilt.

Eine allgemeine Version des Distributivgesetzes fiir Produkte von n € N Summen iiber Index-

mengen Iy, I, ..., I, lautet
n
1—[ ( Z ak,i) = Z ai1,i,42;i, - - - An i,
k=1 i€l i1€l,iz€ly,..., in€l,
und gilt fiir Elemente eines Korpers (etwa reelle/komplexe Zahlen) ay; mit k € {1,2,...,n}, i € I;. Diese

kompliziert erscheinende Regel lasst sich problemlos mit Induktion nachweisen und besagt tatsichlich
nur, dass man die n Klammern auf der linken Seite in der gewohnten Weise ausmultiplizieren darf.

Handelt es sich links immer um dieselbe Summe mit zwei Summanden, so ergibt sich daraus durch
Nachverfolgung, welcher Summand rechts wie oft auftritt:

Satz 4.3.4 [Binomialsatz, binomischer Lehrsatz, allgemeine binomische Formel] Sei K ein
Koérper, beispielsweise R oder C. Fiir n € Ny und a, b € K gilt® (mit der Konvention 0° := 1)

u !
(a+b)" = Z (n)akb”_k = L

—a

101

k=0 k k,£eN, kie!
k+f=n

Bemerkung 4.3.5 Konkret kann man die in der binomischen Formel fiir festes n auftretenden Binomi-
alkoeffizienten in einer Zeile des Pascalschen Dreiecks ablesen. Beispielsweise ergibt sich aus der n = 4
entsprechenden Zeile die Formel

(a+b)* = a* +4a°b + 6a*b* + 4ab® + b* .

3Im Allgemeinen ist hier der Binomialkoeffizient (}) bzw. £ in Ny zu bilden und dann mittels der in Abschnitt 3.2
besprochenen Zuordnung n +— nx als Element von K aufzufassen. Hat K Charakteristik 0, so liegt Q als Primkérper in K und
dies ist nichts anders als die direkte Bildung des Binomialkoeffizienten in K. Hat K aber Charakteristik p € P, so scheitert
eine direkte Bildung in K eventuell an Null-Faktoren im Nenner.
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Der Satz kann problemlos mit vollstindiger Induktion nach n € Ny bewiesen werden. Ein besseres
Hintergrund-Verstandnis vermittelt aber:

BEWEISIDEE ZzUM BINOMIALSATZ. Fiir a; := a, a; := b besagt das allgemeine Distributivgesetz

(a+b)" = Z ai, iy . .. i, ,

i1ig,in€{1,2}

wobei alle Terme rechts die Form a*b"* mit k € {0,1,2,...,n} haben. In der Summe ergibt sich akpnk
genau dann, wenn genau k Indizes i; gleich 1 und folglich die anderen n — k gleich 2 sind, oder mit
anderen Worten erhalten wir beim Ausmultiplizieren genau dann einen Term a¥b"*, wenn wir in k
der zu multiplizierenden n Klammern (a + b) den Summand a, in den anderen n — k den Summand b
wihlen und die gewéhlten Summanden multiplizieren. Da es (vergleiche den bald folgenden Exkurs zur
Kombinatorik) genau (Z) Moglichkeiten gibt, k aus den insgesamt n Indizes beziehungsweise k aus den

kbn—k n

insgesamt n Klammern auszuwéhlen, kommt a in der Summe rechts genau (k) mal vor, und die

Summe vereinfacht sich wie behauptet zu
c N\ kyn—k
E ( k) ab"".

k=0
Die Summe mit Koeflizienten k’,’—t',, ergibt sich daraus, indem man zu k € {0,1,2,...,n} das eindeutige
¢ € Ny mit k + ¢ = n einfithrt (wihrend fiir k > n kein solches ¢ existiert). O

Betrachtet man auf der linken Seite des allgemeinen Distributivgesetzes immer dieselbe Summe, aber
nun mit einer beliebigen Zahl m € N von Summanden, so fithrt dies auf folgende Verallgemeinerung des
Binomialsatzes (der fiir m = 2 enthalten ist):

Satz 4.3.6 [Multinomialsatz] Sei K ein Korper, beispielsweise R oder C. Fir n € Ny, m € N und
ay, as, ..., an, € K gilt (mit der Konvention 0° := 1)

n! P .
(a1+a2+...+am)n: Z il kot - .k|a11a22~~«am’”,
ki,ko,...km€Ny 1. K20+ ol m!
k1+k2+.-.+km:n

Auch der Multinomialsatz lasst sich entweder per Induktion oder analog zur beschriebenen Idee fiir
den Binomialsatz beweisen, was wir hier jedoch nicht detailliert ausfithren. Erwahnt sei nur, dass der
Multinomialkoeffizient W'km' € N die Zahl der Moglichkeiten angibt, die Menge der insgesamt n
Indizes auf der rechten Seite des allgemeinen Distributivgesetzes in m disjunkte Mengen von Indizes zu
zerlegen, wobei das erste Set aus k; Indizes besteht, das zweite aus k; Indizes, das dritte aus k3 Indizes
und schliefllich das m-te und letzte Set aus k,,, Indizes.

Eine gelegentlich niitzliche Konsequenz der Satze ist:

Korollar 4.3.7 Fiir die Binomialkoeffizienten in der zu n € N; zugehorigen Zeile des Pascalschen

Dreiecks gilt
n n L
2=+
k=0

und fiir die Multinomialkoeffizienten zu n € Ny, m € N gilt

n!
Z k! ko! ko =m".
Kikyokm€Ng 12T Em

ki+ko+...+ky=n
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BeEweis. Dies ergibt sich unmittelbar durch Anwendung des Binomialsatz mit a = b = 1 und des
Multinomialsatzes mita; =a, = ... =a,, = 1. O

Abschlieffend kommen wir auf die schon erwahnte Problematik allgemeiner Potenzsummen zuriick
und halten (ohne Ausfithrung aller Details) fest:

Bemerkung 4.3.8 Die Bernoulli-Zahlen* b, € Q zu k € Ny, sind rekursiv durch by := 1 und
21;;01 (]]C.)bj = 0 fiir k € N3, definiert. Die Folge dieser Zahlen beginnt mit by = 1, b; = —%, by = %, bs =0,
by = —31—0, bs =0, bg = ﬁ, b; =0, bg = —31—0, by =0,biy= % und ist so gewahlt, dass sich fir die durch
Bi(x) = (be+x)* := Z?:o (’;)bjxk'j definierten Bernoulli-Polynome By gerade By (x+1) — By (x) = kx*!
nachrechnen lasst. Dies kann man nutzen und erhélt analog zu den zuvor diskutieren Fallen bis Ordnung
3 durch Teleskop-Summation auch die Potenzsummen-Formel beliebiger Ordnung

n—1 k-1
1 1 .
k1= E[Bk(n) - bk] = % E (I;)bjnk_] fur allen € Nund k € N>, .
i=1 Jj=0

4.4. Exkurs: Grundlegende Kombinatorik

In der (abzdhlenden) Kombinatorik geht es darum, die Anzahl der moglichen Konfiguratio-
nen/Anordnungen/Auswahlen zu einer gegebenen Problemstellung zu bestimmen. Es geht dabei
normalerweise um endlich viele Moglichkeiten, also letztlich um die Bestimmung von (eventuell sehr
grof3en) natiirlichen Zahlen.

Kombinatorik kann dabei als Grundlage fiir die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten dienen,
und tatsachlich geht die Kombinatorik teils fliefend in den Beginn der Wahrscheinlichkeitstheorie (die
wiederum in das groflere mathematische Gebiet der Stochastik fallt) iiber. Genauer ergibt sich, falls eine
sogenannte Gleichverteilung vorliegt, bei der alle Moglichkeiten gleich wahrscheinlich sind, die
Wahrscheinlichkeit (als Zahl aus [0, 1]) fir ein Ereignis als der Quotient

»Zahl der glinstigen Moglichkeiten®
»Zahl aller Moglichkeiten®

wobei die glinstigen Moglichkeiten eben die sind, fiir die das Ereignis eintritt. Ist das Ereignis zum Beispiel,
mit einem handelsiiblichen sechsseitigen Wiirfel bei zwei aufeinander folgenden Wiirfen mindestens
einmal (eventuell auch zweimal) Vier zu wiirfeln, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir % ~ 30,56%,
denn die 11 Wiirfelergebnisse Eins-Vier, Vier-Eins, Zwei-Vier, Vier-Zwei, Drei-Vier, Vier-Drei, Vier-Vier,
Fiinf-Vier, Vier-Finf, Sechs-Vier, Vier-Sechs sind genau die giinstigen unter insgesamt 36 Moglichkeiten.

Trifft man auf Problemstellungen, bei denen nicht mehr alle Moglichkeiten als gleich wahrscheinlich
angesehen werden konnen, so stofit dieses Vorgehen allerdings an seine Grenzen. Tendenziell niitzen
rein kombinatorische Uberlegungen zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten daher haufig nur bei
grundlegenden und seltener bei fortgeschrittenen Fragestellungen. In diesem Exkurs beschréanken wir uns
nun tatsachlich auf das reine Abzdhlen und haben hochstens den obigen Quotienten und Anwendungen
im Stil des vorausgehenden Beispiels im Auge, wahrend Sie Weitergehendes zu Wahrscheinlichkeiten in
Threm Studium erst nach Abschluss der Grundvorlesungszyklusses Mathematik 1 bis 4 lernen.

Zuerst beschéftigen wir uns hier mit der kombinatorischen Zéhlung sogenannter Variationen:

Definition 4.4.1 Fir k € N erkliaren wir eine k-gliedrige Variation aus einer (Grund-)Menge X als
ein k-Tupel (x1, x2,...,x¢) € Xk, Sind x1, Xy, . . ., x alle verschieden, gilt also firi # jin {1,2,...,k}

“Tatsichlich unterscheidet man die obigen Bernoulli-Zahlen erster Art by und die Bernoulli-Zahlen zweiter Art

by = (=1)*by. Man kann allerdings by = 0 fiir alle ungeraden k > 3 beweisen, so dass tatsichlich by = by fiir alle k € No \ {1}

gilt und einzig bei b; = —% und b} = % ein Unterschied beim Vorzeichen besteht.
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stets x; # xj, so sprechen wir von einer Variation ohne Wiederholung.. Im Fall X = {x,x,,..., x¢}
heif3t die Variation vollstindig.

Bemerkungen 4.4.2 Seien k € N und X eine Menge.

e Entscheidend ist bei Variationen die (in der Definition von Tupeln begriindete) Beriicksichtigung
der Reihenfolge der Eintriage, dass also etwa die beiden 4-gliedrigen Tupel (2,5,5,7) und
(5,5,2,7) aus {2,3,5,7, 11}* tatsachlich verschieden sind.

e Eine Variation (x1,xs,...,x;) € X¥ kann auch als Abbildung {1,2,...,k} — X, i — x; be-
trachtet werden. Eine Variation ohne Wiederholung entspricht dabei einer injektiven, eine
vollstandige Variation einer surjektiven Abbildung.

o Offensichtlich gibt es k-gliedrige Variationen ohne Wiederholung aus X nur im Fall |X| > k und
vollstandige k-gliedrige Variationen aus X nur im Fall |X| < k. Ersteres ist auch als Schubfach-
Prinzip bekannt: Um k Gegenstiande ohne Doppelbelegung auf n Schubficher verteilen zu
konnen, muss n > k sein.

e Ein sinnvolles kombinatorisches Zéhlen ist (normalerweise) nur fiir eine endliche Zahl n = | X|
von Elementen méglich. Es werden also meist nur endliche Grundmengen X betrachtet. Da
es nur um die Anzahl der Elemente und Mdglichkeiten geht, kann man sich tatsachlich auf
X ={1,2,...,n} zuriickziehen, wenn man das méchte.

o Anstelle der Indizes 1,2, ..., k in der Definition liefle sich auch eine beliebige Indexmenge I mit
|I| = k Elementen verwenden. Variationen entspriachen dann Abbildungen I — X.

Beispiele 4.4.3 Zwei typische anschauliche Modelle fiir Variationen folgen:

(a) Beim Urnenmodell entspricht X einer Menge von unterscheidbaren Kugeln, die aus einer Urne
(so hier die traditionelle Benennung) gezogen werden. Zieht man k-mal nacheinander und notiert
die gezogenen Kugeln in Reihenfolge der Ziehungen, so erhélt man eine k-gliedrige Variation von
X. Allgemeine Variationen entsprechen hierbei einem Ziehen mit Zuriicklegen der gezogenen
Kugeln. Variationen ohne Wiederholung entsprechen einem Ziehen ohne Zuriicklegen.

(b) Beim Wiirfelmodell wirft man einen Wiirfel mit einer Menge X von unterscheidbaren Seiten k-
mal nacheinander. Notiert man die gefallenen Seiten (oder deren Augenzahlen) in Reihenfolge der
Wiirfe, so erhdlt man eine k-gliedrige Variation von X. (Speziell Variationen ohne Wiederholung
kann man mit Wiirfeln weniger natiirlich veranschaulichen. Dafiir miisste man die Wiederholung
der gleichen Seite vermeiden oder verwerfen.)

Als Hauptergebnis zu Variationen, das wir im Folgenden erklaren, aber nicht vollig formal mit
Mengen und Machtigkeiten beweisen werden, halten wir fest:

Proposition 4.4.4 Seien k,n € N.

(a) Die Zahl der k-gliedrigen Variationen aus einer n-elementigen Menge (und damit die Zahl der
Abbildungen von einer k-elementigen in eine n-elementige Menge) ist n*.

(b) Die Zahl der k-gliedrigen Variationen ohne Wiederholung aus einer n-elementigen Menge
(und damit die Zahl der injektiven Abbildungen von einer k-elementigen in eine n-elementige

Menge) ist

nn=1mn=-2)(n=3)-...-(n—k+2)-(n—k+1) = k! (Z)
was fiir k > n gleich Null ist.

Bewerls. Betrachtet man allgemeine k-gliedrige Variationen einer n-elementigen Menge, so gibt
es fiir jeden der k Eintrage des Tupels, jeden der k Ziige aus der Urne bzw. jeden der k Wiirfelwiirfe
jeweils n Moglichkeiten. Die einzelnen Moglichkeiten kénnen iiber die k Eintrage/Ziige/Wiirfe beliebig
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kombiniert werden. Die Gesamtzahl aller moglichen Variationen ergibt sich daher als Produkt von k
Faktoren n und ist n*.

Betrachtet man nur k-gliedrige Variationen ohne Wiederholung einer n-elementigen Menge, so gibt
es beim ersten Eintrag des Tupels, beim ersten Zug aus der Urne bzw. beim ersten Wiirfelwurf weiterhin
n Moglichkeiten, beim zweiten aber nur (n — 1) Moglichkeiten, beim dritten nur noch (n — 2), da ein
beziehungsweise zwei Ergebnisse durch das Vorgeschehen bereits ausgeschlossen sind. Dies setzt sich
entsprechend bis zu n — k + 1 Méglichkeiten beim k-ten Eintrag/Zug/Wurf fort. Die Gesamtzahl der
moglichen Variationen ohne Wiederholung ergibt sich als das angegebene Produkt der k Faktoren. O

Korollar 4.4.5

(a) Die Zahl der Elemente der Potenzmenge einer k-elementigen Menge I ist 2% Es gilt also,
wie schon in Abschnitt 1.4 behauptet, |?(I)| = 2/|. Dies folgt aus Proposition 4.4.4.(a) mit n = 2,
indem wir jede Teilmenge A von I = {iy,iy,..., iy} per Eins-zu-Eins-Korrespondenz mit der
k-gliedrigen Variation (x;,, x;,, ..., x;.) aus der 2-elementigen Menge {0, 1} identifizieren, bei
der xi; =1 firi; € Aund xi; =0 fiir i; ¢ A ist. (Mit anderen Worten entspricht A iiber seine
Indikatorfunktion 14: I — {0, 1} einer k-gliedrigen Variation von {0, 1}.)

(b) Die Zahl der Zerlegungen von ¢ € N in endlich viele natiirliche Summanden (unter Beriick-
sichtigung der Reihenfolge der Summanden) ist 2°1. Dies ergibt sich, indem man eine Zerlegung
in m € N Summanden wie fiir £ = 8 und m = 4 zum Beispiel 8 = 2 + 1 + 1 + 4 durch eine Folge
von ¢ Einsen, die durch m — 1 Striche entsprechend gruppiert werden, im Beispiel 11|1|1|1111,
reprasentiert. Die Zerlegung entspricht dann fiir jede der £ — 1 Zwischenstellen zwischen be-
nachbarten Einsen einer Wahl zwischen 2 Moglichkeiten, namlich, ob dort ein Strich steht
oder nicht. Gemif Proposition 4.4.4.(a) mit k = £ — 1 und n = 2 bestehen somit insgesamt 2/~
Auswahl-Moglichkeiten.

(c) Die Zahl der Permutationen einer n-elementigen Menge ist n!. Es gilt also, wie schon in
Abschnitt 3.1 behauptet, |S,| = n!. Dies ergibt sich als Spezialfall k = n aus Proposition 4.4.4.(b),
denn Variationen ohne Wiederholung sind fiir kK = n automatisch vollstandig (oder mit anderen
Worten, injektive Abbildungen zwischen endlichen Mengen gleicher Elementzahl automatisch
bijektiv).

Bemerkung 4.4.6 Von Interesse sind auch Variationen aus X = {1,2,...,n} mit gegebenen Viel-
fachheiten ki, ks, ..., k, € Ny, bei denen i € {1,2,...,n} als Eintrag der Variation jeweils genau k;-mal
vorkommen soll. Offensichtlich ist dies fiir eine k-gliedrige Variation genau im Fall ky + ko + ...+ k, = k
moglich.

Um solche Variationen zu zdhlen, kann man sich im Urnenmodell zunéchst vorstellen, dass fiir jedes
i € {1,2,...,n} genau k; unterscheidbare Kugeln in die Urne gegeben und dann k Ziehungen ohne
Zuricklegen aus den insgesamt k Kugeln erfolgen, bis die Urne am Ende leer ist. Hierbei gibt es nach
dem Proposition 4.4.4.(b) k! mogliche Ergebnisse. Tatsdchlich dndert sich die Variation aber nicht, wenn
zwei gleiche Eintrage i vertauscht werden, wir miissen uns also tatsdchlich vorstellen, dass fiir jedes
i € {1,2,...,n} eine Gruppe von k; ununterscheidbaren Kugeln in die Urne gegeben und nach den
Ziehungen nur die Gruppennummer i notiert wird. Dies reduziert die Zahl der Ergebnisse, die notiert
werden konnen, weil Vertauschungen der Reihenfolge innerhalb der Gruppen nun nichts mehr dndern.
Genauer sind ausgehend von jedem moglichen Ergebnis innerhalb der Gruppe mit Nummer i stets k;!
Permutationen® der Reihenfolge moglich und insgesamt dann k;!k,! - ... - k,! Permutationen, bei denen
jede Kugel in ihrer Gruppe bleibt und sich die Variation nicht andert. Wir haben somit beim vorlaufigen
Ergebnis k! jede Variation k! k! - .. .- k,!-mal gezahlt. Die tatsachliche Zahl der k-gliedrigen Variationen
von {1,2,...,n} mit gegebenen Vielfachheiten ki, ks, ..., k, € No, k1 + kz + ... + k, = k gibt daher der

>Dabei zihlt die Identitat, die nichts andert, naturlich als eine Permutation. Insbesondere erhilt man also auch fur
k; € {0,1} mit k;! = 1 das richtige Ergebnis.
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Multinomialkoeffizient

k!
kilky! - ... ky!
an. (Da die Zahl der betreffenden Variationen eine ganze Zahl ist, kommt bei diesem (zugegeben) nicht
ganz formalen Argument tibrigens mit heraus, dass die Multinomialkoeffizienten, wie in Abschnitt 4.3
behauptet, stets natiirliche Zahlen sind.) Ein Anwendungsbeispiel hierzu folgt in den Ubungen.

Weiterfithrende Bemerkung 4.4.7 Da zu jeder Variation eindeutige Vielfachheiten gehoren, muss
die Summe iiber alle moglichen Vielfachheiten

k! .
2 kilkgl - kgl

ky.kg,....kn €Ny
ki+ko+..+kn=k

die Gesamtzahl n* aus Proposition 4.4.4.(a) ergeben, was auch die Summenformel fiir die Multinomialko-
effizienten aus Abschnitt 4.3 bestatigt. Beschrankt man sich bei der Summation nur auf Vielfachheiten
k; € {0,1} beziehungsweise k; € N, so erhilt man die Zahl der Variationen ohne Wiederholung bezie-
hungsweise der vollstindigen Variationen. Im ersteren Fall verschwinden dabei wegen 0! = 1! = 1 alle
Nenner und die Summe erweist sich als Summe von () gleichen Faktoren k! (wobei die Zahl (}) der
Summanden mit dem Ergebnis von Proposition 4.4.4.(b) zusammenpasst und demnéchst bei der Zahlung
von Kombinationen noch bestatigt wird). Fiir die Zahl der vollstandigen k-gliedrigen Variationen aus
einer n-elementigen Menge (und die entsprechende Zahl surjektiver Abbildungen) wiinscht man sich
ebenfalls eine besser handhabbare Formel als die iber die Summation von Multinomialkoeffizienten. Die
Herleitung einer solchen Formel ist deutlich schwieriger, gelingt aber mit dem Siebverfahren von Sylves-
ter und Poincaré und gibt die Zahl der vollstdndigen k-gliedrigen Variationen aus einer n-elementigen
Menge als ;=) (—=1)(}) (n — £)F an. Die wesentliche Idee der Herleitung ist, zunichst alle Variationen zu
zéhlen und dies dann nach und nach um (Mehrfach-)Zéhlungen solcher Variationen zu korrigieren, bei
denen zunichst ein, dann zwei, dann drei, usw. Elemente nicht auftreten. Weitere Details gehen deutlich
iiber das Ziel dieses Exkurses hinaus und werden hier nicht besprochen.

Im zweiten Teil dieses Exkurses kommen wir zur Zdhlung sogenannter Kombinationen:

Definition 4.4.8 Fiir k € N und eine Menge X erkliren wir eine Aquivalenzrelation ~ auf X* durch
Y~ X 3T €Sk Y1 = Xz(1)> Y2 = Xp(2)» -+ > Yk = Xp(k) firx,y € Xk,

Die Aquivalenzklassen [(xy,xs,...,xc)]~ € X¥/~ beziiglich dieser Relation bezeichnen wir als k-
gliedrige Kombinationen aus der Menge X. Sind xi, x3, . . ., x; alle verschieden, gilt also fir i # j
in {1,2,...,k} stets x; # xj, so sprechen wir von einer Kombination ohne Wiederholung. Im Fall
X = {x1,x2,...,x} heifit die Kombination vollstandig,.

Bemerkungen 4.4.9 Seien k € N und X eine Menge.

e In den Aquivalenzklassen beztiglich ~ werden jeweils diejenigen Tupel zusammengefasst, die die-
selben Eintrige in unterschiedlicher Reihenfolge enthalten, in {2, 3,5, 7, 11}*/~ gilt zum Beispiel
[(2,5,5,7)]~ = [(5,5,2,7)]~. Die Definition von Kombinationen als solche Aquivalenzklassen
bedeutet, dass die Reihenfolge der Eintrige bei Kombinationen nicht beriicksichtigt wird.

e Man kann sich auf Standard-Reprisentanten der Aquivalenzklassen einigen und fiir X =
{1,2,...,n} mit n € N nutzen, dass jede Aquivalenzklasse in {1,2,..., n}k /~ einen eindeutigen
Reprisentanten (x, x2,...,Xk) € X* mit x; < x, < x3 < ... < xp_; < xx besitzt (im Fall ohne
Wiederholung sogar mit ,,<“). Tatsachlich wird eine Kombination in der Literatur zu allermeist
als ein Tupel mit dieser Zusatzeigenschaft definiert, da man so die Begriffe Aquivalenzrelation
und -klasse umgehen kann. Sind einem diese Begriffe vertraut, so ist die obige Definition aber
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konzeptionell klarer (und macht auch direkt deutlich, dass der Begriftf der Kombination keinesfalls
von einer Ordnung auf X abhéngt).

e Eine k-gliedrige Kombination (x1,x2,...,x¢) € X k /~ ohne Wiederholung kann auch als k-
elementige Teilmenge {x1,x2,...,xx} von X betrachtet werden. Eine allgemeine k-gliedrige
Kombination wird auch durch die Vielfachheiten k, € Ny, mit der die Eintrage x € X jeweils
auftreten, beschrieben, wobei® Dvex kx = k gilt.

e Genau wie bei Variationen gibt es k-gliedrige Kombinationen ohne Wiederholung aus X nur im
Fall |X| > k und vollstandige k-gliedrige Kombinationen aus X nur im Fall | X| < k, von Interesse
ist nur der Fall n = |X| < oo, und man konnte einerseits nur X = {1, 2, ..., n}, andererseits statt
1,2,...,k Indizes aus einer beliebigen Menge I mit |I| = k betrachten.

Beispiel 4.4.10 Mit dem Urnenmodell (mit/ohne Zuriicklegen) und dem Wiirfelmodell lassen sich
neben Variationen auch Kombinationen veranschaulichen, wenn bei den Ergebnissen die Reihenfolge der
Ziehungen beziehungsweise Wiirfe nicht beriicksichtigt wird. Somit sind im Hinblick auf Kombinationen
(2,5,5,7) und (5,5, 2, 7) als gleiche Ergebnisse zu betrachten, oder es wird im Geist der obigen Bemerkung
gleich in beiden Fallen (2,5, 5, 7) notiert. Eine konkrete Instanz des Urnenmodells ohne Zuriicklegen
ist die Lotto-Ziehung von 6 aus 49 nummerierten Kugeln, bei der es im Ergebnis auf die Reihenfolge
der Ziehungen nicht ankommt. Somit geht es beim 6-aus-49-Lotto um 6-gliedrige Kombinationen aus
{1,2,3,...,47,48,49}.

Tatsachlich kann man sich beim Urnenmodell ohne Zuriicklegen (fiir Kombinationen ohne Wie-
derholung) und beim Wiirfelmodell (fiir alle Kombinationen) den Ablauf auch so vorstellen, dass eine
Gesamt-Ziehung von k Kugeln aus einer Urne beziehungsweise ein simultaner Wurf mit k Wiirfeln
erfolgt. Bei dieser Vorstellung ist die Vernachlassigung der Reihenfolge dann fest eingebaut, da gar nicht
mehr einzeln und in Reihenfolge gezogen beziehungsweise gewiirfelt wird.

Als Hauptergebnis zu Kombinationen bekommen wir:

Proposition 4.4.11 Seien k,n € N.
(a) Die Zahl der k-gliedrigen Kombinationen aus einer n-elementigen Menge ist

)2

(b) Die Zahl der k-gliedrigen Kombinationen ohne Wiederholung aus einer n-elementigen
Menge (und damit die Zahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge) ist

n
k b
was fiir k > n gleich Null ist.
(c) Die Zahl der k-gliedrigen vollstindigen Kombinationen aus einer n-elementigen Menge ist

o B e

Bemerkung 4.4.12 Eine k-elementige Teilmenge von X mit |X| = n lasst sich beschreiben, indem
man entweder ihre k Elemente aus X auswéhlt oder fiir jedes der n in Frage kommenden Elemente
eine {0, 1}-Auswabhl trifft, ob es zur Teilmenge gehort (dies k-mal) oder nicht (dies (n — k)-mal). Daher
entsprechen die k-elementigen Teilmengen von X sowohl k-gliedrigen Kombinationen aus X, wie wir

was fiir k < n gleich Null ist.

®Tm Fall |X| = oo, der hier formal zugelassen, aber nicht von Interesse ist, lasst man k, # 0 nur fir endliche viele x € X

zu, S0 dass X e x kx := 2 xex kx sinnvoll bleibt.
kx#0
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sie hier in Proposition 4.4.11.(b) betrachten, als auch n-gliedrigen Variationen aus {0, 1} mit gegebenen
Vielfachheiten n; = k und ny = n — k, was sich als der Spezialfall einer 2-elementigen Grundmenge
in der Erganzung zu Variationen mit gegebenen Vielfachheiten erweist. Wir kénnen das Ergebnis der
Anwendung von Proposition 4.4.11.(b) also aus dem Vorausgehenden schon ablesen, geben jetzt aber
trotzdem ein separates und leichter zugéngliches Argument an.

BeEweErs. Wir behandeln ohne Einschrinkung die Grundmenge {1,2,...,n}.

Einfacher gestaltet sich zunachst die Begriindung fiir Teil (b) zur Zahl der k-gliedrigen Kombina-
tionen ohne Wiederholung aus {1, 2, ..., n}: Sind namlich x1, xy, ..., xx € {1,2,..., n} alle verschieden,
so ergibt sich fiir jede der k! Permutationen 7 € S ein anderes Tupel (x,(1), Xz(2), - - -» Xx(k)), und die
Aquivalenzklasse [(x1, x2, ..., x;)]~ besteht aus genau k! so entstehenden Variationen ohne Wiederho-
lung. Es werden also bei der Bildung von {1,2,...,n}*/~ jeweils k! Variationen ohne Wiederholung zu
einer Kombination ohne Wiederholung zusammengefasst, weshalb die Zahl k! (Z) der Variationen ohne
Wiederholung lediglich durch k! zu teilen ist, um die Zahl (Z) der Kombinationen ohne Wiederholung
zu erhalten.

Zur Begriindung von Teil (a) beschreiben wir eine allgemeine k-gliedrige Kombination aus {1, 2, ..., n}
durch ihre Vielfachheiten kq, ks, ..., k, € Ng mit k; + ks +. ..+ k, = k und diese dhnlich wie schon frither
durch Einfiigen von n — 1 Strichen zwischen k Einsen, wobei beispielsweise die 6-gliedrige Kombination
[(4,1,2,4,1,1)]~ aus {1, 2,3,4} mit Vielfachheiten k; = 3, k; = 1, k3 = 0, ks = 2 der Folge 111|1]|11
entspricht. Hierbei sind allgemein aus insgesamt k + n — 1 Positionen die der k Einsen beziehungsweise
aquivalent der n — 1 Striche auszuwéhlen. Eine allgemeine k-gliedrige Kombination aus {1,2,...,n}
entspricht also der Auswahl einer k-elementigen beziehungsweise (n — 1)-elementigen Teilmenge aus
einer (n + k — 1)-elementigen Menge. Hierfiir gibt es nach dem schon begriindeten Teil (b) genau
(271 = (M1 Moglichkeiten.

Alternativ kann man Teil (a) herleiten, indem man eine Bijektion zwischen den allgemeinen k-
gliedrigen Kombinationen aus {1, 2,...,n} und den k-gliedrigen Kombinationen ohne Wiederholung
aus {1,2,...,k + n — 1} herstellt. Eine mogliche Bijektion kann wie folgt beschrieben werden. Die
k-gliedrige Kombination [ (x1, X2, X3, .. ., Xk—1, Xx) |~ aus {1, 2, ..., n}, die mit dem Standard-Reprasentant
angegeben wird (also x; < x2 < x3 < ... < x,_1 < xi erfiillt) wird auf die k-gliedrige Kombination ohne
Wiederholung [(x1,x2 + 1, x3+2,...,x¢-1 +k — 2,x¢ +k — 1)]. aus {1,2,...,k + n — 1} abgebildet (die
dannx; < x3+1<x3+2<...<xp_1+k—2<x+k—1erfillt).

Zur Herleitung von Teil (c) beschreiben wir eine vollstandige k-gliedrige Kombination aus {1, 2, ...,n}
wieder durch die Vielfachheiten ki, ks, . . ., k, € N (Null nun ausgeschlossen) mit k; + ko +... + k, = k
und diese wie zuvor durch das Einfiigen von n — 1 Strichen zwischen k Einsen. Dabei diirfen zwischen
benachbarten Einsen aber nicht wie bei allgemeinen Kombinationen mehrere Striche auftreten, sondern
es steht dort entweder ein Strich oder kein Strich. Es sind also jetzt aus den k — 1 Zwischenstellen
zwischen benachbarten Einsen die n — 1 mit Strich beziehungsweise dquivalent die k — n ohne Strich

auszuwéhlen. Eine vollstandige k-gliedrige Kombination aus {1, 2, ..., n} entspricht somit der Auswahl
einer (n —1)-elementigen beziehungsweise (k —n)-elementigen Teilmenge aus einer (k — 1)-elementigen
Menge. Hierfiir gibt es nach (b) genau (’;:}) = (]]::rll) Moglichkeiten. m]

Korollar 4.4.13

(a) Die Zahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge betragt gemafl Propositi-
on 4.4.11.(b) gerade (}).

(b) Die Zahl der Tupel (x1,x2,...,xx) € {1,2,..., n}k mit x;1 < x3 < x3 < ... < X1 < Xxp ist
(k+2_1) = (k:zl), und unter diesen sind (Z) mit x; < x2 < x3 < ... < X} < x¢. Dies folgt direkt
aus Proposition 4.4.11.(a) und (b), denn zur jeder Kombination gehort genau ein solches Tupel
(das, wie schon erwéhnt, als Standard-Repréasentant genutzt werden kann).
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(c) Die Zahl der Zerlegungen von k € N in n € N Summanden € Ny (unter Beriicksichtigung der

k+n—1)

Reihenfolge der Summanden) ist ( )= (k+n_1), und die Zahl der Zerlegungen von k € N

n—1
in n € N Summanden € N (ebenfalls unter Beriicksichtigung der Reihenfolge) ist (ﬁ:}) = (]]:rll)

Dies ergibt sich mit den Begriindungen von Proposition 4.4.11.(a) und (c).

(d) Beim 6-aus-49-Lotto (ohne Beriicksichtigung von Zusatz-/Superzahlen) gibt es nach Propo-

sition 4.4.11.(b) genau (469) = 13.983.816 Kombinations-Moglichkeiten. Darunter sind fiir r €
{0,1,2,3,4,5,6} jeweils (°) () giinstige Moglichkeiten, dass bei einer festen 6-aus-49-Ziehung
von 6 abgegebenen Zahlentipps r richtige gezogen und 6 — r falsche nicht gezogen wer-
den. Die Wahrscheinlichkeit fur ,r Richtige® ist somit (f) (64_3r) / (469) € (0,1) und betragt fur
r=0,1,23,4,5,6 circa 43, 6%, 41,3%, 13,2%, 1,8%, 9,7-107%,1,8-107>, 7, 1-1075.

(e) Die Wahrscheinlichkeit, beim Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit s € N schwarzen

Kugeln und w € N weiflen Kugeln in i + j Ziigen genau i € {0,1,2...,s — 1,5} schwarze und
j€{0,1,2,...,w—1,w} weifle Kugeln zu ziehen, betragt gemaf} Proposition 4.4.11.(b) genau
(f) (Vj) / (S:JV) € (0,1]. Um dies detaillierter zu begriinden, stellt man sich die s + w schwarzen
und weiflen Kugeln zunéchst einzeln unterscheidbar (z.B. zusatzlich durchnummeriert) vor und
hat dann bei i + j Ziigen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge insgesamt (sl:;”) mogliche
und gleich wahrscheinliche (!) Zugergebnisse. Nun gibt es () Moglichkeiten, sich i aus den
s schwarzen, und (”j") Moglichkeiten, sich j aus den w weiflen Kugeln auszusuchen. Damit

sind unter den Zugergebnissen als giinstige Mdglichkeiten (3) (”j) mit genau i schwarzen und j

weilen Kugeln, und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich in der Tat als der behauptete
Quotient mit Zzhler () (‘j) und Nenner (3'%).

i+j

Zusammenfassend lassen sich die Hauptergebnisse dieses Exkurses wie folgt festhalten:

k-gliedrige Variationen k-gliedrige Kombinationen
Anzahl . .
aus n-elementiger Menge aus n-elementiger Menge
alle ok (k+n—1):(k+n—1)
k n-1
ohne Wiederholung | n(n—-1)(n—-2)-...-(n—k+1) (Z)
k-1 k-1
vollstandige komplizierter ( ) = ( )
n—1 k—n
vollstandige n! firk=n 1 furk=n
ohne Wiederholung 0 sonst 0 sonst
mit geg. Vielfachheiten !
kl,kz,...,knENo, - 1
ki+ko+...+k,=k ktkol - k!




KAPITEL 5

Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen und Reihen, Grundfunktionen

Das prazise Konzept des Grenzwerts zéhlt zu den wichtigsten Grundlagen der Mathematik und kann
als der zentrale Grundpfeiler der Analysis angesehen werden. Unter den verschiedenen Grenzwertbegrif-
fen behandeln wir zunachst Grenzwerte von Folgen reeller oder komplexer Zahlen, wobei die meisten
wichtigen Eigenschaften bereits auftreten werden.

5.1. Grenzwerte von Folgen

Wir prézisieren zunéchst, dass eine Folge eine Abbildung mit Definitionsbereich N ist:

Definition 5.1.1 Eine Folge (von Elementen) in einer Menge X ist eine Abbildung a € X' = Abb(N, X)
von der Menge N der natiirlichen Zahlen nach X. Die einzelnen Funktionswerte a(n) € X zun € N
heiflen die Folgenglieder. Meist notiert man a, fiir einzelne Folgenglieder a(n). Von nun an werden
wir fir die ganze Folge (ay)nen oder (ay, ap, as, . . .) anstatt a schreiben.

Bemerkung 5.1.2 Auch bei ,verwandten® Definitionsbereichen wie Ny, N5, Z.o oder Z spricht man
manchmal von Folgen, im Fall des Definitionsbereichs Z gelegentlich auch von Bifolgen, und nutzt die
Terminologie analog. Fiir allgemeine Definitionsbereiche dagegen verwendet man dagegen eher den
Begriff der Familie.

Definition 5.1.3 Eine Familie (von Elementen) aus/iiber einer Menge X ist eine Abbildung a € X! =
Abb(I, X) von einer beliebigen (Index-)Menge I nach X. Man notiert g; fir einzelne Elemente a(i) der
Familie und (a;);es fur die ganze Familie a.

Nach diesen ersten begrifflichen Klarungen kommen wir jetzt zur Motivation des Grenzwertbe-
griffs. Uns interessieren Folgen (a,),en reeller oder komplexer Zahlen, bei denen die Glieder a, fir
immer groflere n einer festen Zahl beliebig nahe kommen. Natiirlich zeigt nicht jede Zahlenfolge ein
solches Verhalten, aber, wenn dieses Phanomen auftritt, dann mochten wir es beschreiben.

Konkrete Beispiele, die abgedeckt werden sollen, sind etwa die Folgen mit den Gliedern % und ( - %) "
die 0 beliebig nahe kommen, sowie die mit den Gliedern ”T_l und #, die 1 beliebig nahe kommen.
Typische Darstellungen dieser Beispiele zeigt Abbildung 1. Ein weiterer Modellfall ist die Folge mit
Gliedern (1 + %)n, die sich — wie wir noch sehen werden — der sogenannten Eulersche Zahl e anndhern.

Die prazise Beschreibung solcher Annaherungsprozesse erfordert ein ausgefeiltes Konzept, das sich

tatsachlich erst im Zug einer langen historischen Entwicklung herauskristallisiert hat.

Definition 5.1.4 Seien K € {R, C}, (a,)nen eine Folge in K und a € K. Dann heif3t a Grenzwert oder
Limes der Folge (ay)nen, und (a,)nen heifit (fiir n — o) gegen a konvergent, genau dann wenn es zu
jedem ¢ € R ein ny € N gibt, so dass fiir alle n € N mit n > n, die Ungleichung |a, — a| < ¢ gilt. Man
notiert hierfir

lim a, =a oder gleichbedeutend a, — a.

n—o0 n—-oo

Besitzt (ap)nen einen Grenzwert in (einer Teilmenge von) K, so heifit die Folge (a,)nen in (dieser
Teilmenge von) K konvergent und andernfalls divergent.
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2 3 4 5 6 7

ABBILDUNG 1. Einige Folgenglieder % (links oben), —%)” (rechts

oben), ”T_l (links unten), ”T“ (rechts unten) mit dem jeweiligen
Grenzwert 0 bzw. 1

Bemerkungen 5.1.5
e In einer Formulierung mit Quantoren liest sich die Definition wie folgt: Dass a Grenzwert von
(an)nen ist, bedeutet

(5.1.1) Ve eRyg: dng e N: Vn e Ny |a, —al <e.
Dass (ap)nen in einer Teilmenge X von K konvergent ist, bedeutet
(5.1.2) Jae X:VeeRyo:Ing e N: Vn € Nyp : a, —al <e.

Der Typ und die genaue Reihenfolge der Quantoren sind hierbei essentiell.

o Nicht jede Folge hat einen Grenzwert. Die Folge (0,1,0,1,0,1,0,1,0, 1,0, .. .) zum Beispiel besitzt
keinen Grenzwert, ist also divergent. Wenn fiir eine Folge ein Grenzwert existiert, so ist er
allerdings eindeutig. Zur Einfithrung in die Arbeit mit dem Grenzwertbegriff, wird der einfache
Beweis der Eindeutigkeit nun (fast schon zu) detailliert erortert:

BEWEIS FUR DIE EINDEUTIGKEIT DES GRENZWERTS EINER FOLGE. Seien g, a € K zwei Grenz-
werte einer Folge (ap)nen in K. Ist dann a # a, so liefert die Definition, angewandt mit
€= %|E— al > 0, zwei Zahlen ng, ng € N, so dass

la, —a|] < %|E— a| fir n € Ny, und la, —a] < %|E— a| fir n € Nyg,

gelten. Fur die Zahl n, := max{ny,no} € N sind beide diese Ungleichungen anwendbar, und mit
der Dreiecksungleichung aus Abschnitt 4.2 folgt

la—al < |an, —al +|an, —al < %l?i— al + %l’a’— al =|a-al.
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Als Resultat erhalten wir den Widerspruch |a — a| < |a — a|, also kann a # a nicht auftreten,
und es muss a = a gelten. ]

e Die in (5.1.1) und (5.1.2) auftretende Quantoren-Abfolge 3n, € N: Vn € N, bedeutet, dass die
folgende Aussage fiir alle bis auf endlich viele n € N gilt. Verbreitete Umschreibungen fiir
genau diesen Sachverhalt sind, dass die Aussage fiir fast alle n € N, fiir ausreichend grofie
n € N oder fiir (alle) n > 1 (lies: n wesentlich grofier als 1) gilt.

ABBILDUNG 2. Die ersten Glieder einer Folge (a,),en in R mit Grenzwert a und als
Schlauch® dargestelltem Intervall (a — ¢,a + ¢)

e Mit anderen Worten verlangt die Grenzwertdefinition, dass fiir alle (noch so kleinen) ¢ > 0
die Folgenglieder a, mit ausreichend groflem n fiir K = C alle im Kreis in der Gauflschen
Zahlenebene mit Radius ¢ und Mittelpunkt a liegen und fiir K = R alle im Intervall (a — ¢,a + ¢).
Dabei ist entscheidend, dass der Kreis bzw. das Intervall wirklich alle Folgenglieder ab einem
(tendenziell) grofien Index ng beinhalten. Dass sie stattdessen ,nur” unendlich viele Folgenglieder
enthalten, ist noch keine gleichermaf3en starke Forderung; dies erkennt man wieder am Beispiel
der divergenten Folge (0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,...).

e Eine Abanderung endlich vieler Folgenglieder dndert nichts am Grenzwert (und auch nicht seine
Existenz oder Nicht-Existenz), d.h. aus a, = b, fiir fast alle n € N folgt lim,_,o a, = lim,_,o by,.
Vor diesem Hintergrund betrachtet man Grenzwerte lim,_,, a, auch dann, wenn a, nur fiir fast
alle, aber eventuell nicht fir alle n € N definiert ist.

e Konvergente Folgen sind stets beschrankt (wobei Beschranktheit einer Folge (a,)nen bedeutet,
dass die Menge {a, | n € N} beschrankt ist, also sup, . |an| < oo gilt).

BEWEIS. Ist (a,)nen gegen a € K konvergent, so liefert die Definition ein (zu ¢ = 1 gehoriges)
np € Nmit |a,| < |a, — a| + |a] < 1+ |a| fur alle n € N,,,. Damit ist

sup |a,| < max{|a;|, |az|, |as|,...,|an-1]. 1+ ]a|} < 0. O
neN
o Als Nullfolge bezeichnet man eine Folge (a,)nen mit lim,_,« a, = 0. Aus der Definition folgt,
dass (a,)nen genau dann eine Nullfolge ist, wenn die Folge (|a,|)nen der Betrage eine Nullfolge
ist. Auflerdem gilt
(5.1.3) lima,=a &=  (a,— a)nen ist eine Nullfolge
n—oo
Beispiele 5.1.6 (fiir Grenzwerte von Folgen)
(a) Konstante Folgen (a),en mit Wert a konvergieren auch gegen a, es gilt also lim,_,., a = a.
(b) Es gilt lim,, % = 0, die Folge (%)neN ist also eine Nullfolge. Um dies einzusehen, wahlt man zu
1

¢ > 0 einfach ng := L%J +1> % und bemerkt |%| =+ < nio < efurallen € Nyp,.
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Hiermit lassen sich auch andere einfach Limites schon berechnen, mit (5.1.3) folgt beispiels-

weise lim, e 2L = lim,— 00 (2 - %) =2.

(c) Fur jede Intervallschachtelung ([ay, by])nen in R mit Kern ¢ € R existieren die Limites lim,,_,c a, =
¢ = lim,_,o b,. Um das zu sehen, bemerken wir, dass nach Definition der Intervallschachteleung
in Abschnitt 4.1 zu jedem ¢ € R, ein ny € N existiert mit b,, — a,, < . Wegen c € [ay, b,] C
[@n,, bn,] fiir n € N p, erhalten wir fiir alle n € Ny, auch |a,—c| =c—a, < c—ap, < by,—ap, < ¢
und |b, — ¢| = b, — ¢ < by, — ¢ < by, — ay, < ¢. Dies bedeutet per Definition lim, . a, = ¢ und
lim, 0 b, = c.

Fiir Folgen von reellen Zahlen kann das Konzept des Grenzwerts auf die sogenannten uneigentlichen
Grenzwerte oo und —co erweitert werden:

Definition 5.1.7 Sei (an)nen eine Folge in R. Gilt Ve € Ryo: Ing € N: Vn € Ny, a, > % SO
bezeichnet man (a,),en als gegen co konvergent und notiert

lim a, = o oder gleichbedeutend a, —> .

n—oo n—oo

Analog heifit (an)nen gegen —co konvergent, so Ve € Rog: 3ng € N: Vn € Ny @ a, < —% gilt, und
man notiert
lim a, = — oder gleichbedeutend a, — —o00.

n—oo n—-oo
Man nennt +co in diesem Zusammenhang uneigentliche Grenzwerte und bezeichnet die gegen +oo
konvergierenden Folgen (ay),en als uneigentlich konvergent oder gleichbedeutend als bestimmt
divergent.

Beispiele 5.1.8
(a) Die Folge (n)nen ist bestimmt divergent, mit uneigentlichem Grenzwert oo.
(b) Die Folge ((1 — (—=1)")n)pen = (2,0,6,0,10,0,...) ist divergent, aber nicht bestimmt divergent.

Bemerkung 5.1.9 Folgen (a,)nen in R mit lim,_,o a, = oo heiflen Unendlichfolgen. Unendlichfolgen
in R entsprechen durch Negation genau den Folgen in R mit Grenzwert —co, und Unendlichfolgen in
R entsprechen durch Reziprokenbildung genau den Nullfolgen in R.,.

Wichtige Werkzeuge fiir die Arbeit mit (eventuell uneigentlichen) Grenzwerten sind die Vergleichs-
prinzipien des folgenden Satzes.

Satz 5.1.10

(a) Das Majorantenkriterium fiir Nullfolgen: Ist (a,),en eine Folge in R oder C mit |a,| < Cb, fiir
(fast) alle n € N mit einer Konstante C € Ry, und einer Nullfolge (by,)nen in R, so ist (a,)nen
selbst eine Nullfolge.

(b) Das Minorantenkriterium fiir Unendlichfolgen: Ist (a,),en eine Folge in R mit a, > cb, fiir
(fast) alle n € N mit einer Konstante ¢ € R, und einer Unendlichfolge (b,),en, so ist (a,)nen
selbst eine Unendlichfolge.

(c) Sind (an)nen, (bn)nen Folgen in R mit a, < by, fiir (fast) alle n € N und existieren lim,_, a, und
limy, 00 by, so gilt lim, e a, < lim,—,o0 by,

(d) Das Einschachtelungsprinzip: Ist eine Folge (xp),en in R durch a, < x, < b, fir (fast) alle
n € N zwischen Folgen (ay)nen und (b,)nen in R eingeschachtelt und existieren lim,_,o a, =
lim, o by, =: ¢ mit gleichem Wert ¢, so existiert auch lim,_,. x, = c.

Bemerkungen 5.1.11
e Die Kriterien (a) und (b) aus Satz 5.1.10 werden oft fiir Produkte a, = ¢,b, angewandt und besagen
dann: Ist (b,)nen Nullfolge und (c,)nen zumindest beschrénkt, so ist auch (ay)en Nullfolge.



5.1. GRENZWERTE VON FOLGEN 123

Ist (bp)nen Unendlichfolge und (c,)nen zumindest positiv und von Null weg beschrankt (d.h.
inf,en ¢p, > 0), so ist auch (ay)en Unendlichfolge.

e Das in Teil (c) des Satzes formulierte Prinzip der Erhaltung schwacher Ungleichungen bei
Grenziibergangen iibertragt sich tibrigens nicht auf strikte Ungleichungen: Mit anderen Worten
folgt aus einer strikten Ungleichung a, < b, fiir die Folgenglieder keinesfalls die strikte
Ungleichung lim,_,. a, < lim,_,c b, fir die Limites. Dies erkennt man an einfachen Beispielen
wie a, =0und b, = %

BEWEIS DEs SATZES. Alle vier Teile des Satzes lassen sich problemlos direkt aus der Grenzwertdefini-
tion beweisen. Wir fithren dies nur fiir die Teile (a) und (d) exemplarisch aus:

Seien a,, b, wie in (a) mit |a,| < Cb, fir n > 1. Im Fall C = 0 folgt direkt a, = 0 fiir n > 1, also
limy, 0 @, = 0. Im Fall C > 0 gibt fiir jedes ¢ € R die Definition von lim,—,« b, = 0 (angewandt auf &
statt ¢), dass b, = |b,| < & fiir n > 1 gilt. Es folgt |a,| < Cb, < C§ = ¢ flir n > 1, also ist lim, 00 ap =0
anhand der Grenzwertdefinition gezeigt.

Seien a,, b, wie in (d) mit a, < x, < b, fir n > 1. Fiir jedes ¢ € R.( bedeutet die Existenz von
lim, e a, = ¢ und lim,_,oc b, = ¢, dass |a, — c¢| < eund |b, — c| < ¢ fir n > 1 gelten. Daraus folgt
einerseits x, — ¢ < b, — ¢ < |b, — ¢| < ¢, andererseits c — x, < c—a, < |a, —¢| < efirn > 1,
zusammengenommen also |x, — ¢| = max{x, — ¢,c — x,} < ¢ fur n > 1. Wir erhalten wie behauptet
lim, 0 x, = c. O

Berechnungen konkreter Grenzwerte gelingen manchmal mit dem Einschachtelungsprinzip (d) aus
Satz 5.1.10. Viel haufiger und schematischer werden aber die folgenden Rechenregeln zur Grenzwertbe-
rechnung eingesetzt.

Satz 5.1.12 [Rechenregeln der Grenzwertrechnung] Seien (a,)sen und (b,)nen Folgen in K €
{R, C}, fir die a = lim, . a, € Kund b := lim,_,. b, € K existieren. Dann existieren auch

lim (a, +b,) =a+b, lim (a, —b,) =a-b, lim (apby,) = ab.
n— oo n—oo n—oo
Ist b # 0, so folgt b, # 0 fiir n > 1, und es existiert auch
a, a

lim — = —.
noseo by b

Bewers. Wir beweisen die Regeln fiir Summe und Differenz: Ist ein beliebiges ¢ € R, gegeben, so
erhalten wir erst |a, — a| < 5 und |b, — b| < § fiir n > 1. Mit der Dreiecksungleichung folgt

|(antby) — (ab)| = |(an — @) £ (by = b)| < lan — a + by — b] < g + g —¢.

Die zeigt lim,, o (a,£b,) = a+b.
Die Regeln fiir Produkt und Quotient werden in den Ubungen behandelt. ]

Bei Folgen reeller Zahlen gelten weitere Regeln, die sich erst in Abschnitt 5.3 nach Einfithrung
allgemeiner Potenzen und Logarithmen herleiten lassen, die wir aber schon einmal festhalten:

Bemerkung 5.1.13 Seien (b,)nen und (r,)zen Folgen in R, fiir die b = lim, s b, € Rund r =
lim, o 1, € R existieren. Ist b > 0, so folgt b, > 0 fiir n > 1, und es existiert

lim (b,)™ =0b".

n—oo
Weiterhin bleibt diese Regel auch fiir b = 0 < r richtig, sofern b, > 0 fiir n > 1 gilt. Gelten schlie3lich
1#b>0undr > 0,sofolgen1 # b, >0undr, > 0 fir n > 1, und es existiert

lim log, r, =log,r.
n—oo n
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Ganz entscheidend fiir die Berechnung konkreter Grenzwerte ist weiterhin auch der richtige Umgang
mit Situationen, in denen diese Regeln nicht (ochne Weiteres) greifen:

Bemerkungen 5.1.14
e Auch fiir das Rechnen mit uneigentlichen Grenzwerten und manchen in R oder C nicht sinnvollen
Ausdriicken gibt es Regeln. Man driickt diese manchmal durch symbolische Regeln wie

1 1 1 - .
— =0, -34+00=00, —00—00=—-00, — =00, — =—00, 2 =00, 00 =00
o0 0+ 0—
aus, ohne dass man mit solchen Termen allerdings vollstindig wie mit Zahlen rechnen darf.
Tatsachlich soll die erste Regel nur besagen, dass aus lim,_,« a, = co stets lim,_, % = 0 folgt,
die zweite, dass sich aus lim,— @, = —3 und lim,_,. b, = co stets lim,_,«(a, + b,) = oo ergibt.
Ahnlich sind die anderen Regeln zu verstehen, wobei 0+ und 0— als Platzhalter fiir Nullfolgen
mit (fast) nur positiven und (fast) nur negativen Gliedern dienen.
e Es lasst sich aber keineswegs fiir alle auftretenden Situationen eine solche Regel aufstellen.
Vielmehr gibt es auch unbestimmte Ausdriicke wie
(0]
00 — 00, —, 00-0+, oo ", 1%, 0°.
(0]
Die Unbestimmtheit von oo —co bedeutet dabei, dass man aus lim,—,« @, = lim,— b, = oo nichts
uber lim,,_,« (a, — by,) schliefen kann, denn tatsichlich kann lim,,_,, (a, — b,,) in dieser Situation
jeden beliebigen Wert in R U {—o0, co} annehmen oder auch gar nicht existieren. Ahnlich verhalt
sich dies bei den anderen unbestimmten Ausdriicken.

<o . . 7n3+4n—2
Beispiel 5.1.15  Beim Grenzwert lim,—co 55 75

den (denn man kidme auf den unbestimmten Typ 2). Nach ,Kiirzen“ von n3 geht dies aber doch, und
man kann

lassen sich die Rechenregeln zunachst nicht anwen-

 Tnd+4n—2 . T+35-%  740-0 7
lim ——— = lim n no_ - __
noeo —2n3 4?4+ 1 noe 2414 —240+40 2

bestimmen. Auf dhnliche Weise lassen sich tatsachlich Grenzwerte beliebiger gebrochen-rationaler
Terme (also von Quotienten zweier Polynomen) bestimmen.

Fiir weitere Beispiele zur Grenzwertberechnung sei auf die Ubungen verwiesen.

Als Nachstes beschaftigen wir uns mit zwei grundlegenden Kriterien fiir Konvergenz, dem Monotonie-
Kriterium fiir Folgenkonvergenz in R und dem Cauchy-Kriterium fiir Folgenkonvergenz in R und C. Wie
in Abschnitt 4.1 bereits angedeutet charakterisieren diese Kriterien die Vollstdndigkeit von R (und C).

Das Monotonie-Kriterium kénnen wir nach Einfithrung geeigneter Begriffe wie folgt angeben:

Definition 5.1.16 Eine Folge (ay)nen in R heiflt monoton wachsend, wenn a1 > a, firallen e N
gilt, und streng monoton wachsend, wenn sogar a,.; > a, fir alle n € N gilt. Analog heif3t die
Folge monoton fallend beziehungsweise streng monoton fallend, wenn a,;; < a, beziehungsweise
ans1 < ap fir alle n € N gilt.

Satz 5.1.17 [Monotonie-Kriterium fiir Folgenkonvergenz] Jede beschriankte monotone Folge (a,)nen
in R konvergiert in R. Falls (a,),en monoton wichst, ist dabei der Grenzwert lim, o a, = Sup,c an.
Falls (ap,)nen monoton fillt, ist er limy, o a, = inf ey ay.

BewEis. Wir behandeln ohne Einschrankung nur eine beschrénkte wachsende Folge (ay)uen und
bilden auf Grundlage der Ordnungs-Vollstdndigkeit a := sup, .y an € R. Sei nun € > 0. Da a — ¢ keine
obere Schranke fiir {a, |n € N} ist, gibt es ein ny € N mit a — ¢ < a,,. Mit der Monotonie und der
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Schranken-Eigenschaft von a erhalten wir fir n > no dann a — ¢ < a, < a und somit |a, — a| < €. Dies
zeigt die Konvergenz lim,_, a, = a. ]

Bemerkung 5.1.18 Ahnlich begriindet man: Unbeschriankte monotone Folgen in R konvergieren
uneigentlich gegen oo (falls wachsend) oder —co (falls fallend). Insgesamt kann man daher sagen: Jede
monotone Folge in R konvergiert eigentlich oder uneigentlich.

Auch fiir das Cauchy-Kriterium brauchen wir zunachst noch einen Begriff:

Definition 5.1.19 Sei K € {R, C}. Eine Folge (a,)nen in K besitzt die Cauchy-Eigenschaft, wenn
es zu jedem ¢ € R ein ny € N mit |a, — ap| < ¢ fir alle m,n € N3, gibt. Man bezeichnet Folgen mit
dieser Eigenschaft kurz als Cauchy-Folgen.

Bemerkungen 5.1.20
e Die Giiltigkeit der Cauchy-Eigenschaft wird manchmal durch eine Notation wie

lim |a,—an| =0 oder la, —am| — 0O
nzm-—oo nzm-—oo
zum Ausdruck gebracht.

e In Quantoren-Schreibweise verlangt die Definition der Cauchy-Folge
(5.1.4) Ve € Ryo: Ing e N: Vm,n € Ny, @ |ap —am| < €.

e Die Cauchy-Eigenschaft ist starker als nur die Forderung lim,_,c (@41 — a,) = 0, denn zum
Beispiel die Folge (v/n)nen erfiillt lim,—,o(Vn + 1 — 4/n) = 0, ist aber keine Cauchy-Folge.

e Cauchy-Folgen sind stets beschrinkt. Denn sei (a,)neny Cauchy-Folge in K, dann existiert ein
(zu € = 1 gehoriges) ng € N mit |a,| < |a, — an, |+ |an,| < 1+ |ap,| fur alle n € N3, , und damit ist

Sup |an| < maX{|a1|: |a2|s |a3|: L] |an0—1|: 1 + |an0|} < (SO
neN
e Jede in K konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge. Um das zu sehen, sei (a,)nen in K gegen den
Grenzwert a konvergent, und sei ¢ > 0. Dann gibt es nach Definition der Konvergenz ein ny € N
mit |a, —a| < 5 fiir alle n € N, . Per Dreiecksungleichung folgt [a, — an| < |an —al +|an —al <
5+ 5 = efiir alle m,n € N,,. Also ist (an)nen Cauchy-Folge.

Das Cauchy-Kriterium besagt nun, dass tatsachlich auch die Umkehrung zur letzten Bemerkung gilt,
dass also die Cauchy-Folgen in K genau die in K konvergenten Folgen sind.

Satz 5.1.21 [Cauchy-Kriterium firr Folgenkonvergenz] Sei K € {R,C}. Jede Cauchy-Folge in K
konvergiert in K.

BEwEis. Wir betrachten zunachst im Fall K = R eine Cauchy-Folge (x,),en in R. Fiir alle k € N gilt

dann
am = inf x, < xp, < sup x, = by,
neENs,, neNs

wobei (a;;)meny wachsend und (by,)men fallend ist, so dass a := lim,,  a, und b := lim,,_, by, nach
dem letzten Satz in R existieren. Fir jedes ¢ € R, gibt es wegen der Cauchy-Eigenschaft von (x;,),en
ein ny € N, so dass zunachst |x, — x,,| < ¢ fur alle m,n € N5, und dann auch 0 < b,, — a,, < ¢ fir
alle m € N, gilt. Dies bedeutet fiir die Grenzwerte b = g, und nach dem Einschachtelungsprinzip
konvergiert dann auch (x,)men gegen a = b.

Der Fall K = C lasst sich mit der einfachen Abschatzung

max{|Re(z)|, |Im(2)|} < |z| < |Re(z)| + |Im(2)| furallez € C
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darauf zurtickfithren: Ist (z,),en eine Cauchy-Folge in C, so sind zunéchst wegen der linken Ungleichung
(Re(zy))nen und (Im(z,))nen Cauchy-Folgen in R. Nach dem fiir den Fall K = R Bewiesenen existieren
dann x := lim,,o Re(z,) € R und y := lim,,0 IMm(z,) € R, und mit der rechten Ungleichung folgt
lim, o0z, = x +iy € C. O

Bemerkung 5.1.22 (Cauchy-Folgen modulo Nullfolgen) Auf Cauchy-Folgen basiert eine elegante
Konstruktion von R aus Q, die eine Alternative zu den am Ende von Abschnitt 4.1 erwihnten
Dedekindschen Schnitten darstellt. Man fithrt R dabei als Faktorring des Rings der Cauchy-Folgen in Q
modulo des Ideals der Nullfolgen in Q ein (oder, so dieses Konzept bekannt, direkt als Faktoralgebra).
Dann identifiziert man g € Q mit der Restklasse, die die konstante Folge (g),en enthalt, und erhilt so
Q C€ R. Auch bei dieser Konstruktion sind etliche Details zu priifen, auf die hier nicht eingegangen wird.
Als wesentlicher Vorteil sei aber hervorgehoben, dass die Vorgehensweise auch in viel allgemeinerem
Kontext, namlich fiir sogenannte metrische Rdume, einsetzbar ist.

Anwendung 5.1.23 Seien K € {R,C}, X € Kund f: X — X eine Selbstabbildung von X. Fiir jeden
Startwert xy € X definiert dann die Rekursionsvorschrift

Xn41 = f(xn) furn e N,

eine Iterationsfolge (x,)nen, in X. Nun nehmen wir zusatzlich an, dass Konvergenz von (x,)xen, gegen
einen Limes x, € X sichergestellt werden kann und dass lim,_,« f(x,) = f(lim,— x,) gilt, wobei diese
Gleichheit allgemein eine Eigenschaft von f, bekannt als Stetigkeit, erfordert. Dann ergibt sich

) = £{ im x0) = Jim f52) = Jim 1 = 5.

Damit 16st x, die Fixpunktgleichung f(x) = x und ist ein sogenannter Fixpunkt von f.

Das Vorausgehende kann auf zwei Arten niitzen: Kann man die Fixpunktgleichung fiir f leicht
(explizit und vielleicht sogar eindeutig) l6sen, so lassen sich auf diese Weise der Grenzwert oder mogliche
Grenzwerte der Iterationsfolge (xp)nen, bestimmen. Ist die Losung der Fixpunktgleichung dagegen
schwierig, so kann mit Hilfe der konvergenten Iterationsfolge eventuell die Existenz eines Fixpunkts
beweisen und/oder Naherungswerte fiir diesen ausrechnen.

In jedem Fall muss man die oben angenommene Konvergenz von (x,)xen, tatsdchlich sicherstellen
und kann hierfiir oft die zuvor behandelten Konvergenzkriterien einsetzen: Fiir K = R, beschranktes
X und monoton wachsendes f (im Sinn, dass x < y = f(x) < f(y) fur alle x,y € X gilt)
erweist sich (x,)nen, als beschrankt und monoton, und man kann das Monotonie-Kriterium nutzen. Fiir
abgeschlossenes X und eine strikte Kontraktion f — dies wird im Folgenden noch genauer erklart —
kann man die Cauchy-Eigenschaft fiir (x,)nen, nachweisen und das Cauchy-Kriterium einsetzen.

Beispiele 5.1.24
(a) Im Fall der monoton wachsenden Funktion f: Ry_; — Ry_; mit f(x) := V1 + x fir x € Ry_4
konvergiert fiir jeden Startwert x, € R5_; die Iterationsfolge (x,)nen, gegen den eindeutigen

Fixpunkt 1+2‘/§ von f. Dies kann man als Prézisierung der unendlichen Wurzelkette
1+ V5
s \/1+\/1+\/1+\/1+x0: 2\/_
auffassen.

(b) Im Fall der strikten Kontraktion f: Rsg — Ry mit f(x) := ﬁ fir x € Ry, konvergiert fiir
jeden Startwert xo € R die Iterationsfolge (x,)ner, gegen den einzigen Fixpunkt V2 — 1 von f.
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Die kann als Prazisierung des unendlichen Kettenbruchs

=V2-1

verstanden werden.

Als Nachstes wenden wir uns kurz dem oben erwahnten Begriff der Kontraktion zu und zeigen, wie
durch diesen die Cauchy-Eigenschaft der Iterationsfolge gesichert wird:

Eine Abbildung f: X — Y zwischen Teilmengen X und Y von R oder C heif3t Kontraktion,
wenn |f(x) — f(x)| < |x — x| fur alle x,x € X gilt. Sie heifit strikte Kontraktion, wenn sogar
|[f(x) — f(x)] < k|x — x| fur alle x,x € X mit einer festen Konstante k € [0, 1) gilt. Entscheidend
fur eine strikte Kontraktion ist, dass k echt kleiner als 1 ist. Eine der wichtigsten Eigenschaften von
Kontraktionen beschreibt der néachste Satz.

Satz 5.1.25 [Kontraktionssatz] Sei X nicht-leeres abgeschlossenes Intervall in R (d.h. vom Typ [a, b],
[a, 00) oder (—oo, b] mit a < b in R) oder X = X; +iXj C C mit nicht-leeren abgeschlossenen Intervallen
X:, Xi € R. Dann besitzt jede strikte Kontraktion f: X — X genau einen Fixpunkt x, € X, und fir
beliebiges xy € X konvergiert die durch x,41 := f(x,) fiir n € Ny rekursiv definierte Iterationsfolge
(Xn)nen, gegen X..

BeEwers. Es bezeichne k € [0, 1) die Kontraktionskonstante von f (wie in der Definition).

Die Eindeutigkeit des Fixpunkts sieht man schnell: Gébe es zwei Fixpunkte x,x € X von f mit x # x,
so bekdme man mit |x — x| = |f(x) — f(x)| < k|x — x| < |x — x| einen Widerspruch.

Im Hauptteil des Beweises zeigen wir nun die Existenz eines Fixpunkts und die Konvergenz der Ite-
rationsfolge. Zuniachst folgt aus der rekursiven Definition von (x,)nen, und der Kontraktionseigenschaft

i+ = xi| = |f (1) = f(xi-0)| < xlxi = xi-1] furalleieN.
Mit Induktion erhalten wir daraus
Ixiv1 — xi| < K'|x1 — x| fur allei € Ny .

Fir n > m in Ny schreiben wir nun per Teleskopsumme x, — x,, = Z::nll (xi+1 — x;) und rechnen mit der
Dreiecksungleichung, der vorigen Abschatzung und der geometrischen Summenformel

K™ — k" K™

n—1
| — xm| < Z |xie1 — x| < ZKI|X1 - xo| = I —x |1 — xo] <
i=m i

n—1
g — x0] .
=m

1-«

Wegen k < 1 wird die rechte Seite der Ungleichungskette fiir n > m > 1 kleiner als jedes vorgegebene
¢ € Rso. Also hat (xp),en, die Cauchy-Eigenschaft, und gemafl dem Cauchy-Kriterium existiert x, =
lim, e x, in R bzw. C. Da im Fall X € R aus a < x, < b schon a < x < b folgt (undim Fall X € C
Entsprechendes fir Real- und Imaginarteile gilt), liegt auch x, im abgeschlossenen Intervall/Bereich X.
Wegen |f(x,) — f(x.)| < x|x, — x| sichert das Majorantenkriterium, dass (f(x,) — f(x.))nen Nullfolge

ist, und mit f(x,) = lim,—e f(x,) = lim,— e X441 = X, folgt, dass x, ein Fixpunkt von f ist. Damit sind
alle Behauptungen verifiziert. ]

Weiterfithrende Bemerkung 5.1.26 In der Situation des Kontraktionssatzes lassen sich Iterationsfol-
gen (xp)nen, mit beliebigen Startwert x, € X gut zur naherungsweisen Berechnung des Fixpunktes x,
einsetzen. Ahnliche Rechnungen wie im Beweis geben dabei Abschiatzungen fiir den Niaherungsfehler
|, — x|, der nach Berechnung von x, mit n € N verbleibt:

K K

n
Xn — Xp—1| S Xo) — Xol .
[ P = Xl < T 1f (%0) — xo

n — x| <
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Bei der Abschiatzung durch % |f(x0) — x| handelt es sich um eine A-priori-Fehlerabschatzung, bei der
die Schranke bestimmt werden kann, bevor man mehrere x, berechnet. Bei der scharferen Abschéatzung
durch ﬁ |, — x,-1| handelt es sich um eine A-posteriori-Fehlerabschétzung, die erst nach Berechnung
der Folgenglieder bis hin zu x,-; und x, niutzt.

5.2. Haufungswerte und Teilfolgen

In diesem Abschnitt wenden wir uns zwei Begriffen zu, mit denen auch das Grenzverhalten diver-
genter Folgen bei n — oo beschrieben werden kann:

Definition 5.2.1 Sei (xy),en eine Folge in K € {R, C}. Dann heifit x € K ein Haufungswert (manch-
mal auch: Haufungspunkt) der Folge (x,),en, wenn es fir jedes ¢ € R,y unendliche viele n € N mit
|x, — x| < e gibt. Im Fall K = R bezeichnen wir zudem +oco als (uneigentlichen) Hiufungswert der
Folge (xp,)nen, wenn es fiir jedes € € R, unendliche viele n € N mit +x, > % gibt.

In Quantoren-Schreibweise verlangt die Definition des Hiufungswerts
VeeRyp:Vng e N: In e Nyt |x, — x| < ¢

(und bei uneigentlich Haufungswerten analog Ve € R.: Vng € N: 3n € N, @ £x, > %)

Beispiel 5.2.2 Die Folge (2+ (-1)"(1+1))  =(1-13+4,1-33+41-13+3,1-13+4..)
hat genau 1 und 3 als Haufungswerte.

Definition 5.2.3 Sei (x,),en eine Folge in einer Menge X. Ist ny < ny < n3 < ...in N (also (ng)ken
eine streng monoton wachsende Folge in N), so heif3t (xnk) ey eine Teilfolge von (%) nen.

Es besteht ein grundlegender Zusammenhang von Haufungswerten und Teilfolgen:

Proposition 5.2.4  Fiir eine Folge (x,)nen in K € {R, C} und x € K (und im Fall K = R sogar fiir x € R)
gilt:

x ist Haufungswert von (x,)n,eny & x ist Grenzwert einer Teilfolge von (x,)nen -
Beweis. Dies folgt aus den Definitionen und wird auch in den Ubungen noch besprochen. ]

Von entscheidender Bedeutung in vielen verschiedenen Zusammenhingen ist nun der folgende
Satz tiber die Existenz von Haufungswerten, der auch als allgemeiner Existenzsatz fiir Grenzwerte (von
Teilfolgen) verstanden werden kann:

Satz 5.2.5 [Satz von Bolzano-Weierstrafl] Sei K € {R, C}. Jede beschrinkte Folge in K besitzt einen
Haufungswert in K und, 4quivalent, eine in K konvergente Teilfolge.

Beweis. Im Fall K = R sei (xy,),en eine beschrankte Folge in R. Es gibt dann eine Schranke M € R,
so dass Iy := [—-M, M] alle x,, mit n € N enthalt. Durch iterative Intervallhalbierung findet man fiir jedes
k € N ein Intervall I, = [ag, bx] C Ir_ mit Lange by —a = 2' %M, das jedenfalls unendlich viele x, mit
n € N enthélt. Genauer zeigt man die Existenz von Iy mit Induktion und nutzt dabei im Induktionsschritt,
dass mit I;,_; mindestens eines der halbierten Intervalle [ak_l, ak‘lzﬁ] und [ak‘l—;bk‘l, bk—l] unendlich
viele x, enthélt und als [ gewahlt werden kann. Wegen der Vollstandigkeit von R besitzt die durch
die Intervalle I; gebildete Intervallschachtelung einen Kern x € R mit x € Ii fiir alle k € N. Fiir jedes
¢ € R.y betrachte nun ein k € N mit 2'"*M < ¢ und erhalte, dass unendlich viele x, mit n € N in
Ir € (x — &,x + ¢) liegen. Also ist x ein Haufungspunkt von (x;,)nen.

Den Fall K = C kann man durch ein analoges Argument mit Rechteckschachtelungen erledigen oder
wie folgt auf den Fall K = R zurtckfithren: Ist (x,),en eine beschrinkte Folge in C, so erhélt man erst
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die Konvergenz einer Teilfolge (Re(xy, ), der Realteile gegen ein x € R, dann die Konvergenz einer
(weiteren) Teilfolge (Im (xnk()){,GN der Imaginarteile gegen ein y € R. Hieraus folgt die Konvergenz der

Teilfolge (xn,, ), ., vOn (xn)nen gegen x + iy € C. O

teN

Bemerkungen 5.2.6

e Ein alternativer Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstraf3 gelingt mit der (etwas Uberlegung
erfordernden) Beobachtung, dass jede Folge in R eine monotone Teilfolge besitzt, und dem
Monotonie-Kriterium.

e Unbeschrankte Folgen in R besitzen einen uneigentlichen Haufungswert und, 4quivalent, eine
uneigentlich konvergente Teilfolge. Insgesamt kann man daher sagen: Jede Folge in R besitzt, im
eigentlichen oder im uneigentlichen Sinne, einen Haufungswert und eine konvergente Teilfolge.

e Als Korollar zum Satz von Bolzano-Weierstraf3 ergeben sich folgende Aquivalenzen: Fiir eine
Folge (x4)nen in K und x € K gilt

lim x, =x &= (xu)nen beschriankt, x einziger Haufungswert von (x,)pen in K,

n—oo
und fiir eine Folge (xy,)nen in R und x € R gilt

lim x, = x &= x einziger Haufungswert von (x;,)pen in R.

n—oo
In beiden Fillen ist dabei der Beweis von , = ‘ elementar, wihrend der Beweis von , &= ‘ mit
dem Satz und einem sogenannten Teilfolgenargument erfolgt; vergleiche mit den Ubungen.

Abschlielend beschiftigen wir uns kurz mit der Menge aller Haufungswerte einer Folge:

Satz 5.2.7 [Grenzwerte von Haufungswerten, Limes superior und inferior]

(a) Ist (x,)nen eine Folge in K € {R, C} und existiert fiir eine Folge (ax)ren von Haufungswerten
von (x,)nen der (fiir K = R eventuell uneigentliche) Grenzwert! a := limy_,., a, so ist a wieder
ein Haufungswert von (x,)nen. Man driickt diese Eigenschaft auch so aus, dass die Menge der
Haufungswerte von (xy,)en (unter Grenzwerten) abgeschlossen ist.

(b) Bei einer Folge (x,)nen in R gibt es stets einen grofiten Haufungswert und einen kleinsten
Hiufungswert in R U {—o0, co}. Wir bezeichnen diese als den Limes superior limsup,_,  x,
und den Limes inferior lim inf,_, x, von (x,)en.

BeEwEIs. Sei H die Menge der Haufungswerte von (xp),en in R beziehungsweise C.

Wir beginnen mit Teil ((a)) und betrachten eine gegen a konvergente Folge (ai)ren in H. Wir
konnen g, € K annehmen (denn, ist ay = oo fiir unendliche viele k € N, so muss a = +c0 € H
sein). Wir erhalten eine Teilfolge (xp,) ren von (Xp)nen mit |xp, — ag| < % fur alle k € N, indem wir
erst ny € N mit |x,, — a1| < 1 und dann rekursiv ngy; € Nsp, mit [xp, ., — k41| < ﬁ wihlen. Es folgt
limy_,0 X, = limg_,0 ax = a, also ist a ein Haufungswert von (x,),en.

Um die in Teil ((b)) behauptete Existenz eines groiten und kleinsten Elements von H nachzu-
weisen, bemerken wir zuerst, dass der Satz von Bolzano-Weierstrafy HH # 0 sichert. Somit existieren
supH,inf H € R.Da sup H und inf H als Grenzwerte von Folgen in H geschrieben werden konnen,
erhalten wir mit Teil ((a)), dass sup H, inf H € H das grofite und das kleinste Element von H sind. O

Bemerkungen 5.2.8

IMan beachte, dass fiir K = R uneigentliche Haufungswerte a; = +co moglich sind und hier behandelt werden kénnen,
wenn die (uneigentliche) Grenzwertdefinition auf naheliegende Weise auf Folgen in R erweitert wird.
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e Nach Definition gilt fiir eine Folge (x,)nen in R stets lim inf,,_,e0 x, < lim SUP,,_, Xn. Der (even-
tuell uneigentliche) Limes lim,_, x, existiert genau in dem Fall, dass Gleichheit lim inf,, o x, =
limsup,_,, x, eintritt.

e Eine Folge kann sehr viele Haufungswerte besitzen. Wird etwa durch eine Folge (x,)qen ganz
Q = {x, | n € N} abgezahlt (was nach dem ersten Cantorschen Diagonalverfahren ja moglich
ist), so sind alle Elemente von R Haufungswerte von (xp),en.

5.3. Allgemeine Wurzeln, Potenzen und Logarithmen

In diesem Abschnitt werden wir den Grenzwertbegriftf und die Vollstdndigkeit von R nutzen, um
allgemeine Wurzeln, Potenzen und Logarithmen einzufithren. Wir beginnen mit Wurzeln.

Satz5.3.1 Zux € Ryound k € N gibt es genau ein b € Ry mit b* = x, genannt die k-te Wurzel aus x.
Wir verwenden fiir sie die Notation {/x. Fiir k = 2 spricht man von Quadratwurzeln und setzt vx := {/x.

BEWEIS VON SATZ 5.3.1. Die Eindeutigkeit von b ist klar, weil fiir a < b in Ry stets a¥ < b gilt.

Wir zeigen nun die Existenz von b mit Hilfe der Menge A, := {a € Rs( | a* < x}. Diese ist nicht-leer
und von oben beschrinkt (denn es ist 0 € A, und wegen a < a* < x fiir 1 < a € A, ist max{1, x}
eine obere Schranke fiir A,). Gemafl der Ordnungs-Vollstindigkeit existiert also b := sup A, € Ryy.
Einerseits ist nun b + % ¢ Ay, also (b+ %)k > x fiir alle n € N. Mit Produktregel® und Vergleichsprinzip fiir
Grenzwerte folgt b* = lim, o, (b + %)k > x. Andererseits gibt es Zahlen a, € A, mit dementsprechend
ak < x firr n € N und lim,_, a, = b. Erneut mit der Produktregel und Vergleichsprinzip folgt b* =
lim, e ak < x. ]

Sei x € Rs. Fiir gerades k € 2N ist neben 4/x auch —{/x € R, eine k-te Wurzel aus x, erfiillt also
auch (- W)k = x. Fiir ungerades k € 2N — 1 ist —4/x eine k-te Wurzel aus der negativen Zahl —x,

erfiillt also (- (‘/})k = —x. Wir erlauben in unserer Notation dennoch keine negativen Zahlen unter
dem Wurzelzeichen (da fir solche Wurzeln nicht alle tiblichen Rechenregeln gelten und es beim Umgang

damit leicht zu Fehlern und absurden Ergebnissen wie —1 = V=1 = 9(-1)2 = Y1 = 1 kommen kann).

Rechenregeln fiir Wurzeln werden sich als Spezialfille allgemeinerer Regeln fiir Potenzen ergeben
und werden daher nicht separat behandelt. Zu Wurzeln aus komplexen Zahlen kommen wir in Abschnitt
5.6 noch einmal. Wir halten hier aber noch fest, dass wir mit Wurzeln auch grundlegende Beispiele
irrationaler Zahlen erhalten:

Bemerkung 5.3.2 Sei k € N. Ist m € N keine k-te Potenz einer natiirlichen Zahl, also W ¢ N, dann
ist 4/m stets irrational, d.h. {/m ¢ Q. Dies kann mittels Induktion aus der Existenz und Eindeutigkeit
der Primfaktorenzerlegung fiir natiirliche Zahlen bewiesen werden. Speziell sind Quadratwurzeln aus

Nicht-Quadrat-Zahlen wie V2, V3, V5, V6, V7, V8, V10 und Kubikwurzeln aus Nicht-Kubik-Zahlen wie
\3/5, \7’/5, %, %, %, %, %, % stets irrational.

Potenzen b” einer Basis b € R, mit ganzzahligen Exponenten z € Z sind (wie frither schon allgemein
in Gruppen und Ringen) durch die Festlegungen b° := 1, b" := [, b (Produkt n gleicher Faktoren b)
und 67" := (b™")7! = (b™1)" fiir n € N erklart.

%Entscheidend ist, dass an dieser Stelle, dass die Grenzwertregel lim,_ o, ak = a* fiir natiirliche Exponenten k € N
und a := lim,_, ay, sich tatsichlich durch Induktion nach k aus der in den Ubungen bewiesenen Produktregel ergibt. Man
braucht an dieser Stelle also nicht etwa die in Abschnitt 5.1 im Vorgriff angegebene Regel fiir allgemeine Potenzen, die wir
noch nicht sauber behandelt haben.
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Potenzen b? einer positiven Basis b € R.( mit rationalen Exponenten g € Q erklaren wir darauf
aufbauend durch

bE/m ::W:(%)Z firzeZ,neN,

wobei die Wohldefiniertheit dieser Bildung und die Gleichheit der letzten beiden Terme aus der Eindeu-
tigkeit von Wurzeln folgen. Insbesondere kénnen wir somit Wurzeln gemifl {x = x'/¥ in Potenzen
umschreiben.

Im Folgenden lassen wir sogar reelle Exponenten zu:

Satz 5.3.3 Fiir jede positive Zahl b € R, und jedes r € R gibt es eine eindeutige positive Zahl b” € R,
genannt die Potenz der Basis b zum Exponent r , so dass insgesamt fiir a, b, b, € Roound r,r,,s € R
folgende Gesetzmafligkeiten gelten:

¢ Monotonie-Eigenschaften®

r<s = 4d s 21
a<b = ad sb fallsr 20,
e Rechenregeln
b’ =1, b'=b, 1"=1,
b =b"b°, b” = (b")°, (ab)" =d'b",
e Bernoulli-Ungleichungen
(1+x)" > 1+rx firx e R._q, fallsr e R\ (0,1),
(1+x)" <1+rx fir x € Ro_q, fallsr € [0,1]

mit Gleichheit einzig fiir x = 0 oder r € {0, 1},
e Grenzwertregeln

limb,=b>0, limr,=r = lim(b,)" =b",

n—oo n—oo
lim b, =0, imr,=r >0 = lim (b,)™ =0.
n—oo n—oo n—oo

Erganzend vereinbart man die Konvention 0" := 0 fiir r > 0 (mit der die letzte Grenzwertregel sogar
dann Sinn macht und giiltig bleibt, wenn unendlich viele b, gleich 0 sind).

Bewers. Als Voriiberlegung verifiziert man ohne besondere Probleme, dass die Monotonie-Eigenschaften
erst fiir ganzzahlige Exponenten, dann fiir Stammbriiche % als Exponenten (die n-ten Wurzeln entspre-
chen) und dann fiir rationale Exponenten gelten. Es folgt, dass die durch

b" = sup{b?|q € Qg } fiir b € [1,00),

b" :=inf{b?|q € Qg } fir b € (0,1].
definierten Potenzen mit reellen Exponenten r € R die Potenzen mit rationalen Exponenten konsistent
erweitern und auch selbst die Monotonie-Eigenschaften haben. Mit gleichem Vorgehen (erst ganzzahlige

Exponenten, dann Wurzeln und rationale Exponenten, schliefilich reelle Exponenten) erfolgen auch die
Nachweise der Rechenregeln ohne besondere Kniffe.

Die Bernoulli-Ungleichung wurde fiir natiirliche Exponenten r € N in den Ubungen behandelt.
Um die Ungleichung fiir reelle Exponenten aus [1, o) zu zeigen, betrachtet man fiir y € R die Folge

3Die Formeln mit s und = sind so zu verstehen, dass die Ungleichung vor dem ,falls* mit der oberen Relation < gilt,
wenn bei der Bedingung nach dem ,falls‘ die obere Relation > eintritt. Entsprechend gilt die Ungleichung mit der unteren
Relation >, wenn bei der Bedingung die untere Relation < eintritt.
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(an(y)),,eN_y mit Gliedern a,(y) = (1 + %)n (fir y > —1 fiir alle n € N definiert; sonst nur fir n € N mit
n > —y). Man erhélt aus der bereits bewiesenen Bernoulli-Ungleichung mit der Rechnung

an+1(y)_ n+l+y [n+y n+1n+y_ ) y n+1n+y> . y \n+y
a(y) |\ n+1 n no (n+1)(n+y) n n+y) n

dass (an(y))n€N>_y fir y € R monoton wéchst. Fur x € R._; und m,n € N mit n > m > —nx erhalten
wir daraus

1,

(14+x)7% = ap(nx)m > ap(nx)m =1+ Lx,

wobei die resultierende Ungleichung sogar allgemein fiir x € R._; und m,n € N mit n > m gilt (denn
fiir m < —nx ist die linke Seite positiv und die rechte Seite nichtpositiv). Damit gilt (1 + x)? > 1 + gx fir
x € R,_j undrationale g = 5~ € QN[1, c0). Fiir reelle r € [1, o0) gibt Monotonie (1+x)" > (1+x)? > 1+gx
firx € [0,00),q € QN[1,r] sowie (1+x)" > (1+x)? > 14+qgx furx € (—1,0],q € QN[r, c0), und insgesamt
folgt durch Supremumbildung (1+x)" > 1+rx fur alle x € R._;. Um fir x € R._1\{0}, r € (1, 00) sogar
die strikte Ungleichung nachzuweisen, fithren wir £ := V1+x —1 € Ro_;\{0} mit 1 + x = (1 + &) und
2¢ = x— ¢ ein und erhalten (1+x)" = ((1+ f)’)2 > (14782 = 14728+728 = 1+rx+(r—=1)ré? > 1+rx.

Fiir reelle Exponenten aus (0, 1] zeigen wir die Bernoulli-Ungleichung weitgehend analog. Aus der
Monotonie von (an(x))nen. . erhalten wir zunachst

(1+x)7 = am(mx)% < an(mx)% =1+5x

firx € R._;und m,n € Nmitn > m(wobeim > —mx trivial gilt). Daraus ergibt sich erst (1+x)? < 1+gx
m

fir x € R._; und rationale ¢ = % € QN (0,1] und dann (1 +x)" < 1+ rx fiir x € R._; und reelle
r € (0,1]. Fir x € R._1\{0} und r € (0, 1) erhalten wir die schliefllich die strikte Ungleichung durch
neuerliche Rechnung mit & := V1+x —1 € R._;\{0}.

Im Fall reeller Exponenten aus (—o0,0) gewinnen wir die Bernoulli-Ungleichung, direkt in der
strikten Version, durch Zuriickfithrung auf das Vorige: Fir x € R._;\{0}, r € [1, 00) schitzen wir gemaf}

1+x0)7T=(L) =(1-&) > l—zzﬁ > 1 —r%’f =1 —rx ab und fir x € R._;\{0}, r € (0,1]
gemifl (1+x)™7" = = > —L~ > 12X = 1 — rx. Fiir x = 0 schlieBlich gilt die schwache Ungleichung

T (14+x)" T 14rx 1+rx
»=> natirlich sowieso.

Im letzten verbleibenden Fall r = 0 gilt die Bernoulli-Ungleichung trivial (beide Seiten 1).

SchlieBlich kommen wir zu den behaupteten Grenzwertregeln. Fir beliebige b, € R.oundr, € R
erhalten wir aus der Bernoulli-Ungleichung die Abschéatzungen

.1 1
tr =D S O = G S D
und dieselben Abschitzungen mit ,,> statt ,<“ im Fall r, € [0, 1]. Ist nun lim, . b, = b € R, und
lim, oo 7, = r € R mit entweder b = 1 oder r = 0, so konvergieren gemaf den frither bewiesenen
Grenzwertregeln fiir die Grundrechenarten die linken und rechten Seiten der Abschatzungen bein — oo
gegen 1, und per Einschachtelungsprinzip erhalten wir lim,_,o(b,)™ = 1. Im allgemeinen Fall mit
beliebigen b € R, r € R beobachten wir zunéachst lim,_,«(b,/b) = 1, lim,_,«(r, —r) = 0 nach
Differenzen- und Quotientenregel und konnen dann mit Produktregel und vorausgehendem Spezialfall
auf lim, o (by)™ = lim,_e [(bn/b)’"br"_rb’] = 1-1-b" = b" schlieflen. Im Fall mit b = 0, r € Ry
betrachten wir ein beliebiges ¢ € R und erhalten fiir n > 1 sowohl 0 < b, < 1 und b, < ¢2/" als auch

ra > r/2. Mit Monotonie schliefen wir fiir n > 1 auf 0 < (b,)"" < (by)"/? < (gz/r)r/Z = ¢, erhalten also
wie behauptet lim,_,(b,)™ = 0. O

im Fall r, € R\(0, 1)

Als Nachstes kommen wir zu einer weiteren zentralen Grundfunktion der Analysis, die eng mit
Potenzen verbunden ist.
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Satz 5.3.4
(a) Fir jedes x € R bilden die Intervalle

(1203

eine Intervallschachtelung in R.(. Der Kern dieser Intervallschachtelung bezeichnen wir mit
exp(x) € R.o und nennen die zugehorige Funktion exp: R — R, die (natiirliche) Exponen-
tialfunktion . Insbesondere hat die natiirliche Exponentialfunktion exp die Grenzwertdarstel-
lungen

mit n € N5y

exp(x) = nh_)rrolo (1 + %)n = lim (1 - E)_n fur allex e R.

n—oo n
(b) Die natiirliche Exponentialfunktion exp ist auch durch die Potenzen der Eulerschen Zahl
e := exp(1) € R, gegeben, d.h. es gilt exp(x) = e* fiir alle x € R. Man bezeichnet e auch als
die natiirliche Basis der Exponentialfunktion.
(c) Fir die natiirliche Exponentialfunktion gelten die fundamentalen Ungleichungen

1
e >1+x fiir alle x € R und e’ < . fiir alle x € R
-x

mit Gleichheit in jeder der Ungleichungen einzig fiir x = 0.

Bemerkungen 5.3.5
e Die Eulersche Zahl e ist irrational®. Thre niherungsweise Berechnung ergibt

e=2,71828....

Tatsachlich ist e gemafl einem Satz von C. Hermite (1822-1901) aus dem Jahr 1873 sogar tran-
szendent, das heift, e ist nicht Nullstelle irgendeines Polynoms aus Q[X].

o Als entscheidende Konsequenz von Teil ((b)) des Satzes gilt fiir die Exponentialfunktion exp das
Exponentialgesetz

exp(x +y) = exp(x) exp(y) fur alle x,y € R.

BEWEIS DEs SATZES. Wir beginnen mit dem Beweis von Teil (a). Dazu fixieren wir x € R und
schreiben

n —n
ay(x) = (1 + f) und bo(x) = (1 - f)
n n
fiir die Randpunkte der betrachteten Intervalle. Im vorigen Beweis wurde bereits gezeigt, dass (an(x))nen. _,

monoton wichst, und wegen b, (x) = Tl—x) folgt, dass (b, (x))nen., monoton fallt. Zudem entnehmen

wir fiir n € Nmitn > |x| aus Z:Eg =(1+5)"(1-%)"=(1- z—j)n < 1,dass ay(x) < by(x) gilt. Somit sind
die betrachteten Intervalle nicht-leer und liegen fiir n > |x| gemafl [a,(x), b,(x)] 2 [an+1(x), bys1(x)]
ineinander. Damit tatsachlich eine Intervallschachtelung vorliegt, ist noch zu zeigen, dass die Inter-

valllange b,(x) — a,(x) fir n — oo gegen 0 strebt. Hierfiir schitzen wir fiir n € N mit n > |x| erst

Z:g; =(1- ’g—;)n >1- x—: per Bernoulli-Ungleichung ab und erhalten mit 0 < b, (x) —a,(x) < %an (x) <

’%ano (x) — 0 die benotigte Konvergenz (wobei ny € N, beliebig und die letzte Abschiatzung durch

bn, (x) fur n € N, giltig ist). Die Grenzwertdarstellungen ergeben sich dann aus der in Abschnitt 5.1
beobachten Konvergenz der Randpunkte einer Intervallschachtelung.

4Ein einfacher Beweis fiir die Irrationalitit von e basiert auf der Fehlerabschitzung fiir Niherungssummen 0 < e —
ZZ:O % < 2L« % fiir alle n € N, die wir in Abschnitt 5.7 noch allgemeiner kennenlernen werden. Kénnte man nédmlich

n+1)!
e als Bruch mit Nenner ¢ € N darstellen, so liefle sich die positive Zahl e — 3}_, 7 fiir jedes n € N34 als Bruch mit dem
Hauptnenner n! schreiben (den ja g, 1, 2!,3!, ..., n! alle teilten). Damit ware aber e — 37! | % > % fiir jedes n € N4, was der

Fehlerabschatzung widerspréche.
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Zum Beweis von Teil (b) rechnen wir fiir x € R und k € N zunéchst mit den Grenzwertdarstellungen
gemaf Teil ((a)) und den Grenzwertrechenregeln:

exp(kx) = nh_)rrolo (1 + k—;)n = lim (1 + ];—x)kn = lim

n—oo n n—oo

(1 + %)n]k = exp(x)k,

exp(—x) = lim (1 - %)n = lim [(1 - %)_n]_l =exp(x)7'.

n—oo n—oo

Durch mehrfache Anwendung dieser Regeln erhalten wir
exp(6/m) = exp(¢/m)*! = exp(1/m)** = (exp(1/m)™)*/™ = exp(1)*/m = =0/

fiir beliebige ¢, m € N, zusammen mit der trivialen Beobachtung exp(0) = 1 also tatsachlich exp(q) = e?
fur alle g € Q. Um diese Gleichheit auf ein beliebiges x € R zu iibertragen, betrachten wir eine Folge
(gr)ken in Qo mit lim,, e g = x. Nun gilt a,(x) > a,(qx) fiir’ n > 1 und im Limes n — oo dann auch
exp(x) > exp(qk). Insgesamt erhalten wir dann exp(x) > limy_, exp(qx) = limg_,o, e?* = e* mit der
Grenzwertregel fur Potenzen. Eine analoge Approximation von x aus Q- gibt exp(x) < e*. Damit ist
exp(x) = e* gezeigt.

Zum Beweis von Teil (c) schatzen wir einerseits tiber die linken Randpunkte der Intervallschachtelung
aus Teil (a) und die Bernoulli-Ungleichung

e’ =exp(x) > (1 + z)n >1+x fur alle x € R\{0}
n

ab, wofiir n € N nur n > max{—x, 1} erfillen muss. Indem wir dies mit —x anstelle x anwenden, ergibt
sich dann auch

1 1
ef=—< n fiir alle x € R\ {0} .
e -x

Fir x = 0 gelten die zugehorigen schwachen Ungleichungen trivialerweise. O

Weiterfithrende Bemerkung 5.3.6 Es gilt die folgende Abschatzung fiir das Wachstum der Fakultaten:
n n
e(E) < n! < ne(z) Vn e N.
e e
Wir argumentieren per Induktion nach n € N. Beim Induktionsanfang fiir n = 1 sind alle drei
Terme gleich 1. Fiir den Schritt von n € N zu n + 1 nehmen wir e(g)n < n! < ne(%)" an. Mit der

Induktionsannahme und der Abschitzung e > (1+2)" = (21)" von e durch einen linken Randpunkt
der Intervallschachtelung im vorigen Satz erhalten wir dann

(n+1)l = (n+Dnl > (n+ 1)e(g)" > (n+ 1)(”: 1)(%) - e(n: 1)n+1.

Analog ergibt sich mit Induktionsannahme und Abschétzung e < (1 - ﬁ)_("ﬂ) = (”T“)n+1 durch einen
rechten Randpunkt

n+1)”+1(z)n _ (n+1)e(

n+ 1\
e ) ’

(n+)!=(+n!' < (n+ 1)ne(g)n <(n+ 1)n( -

Mit den beiden erhaltenen Abschatzungen ist der Induktionsschritt komplett.

In engem Zusammenhang mit Potenzen und Exponentialfunktionen steht folgendes Konzept:

STatsichlich reicht n > —qk, womit die Basis in der Definition von a,(qx) und a,(x) positiv ist.
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Satz 5.3.7 Fir jedes b € R.¢\{1} und jedes x € R, gibt es genau eine Zahl log;, x € R, genannt den
Logarithmus von x (zur Basis b), mit

bloBr ¥ = x|

Den Logarithmus zur Basis e bezeichnet man als natiirlichen Logarithmus und schreibt kurz log oder
In fiir log,. Fir b, b, € Ro\{1}, x,x,,y € Ro und r € R gelten dann:

e Monotonie-Eigenschaft
x <y = log,x slog,yfallsb =1,

e Rechenregeln (unter anderem)

logb 1=0, logb (xy) = logb x + logb y,
1
logb(xr) = rlong, IOgbx = % , X = erlogx’

e fundamentale Ungleichungen (fir den natiirlichen Logarithmus)

= <log(1+x) <x fur alle x € R._;
1+x

mit Gleichheit in jeder der Ungleichungen einzig fiir x = 0,
e Grenzwertregel
lim x, =x, lim b, =b = lim log, x, =log,x.
n—oo n—oo n—oo n
Bemerkung 5.3.8 Mit anderen Worten bedeutet die definierende Eigenschaft des Logarithmus, dass

die Logarithmusfunktion log,: R,y — R zur Basis b die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
R — Ry, r — b" zur Basis b ist.

BeEwEls. Wir zeigen zuerst die Existenz von log, x fiir b € (1,00), x € R.o. Dazu benutzen wir,
dass R, = {r e R|b" < x} wegen lim,_,o, b™" = 0, lim,_,c, b" = co und b" < b" fiir n < r nicht-leer
und von oben beschrinkt ist. Somit konnen wir log, x := supR, € R wihlen und dafiir %~ = x
wie folgt nachweisen. Einerseits ist % +log, x ¢ Ry, also bi*°&* > x und nach Grenzwertregeln und
Vergleichsprinzip dann b'°8* = lim,_,, bu*lo8* > x Andererseits ist log, x = lim,_,c 1y, fiir gewisse
rn € Ry, fiir die b’ < x gilt. Es folgt b'°%* = lim, o, b’ < x. Insgesamt gilt wie behauptet b'°%* = x.
Fur b € (0,1), x € R, ist Ry nicht-leer und von unten beschrankt, man kann log;, x = inf R, € R wiahlen
und analog b'°8 * = x zeigen.

Die Monotonie-Eigenschaft, die Rechenregeln und die Grenzwertregel fiir den Logarithmus ergeben
sich problemlos aus denen fiir Potenzen.

Die fundamentalen Ungleichungen fiir log geht man an, indem man die fundamentalen Ungleichun-
gen der natiirlichen Exponentialfunktion in folgender Form schreibt:

x 1
elwx - =
1+x

=1l+x<e fir alle x € Ro_;

(wobei dann ja 3= € R ist). Da alle Terme positiv sind, kann man log auf diese Ungleichungen

anwenden und erhalt in Anbetracht der Monotonie die letzten Behauptungen. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts erwahnen wir kurz, dass mit allgemeinen Potenzen auch allgemeine
Mittelwerte gebildet werden kénnen:

Weiterfithrende Bemerkung 5.3.9 Firn € N, ein Tupel x = (x1, x3 .. ., x,,) positiver Zahlen x; € R
und ein Tupel t = (#1,1,,...,t,) von Gewichten t; € [0,1] mit )}/, ¢ = 1, im Basis-Fall gleicher
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Gewichtung einfach t; =t, =...=t, = % erklart man den (gewichteten) Potenz-Mittelwert von x,
X2, ..., Xn zum Exponent s € R \ {0} als

1

n s
PM;(x;t) == (Z t,-xf) € Ryy.
i=1

Spezialfalle dieser Bildung sind das (gewichtete) arithmetische Mittel und das (gewichtete) harmoni-
sche Mittel
-1

AM(x;t) :== PM(x;t) = Z tix; und HM(x;t) :=PM_q(x;t) = (Z tl-xi_l)
i=1

i=1
Als sinnvoller Ersatz fiir den Potenz-Mittelwert zum bisher ausgeschlossenen Exponenten s = 0 erweist
sich das (gewichtete) geometrische Mittel

GM(x) = PMa(x ) = [ [ () € R,

i=1
Mit diesen Festlegungen gilt fir x € (R>¢)", t € [0,1]" mit )", t; = 1 ganz allgemein die Ungleichung
zwischen Potenzmittelwerten
min{xy, X2,..., X} < PM,(x;t) < PM(x;t) < max{xy,x2,...,Xn}, fallsr < sinR.
Zumindest fiir den grundlegenden Spezialfall der AM-GM-Ungleichung
GM(x;t) < AM(x;t)

wird ein Beweis in den Ubungen behandelt.

5.4. Konvergenz von Reihen

Reihen sind (spezielle) Folgen, deren Grenzwerte als unendliche Summen aufgefasst werden kénnen.
Die Theorie der Reihen erweist sich aber als erstaunlich vielseitig und reichhaltig und verdient eine
separate Behandlung:

Definition 5.4.1 SeiK € {R,C}.
e Eine Reihe ist eine Folge (pn)nez.,, mit Folgengliedern der Form

n

Pn = Z Ak = Ak, + Akgr1 + kg2 + Aggr3 + ...+ Ay , furn e Lk,
k=kq

wobei (ak)k€Z>k0 eine Folge in K ist. Die Folgenglieder p, heiflen Partialsummen der Reihe
und die a; heiflen Reihenglieder.

e Wir nennen eine Reihe konvergent, wenn die Partialsummenfolge (Pn)neZ;kO in K konvergiert,
und andernfalls divergent. Fiir K = R nennen wir eine Reihe bestimmt divergent, wenn
(Pn)nez,,, bestimmt gegen co oder —co divergiert, und in anderen Divergenzfillen unbestimmt
divergent.

o Fiir konvergente oder bestimmt divergente Reihen erkldren wir den Wert der Reihe

(o) n
Z ai == lim p, = lim Z ax
n—oo n—od
k=ko k=ko

als den (bei bestimmter Divergenz uneigentlichen) Grenzwert der Partialsummen.
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Bemerkung 5.4.2 Manchmal werden Ausdriicke der Form Z;":ko ar ungeachtet moglicher Divergenz
als alternative Notation fiir Reihen (also fiir die entsprechende Folge von Partialsummen) verwendet.
Man spricht dann von einer formalen unendlichen Summe. Wenn wir diese Konvention verwenden,
dann muss aus dem Zusammenhang klar sein, was gemeint ist: die Reihe selbst oder (falls konvergent)
ihr Wert.

Wir geben nun vier fundamentale Typen von Reihen als Beispiele an:

Beispiele 5.4.3

(a) Aus der geometrischen Summenformel 37 _, g =1 :l fir ¢ € C\{1} und n € N folgt durch

q
Grenziibergang n — oo die Konvergenz der geometrischen Reihe
N ) .
q =—— firge Cmit |g| < 1.
k=0 1-q

Fiir ¢ € C mit |g| > 1 dagegen divergiert Y>> | g (wobei fiir g € R5; bestimmte Divergenz gegen
oo, fiir ¢ € R<_; unbestimmte Divergenz vorliegt).
(b) Die harmonischen Reihe
i 1
k

ist bestimmt divergent. Dies kann man m1t der Abschatzung

n £+1 _ £+1 n— _

I IDIEENIDIFCEOUT DI
P T t’+1 _:_

—k =0 ke zf+1k =0 kepla1 = = 2 "

einsehen, die einem Spezialfall des demnéchst folgenden Verdichtungskriteriums entspricht.
Alternativ werden wir die bestimmte Divergenz der harmonischen Reihe gegen Ende dieses
Abschnitts noch mit Hilfe eines unendlichen Produkts zeigen.

(c) Die Konvergenz der reellen Exponentialreihe

(o)

k'Xk = exp(x) = e* furx e R
k=0

wurde fiir x € Ry in den Ubungen gezeigt und wird firr x € R in Abschnitt 5.7 im allgemeine-
ren Kontext der komplexen Exponentialreihe nachgetragen. Insbesondere ist

1 1 1 1 1 2 (=1)k 1 1 1 1 1
Z—=1+1+—+—+— — +. =e und Z( ) =1-14+--——4+——-—4+...=—.
i k! 2 31 4! 5 L k! 2 31 41 5! e

(d) Fiir ky € Z und jede in C konvergente® Folge (bk)k€Z>k0 konvergiert die Teleskopreihe

S b =) = Jim i) = by

k=ko
Ein konkretes Beispiel dieses Typs ist

i;_i(l_;)_l
k:zk(k+1) P k k+1 2

®Man kann sich hier tatsichlich auf gegen 0 konvergente Folgen (bk)kez,y, zuriickziehen, da man fir beliebiges b :=

limy_co by, € C durch by, := by, — b eine Nullfolge (by) ;g Mit bsy — by = bysy — by, fiir k € Zsy, erhilt,
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Als grundlegende Eigenschaften bei Reihen halten wir fest:

Lemma 5.4.4 Furky < minZ,s € K € {R,C} und Folgen (ak)kez>k0 und (bk)kez%0 in K gelten:

(a) Sind die Reihen 3/ k, @ und p k, bk konvergent oder bestimmt divergent, so ist auch p k, (akEbr)
konvergent oder bestimmt divergent mit Wert

i(“kibk) = i aj + i bk,

kzko kzko k:ko
vorausgesetzt rechts tritt nicht der unbestimmte Ausdruck co — co oder —co + oo auf.

Falls eine der Reihen ZZO:kO a, Z,‘:’:ko (sax) mit s # 0 konvergiert oder bestimmt divergiert,
so ist dies auch fiir die andere der Fall, und es gilt

i(sak) :siak.

k=ko k=ko

(b) Falls eine der Reihen Z?’:ko Ak, Ype,, Ak konvergiert oder bestimmt divergiert, so ist dies auch
fiir die andere der Fall, und es gilt

(o) m—1 o

Sa-SasSa
k:kO k:ko k=m

(c) Eine Abénderung endlich vieler Glieder dndert nichts an Konvergenz oder Divergenz einer Reihe,

andert aber (normalerweise) ihren Wert. Eine Vertauschung endlicher vieler Glieder beeinflusst
weder die Konvergenz einer Reihe noch den Reihenwert.

(d) Liegt eine disjunkte Zerlegung Z>, = {£; | i € N} {m; | j € N} mit streng monoton wachsenden
Indexfolgen (£);en und (m;) jen vor und sind Y72, ag, und Z;‘;l am; konvergent oder bestimmt
divergent, so ist auch Z,‘:’:ko ai konvergent oder bestimmt divergent mit Wert

(] o (o]
Sa=Sat S,

k=ko i=1 Jj=1

vorausgesetzt rechts tritt nicht der unbestimmte Ausdruck oo —co oder —co+ oo auf. Ein typischer
Spezialfall dieser Regel (mit ko = 1) ist die Zerlegung

Zak = Zazi +Za2j—1
k=1 i=1 Jj=1
in Teilreihen mit nur geraden und nur ungeraden Indizes (falls die rechte Seite sinnvoll ist).
(e) Giltim Fall K = R die Ungleichung
ar < by fiir alle k € Zyy,

und sind Zl?:ko ar und Z?’:ko by konvergent oder bestimmt divergent, so folgt

o
Zak< by .

(o)
k=ko k=ko

Beweis. Die Eigenschaften Lemma 5.4.4.(a) und 5.4.4.(b) erhalt man problemlos, indem man bei den
Grenzwerten der Partialsummen die Grenzwertregeln fiir Summen und Produkte anwendet (inklusive
symbolischer Regeln bei Féllen mit bestimmter Divergenz).

Die Eigenschaft (c) ergibt sich nach Umschreiben mit (b) aus dem entsprechenden Verhalten bei
endlichen Summen.
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Zum Nachweis der Eigenschaft (d) beobachten wir

n in Jn
Zak:Zagi+Zamj fir n € Zyy,
k=k, i=1 j=1

mit i, := max{i € N|¢ < n} und j, == max{j € N|m; < n}. Wegen lim,_,, i, = 00 konvergiert dabei
der erste Term auf der rechten Seite fiir n — oo gegen 2, a, und analog konvergiert der zweite Term
gegen Y72, am;. Die Grenzwertregeln fiir Folgen implizieren dann die Konvergenz von 3¢, aj und die
behauptete Summenformel.

Die Eigenschaft (e) schlief3lich folgt aus dem entsprechenden Vergleichsprinzip fiir Grenzwerte. O

Wir kommen nun zu Konvergenzkriterien fiir Reihen und halten dazu erste Beobachtungen fest,
wobei das Nullfolgenkriterium fiir Theorie und Rechenpraxis niitzt, wihrend die andere Kriterien von
iiberwiegend theoretischer Bedeutung sind. Im nachsten Satz folgen dann weitere Kriterien, mit denen
die Konvergenz konkret gegebener Reihen besser untersucht werden kann.

Satz 5.4.5 Seiky € Z, und sei (ak)k€Z>k0 eine Folge in K € {R,C}.

(a) Beschrianktheitskriterium: Sei K = R. Falls a; > 0 fiir k > 1 gilt, so konvergiert Z,‘:’:ko ar ge-

nau dann, wenn die Folge ( X7_ ko a) der Partialsummen beschrénkt bleibt, und andernfalls

n€Zsk,
liegt bestimmte Divergenz Z;":ko ay = 00 VOr.

(b) Cauchy-Kriterium: Genau dann konvergiert Z,‘:’:ko ax, wenn limysm 00 27 ax = 0 gilt (wobei
letzteres gemaf; der fiir die Cauchy-Eigenschaft eingefithrten Notation prazise Ve € R.(: 3ng €
N:Vm e Ny, : Vn € Ny |2Z=m ak| < ¢ bedeutet).

(c) Nullfolgenkriterium: Wenn Z;o:ko ar konvergiert, dann gilt lim,_, a, = 0. Mit anderen
Worten ist fiir Konvergenz einer Reihe notwendig, dass ihre Glieder eine Nullfolge bilden.

(d) Wenn Z,‘:’:ko ar konvergiert, so bilden die Reihenreste };;°  a; eine Nullfolge, genauer gilt
limp, 00 2pe , ax = 0 (Was Konvergenz von 3,7 ai mit m > 1 einschlief3t).

In Anbetracht des Beschranktheitskriteriums (a) wird die Konvergenz einer Reihe ZZO:kO ay mit (fast
nur) nichtnegativen Gliedern ax > 0 auch einfach durch Z;":ko ar < oo ausgedriickt.

Beweis. Die Kriterien (a) und (b) folgen durch Anwendung des Monotonie- beziehungsweise Cauchy-
Kriteriums aus Abschnitt 5.1 auf die Partialsummen s, := ZZ:kO ar (denn s, — sy = ZZ:m a, furn > m).
Das Kriterium (c) ergibt sich fiir m = n aus (b) oder alternativ, weil mit lim,_,c $,—; = lim,—, s, schon
limy o0 an = limy 00 (sy — sp—1) = 0 folgt. Das Kriterium (d) erhalt man entweder durch Grenziibergang
n — oo in der Cauchy-Bedingung von (b) oder durch Grenziibergang m — oo in der Formel der
vorausgehenden Grundeigenschaft aus Lemma 5.4.4.(b). ]

Bemerkung 5.4.6 Das Nullfolgenkriterium sollte man bei der Untersuchung der Konvergenz einer
gegebenen Reihe (wenn es sich nicht gerade um einen schon bekannten Standard-Typ handelt) unbedingt
zuallererst prifen. Stellt man fest, dass die Glieder keine Nullfolge bilden, so kann man die Reihe sofort als
divergent abhaken und kann im Fall K = R normalerweise auch leicht ablesen, ob bestimmte Divergenz
gegen +oo oder unbestimmte Divergenz vorliegt. Wenn dagegen eine Nullfolge vorliegt, so kann man —
das ist das Wesen eines notwendigen Kriteriums — noch nicht entscheiden, ob Konvergenz vorliegt, und
muss die Reihe mit anderen Kriterien genauer untersuchen.

Weitere, niitzliche Kriterien, mit denen man iiber Konvergenz oder Divergenz vieler konkret gegebe-
ner Reihen entscheiden kann, gibt der folgende Satz.
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Satz 5.4.7 [Konvergenzkriterien fiir Reihen] Seien kj € Z, sei (ak)keZ>k0 eine Folge in K € {R, C},
und sei (bk)kez>ko eine Folge in R.

(a) Majorantenkriterium: Gilt |a;| < Cby fiur k > 1 mit festem C € Ry und konvergiert die
Majorantenreihe Zl‘:’:ko b, so konvergiert auch ZZ":kO ar.

(b) Minorantenkriterium: Sei K = R. Gilt a; > cby fir k > 1 mit festem ¢ € R, und divergiert
die Minorantenreihe Z?’zko by = o0, so divergiert auch Z,‘:’:ko ay = 0.

| a1l
|ak|

(c) Quotientenkriterium: Ist a; # 0 fiir k > 1 und gilt limsup, _,,
Z[c:j:ko dk.

(d) Wurzelkriterium: Gilt lim sup;_, W < 1, so konvergiert ZZO:kO ak.

(e) Verdichtungskriterium: Sei K = R. Ist (ein Endstiick von) (ai)kez, ,, monotone Nullfolge und

< 1, so konvergiert

ist £, € Ny mit 2% > ko, so konvergiert ZZO:kO ay genau dann, wenn auch die verdichtete Reihe
Yy, 2 ay konvergiert.

(f) Leibniz-Kriterium: Sei K = R. Ist (ein Endstiick von) (ak)kez,,, monotone Nullfolge, so
konvergiert die alternierende Reihe Z,‘:’:ko (-1ka.

BEweise. Fiur das Majorantenkriterium (a) argumentieren wir so: Da Z,‘:’:ko br konvergiert, gibt
das Cauchy-Kriterium limpsm o0 2f_, bx = 0. Wegen | 37 ax| < X[_ lax| < CXp_ by firn >
m > 1 folgt daraus limy>m 00 2f_,, ak = 0, und eine erneute Anwendung des Cauchy-Kriteriums gibt
Konvergenz von 3,7, ay.

Zur Herleitung des Minorantenkriterium (b) fixieren wir m € Zyy, mit a; > cby fiir alle k € N3,
und folglich Xy ar > ¢ X, bi fiir n € Ny Die bestimmte Divergenz Y7, by = oo, die gemaf
Grundeigenschaft Lemma 5.4.4.(b) gleichbedeutend mit lim, o 33;_, bx = oo ist, impliziert dann gemaf3
dem Minorantenkriterium des Abschnitts 5.1 fiir Unendlichfolgen auch lim, e >/_ ar = oo und
Z;o:ko ay = ©o.

s |

In der Situation des Quotientenkriteriums (c) gibt es g € [0, 1) und m € N mit le < g, also |ag41| <

qlax|, fir alle k € N,,. Induktiv folgt |ar| < ¢"™|an| = CqF fiir k € N,,, wobei C := ¢7™"|an| € Rxg
fest ist. Somit lasst sich das Majorantenkriterium (a) mit der konvergenten geometrischen Reihe Z,‘:’:ko q~
als Majorantenreihe anwenden und gibt Konvergenz von Zl?:ko k.

Unter der Voraussetzung der Wurzelkriteriums gibt es g € [0,1) und m € N mit W < g, also
lax| < ¢F, fiir alle k € N,,. Daher greift erneut (a) mit Majorantenreihe Z?’:ko q~.

Beim Beweis des Verdichtungskriteriums (e) behandeln wir in Anbetracht von Grundeigenschaft
Lemma 5.4.4.(b) nur kg = 1, {, = 0 und sowie eine fallende Nullfolge (ai)ken, in Rs. Nach dem
Beschrinktheitskriterium kann nun sowohl 37 | aj als auch 3,2, 2a,e nur gegen einen endlichen Wert
konvergieren oder bestimmt gegen co divergieren. Zudem lassen sich die zugehorigen Partialsummen
mit p € N durch Zusammenfassen von Reihengliedern in Gruppen gemaf3

2P -1
Z ar =ar+(ay+az)+ (ag+as+as+ay) +...+ (ayp-1 +agpp-141+ ...+ aw_2+ az_1)
k=1
p-1
<aj+2ay+4as+. ..+ 2P Ty = Z 2 ay
=0
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op
Z ap =a;+az+ (613 + (14) + ((15 +ag+a7;+ ag) +...+ (azp—1+1 + dgp-1490+ ...+ dgp_1 + azp)

k=1

P %al +ay+2a4+4ag...+ 2‘0_1(1217 = 2[a2e

DN | =
M=

1%

Il
o

von oben und unten durch einander abschatzen. Daher miissen 33,7, a; und };2, 2% a, tatsachlich beide
gegen einen endlichen Wert konvergieren oder beide bestimmt gegen co divergieren.

Auch beim Leibniz-Kriterium (f) behandeln wir ohne Einschrankung nur ky = 0 und eine fallende
Nullfolge (ax)xen in Rso. Mit den Partialsummen s, := ZZ:O(—l)kak bilden wir fiir n € N Intervalle
I, := [Son+1, S2n], die wegen Sapy1 = Sop — dont1 < S, nicht-leer sind und wegen sp(p41) = Son — G2n41 +
Aznsz < Sop UNA Sp(ns1)41 = Sons1 + Gonsz — G2pe3 = Sopgr zudem Iy C I, erfiillen. Aufgrund von
Son — Son+1 = —QAap+1 n:))o 0 bilden die Intervalle I,, sogar eine Intervallschachtelung. Mit deren Kern s € R

folgt lim, 0 S2n+1 = $ = limy 0 S2p,. Also konvergiert auch Zfzo(—l)kak = lim, o S, mit Wert s. O

Bemerkungen 5.4.8

e Das Majorantenkriterium Satz 5.4.7.(a) und das Minorantenkriterium (b) sind oft niitzlich, um
iiber die Konvergenz oder Divergenz einer gegebenen Reihe durch Vergleich mit einfacheren
und schon behandelten Reihen zu entscheiden. Beispiele hierzu sind Thema der Ubungen.
Zahlen mit unendlich vielen Nachkommastellen im (schon in Abschnitt 2.2 angesprochenen)
Stellenwertsystem zu einer Basis b € N\{1} lassen sich als Reihen

(o)

o —i
(ZnZn-1...222120,2-12-22-3 .. .)p = Z z_ib
i=—n

mit n € Ny und b-adischen Ziffern z; € {0,1,2,...,b—2,b—1} prizise erkliren. Wegen |z_;b™"| <
b'~! wird dabei die Konvergenz der auftretenden Reihe allgemein durch die Konvergenz der
geometrischen Majorantenreihe Y ;o b~ gesichert, und es ist nicht schwer zu zeigen, dass jede
nichtnegative reelle Zahl eine Zifferndarstellung der obigen Form besitzt. Ist z_; = 0 fiir i > 1,
so verzichtet man in der Notation auf das Endstiick aus Nullen und schreibt die Zahl in tblicher
Notation mit endlich vielen Nachkommastellen. Verschwinden mit z_; = 0 fiir alle i € N gar alle
Nachkommaziffern, so liefert dies natiirlich die aus Abschnitt 2.2 bekannte b-adische Darstellung
natiirlicher Zahlen zuriick. Als Spezialfall sei noch erwahnt, dass wir im Dezimalsystem die
bekannte Null-Komma-Periode-Neun-Problematik per geometrischer Reihe prézise auflésen
konnen: Tatsdchlich ist

0,99999999 . . . = Z 9.107% = 9(m — 1) =1,
i=1

Mit dem Quotientenkriterium (c) und dem Wurzelkriterium (d) lassen sich — wie man aus dem
Beweis abliest — gewisse Reihen behandeln, die eine geometrische Majorantenreihe besitzen.
Der Hauptvorteil dieser beiden Kriterien besteht dabei in der Moglichkeit, sie recht schematisch
einzusetzen. In interessanten Grenzfillen versagen sie aber oft und liefern dann auch kaum
Ansatzpunkte fiir weitere Untersuchungen.

e Das Verdichtungskriterium (e) ergibt, dass die (speziellen) Dirichlet-Reihen

— 1

Z— mits € R
S

k:lk



142 5. GRENZWERTE UND KONVERGENZ BEI FOLGEN UND REIHEN, GRUNDFUNKTIONEN

genau fiir s > 1 konvergent sind. Genauer ergibt das Kriterium erst, dass die geometrische Reihe
Yo20(217%)f dasselbe Konvergenzverhalten aufweist, und letztere konvergiert dann genau fiir
2175 < 1, also mit anderen Worten genau fir s > 1.

Durch {(s) = X7, % € R, sind tibrigens auch die Werte der Riemannschen Zeta-Funktion {
auf R, gegeben. Es handelt sich dabei um eine berithmte komplexe Funktion, die in der Zahlentheorie
grofle Bedeutung besitzt und spater in natiirlicher Weise auf ganz C\{1} fortgesetzt und weiter unter-
sucht werden kann. Die Werte von { auf geraden natiirlichen Zahlen gibt Eulers erstaunliche Formel
{(2k) = % 2k fiir k € N mit den Bernoulli-Zahlen by, (wahrend iiber die Werte auf ungeraden
natiirlichen Zahlen wenig bekannt ist). Speziell gelten

2

1 1 ps 1 1 1 1 s
_1+ et —+...=0(2) = — und —=1l+—4+—+—+...=((4) =—.
Zkz 4 9 16 =¢@) 6 kz_;k‘l 16 81 256 £(4)

e Das Leibniz-Kriterium (f) zeigt (zusammen mit dem Nullfolgenkriterium), dass die alternierenden

Reihen
(-1
Z

genau fir s > 0 konvergent sind. Speziell konvergleren die alternierende harmonische Reihe

o (—1)k1 1 1 1 1 1
SVl L,
k 6

)kl

(-1)F .
und Z TR mits € R

deren Wert in den Ubungen zu log 2 bestimmt wird, und die Leibnizsche Reihe

— (—1)F 1 1 1 1 1
R AP R S SR S L
2k +1 35 7 9 11

auf deren Wert 4 am Ende von Abschnitt 5.7 zumindest ansatzweise eingegangen wird.

Als Nachstes erklaren wir ein Konzept besonders gutartiger Konvergenz.

Definition 5.4.9 Sei ko € Z, und sei (ak)keZ>k0 eine Folge in K € {R, C}. Dann heif3t die Reihe leo:ko a
absolut konvergent, genau dann wenn die Reihe der Betrdge 3., |ax| konvergiert.

Bemerkungen 5.4.10
e Aus dem Majorantenkriterium aus Satz 5.4.7.(a) (mit by = |ax|) folgt, dass eine absolute konver-
gente Reihe ZZ‘;kO a stets konvergent ist. Durch Grenziibergang in der Dreiecksungleichung
fiir endliche (Partial-)Summen ergibt sich fiir solche Reihen zudem die Dreiecksungleichung

oo (o)
2, o] < D lail-
k=k0 k=k0

e Die Kriterien (a,c,d,e) aus Satz 5.4.7 (also Majoranten-, Quotienten-, Wurzel-, und Verdichtungs-
kriterium) erfassen mit einer Reihe stets auch die zugehorige Reihe der Betrage und geben daher
stets absolute Konvergenz. (Bei den ersten drei Kriterien liegt dies daran, dass tiberhaupt nur
die Betrage der Glieder auftreten. Beim Verdichtungskriterium folgt es, weil fast alle Glieder ax
der monotonen Nullfolge gleiches Vorzeichen haben miissen).

e Das Leibniz-Kriterium erfasst auch einige konvergente aber nicht absolut konvergente Reihen

wie beispielsweise die Reihen ;7 | & 1) und 37 (gkﬂ)s mit s € (0, 1] (fir die sich dieses

Verhalten aus den vorausgehenden Punkten (5.4.8) und aus Bemerkung 5.4.8 ergibt).
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Als Néchstes beschéftigen wir uns mit der Frage, ob Konvergenz und Wert einer Reihe von der
Reihenfolge abhédngen, in der die Summanden addiert werden. Wie wir sehen werden, lasst sich dies
nicht allgemein bejahen oder verneinen, sondern die Antwort hangt ganz wesentlich davon ab, wie
gutartig die Konvergenz der betreffenden Reihe ist. Wir machen dies im nachsten Satz prézise, pragen
dafiir aber zunichst noch ein zugehoriges Konzept.

Satz 5.4.11 [Uber Umordnungen von Reihen] Seikj € Z und (ak)keZ>k0 eine Folge in R. Fiir eine
Bijektion 7: Z54, — Zs, betrachten wir die Folge (b¢)¢ez.,, mit by = ay() fiir alle £ € Z(, und nennen
die Reihe 32, by eine Umordnung von Z;O:ko ar.

(a) Gilt ZZC’:,CO max(ag, 0) < co oder Z?:ko max(—ag,0) < oo, so hat die Umordnung };2, b, das
gleiche Konvergenzverhalten und gegebenenfalls den gleichen Wert wie Zlio:ko ay selbst. Insbe-
sondere greift dies in den Féllen, dass entweder a; > 0 fiir k > 1 gilt, ax < 0 fir k > 1 gilt oder
Z,‘:’:ko ay absolut konvergiert.

(b) Riemannscher Umordnungssatz: Ist Z;o:ko ar konvergent, aber nicht absolut konvergent, so

gibt es fiir jedes s € R Umordnungen von Z;o:ko ai mit Wert s und auch unbestimmt divergente
Umordnungen von Zl?:ko ar.

Hier sagt Teil ((a)), dass in den dort erfassten Fallen die Reihenfolge der Summation irrelevant ist und
durch Umordnungen keine Probleme entstehen. Insbesondere erweisen sich die absolut konvergenten
Reihen als unbedingt konvergente Reihen, bei denen jede Umordnung gegen den gleichen endlichen Wert
konvergiert. Dagegen kann bei nicht-absoluter Konvergenz gemaf} Teil ((b)) durch Umordnung ,alles
maximal schiefgehen®, und die nicht-absolut konvergenten Reihen sind bedingt konvergente Reihen, die
zwar konvergieren, aber Umordnungen mit unterschiedlichem Verhalten und unterschiedlichen Werten
besitzen.

Fiir den Beweis erklaren wir fiir x € R den Positivteil x; von x und den Negativteil x_ von x durch

x; = max{x, 0} € Rxg und x_ = max{-x,0} € Ry.
Damit bekommen wir die Zerlegungen x = xy — x_ |x| = x4 + x_ fiir jedes x € R.

BeEwEIs voN TEIL ((a)) DEs SATZES. Wir behandeln erst den Fall, dass a; > 0 fiir alle k € Z3, gilt.
Da dann nur Konvergenz oder unbestimmte Divergenz gegen oo in Frage kommen, kénnen wir das
Konvergenzverhalten am Wert festmachen und miissen nur die Ubereinstimmung der Werte zeigen. Der
Schliissel hierzu ist die Darstellung

(&) n n
Z:ak:nli_r)lg0 ak:sup{Zak nEN}:sup{Zak E§Z>k0,|E|<oo}.
k=ko k=ko Je=ko keE
der Reihe 3,7, aj als Supremum endlicher Summen tiber beliebige endliche Teilmengen E der Index-
menge Zsg,. Beim letzten ,=" gilt hier , <", weil jede Partialsummen ZZ:kO ar der Reihe gleich einer
endlichen Summe ) ;cf ar mit E = {ko, ko + 1, ..., n} ist, und ,.>“ gilt, weil jede endliche Summe } jj ax

kleiner oder gleich einer Partialsumme ZZ=kO ar mit n = max E ist. Ist §y € Zund n: Z>4 — Z3y, eine
Bijektion, so kénnen wir obige Darstellung auch auf die Umordnung >’,, a.(;) anwenden. Mit der
Bijektivitat von  ergibt sich dann

i An(t) = SUP { Z A (t)

F CZsy, |F| <°°}

ez <] -onf 3
ker(F)

=4 teF
(o]
:Sup{zak E C Zsy,. |E| < oo} =3 a,
keE k=ko
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also die behauptete Ubereinstimmung der Werte.

Die allgemeine Aussage fithren wir durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil auf das Vorige
zuriick. Zunéchst ist bei Zz’:ko Ak = Ykko(@k)+ — Zg=k, (ar)- wegen der gemachten Voraussetzung
das Auftreten von co — oo ausgeschlossen, und die Reihe ist konvergent oder bestimmt divergent mit
definiertem Wert in R. Da wir die Reihen mit Gliedern (a;). > 0 nach dem schon Gezeigten ohne
Anderung des Wertes umordnen diirfen, folgt dasselbe fiir jede Umordnung 33,2, ay (¢ (mit £ € Z und
Bijektion 7: Zs, — Zsi,) samt der behaupteten Ubereinstimmung

ia’f(") > aﬂ(f))+_i (ax(o)_ Z(ak)+ Z (ar)- = Z O
=t =t t=¢, k=ko k=Ko k=ko

BewEisskizze zU TEIL ((b)) DES SATZES. Wir beobachten zunachst: Die nicht-absolute Konvergenz
von Z,i":ko aj erzwingt, dass Z,‘:’:ko (ar), = oo und Z}:’:ko (ar)_ = co gelten, denn in allen anderen Fallen
ergabe die frithere Grundeigenschaft aus Lemma 5.4.4.(a) entweder Z?’:ko lak| < oo oder Zliko ap = 00,

Wir konstruieren nun eine Umordnung mit beliebig gegebenem Wert s € R. Die Grundidee hierzu
ist, eine Indexfolge n; < ny < n3 < ny4...in Zyy, und zugehorige umgeordnete Partialsummen s,, :=
Z'Z;l ax(r) zu wahlen, fiir die sy, Sp,, Spg, ... > s und sy, Sp,, Sn,, ... < s gelten, also s,, abwechselnd
grofler und kleiner als s ist. Hierzu sollen abwechselnd nur Summanden > 0 und nur Summanden
< 0 zusatzlich addiert werden (wobei unwichtige Null-Summanden per Konvention dem ersten Fall
zugeschlagen wurden), es sollen also etwa ay(1), ax(2), - - -» r(ny)s Ar(ng+1)> r(ng42)s - - -» Ar(ny) = 0 und
A (ny+1)> A (ng+2)s - - - Ar(ng)s Ar(ng+1)> Ar(ng42)s - - -» Ar(ny) < 0 gelten. Um dies zu erreichen, gehen wir im
i-ten Schritt tatsichlich von s;_; aus und bilden s; durch Hinzunahme von noch nicht verwendeten
Summanden ay passenden Vorzeichens, die dann umnummeriert und als a, () in die Umordnung eingefiigt
werden. Wegen 3> (ar), = cound 3,7 (ar)_ = oo fiir jedes m € N konnen wir dabei mit dem
verbleibenden Vorrat an Summanden immer wieder eine Summe > s bzw. < s erreichen. Um die Wahl
der Summanden a,(, eindeutig festzulegen, vereinbaren wir tatséchlich, unter den Summanden ay, die
das richtige Vorzeichen haben und noch nicht verwendet wurden, die mit den kleinsten Indizes k zu
verwenden und das im jeweiligen Schritt nur, bis die Summe erstmals > s bzw. erstmals < s ist. Damit
erreichen wir auch, dass alle Summanden a; irgendwann vorkommen, so dass die Umnummerierung =
bijektiv und }};2; a, () tatsachlich eine Umordnung von Z,‘:’:ko ai wird. Nun bringen wir noch ein, dass
gemafd Nullfolgenkriterium limy_,. ax = 0 und fiir beliebiges ¢ € R folglich |a, )| < e fir £ > 1 gilt.
Da die s,, den Wert s erst durch Addition des letzten Summanden tiber- oder unterschreiten, erhalten
|sn, — s| < e fiir i > 1 und wegen Monotonie der Partialsummen zwischen benachbarten s,, dann auch
| i1 Ar(e) = s| < ¢ fiir n > 1. Dies zeigt die behauptete Konvergenz ;2 a. () = s.

Eine Umordnung mit Wert oo lasst sich ganz dhnlich konstruieren. Wir fiigen dazu wie zuvor
abwechselnd nichtnegative und negative Summanden hinzu, erzeugen jetzt mit entsprechender Abbruch-
bedingung aber Partialsummen s,, > 2, s,, < 1, Sp, > 4, sy, < 3, Sp; > 6, Sy, < 5, Sp, > 8, Sy, < 7, und so
weiter. Analog erhalten wir eine Umordnung mit Wert —oo. Fiir eine bestimmt divergente Umordnung
schliefilich erzeugen wir mit demselben Verfahren Partialsummen s,, > 1,s,, < 0, sp, > 1,5, < 0,
Sns > 1, 8p, <0, 8p, > 1, 85, < 0, und so weiter. o

Durch Zerlegung in Real- und Imaginarteil kann Teil ((a)) des vorigen Satzes auf Reihen Zl?:ko ai
mit komplexen Gliedern aj € C verallgemeinert werden. Dafiir miissen natiirlich die Voraussetzungen
des Teils ((a)) fur die Reihen Z;O:ko Re(ag) und ZZ":kO Im(ag) der Real- und Imaginarteile vorliegen, was
wegen |Re(z)| < |z| und |Im(z)| < |z]| fur z € C insbesondere dann der Fall ist, wenn Zf’:ko ar absolut
konvergiert.

Tatsédchlich konnen wir die Sachlage bei Umordnungen besser verstehen (und in Folge auch weitere
Resultate zu Reihen herleiten), wenn wir unendliche Summen noch einmal neu auf etwas andere Art
und Weise einfiihren:
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Definition 5.4.12 Summen ) ;; a; mit einer beliebigen’ Menge I als Indexmenge kénnen wir in
Anlehnung an (den Beweis von) Teil ((a)) des vorigen Satzes mit folgendem mehrschrittigen Vorgehen
erklaren:

e Bei nichtnegativen Gliedern a; € Ry fiir k € I setzen wir

Ya=s| Y a

kel keE

ECI, |E|<00}€ [0, 0] .

o Bei allgemeinen reellen Gliedern gy € R fiir k € I definieren wir darauf aufbauend

2= (a0, = ) (@) €,

kel kel kel

sofern Y cr (ax); < oo oder Y ey (ar)_ < oo gilt. Im komplementéaren Fall mit ) (ar), =
Yker (ax)_ = oo bleibt Y ;(ax) undefiniert (vom Typ co — o).
e Bei komplexen Gliedern gy € C fiir k € I definieren wir in weiterer Verallgemeinerung

Zak = Z Re(ag) +iZ Im(ay) € C,

kel kel kel
sofern };c; Re(ax) und Yoy Im(ax) von definiertem Typ mit endlichem Wert in R sind.

Bemerkungen 5.4.13 Direkt aus der Definition allgemeiner Summen ergeben sich einige Folgerungen:

e Fiir Indexmengen I = Zy, mit ko € Z ergibt sich aus dem vorigen Beweis (erst fiir nichtnegative
Glieder und dann allgemein), dass die allgemeine Summation mit der Summation im Sinn einer
Reihe iibereinstimmt. Der einzige Unterschied besteht bei Gliedern a; € R im Fall Z,‘:’:ko (ap); =
Z,‘f’:ko (ax)_ = oo: Die allgemeine Summe }; keZoy, Tk ist dann undefiniert ,co — 0o, wihrend bei

der Reihe Zzozko ai die drei Moglichkeiten® unbestimmte Divergenz, bestimmte Divergenz gegen
oo oder —co und nicht-absolute Konvergenz gegen einen Wert in R verbleiben.

e Allgemeine Summen konnen beliebig in Teilsummen aufgeteilt uns zusammengefasst werden,
genauer gilt fiir eine Familie (I;),c; disjunkter Indexmengen I stets

> a=Y (S

k€|_|[€]1[ te] ‘kel,

sofern eine Seite der Gleichung definiert ist.
e Im Fall der Indexmenge I = Ny X Nj erhalten wir den Doppelreihensatz: Fir eine Familie
(ak.e) (k,0)en, i, reeller (oder komplexer) Zahlen gilt

[o¢] [S¢] [(S¢] [o¢] [se] [Se] m
k,£=0 k=0 * £=0 =0 k=0 m=0 * k=0
sobald nur bei einer dieser Summationsweisen die Summe entweder der Positivteile (ax,),
oder der Negativteile (ax,)_ endlich (bzw. analog bei komplexen Zahlen) ist. Dabei soll die
Summe ganz links nur als andere Schreibweise fiir die allgemeine Summation iiber Ny X Ny

verstanden werden. Die anderen Terme sind iiber Reihen (und eine endliche Summe) erklart

"Von Interesse sind vor allem Summen iiber abzihlbare Indexmengen. Dies erklart sich daraus, dass } i ax — wie ein
kurzer Widerspruchsbeweis auf Basis der Definition zeigt — nur dann einen definierten endlichen Wert in R oder C haben
kann, wenn die ,wirklich relevante® Indexmenge {k € I | a; # 0} abzahlbar ist.

81st die Reihe Z?:ko ar in diesem Fall bestimmt divergent oder nicht-absolut konvergent, so kann man sich vorstellen,
dass eine gewisse ,Verrechnung® co — co durch starke Kiirzungseffekte bei den Partialsummen zustande kommt. Gemaf3 Teil
((b)) des vorigen Satzes hangt dabei das Ergebnis sehr stark an der Reihenfolge der Glieder.
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und entsprechenden der zeilenweisen Summation, der spaltenweisen Summation und einer
diagonalen Summation in folgendem Schema:

ao,0 4o Qdo2 Qo3 doa  dos
aio 411 412 413 dig dis
dzo dz1 QAz2 423 d24 d2s
aso dasi dsz das3 ds34 435

Speziell kann der Doppelreihensatz auf Reihenglieder der Produkt-Form ay , = axb, ange-
wandt werden und gibt dann zusammen mit Umformungen durch das Herausziehen konstanter
Faktoren den folgenden Sachverhalt: Fiir zwei absolut konvergente Reihen 377 ai und 33,2 by
reeller oder komplexer Zahlen a; und by ist auch die Reihe ), (ZZ’:O akbm_k) mit Gliedern
ZZ’:O aibp—i absolut konvergent und erfiillt

(o] m (] (o]
% Ztre) = (o) (1)
m=0 \ k=0 k=0 =0

Man nennt Y,;_o ( 27L, akbm-k) das Cauchy-Produkt von },;7  ar und Y22 b,.

Am Ende dieses Abschnitts gehen wir ganz kurz auf multiplikative Analoga zu Reihen ein:

Weiterfithrende Bemerkung 5.4.14
e Ein unendliches Produkt ]’[,‘f’:k0 ar mit Startindex ky € Z und reellen oder komplexen Faktoren

ay erklaren wir als

o) n

1_[ ar == lim ag,
n—oo

k=ko k=ko

falls der Limes der Partialprodukte auf der rechten Seite existiert. Im Fall positiver reeller
Faktoren a; € R.( konnen unendliche Produkte auf Reihen zuriickgefithrt werden, denn per

Logarithmus-Rechenregel folgt
log l_[ ag = Z log ay.

k=ko k=ko

(sofern eine Seite existiert und eventuell mit Verstandnis log 0 = —co sowie log co = 00).
o Als konkretes Beispiel (aus dem wir gleich noch eine interessante Folgerung ziehen) betrachten
wir das Teleskopprodukt

= 1 = k+1 . n+1
l—[(l+%): T:hm =%
k=1 k=1 e

und erhalten durch Logarithmieren gemafl Bemerkung (5.4.14) dann 33,7 | log(1+ %) = co. Damit
ergibt sich ein eleganter neuer Beweis fiir die Divergenz der harmonischen Reihe 3’} | % = 0o,
denn gemaf} der fundamentalen Logarithmus-Ungleichung gilt % > log(1+ %) fir alle k € N,
womit sich 37> log(1+ %) als divergente Minorante fiir 3,7 | % erweist.

5.5. Stetigkeit

Definition 5.5.1 Esseien D,W CRund f: D — W.
o f ist stetig an der Stelle xy, € D (oder im Punkt x;, € D) genau dann wenn:

Ve>036>0VxeD:|x—xp| <5 = |f(x) - f(x0)| <e.
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o f ist stetig (auf D) genau dann wenn f stetig an jeder Stelle x € D ist, d.h.
VxoeDVe>036>0VxeD: |x—x <5 = [f(x)— f(x0)| <e.
o f ist Folgen-stetig an der Stelle x, € D genau dann wenn fiir jede Folge (xp,),en in D gilt:

lim x, =xg = lim f(x,) = f(x0)

n—oo

e Sind D,W C Cund f: D — W gegeben, dann konnen wir | - | als Betrag von C lesen und genau
wie oben definieren, was (Folgen-)Stetigkeit in xy € D bzw. auf ganz D bedeutet.

In Satz 5.5.6 werden wir sehen, dass Stetigkeit und Folgen-Stetigkeit Aquivalent sind.

Beispiele 5.5.2
(a) Die Funktion f: R — R, f(x) = 1, ist stetig auf R, denn |f(x) — f(x0)| = 0 fiir alle x, xy € R.

1

1 2 3

(b) Die Funktion g: [0,1] — R, g(x) = x?, ist stetig auf [0, 1]
1 4
g(zo) +¢ ‘
9(zo) /
g(zo) — € T
ZTo 7(‘5 $‘0 Sé() + 0 i

Es seien xo € [0,1] und € > 0 gegeben. Wir wiahlen § = £. Es sei x € [0, 1] mit |x — x| < &
gegeben. Dann gilt

19(x) = g(xo)| = 1x* = x| = |x = xollxx + x0| < &(|x| + |x0]) < 26 < ¢,

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass x, xo € [0, 1] gilt.
(c) Die Funktion h: R\{0} — R, h(x) = % ist stetig auf R\{0}:

I\

Ixol elxol?

Es seien xo € R\{0} und € > 0 gegeben. Wir wiahlen § = min{=", =5*-}. Dann gilt
1 1 Xo— x| |xo— x| ) 20
Ih) = hxo)| = | = —| = |2 = L
X X XXo [xllxol - ol o) 1ol
wobei wir fiir die erste Abschéatzung |x| = |xo+x—x0| > |xo|—|x—x0| > |x0| -0 > |x0|—|J;—OI = |x—2°|

und fiir die zweite § < §|xo|* benutzt haben.
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In diesem Beispiel hangt § nicht nur von € sondern auch von x; ab. Im Bild unten heif3t ein
zweites Vorkommen von x hier xj, um beide Werte zu unterscheiden:

h(wo) EE2N,
h(ao) e ————
0 — 0 2o To+0 To—0 To To+ 0

(d) Die Funktioni: [0,00) = R, i(x) = max{n € Z|n < x}
ist genau dann stetig an der Stelle x € [0, 00), wenn x( ¢ N gilt: Wir zeigen zuerst, dass i in
xo € N nicht stetig ist. Dafiir behaupten wir:

Je>0Vd>0Tx € [0,00): [x —x9] < A |i(x) —i(x0)| > €.

o ——
i(l‘o)—E
i(e0) [ e o
i(z0) + & e
(@) T
UT) —& i ;
.Tof(; o 1’0+5

Wir wihlen € = % Essei § > 0 beliebig. Wahle x € (xp —min{d, 1}, x¢). Dann gilt |x — x| < &

und i(x) — i(xp)| = [(xo— 1) = x| = | = 1] = 1> L = €.
Als nichstes zeigen wir, dass i in xy € [0, 00)\N stetig ist. Es seien € > 0 und xj € [0, 00)\N
dafiir beliebig gegeben.

Fall 1: Wenn x, = 0 ist, dann wéahlen wir § = % Es sei x € [0,00) mit |[x — xo| = |x] < § = %
Dann gilt |i(x) — i(x)| = |i(x) —i(0)| =10 - 0] < e.
Fall 2: Wenn x, # 0 ist, dann existiert genau einn € Ny mitn < xo < n+ 1.

Z(.’l?o) — &
i(zo) R o o
i(zo) +¢

ZTo —5 Céo I0+5
Wir setzen § = min{|x°—2_"|, w} > 0. Es sei x € [0,00) mit |[x — x9|] < §. Dann ist
i(x) =i(xp), also |i(x) —i(x9)| =0 < e.

(e) Die Funktion j: N — R, j(x) = x, ist stetig.
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3 °
2 °
1 )

1 2 3

Es seien xo € N und e > 0 gegeben. Withle § = 7. Es sei x € N mit |x — xo| < § gegeben. Das
geht aber nur wenn x = x; ist. Also folgt |j(x) — j(x0)| =0 < €.

1, xe€Q

(f) Die Funktion k: [0,1] — R, k(x) = {0 e R\Q
, X

} ist nirgends stetig: Es sei xy € [0, 1].
Fall 1: Ist xo € Q, so betrachten wir € = % Essei § > 0 beliebig. Aus der Mathematik 1 wissen
wir, dass es ein x € R\Q gibt mit |x — x| < §. Dann gilt aber |k(x) —k(x)| =]1-0] =1 > % = €.
Fall 2: Ist x, € R\Q, so geht man analog vor.
(g) Die Funktion #: D :={z € C| |z— %| < %} — C,t(z) = ﬁ ist £ auf dem gesamten Definitions-

_ |2
bereich stetig: Es seien zy € D und € > 0 beliebig gegeben. Wir setzen ¢ := min{%, M}
Es sei z € D mit |z — zg| < §. Dann gilt

1 1 111-2zp—(1=2)| 1 |z—2z]
6(2) - £(z0)] = - _! !
3—3z 3-3z 3l(1-2)(1-29)! 3|1-2z||1-2z]
<1 ) 2 9 -
—_ e €
— _ 2 bl
3|12_Zol.|1_20| 3|1 — zo|

wobei wir fiir die erste Abschéatzung

1-2z 1-2z
|1—z|:|1—z+zo—zo|>|1—zo|—|zo—z|>|1—zo|—5>|1—zo|—| > ol _ | > o

2
und fur die zweite § < M benutzt haben.

Im
{ze@||z—z0\<@}

1/3 2/3 1

Bemerkungen 5.5.3
e In der Definition der Stetigkeit kommt es auf kleine € > 0 an; genauer: Gilt die Bedingung
Ve € (0, €9) mit einem festen €y > 0, dann gilt auch fiir alle Ve > 0. Beim Nachweis der Stetigkeit

kann man also ohne Einschrinkung € < 1 oder etwas Ahnliches annehmen, wenn dies beim
Abschitzen hilft.

e In der am Ende zu zeigenden Abschitzung geniigt es auch |f(x) — f(x)| < € oder < 2¢ oder
< €% zu zeigen (statt < €).
o Stetigkeit (in einem Punkt) ist eine lokale Eigenschaft: Es seien f,g: D C R — W C R und

xo € D. Wenn es ein € > 0 gibt mit f(x) = g(x) fir alle x € D mit |x — x¢| < €, dann ist g genau
dann stetig in xp, wenn f stetig in x ist.
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Proposition 5.5.4 Esseien f: D — W stetig, D’ € D und f(D) € W’ € W. Dann gilt:
(a) Die Einschrankung fp-: D — W ist stetig.
(b) Die Ko-Einschriankung f': D — W’ ist stetig.

BeEwEIs. Da f stetig ist, gilt nach Definition
VxoeD,e>035>0VxeD: |x—x| < = |f(x)— f(x0)| <e.

Fir (a) sieht man nun, dass die Bedingung auch gilt, wenn man D durch die kleinere Menge D’ € D
ersetzt. Fir (b) sieht man, dass es sich um exakt die gleiche Bedingung handelt, weil der Wertebereich
gar nicht vorkommt. O

Satz 5.5.5 Esseien D,F,G C R und es seien f: D — Fund g: F — G Abbildungen.

(a) Falls f in x € D stetig ist und g in f(xo) € H stetig ist, dann ist g o f stetig in x;.
(b) Falls f stetig ist und g auf (D) stetig ist, dann ist auch g o f stetig.

BeEweEis. Wir zeigen (a), woraus (b) direkt folgt. Es sei € > 0 beliebig. Wir wahlen 5§ > 0, sodass fiir
y € Fmit |y — f(x)] < 5 die Abschatzung |g(y) — g(f(x0))| < € gilt. Nun wihlen wir § > 0, sodass fiir
x € D mit |x — xo| < § die Abschatzung |f(x) — f(x)| < Sgilt. Setzen wir nun y = f(x), dann gilt fir
x € D mit |x — x| < § stets |[g(f(x)) —g(f(x0))]| < €. O

Satz 5.5.6 [Folgenkriterium fiir Stetigkeit] Seien D, W C R. Eine Funktion f: D — W istinx, € D
genau dann stetig wenn sie Folgen-stetig in x; ist.

BEWEIS. ‘=’ Es sei (xp)pen in D mit x, — x, gegeben. Es sei € > 0. Wiahle § > 0, sodass |f(x) —
f(x0)| < € gilt fur |x — x| < §. Das ist moglich, weil f in x, stetig ist. Wir wahlen nun ny € N derart,
dass |x, — x| < & gilt fiir n > ny. Das ist moglich, weil x, — x, gilt. Dann folgt, dass die Abschatzung
|f(xn) — f(x0)| < € fir jedes n > ny gilt. Damit haben wir aber gerade f(x,) — f(x,) gezeigt.

‘" Angenommen, f ist nicht stetig in x,. Dann gilt
Je>0Vd>03xeD:|x—x| <5 A |f(x)— f(x0)] > €.

Wir wiahlen € wie in der Bedingung. Fiir n € N setzen wir § := % in die Bedingung ein und erhalten x,, € D
mit |x, — xo| < % und | f(x,) — f(x0)| > €. Letztere Abschétzungen fiir jedes n € N implizieren, dass die
Folge (x,)nen gegen xo konvergiert und dass die Folge (f(x,))nen nicht gegen f(x,) konvergieren kann.
Widerspruch. O

Proposition 5.5.7 Esseien f,g: D € R — Rstetiginxy € DundesseiA € R.Dannsind f+g: D — R,
Af: D — Rund f-g: D — R stetig in xo. Wenn g(x,) # 0 ist, dann ist auch 5: {xeD|g(x) #0} > R
stetig in xo.

Bewels. Mit Satz 5.5.6 geniigt es zu zeigen, dass
Lim (f +9) (xa) = (f +9)(x0), lim (f - g)(xa) = (f - 9)(x0), usw.

gelten fur (x,)peny in D mit x, — x¢. Da nach Annahme fiir eine solche Folge f(x,) — f(xp) und
g(x,) — g(xp) gelten, folgt obiges aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte konvergenter Folgen aus

Satz 5.1.12. o
Korollar 5.5.8 Polynomfunktionen sind auf jedem Definitionsbereich stetig, rationale Funktion (‘%

mit Polynomen p und q) sind stetig auf jedem Definitionsbereich, auf dem sie wohldefiniert sind.
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Korollar 5.5.9 Mit dem Folgenkriterium folgt aus den Satzen 5.3.3 und 5.3.7 dass die Funktionen exp,
log;, r = b", b +— b" dort stetig sind wo sie definiert sind.

Definition 5.5.10 Essei D € Rund f: D — R eine Abbildung.
e Wir nennen a € R einen Berithrpunkt von D, falls eine Folge (x,)nen in D existiert, sodass
lim, e x, = a gilt.
e Esseia € R ein Berithrpunkt von D und ¢ € R. Wir definieren
c= ;lcl—% f(x) :&= Fur jede Folge (xp,)nen in D mit

lim x, = agilt lim f(x,) =c.
n—od

n—oo

e Esseia € R ein Berithrpunkt von D N (g, o) und ¢ € R. Wir definieren

c= li{_‘n f(x) :&= Fir jede Folge (x,)nen in D N (g, 00) mit
X \a

lim x, = agilt lim f(x,) =c.
n—oo

n—oo

e Es sei D nicht von oben beschrankt und ¢ € R. Wir definieren
¢ = lim f(x) :& Fir jede Folge (x)nen in D mit
X—00

lim x, = co gilt lim f(x,) =c.
n—oo

n—oo

e Wir definieren
lim f(x) =¢, lim f(x)=c¢, lim f(x)=+c0, lim f(x)= oo, etc.
x/'a X——00 x\,a X—+00

analog und sprechen in allen Féllen vom Grenzwert der Funktion f im Punkt a oder in +oo,
bzw. vom linksseitigen oder rechtsseitigen Grenzwert, vgl. Beispiel 5.5.12(d).

Bemerkungen 5.5.11
e Die Funktion f: R — R ist Folgen-stetig in x; € R genau dann wenn lim,_,y, f(x) = f(xo).
e Ista € R kein Beriithrpunkt, so ist die rechte Seite im zweiten Punkt von Definition 5.5.10 wahr fiir
jedes ¢ € R. In einem solchen Fall kénnen wir ‘lim,_,, f(x)’ nicht in sinnvoller Weise erklaren.
Ist a Beriihrpunkt, aber die besagte rechte Seite gilt nicht, dann sagen wir der Grenzwert von
f in a existiert nicht. Analoges gilt fiir Grenzwerte in +co.

e Endliche Grenzwerte von Funktionen in Punkten kénnen genauso fiir f: D — W mit D,W C
C definiert werden. Bei rechts- oder linksseitigen Grenzwerten, bei +co als Grenzwert und
bei Grenzwerten im Unendlichen geht das im Allgemeinen nicht. Bei komplexen Funktionen
f: C — C betrachtet man oft auch lim,|_, f(2).

e Ist a € D, so ist a automatisch Berithrpunkt: Die konstante Folge x,, = a konvergiert gegen a
und gehort zu D. In diesen Fall muss lim,_,, f(x) = f(a) sein, falls nur der Grenzwert von f
im Punkt a existiert. Es konnen auch Punkte a ¢ D Berithrpunkte sein (z.B.a =1, D = (0, 1),
x,=1- %) Wenn in diesem Fall fiir jede Folge (x,)nen in D mit x,, — a die Folge (f(xp,))nen
konvergiert, dann ist deren Grenzwert unabhangig von (x,)nen: Angenommen, es gibt (x,)nen
und (yp)nen mit x,, y, — a aber f(x,) — ¢ # b <« f(y,). Definiere die ‘Zick-Zack-Folge’
(zn)nen = (X1, Y1, X2, Yo, . . . ). Dann ist (f(z,) )nen divergent, weil es zwei konvergente Teilfolgen
mit verschiedenen Grenzwerten gibt.

e Fiir den einseitigen Grenzwert betrachten wir mit Absicht nur Folgen, die den Wert a nicht
annehmen.

Beispiele 5.5.12
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(@) f:[0,1) = R, f(x) = x% Dann gilt lim,_,; f(x) = 1: Gilt [0,1) > x, — 1, so folgt f(x,) =
x,% — 1
(b) g: (0,1] = R, g(x) = % Dann gilt lim,_, g(x) = oco: Gilt (0,1] 3 x, — 0, so folgt g(x,) = x_l,, —
0.
(c) h: R\{0} — R, h(x) = % Dann existiert lim,_, h(x) nicht, denn z.B. gilt lim, o h(1/n) =
lim,, 00 1/#” = o0, aber lim, . h(—1/n) = —c0.

0, x<0,
1T—~

d) i: [-1,1] — R, i(x) = {

1, x>0.
A ¢

-1 1

Dann gilt lim, ~ i(x) = 0, denn fiir (xp)pen in [—1, 0) mit x, — 0folgt 0 = i(x,) — 0. Analog
gilt lim,~ o i(x) = 1. Beachten Sie hier, dass wir bei einseitigen Limiten nur Folgen betrachten,
die den Punkt a nicht annehmen. Der Grenzwert lim,_,q i(x) existiert nicht: Hier kann man
entweder wie in (3) argumentieren und Folgen (1/n),ei sowie (—1/n),en einsetzen, sodass die
Bildfolgen gegen verschieden Werte konvergieren. Da i(0) = 0 ist, konnte man hier auch die
Folge konstant Null statt (—1/n),en verwenden. Schliefllich konnte man auch z.B. (x,)pen =
(1,-1/2,1/3,-1/4,...) betrachten und argumentieren, dass dies auf die divergente Bildfolge
(1,0,1,0,...) fithrt.

(e) Es gilt
CoxP+x-2 . (x—-1D(x+2)
lim ——— = R
-1 x-—1 x—1 x—-1
Beachten Sie, dass hier keine Definitionsbereiche angegeben sind, aber dass es natiirlich ist,
zunichst f: R\{1} - R, f(x) = % zu betrachten, sodass 1 Berithrpunkt des Definitionsbe-
reichs ist. Auf dem Definitionsbereich gilt dann aber f(x) = x — 2 wie man durch Faktorisieren
und Kiirzen sieht. SchlieBlich sieht man die letzte Gleichung sofort; formal muss man aber hier
auch wieder (x,)neny mit x, — 1 und x, # 1 einsetzen und dann sehen, dass x,, + 2 — 3 fiir jede
solche Folge gilt.

= lim(x +2) = 3.
x—1

(f) Istj: [0,1] — R eine beliebige Funktion, so ist lim,_,, j(x) nicht definiert, da 2 kein Berithrpunkt
von [0, 1] ist.

Bemerkung 5.5.13 Ist D C R, a ein Berithrpunkt von D und f: D — R, dann zeigt man wie in
Satz 5.5.6, dass gilt
lim f(x) =c &= Ve>035>0VxeD:|x—a|<d=|f(x)—c| <e.

X—a

Analog kénnen lim, ~, f(x) = ¢, limy_, f(x) = £00, limy_, 40 f(x) = ¢ usw. charakterisiert werden
(Schreiben Sie’s auf!).

Bemerkung 5.5.14 Obiges gilt auch fiir komplexe Funktionen f: C 2 D — W C C mit der Einschrén-
kung, dass man bei Bemerkung 5.5.13 mit einseitigen Grenzwerten und mit +oo vorsichtig sein muss. Im
nichsten Satz brauchen wir schon in der Formulierung Abschétzungen ‘<’ bzw. *>’, d.h. hier kénnen
wir nicht ohne Weiteres R durch C ersetzen.

Satz 5.5.15 [Zwischenwertsatz] Esseiena,b € R,a < bund f: [a,b] — R stetig mit f(a) < f(b)
[bzw. f(a) > f(b)]. Es sei f(a) < d < f(b) [bzw. f(a) > d > f(b)]. Dann existiert ein ¢ € [a, b] mit

fc)=d.
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BEWEIS.

e Wir betrachten zunéchst den Spezialfall f(a) < 0 =d < f(b) und benutzen ein Intervallhalbie-
rungsverfahren: Wir definieren induktiv eine Folge von Intervallen [a,, b,] C [a, b] fir n € Ny
mit

(1) [an+1:bn+1] c [ana bn]’
(2) f(ap) <0und f(b,) >0,
(3) bp—a,=2""(b-a),

fur jedes n € Ny. Wir starten mit [ao, by] := [a, b]. Ist [ay, by] bereits definiert, so setzen wir
an+by,

zunachst m := = und unterscheiden dann zwei Falle:

Fall 1: Wenn f(m) > 0 ist, dann definieren wir [api1, bpi1] := [an, m].
Fall 2: Wenn f(m) < 0 ist, dann definieren wir [ap41, bpi1] = [m, by].

Dann gelten (1) und (2) nach Konstruktion und (3) gilt, da wir by41 — ap1 = m —a, =
antb,

5 anp = %(bn — ay) im Fall 1 haben und etwas Analoges im Fall 2 herauskommt.

70
f(m)<0 E : —
ao L bo
m) <0 P
F(m) ]
f(m) >0 E 1
ag b2

3

as b3

Nach Konstruktion ist (a,),en wachsend und beschrinkt und (b,,),cy ist fallend und beschrénkt.
Damit konvergieren beide Folgen und wegen (3) sind ihre Grenzwerte gleich. Wir definieren

lim a, = lim b, =: c € [a,b].

n—oo n—oo

Da f stetig ist, gilt f(a,) — f(c) < 0 aber auch f(b,) — f(c) > 0. Also muss f(c) = 0 gelten,
was zu zeigen war.
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o Es sei jetzt f(a) < d < f(b). Wir definieren g: [a,b] — R, g(x) := f(x) —d. Dann ist g
stetig und g(a) < 0 < g(b). Nach dem ersten Teil existiert also ¢ € [a, b] mit g(c) = 0, d.h.
f(c)=g(c)+d=d.

e Es sei schlieBlich f(a) > d > f(b). Dann setzen wir g: [a,b] — R, g(x) := —f(x). Es gilt dann
g(a) < —d < g(b) und es existiert ¢ € [a, b] mit g(c) = —d, also f(c) =d. O

Korollar 5.5.16 Es sei I C R ein beliebiges Intervall’ und f: I — R sei stetig. Dann ist f(I) wieder
ein Intervall.

BeEwEIs. Setze A :=inf f(I) € RU {—oo} und B := sup f(I) € RU {co}. Es gentigt zu zeigen, dass
(A,B) € f(I) gilt denn dann folgt f(I) € {(A B), [A,B], (A, B], [A, B)}. Es sei also y € (A, B). Dann
existieren a,b € Imita < bund f(a) <y < f(b) oder f(a) > y > f(b). Nach dem Zwischenwertsatz
existiert also ein x € [a,b] C I mit f(x) =y, alsoy € f(I). ]

Satz 5.5.17 [Umkehrsatz] Essei f: I — R stetig und streng monoton wachsend auf einem beliebigen
Intervall I C R. Dann ist I’ := f(I) C R nach Korollar 5.5.16 ein Intervall. Ferner ist g := f/: I — I’
bijektiv und g~!: I’ — I ist streng monoton wachsend und stetig.

Analoge Aussagen gelten fiir ‘streng monoton fallend’.

BEwEIs. Wir zeigen, in dieser Reihenfolge, dass g bijektiv ist, dass g~! streng monoton wachsend,
und dass g~! stetig ist.

e Da wir I’ = Bild(f) definiert haben, ist klar, dass g: I — I’ surjektiv ist. Ferner ist g nach
Voraussetzung streng monoton wachsend und damit insbesondere injektiv. Folglich ist g bijektiv.

e Angenommen, g ! ist nicht streng monoton wachsend. Dann gibt es y,y’ € I’ mity < v/
aber g '(y) > g !(y’) wobei aber ‘=" nicht gelten kann, weil g~! bijektiv ist. Mit x := g~(y),
x’ := g~!(y’) erhalten wir zwei Punkte x,x’ € I mit x > x’ und g(x) = y < v/ = g(x’). Dann
ware g aber nicht streng monoton wachsend im Widerspruch zur Voraussetzung.

e Wir fixieren y’ € I’ und setzen x := g~ '(y), d.h. g(x) = y.

Fall 1: Wir nehmen zunéchst an, dass y kein Randpunkt von I’ ist, d.h. wenn I’ = [a, b] mit
—00 < a < b < oo ist, dann ist y € (a, b) und entsprechend bei Intervallen der Form (a, b] mit
—o00 < a<b<oobzw. [a,b) mit —oo < a < b < 0.

Wenn aber y € I’ kein Randpunkt ist, dann kann x € I auch kein Randpunkt sein, weil wir
bereits wissen, dass g streng wachsend ist. Wir finden also € > 0, sodass [x — €,x + €] C I fur
beliebiges 0 < € < ¢ gilt und konnen definieren y; := g(x — €), y := g(x + €). Dann ist die
(Ko)Einschriankung g: [x — €,x + €] — [y1, y2] bijektiv. Es sei § := min(y — y;, y» — y), d.h. der
Abstand von y zu dem Randpunkt von [yy, y2] der ndher an y liegt:

6 0
f A~
L | E— L . |
r+e T x+¢ L y 0y Y2
IS

Dann gilt g7'((y — 6,y + §)) C (x — €, x + €) oder, anders aufgeschrieben,
Viel:lj-yl <8 = lg(5) -xl <e.
Da x = f(y) nach Definition gilt, haben wir gerade gezeigt, dass g~! in y stetig ist.

9Das Intervall I kann offen, abgeschlossen, halboffen, beschrankt, oder unbeschrankt sein. Wir kénnen hier sogar
I =[a,a] = {a} oder I = (a,a) = 0 erlauben, da in diesen pathologischen Fallen die Aussage der Folgerung offenbar richtig
bleibt. Wir setzen aber dennoch im Folgenden stets voraus, dass Intervalle ‘mindestens zwei Punkte enthalten’ (und damit
dann natiirlich unendlich viele).
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Fall 2: Wenn y ein Randpunkt ist, dann ersetzen wir in obigem Beweis das Intervall [x —€, x+
€] durch [x, x + €] im Fall, dass x gleich dem linken Randpunkt ist bzw. durch [x — €, x] im Fall,
dass x gleich dem rechten Randpunkt ist. Da g streng wachsend ist, gilt dann das Entsprechende

auch fiir y.
f
—
f71
(Das Bild zeigt nur den Fall, dass x gleich dem linken Randpunkt ist.) m]

Definition 5.5.18 Essei D C R beliebig. Eine Funktion f: D — R heifit beschrankt, falls f(D) C R
eine beschriankte Menge ist. Explizit heifit dies

dm, MeRVxeD:m< f(x) <M.

Entsprechend mit nur einer Abschatzung definiert man, was es heif3t, dass f von oben bzw. von unten
beschrinkt ist.

Satz 5.5.19 [Extremalsatz] Es seien a,b € R mit a < b. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist
beschriankt und nimmt Minimum und Maximum an, d.h. es gibt p, q € [a, b] mit

f(p) =sup{f(x) | x € [a,b]} und f(q) = inf{f(x) | x € [a,b]}.
Insbesondere ist das obige Supremum also ein Maximum und das Infimum ein Minimum.

BEwEIs. Wir setzen A := sup{f(x) | x € [a,b]} € R U {co} und wihlen (x,)peny mit x, € [a,b]
und lim,_,« f(x,) = A. Da (x,)sen beschréankt ist, besagt der Satz von Bolzano-Weierstrafy, dass es
eine konvergente Teilfolge (xp, )ken gibt und wir kénnen p := limy_,o Xp, € [a, b] definieren. Da f
stetig ist, gilt nach dem Folgenkriterium A = limy_,o, f(x,,) = f(p). D.h. aber A € R, also ist f von

oben beschriankt und nimmt sein Supremum an, welches daher ein Maximum ist. Der andere Teil geht
genauso. O

Satz 5.5.19 wird falsch wenn der Definitionsbereich nicht kompakt ist oder wenn f nicht stetig ist.

Weiterfithrende Bemerkung 5.5.20 Wir nennen D C C beschriankt, wenn gilt
AM>0VzeD: |z <M.

Im

Eine Funktion f: D — Cmit D C C beliebig (also vielleicht auch unbeschréankt) heif3t beschrinkt,
wenn f(D) C C beschrénkt ist. Explizit heifSt dies

AM>0VxeD: |f(x)| <M.

Fiir Funktionen f: D € R — R ist obiges dquivalent zur Beschranktheit, wie wir sie in Definition 5.5.18
definiert haben. Satz 5.5.19 gilt komplex zumindest in folgendem Sinne: Ist M > O und f: {z € C | lz| <
M} — R stetig, so ist f beschriankt und nimmt Minimum und Maximum an. Hat man eine stetige
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Funktion f: {z € C | |z] < M} — C, so zeigt die Betrachtung von |f|: {z € C | |z] < M} — R, dass f
beschrankt ist.

5.6. Kreiszahl und Kreisfunktionen

Die Kreiszahl 7 gibt die halbe Lange einer Kreislinie mit Radius 1 an, wobei man als Modellfall einer
solchen Kreislinie meist die Einheitskreislinie

Sl:={zeC||z| =1}

in der Gaufischen Zahlenebene C heranzieht. Die anschauliche Vorstellung von 7 anhand der Kreislinie
ist wichtig und entscheidend, muss fiir eine formale Definition aber dennoch prazisiert werden. Unter
vielen Moglichkeiten zur prazisen Definition wéhlen wir hier eine geometrisch naheliegende und relativ
elementare Variante:

Definition 5.6.1 Wir setzen
G +1

€S! fiirn e Na,.
e

(1:=-1¢€ St (H=ie€ st und rekursiv {41 ==

Die Kreiszahl 7 definieren wir dann als

7= lim 2", — 1] € Ry
n—oo
Die Verbindung zum Kreis und auch die Wohldefiniertheit erfordern hierbei aber weitere Erklarungen:

Bemerkungen 5.6.2
e Der geometrischen Hintergrund der Definition kléart sich mit folgenden Beobachtungen autf:
— Fiir alle n € N gilt (£,41)? = &, und ¢, ist eine primitive 2"-te Einheitswurzel.
(Begriindung: Fiir n € N, rechnet man mit Hilfe der komplexen Konjugation

GHD’ G2+l G2+l G(Gt2+5)
G+ DG+ D) |GP+G+G+1 1+6+6+1 2406+

Daneben ist ({3)? = {; klar, und die Einheitswurzel-Eigenschaft folgt per Induktion.)

- Die 2" Zahlen 1, &y, (%)% (&), ..., ({,,)Zn_1 sind die Ecken eines in die Kreislinie S! einbe-

schriebenen reguldren 2"-Ecks mit 2" Seiten der gleichen Lange |{,—1| und dementsprechend
mit halbem Umfang 2"7!|, — 1].
Begriindung: Fiir alle n € Nund k € {0,1,2,...,2" — 1} gilt einerseits |({,)*| = |5,/ = 1
und andererseits |(£,)5* = (G)¥] = |Z5(Z = 1] = [(Z)*]1Zs = 1] = £ — 1] Deshalb liegen
die (£,)* auf S', und je zwei benachbarte (mit gleichem festem n) haben den festen Abstand
G- 11,

— Die halben Umfinge 2"7!|{, — 1| der einbeschriebenen 2"-Ecke geben fiir n > 1 Néherungen
an die Lange der halben Kreislinie (und iibrigens sind diese Naherungen auch in dem Sinn
gut, dass 2"7!|{,, — 1| ziemlich schnell gegen 7 konvergiert).

e Die Kreiszahl 7 ist irrational und gemaf einem Satz von F. von Lindemann (1852-1939) aus dem
Jahr 1882 sogar transzendent. Ihre naherungsweise Berechnung ergibt

T =3,14159... .

(§n+l)2 = = gn .

e Die Existenz des Limes in der Definition ist nicht selbstverstindlich, und wir miissen diese
tatsiachlich noch sicherstellen:
BEWwEIS FUR DIE EXISTENZ DER LIMES IN DER DEFINITION.
Wir verifizieren, dass (2"!|{,,—1|)nen eine wachsende, beschrinkte Folge ist, woraus die Existenz
mit dem Monotonie-Kriterium folgt.



5.6. KREISZAHL UND KREISFUNKTIONEN 157

Um zunichst einzusehen, dass (2"7!|, — 1|)nenw Wachsend ist, schiitzen wir mit der Dreiecks-
ungleichung £, = 1 < |y = Gural + 121 = 1 = [(Gn41)? = Gusal + 1Gner = 1] = 2|ns1 — 1] ab und
erhalten wie benétigt 2" 71|, — 1] < 2"y — 1]

Fir die Beschranktheit (und Nutzung in einem spéteren Beweis) iiberlegen wir uns fiir
n e Nsyund k € {0,1,2,...,2"2}, dass Re(({,)F) € [0,1] fallend und Im(({,)*) € [0,1]
wachsend von k abhiangt. Wegen |({,)*| = 1 ist hierbei klar, dass die Real- und Imaginirteile
< 1 sind. Dass diese auch > 0 sind, kann man durch Induktion nach n € N, zeigen: Dabei
erhalt man im Induktionsschritt Re({;+1) > 0 und Im({,;+1) > 0 direkt aus der rekursiven
Definition von (.1, beobachtet Re(({p41)¥) = Re((Z,)*/?) > 0 fiir gerade k € {0,2,4,...,2" 1}
und rechnet fiir ungerade k € {1,3,...,2" ! —1} die Behauptung durch Betrachtung des Realteils
von ({per)* = ({,Ekﬂ)/z + ,E"‘”/Z)/(Mn + 1|) nach. Die Monotonie-Behauptungen erhélt man
dann mit dem Wissen Re((£,)%), Im((£,)*¥) € [0,1] und |({,)¥| = 1 aus den Definition der
Multiplikation und des Betrags in C. Genauer schétzt man fir n € Ny, k € {1,2,.. ., 2n72)
gemaf

Re((gn)k):Re(gn) Re(({n)k_l) - Im(gn)lm((gn)k_1)<Re(§n) Re((gn)k_l)<Re((§n)k_l)
ab und nutzt dann Im((Z,)*) = V1 — Re(({,)F)2.

Zum eigentlichen Nachweis der Beschranktheit schiatzen wir nun fiir n € Ny, folgender-
maflen ab, wobei wir nacheinander die Gleichheit der Seitenlangen, die Ungleichung |z| <
|[Re(2)| + |Im(z)| fir z € C, die gerade gezeigte Monotonie (ganz entscheidend!) und Teleskop-
Summation samt den Identititen ({,)° = 1, (gn)zn—z = {, = i verwenden:

2n72

2" NG = 11=2 ) )" - @)™
k=1
on=2 2n—2

<23 [Re((Zw) — (G)* D] +2 Y Im((G)* - @) )|
k=1 k=1

2n—2 gn-2
=23 (Re((Z)*™) = Re((Z)M) +2 . (Im((Z)) ~ Im((Z)*™)
k=1 k=1

2(Re(1) — Re(i)) +2(Im(i) — Im(1)) = 4

Wir erhalten 2"71|{, — 1| < 4 fiir alle n € N, womit der Beweis komplett ist. ]

Nach der Kreiszahl fithren wir nun die Kreisfunktionen ein. Zunichst geht es uns um eine Abbildung!®
cis: R — S!

mit folgender anschaulicher Bedeutung: Jedes ¢ € R wird auf den Endpunkt cis ¢ des vom Anfangspunkt
1 ausgehenden Kreisbogens in S! mit Linge |J| abgebildet, wobei der Kreisbogen fiir & > 0 von 1 an
gegen den Uhrzeigersinn aufgetragen, fiir ¢ < 0 im Uhrzeigersinn. Mit anderen Worten bildet der
Ortsvektor von cis & € S' mit der positiven x-Achse gerade den im Bogenmaf} bemessenen Winkel |§] (je
nach Vorzeichen von ¢ gegen/im Uhrzeigersinn an die Achse angetragen). Fiir eine formale Definition
gilt es diese Vorstellung aber wieder zu prézisieren, was wie bei der Kreiszahl 7 mit Hilfe der 2"-ten
Einheitswurzeln ¢, erfolgen kann:

Definition 5.6.3 Es bezeichne {, die primitive 2"-te Einheitswurzel aus der vorausgehenden Definition
271k (9)

der Kreiszahl 7z, und fiir § € R, n € N seik,(J) € Z die eindeutige ganze Zahl mit < g < 2”(](”2&

19Dabei steht ,cis* fiir ,,Cosinus plus i Sinus®. Der Grund dieser Benennung wird demnéchst klar.
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(also k,(9) = |_22n7;9J ). Dann definieren wir die Kreisfunktion

cisd := lim (§n)k"(3) est.
n—o0

Auch diese Definition bedarf der ndheren Erlauterung:

Bemerkungen 5.6.4
e Insbesondere garantiert die Definition

2k
cis L ({m)k firallek € Z, m e N,

denn es gilt k, (Z”k) = 2"k fiir n € Ns,,, und somit ist (&,)* n(5) = (G)?" "k = (Gn)F fiar
n € Ny, konstant Also realisiert die Definition von cis in diesen Fillen die anschaulichen
Bedeutung, denn bei ({,,)* handelt es sich um 2™ gleichmifig auf der Kreislinie S' verteilte
2™-te Einheitswurzeln, zwischen zwei benachbarten von diesen liegt ein Kreisbogen der Lange

g,’f,, und ({,)* liegt wie benétigt am Ende eines vom Anfangspunkt 1 ausgehenden Kreisbogens

in S! der Lange = 27kl (5 je nach Vorzeichen von k gegen/im Uhrzeigersinn).

e Die Existenz des lees in der Definition miissen wir auch hier sicherstellen:

BewEIs FUR DIE Ex1STENZ DES LIMES IN DER DEFINITION. Wir beobachten zuerst, dass stets
kn+1('9) 2 an(ﬁ)

gilt und tatséchlich k.1 (&) entweder gleich 2k, (J3) oder gleich 2k, (J) + 1 ist. Dies folgt aus der

Definition und der Zerlegung [k”z(n&), k"(zi)ﬂ) = [ZIEZE?), 2"”2533“) u [2’“’;5,‘33”, 2’”;533*2).

Im Fall 9 € [O, E] ist zudem k,(3) € {0,1,2,...,2"%}. Mit der bei der Definition von 7
gezeigten Monotonie von Re(({,)*) und Im((Z,)*) in k erhalten wir daher

Re((Zns1) ) < Re((Le1) D) = Re((£,)*P),
IM((Zr) 1 D) > 1M (L) * D) = Im((G) D) .

Also verhalten sich die Real- und Imaginirteile von (¢,)*(¥) monoton und mit |(Z,)*?| = 1
auch beschrankt. Nach dem Monotonie-Kriterium konvergieren die Real- und Imaginérteile,
womit dann auch lim,_,« () (") € C existiert. Nach den Grenzwertregeln hat mit (,)*(?
auch der Grenzwert Betrag 1, liegt also in S'.

Der Fall 3 € [% n] lasst sich darauf zuriickfithren, denn wir haben jetzt die Existenz von
limy—00($)**?=2) mit 9 — Z € [0, 2] und kénnen dann mittels k, (9) = k(8 — Z) + 2" und
()@ = (£,)%9=2); auf die Existenz von lim,_,e () (P schlieBen kénnen. Ahnlich lassen
sich auch beliebige ¢ € R auf den behandelten Fall zuriickfithren. O

Tatsachlich erweist sich cis als surjektiv (auf die Einheitskreislinie), was durch den folgenden Satz
verallgemeinert wird:

Satz 5.6.5 [iiber die Polardarstellung komplexer Zahlen] Fiir jedes!' z € C\{0} gibt es einen soge-
nannten Polarwinkel 9 € R mit z = |z| cis J.

BewErs. Wir nehmen zunichst z € S!, Re(z) > 0, Im(z) > 0 an. Wegen der bei der Definition von 7
gezeigten fallenden Monotonie von Re(({,)¥) ink € {0,1,2, . ..,2" 2} samt Re((£,)°) = 1, Re((Z)? ) =
0 existiert fiir jedes n € N, ein eindeutiges k, € {0,1,2,...,2" %} mit Re((£,)*") > Re(z) > Re(({,)**").

HEormal betrachtet gilt der Satz mit 0 = |0| cis & fiir jedes 9 € R auch fiir z = 0. Wegen der vélligen Beliebigkeit von &
spricht man dann aber nicht von Polardarstellung oder Polarwinkel und schlief3t diesen Fall oft aus.
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Wegen |({,)5*! = ({)K| = |¢ — 1] —> 0 (z.B. mit der fritheren Abschitzung fiir 2"71|¢, — 1|) bedeutet

dies insbesondere lim,_,« Re((gv,,)k”) = Re(z). Da die betrachteten Zahlen Betrag 1 und Imaginarteil > 0
haben, folgt auch lim,_, (L) =z Wegen ({,41)? = {, lesen wir aus der Wahl von k,, auflerdem ab, dass

kn+1 gleich 2k, oder gleich 2k, + 1 ist, womit insbesondere [’;21}, ;;1:{1) - [];n, k;l) gilt. Per Monotonie-
27rk

Kriterium folgt die Existenz von ¢ := lim, e <52 Z”k < d< M fur alle n € N,. Hieraus
erhalten wir k,(3) = k, fir alle n € N, sobald wir — eine klelne technlsche Feinheit — noch begriinden,

dass die rechte Ungleichung immer strikt ist. Dies konnte wegen der schon gezeigten Inklusion der
Zn(k +1)

alle tibereinstimmen, fiir
n > 1 stets kp1 = 2k, + 1 gilt und fiir n > 1 die Zahlen (gv,,)k”+l alle uberelnstlmmen. Dann wiére aber
schon z = ({,)**! fiir n > 1, was im Widerspruch zur strikten Ungleichung bei der Wahl von k,, stiinde.
Also ist tatsdchlich k, (3) = k, fur alle n € N5,, und wir erhalten insgesamt

z = lim ({)% = lim (5)@ =cis 9.
n—oo n—oo

Intervalle aber nur scheitern, wenn fiir n > 1 die rechten Randpunkte

Im Fall z € S!, Re(z) < 0 < Im(z) kénnen wir das Vorige auf —iz mit | — iz| = 1, Re(—iz) > 0,
Im(—iz) > 0 anwenden. Aus —iz = cis J fiir & € R erhalten wir dann z = icis 3 = cis(§ + J). Ahnlich
lassen sich die anderen Fille mit z € S! behandeln.

Fir allgemeines z € C \ {0} schliefilich wenden wir das Gezeigte auf 7 € S! und erhalten ein & € R
mit é = cis &, also z = |z| cis J. O

Als Nachstes fiihren wir weitere Kreisfunktionen ein und halten Grundeigenschaften fest.

Definition 5.6.6 Die Kreisfunktionen Kosinus und Sinus sind definiert als
cos: R — [-1,1], 3 — Re(cis 9), sin: R — [-1,1], d + Im(cis 9)
oder mit anderen Worten durch die Gleichung

cisd=cosd+isind fur alle 3 e R.

Bemerkungen 5.6.7
(1) Man kann die Definition von cos und sin am Einheitskreis S! veranschaulichen und dort auch
folgende elementargeometrische Interpretation an rechtwinkligen Dreiecken ablesen: In einem
Dreieck mit einem rechten Winkel und einem im Bogenmaf} bemessenen Winkel ¢ € (0, Z)
gibt cos ¢ das Langenverhéltnis ,Ankathete durch Hypotenuse“und sin ¢ das Langenverhéltnis
,Gegenkathete durch Hypotenuse“an.
(2) Fir alle ¢ € R gelten per Definition

|cisd| =1 und cos’ I +sin’ 9 =1
(wobei Abkiirzungen wie cos? & := (cos §)? und sin? & := (sin &)? nun oft verwendet werden).
(3) Spezielle Funktionswerte sind cis0 = 1, cis 7 = 1\/_“ cis3 = i,cos3 = sin0 = sinz = 0,
T_ginZ =1 T ginT =1 T T_1
cos ¢ =sinz =3 3,cos4 =sinyg =3 2undcos3 —sm6 =3

(4) Die Funktion cis ist periodisch mit minimaler Periode 27, und fiir §, ¢ € R gelten
cisd=cisp & J—¢=2knfireink €Z,
cis(d +2x) =cis 9, cis(3+ ) =—cisd.
Insbesondere bedeutet dies, dass der Polarwinkel in der Polardarstellung in ganz R (nur)
bis auf Addition von Vielfachen von 27 eindeutig, beispielsweise in (-, 7] aber vollstindig

eindeutig ist. Hieraus folgt Eindeutigkeit der sogenannten Argumentfunktion arg: C\ {0} —
(—rm, ] mit |z| cis(argz) = z fur alle z € C \ {0}.
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Auflerdem folgt aus den Eigenschaften von cis, dass auch cos und sin minimale Periode
27 haben und den Regeln cos(J + 27) = cosd, cos(d + w) = —cosd, sin(d + 27) = sind,
sin(J + ) = —sinJ sowie cos(F — &) = sind, sin(5 — &) = cosJ fiir § € R geniigen. (Von
der gerade angegebenen Aquivalenz fiir cis tibertrigt sich auf cos und sin damit aber nur die
Richtung , =", wihrend ,=  fiir cos oder sin kein direktes Analogon hat.)
(5) Fiir die Kreisfunktionen gelten die Paritats-Regeln

—_— 1
cis(=9) =cisd = ol cos(—9) = cos I, sin(—9J) = —sind fur 3 e R.
cis
Damit ist cos eine gerade Funktion und sin eine ungerade Funktion.
(6) Die Additionstheoreme fiir die Kreisfunktionen besagen
cis(d + ¢) = (cis 9)(cis @),
cos(d+¢p) = (cos d)(cos @) F (sin J)(sin @),
sin(Jd+¢) = (sin &)(cos ¢) = (cos J)(sin @)
fir alle 9, ¢ € R. Iterative Anwendung des Additionstheorems fiir cis gibt die Formel von De
Moivre fiir Winkel-Vervielfachung

cis(kd) = (cis )* = (cos & + i sin 9)*

fir ¢ € R, k € Z. Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite mit dem Binomialsatz und Bildung
des Realteils erhélt man die Vervielfachungs-Formel fiir den Kosinus

Lk/2] (K _ .
cos(kd) = Z (-1)’[ ~ ] (sin )% (cos §)<~%
j=0 2
fir ¢ € R, k € Z. Analog fiihrt Bildung des Imaginérteils zu einer Formel fiir den Sinus.
(7) Fundamentale Ungleichungen fiir die Kreisfunktion cis sind

|cis & — cis | < |F — @] fur 9,90 € R,
Icis 9 — cis o] > |3—(p|w =19~ gly1 - Hcis  —cispl?  fird,p R, 9| <
mit Gleichheit jeweils nur fiir 3 = ¢. Fiir den Sinus ergeben sich daraus
|sin & — sing| < |d — ¢| fir 9,9 € R,
sind < & fur & € Ry,
sind > ¢ cos ¢ fur & € [0, ]

mit Gleichheit jeweils nur fiir ¢ = ¢ bzw. fiir ¢ = 0. Fiir den Kosinus folgt

|cos & — cos | < |3 — ¢ fur 9,9 € R,
1
cosd < fir e | -3% 3],
V1+ 92 [-%.%
cosd > V1 - 92 fir & € [-1,1]

mit Gleichheit jeweils nur fiir 3 = ¢ bzw. fiur § = 0.

BEWEISE DER EIGENSCHAFTEN (2)-(6) VON cis, cos, sin. Wir beschrinken uns grof3tenteils auf Nach-
weise der Eigenschaften von cis, da die Eigenschaften von cos und sin oft durch Real- und Imaginarteil-
Bildung folgen.

Zunichst ist (2) nach der Definition von cis als S'-wertige Abbildung klar.
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Die speziellen Werte in (3) an den Stellen 0, Z T 2, 7 und zudem cis(27) = 1 ergeben sich aus
Bemerkung 5.6.4 direkt nach der Definition von cis. Zudem erhalten wir cos J,sind € (0,1) fir alle
9 € (0,Z) aus der frither schon gezeigten Monotonie der Real- und Imaginirteile von (,)* in k €
{0,1,2,...,2"2%}.

Das Additionstheorem fiir cis in (6) ist die Grundlage der weiteren Eigenschaften und lésst sich wie
folgt zeigen: Nach Addition der Ungleichungen fiir k, (&), k,(¢) lesen wir aus

27[(kn(l92)n+ kn(¢) <9+¢< 27 (kn(9) ;‘”kn((P) +2)
ab, dass k,(J + ¢) gleich k,(9) + k,(¢) oder gleich k, (&) + k,(¢) + 1 ist. Wegen lim,,_, {;, = 1 erhalten
wir daraus limy,_,e (&) (+0) = lim, 00 (£, Dn(@) = Tim,, o (£,)% (£,)%?), und insgesamt folgt
cis(d + ¢) = (cis &) (cis @).

Die Werte an den Stellen % und % in (3) ergeben sich durch Losen quadratischer Gleichungen.
Zum Belsplel kann man fir cos z € (0 1) von 0 = cos 5 = (cos — 3sin® %) cos ¢ gemal (6) und
cos® Z +sin® Z = 1 gemif (2) ausgehen.

Zum Nachwels von (5) bemerken wir (cis ) (cis(—&)) = cis(t — t) = cis 0 = 1 geméaf (6) und damit
cis(=9) = 5 3 Wegen (2) ist zudem ﬁ = cis J.

Fur die 27-Periodizitat in (4) reicht in Anbetracht von (5) und (6) der Nachweis voncis§ =1
J € 2Zmx fur § € R. Bei letzterer Aquivalenz ist , & ‘ mit cis(27) = 1 und (6) klar, und fir , = °
brauchen wir nur noch cis ¢ # 1 fur 9 € (0, 27) nachzuweisen. Dabei kennen wir die Werte cis Z = i,

2

cist = —1 und cis 37” = —i bereits. Zudem hat cis ¢ fur J € (0, Z) Real- und Imaginérteil # 0, und mit

(6) folgt, dass auch cis(& + ) = icis J, cis(J + 7) = — cis & und cis(J + 37”) = —icisd mit § € (0, Z) alle
Real- und Imaginérteil # 0 haben. Somit sind all diese Werte wie benétigt # 1. O

Etwas aufwandiger gestalten sich die Nachweise der Ungleichungen in (7).

BEwWEIS DER UNGLEICHUNG |cis § — cis ¢| < |9 — ¢|. Wir zeigen |cis & — 1| < |J] fir J € Ryo. Ist dies
erledigt, so folgt mit (5), (6) dasselbe fiir § € R, und allgemein |cis ¢ — cis¢| = |%Z - 1| Icis ¢| =
Icis(d — @) — 1] < |9 — ¢|. Zum Beweis von |cis & — 1| < J fiir § > 0 kombinieren wir die (dhnlich schon
frither benutzte) Abschitzung |(Z,)* — 1] < Z?:l [(Z2) = (&) 7Y = k|&, — 1] fiir k € N und die von der

Definition von 7 herrithrende Ungleichung 2"|{, — 1| < 27 zu

G 1] < k(D)1g ~ 1) < T2

fir alle n € N. Wir machen bei dieser Ungleichung den Grenziibergang n — oo und erhalten wegen
limy, o0 (8p)**?) = cis & und limy,_,e 2”’;”"(‘9) = ¢ die Behauptung |cis ¢ — 1| < 9 fir 9 € Ryy.
Die Gleichheitsdiskussion lasst sich nun wie folgt erledigen. Im Fall 0 < |3 — ¢| < & erhalten wir mit

|cis & — cis ¢| = [cis[(9 - ¢) /2] —cis[(¢ — 9)/2]| = 2|sin[(I - ¢)/2]]
g -
< 2y/(cos[(9 - p) /2] = 1) + (sin[ (9 — ) /2])? = 2|cis[ (9 - p) /2] = 1] < 2|—(p| =9 -0l

die strikte Ungleichung. Im Fall | — ¢| > 7 gilt trivialerweise |cis ¢ — cis¢| < 2 < 7 < |9 — ¢|. Insgesamt
ist daher ¢ = ¢ der einzige Gleichheitsfall. m]

. . is d+ci . .
BEWEIS DER UNGLEICHUNG |cis & — cis ¢| > |& — (plw. Wir zeigen

|cis & — cis(—=9)| = |J]| |cis & + cis(—9)]

fir ¢ € [0, ). Ist dies erledigt, so kénnen wir auch ¢ € [-7, 7] zulassen, und iiber |cis & — cis | =
|cis ‘9;” — cis _9| folgt wie im vorigen Beweis die allgemeine Ungleichung |cis § — cis ¢| > |9—¢| |cis I + cis ¢|/2

fur |9 — ¢| < m. Wir beginnen die Argumentation mit der Betrachtung von z = x + iy und w = u + iv
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mit |z] = [w| =1,0 <u < x,0 < y < 0. Geméaf der Youngschen Ungleichung aus den Ubungen oder
direkter Rechnung gilt xu + yo < %(x2 +y? +u? +0%) = 1 = u? + 0%, und durch Umformung erhlt man
u(x —u) <v(v—y). Als Nachstes ergibt sich

1 1 1
|z —w| = =ut(x —u)?2 +u?(0—y)2 < Vo +u2(v —y) = — (v — v).
u u u

Wegen der frither gezeigten Montonie von ({,)’ in j darf die resultierende Ungleichung fiir n € N, und
j<kin{1,2...,2"% -1} aufz = (£,)’"! und w = ({,)’ angewandt werden und gibt

Im(&) ~Im@&™) _ Im(&G) ~Im(& )
Re(i)  Re(@®

Insgesamt erhalten wir daraus mit der Dreiecksungleichung und Teleskop-Summation die Hilfsabschét-
zung

(&) = (&) <

k k
. . |
k|G, — 1| = Z (&) = (&) 7Y < M fur allen € Nsyund k € {0,1,2,...,2"% —1}.

< Re(Z})
Fiir die Hauptabschitzung wenden wir dies mit k = k, () an (wobei k, (&) < 2"2 aus & < 7 folgt) und
bekommen fiir n > 1

(G5 — (&) O] im ()
|(G)5 @ + (L) O] Re (g7

Durch Grenziibergang n — oo erhalten wir wegen limn_,oo(gvn)ik"(s) = cis(+9), lim, 2”’;’;(3) = Jund
lim, o0 2", — 1| = 7 die Behauptung % > d.
Auch bei der hier bewiesenen Ungleichung lasst sich die Gleichheitsdiskussion im Nachhinein

durchfithren. Ahnlich wie oben iiberlegen wir uns im Fall 0 < |§ — ¢| < 7 dazu
lcis & —cisg| _ [sin[(9 —@)/2]| _, |sin[(9 — @)/4]l[cos[(& —@)/4]] _ ,sin[(9 — @) /4]l[cos[(& — ¢)/4]|
lcis & +cisp|  |cos[(I — ¢)/2]] cos?[(& — @) /4] — sin®[ (I — @) /4] cos?[ (9 — ) /4]

|sin[ (3 — @) /4]| |cis(3/2) — cis(¢/2)] g

—2 P =2 O s o= =19 - gl

|cos[ (& — ¢)/4]] |cis(3/2) + cis(¢/2)] 2 2
Im Fall |3 — ¢| = & gilt die strikte Ungleichung trivialerweise, und als Gleichheitsfall verbleibt nur
d=o. O

21ka(9) 2" 1180 — 1]

2n T

2 kn(g)lgn - 1| =

BEWEISE DER UNGLEICHUNGEN FUR sin UND cos. Die Ungleichungen |sin ¢ — sin¢| < |§ — ¢| und
|cos & — cos ¢| < |3 — ¢| samt Gleichheitsdiskussionen folgen direkt aus der ersten Ungleichung fir cis,
die Ungleichung sin ¢ < J fiir § € Ry ist ein Spezialfall. Durch Anwendung der zweiten Ungleichung
fiir cis mit ¢ = —& erhalt man auflerdem sin ¢ > & cos ¢ fiir & € [0, 5] samt Gleichheitsdiskussion (und
fur 9 € (%, ] gilt diese Ungleichung sowieso). Damit folgt auch

(1+9%)(cos 9)? = (cos 9)? + (I cos )? < (cos 9)? + (sind)? =1 fur 9 € [— Z %]

29

und somit die Abschétzung cos § < \/117 fur & € [-7, 5] (und fiir [J] € (7, 37”] gilt diese Ungleichung

sowieso). Mit

cosd=+1-(sind)?2>V1i-9  firde[-1,1]
ist auch die letzte Abschétzung fiir den Kosinus erledigt. Die verbleibenden Aussagen iiber Gleichheitsfalle
kommen bei diesen Argumenten gleich mit heraus. m]

Fiir die Kreisfunktionen gelten neben den oben genannten noch viele weitere Formeln und Eigen-
schaften. An dieser Stelle soll aber nur noch eine weitere Definition getroffen werden.
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Definition 5.6.8 Die Kreisfunktionen Tangens und Kotangens sind definiert als

sin
tan: R\{+7,+37,+57,...} > R, 0> —,
Wt 235,855, cos 9
cos ¢
cot: R\{0, +7, 27, +31,...} > R, I > —

sin ¢
Eigenschaften dieser Funktionen wie beispielsweise tan0 = 0, tanZ = 1, 1 + tan*§ = ﬁ& fir
tan(d+ ) = tan J, tan(—3) = —tan d fiir € R\{£7,£37,+57,.. .} undtan 9 > J fiir J € [0, %] lassen

sich aus den Eigenschaften des Kosinus und des Sinus ableiten.

Als abschliefende Anwendung nutzen wir die Kreisfunktionen, um komplexe Wurzeln in Polardar-
stellung allgemein angeben zu konnen:

Satz 5.6.9 Fiir k € N besitzt jedes z € C\{0} genau k verschiedene k-te Wurzeln in C. Bei Polardarstel-
lung z = |z| cis ¢ mit ¢ € R sind diese Wurzeln gerade

J d+2r d+4r d+2(k-1)r
\k/|z|cis—, \k/|z|cis , \k/|z|cis , cee \k/lzlcis¥.

k k k k

BEWEISs. Die k-ten Wurzeln aus z sind genau die Lésungen w € C der polynomialen Gleichung w* —
z = 0, und gemafl Abschnitt 3.2 gibt es hochstens k solche Losungen. Es bleibt somit nur nachzurechnen,
dass die angegebenen Zahlen in der Tat k verschiedene Wurzeln sind. Dies gelingt mit den Eigenschaften
von cis und wird in den Ubungen genauer erortert. O

Zumindest fiir Zweierpotenzen k kann man die k-ten Wurzeln aber als iterierte Quadratwurzeln
auch ohne Kreisfunktionen erhalten, denn:

Bemerkung 5.6.10 Die beiden komplexen Quadratwurzeln aus z € C\R, kann man als

zZ+|z|
+v/z|

|z+ |z||

angeben und berechnen. Diese Formel bestatigt man mit der schon fiir die Einheitswurzeln ¢, gemachten
Rechnung. Im verbleibenden Fall z = x € R, in dem der Nenner in der Formel Null ist, erhélt man die

beiden komplexen Quadratwurzeln natiirlich einfach als +i4/|x].

5.7. Funktionenfolgen und Potenzreihen

Das Konzept der Konvergenz kann von Folgen und Reihen in K € {R, C} auf Folgen und Reihen
K-wertiger Funktionen ausgedehnt werden und wird sich auch in dieser grofleren Allgemeinheit noch
verschiedentlich als sehr wichtig erweisen.

Definition 5.7.1 Seien X eine Menge, K € {R, C} und (f;)nen eine (Funktionen-)Folge in Abb(KX, K).

e Dass die Folge (fn)nen punktweise auf X gegen eine Grenzfunktion f € Abb(X, K) konver-
giert, bedeutet

lim f,(x) = f(x) fur alle x € X .

e Dass die Folge (f;)nen gleichmiflig auf X gegen eine Grenzfunktion f € Abb(X, K) konver-
giert, bedeutet

lim ( sup |fy () —f<x>|) ~0.

xeX
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In beiden Féllen notieren wir lim,_,« f, = f oder gleichbedeutend f, — f und kennzeichnen die Art
n—oo

der Konvergenz durch Hinzusetzen von ,punktweise auf X“ oder ,gleichméaflig auf X*.

Fiir ko € Z und eine Folge (gk)kez.,, iIn Abb(X,K) erklaren wir die punktweise bzw. gleichméBige
Konvergenz der (Funktionen-)Reihe Z,‘:’:ko gk als die punktweise bzw. gleichméflige Konvergenz der
Partialsummenfolge (2}_; gk)nez.,,- Wir notieren bei derart konvergenten Reihen auch Zl?:ko gk =
limy 00 2y gk flir die Grenzfunktion.

Bemerkungen 5.7.2
e Punktweise Konvergenz lim,_,« f, = f auf X lasst sich mit Quantoren als

Vx € X: Ve € Ryg: dng e N: Vn € Nyt |fon(x) — f(x)] < ¢
ausschreiben, gleichmiaflige Konvergenz lim,, f, = f auf X als
VeeRyg: dng e N: Vn e Ny, : Vx € X |fu(x) — f(x)| < ¢

(wobei man mit der Definition des Supremums zunichst nur < ¢ bekdme, wegen der Beliebigkeit
von ¢ aber tatsdchlich auch < ¢ schreiben kann).

Der Unterschied zwischen diesen Bedingungen besteht darin, dass der All-Quantor Vx € X
einmal am Anfang, einmal am Ende der Quantoren-Abfolge steht, wobei die Vertauschung von
Vx € X mit den anderen All-Quantoren Ve € R,y und Vn € Ny, tatsachlich nichts &ndert,
die Vertauschung von Vx € X mit dem Existenz-Quantor 3n, € N aber ganz entscheidend ist.
Letztere fithrt zum wesentlichen Unterschied, dass ng bei punktweiser Konvergenz von ¢ und
von der betrachteten Stelle x abhangen darf, wéhrend ny bei gleichmafliger Konvergenz nur
von ¢, aber eben nicht von x abhéngen darf. Dies erklart auch die Benennung als punktweise
und gleichmaflige Konvergenz: Bei punktweiser Konvergenz fordert man die Existenz eines
no (und auch tiberhaupt die Konvergenz) fiir jeden Punkt x € X einzeln, bei gleichmafliger
Konvergenz fordert man die Existenz eines (bei gegebenem ¢) universellen ny, das dann fiir alle
x € X gleichermafien funktioniert.

ABBILDUNG 3. Darstellung gleichmafliger Konvergenz lim,_, f; = f auf X € R mit . 2¢-
Schlauch” um den Graph der Grenzfunktion f: X — R und Graphen zweier Funktionen
fo: X 5 Rmitn > 1

e Aus dem vorigen Punkt is klar: Aus gleichmafliger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz.

e Die Grenzfunktion einer Funktionenfolge oder Funktionenreihe ist, wenn sie existiert, stets
eindeutig bestimmt. Fiir punktweise Konvergenz folgt dies direkt aus der Eindeutigkeit des
Grenzwerts von Zahlenfolgen. Fir gleichméafliige Konvergenz daher auch.

e Zur Veranschaulichung gleichméfliger Konvergenz lim,_,o f, = f fir Funktionen f,, f €
Abb(X,R) auf X C R halten wir fest, dass fiir jedes ¢ € R die Graphen von f, mit n > 1 in
einem ,2¢-Schlauch“der Hohe 2¢ um den Graph von f als Mittellinie bleiben. Dieses Verhalten
wird in Abbildung 3 angedeutet.
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e Man bezeichnet eine Folge (f;)nen in Abb(X, K) (mit Menge X und K € {R, C}) als gleichma-
fige Cauchy-Folge auf X, wenn

Ve € Ryg: dng e N: Vm,n € Nyp : Vx € Xt |fu(x) — fn(x)| < ¢

gilt. Damit gilt das folgende gleichmaflige Cauchy-Kriterium: Eine Folge in Abb(X, K) konver-
giert genau dann gleichméaflig auf X gegen eine Grenzfunktion in Abb(X, K), wenn sie eine
gleichméflige Cauchy-Folge auf X ist.

BEWEIS DES GLEICHMASSIGEN CAUCHY-KRITERIUMS. Bei gleichmafiger Konvergenzlim, . f, =
fauf X gibt es zu jedem ¢ € Ry einng € Nmit [f,(x)—f(x)| < £ fiirallen € N, undallex € X.
Hieraus folgt per Dreiecksungleichung | f, (x) = fm ()| < [ () = f(x) [+ fn () = f(x)| < 5+5 = ¢
alle m,n € N, und alle x € X. Also ist (f;)nen gleichméfiige Cauchy-Folge auf X.

Ist (fn)nen gleichméaflige Cauchy-Folge auf X, so gibt es zu jedem ¢ € R, ein ny € N mit
|fn(x) = fm(x)| < 5 fiir alle m,n € N5, und alle x € X. Insbesondere ist (f,(x))nen fir jedes
feste x € X eine Cauchy-Folge in K. Nach dem Cauchy-Kriterium aus Abschnitt 5.1 existiert
daher f(x) :=limy,_ o frm(x) fir jedes x € X und definiert eine Funktion f € Abb(X, K). Durch
Grenziibergang m — oo in der Ungleichung |f,(x) — fm(x)| < 5 erhalten wir |f;(x) — f(x)] <
¢ < efir alle n € N3,  und alle x € X. Also liegt gleichméfiige Konvergenz lim, .« f; = f vor.
(Wir haben in diesem zweiten Beweisteil nur deshalb mit % statt direkt mit ¢ begonnen, weil ,,<“
im Grenzwert zu ,<“ wird und wir am Ende trotzdem mit einem ,,<“ herauskommen mochten.
Man kann dies auch anders l6sen.) |

Es gibt noch einige weitere Kriterien fiir die Konvergenz von Funktionenfolgen und Funktio-
nenreihen. Auf solche soll hier aber nicht weiter eingegangen werden.

e Gleichmafige Konvergenz erlaubt oft die Vertauschung von Grenzwerten (wofiir auch implizit
in Bildungen wie Supremum, Ableitung oder Integral enthaltene Grenzwerte in Frage kommen).
Diese Rolle der gleichmafigen Konvergenz wird sich erst im Verlauf der Nachfolge-Vorlesungen
klarer herauskristallisieren.

Beispiel 5.7.3 (fiir eine punktweise, aber nicht gleichméafiig konvergente Folge) Fiir die durch

1 1
x) = = firxeR,neN
Ja) 1+n3(x—l)2 n3x? - 2n’x+n+1
n

—

ABBILDUNG 4. Die Funktionen fi, f5, , /7, fi1 der gegen die Nullfunktion konvergenten
Beispielfolge (fy)nen

gegebene Folge (fy)nen in Abb(R,R) gilt

lim f;, =0
n—0oo
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punktweise auf R (gemafl Grenzwertberechnung bei festem x € R), aber nicht gleichmaflig auf R (wegen
SUp,.ep |fn(x)] = fn(%) = 1 fiir jedes n € N). Diese Konvergenz wird in Abbildung 4 illustriert.

Im Rest dieses Abschnitts beschéftigen wir uns hauptsachlich mit folgendem speziellen Typ von
Funktionenreihen.

Definition 5.7.4 Eine Potenzreihe (in einer Variablen) ist formal durch einen Entwicklungspunkt
a € C und eine Folge (ck)ken, von Koeffizienten co, c1, ¢z, c3, . .. € C gegeben, mit denen fiir beliebiges
z € C die Reihe

ch(z—a)k =co+ci(z—a)+c(z—a)+es(z—a) +...

k=0

(speziell im Fall z = a mit 0° := 1 und daher Wert gleich c;) gebildet wird. Der Konvergenzbereich der
Potenzreihe 3'}7 ¢k (z — a)* ist die Teilmenge {z eC | Do Ck(z = a)k konvergiert} von C.

Man kann Potenzreihen als ,nachst allgemeinere” Bildung nach Polynomen auffassen, denn wihrend
fiir ein Polynom nur endlich viele monomiale Terme ci(z — a)* aufsummiert werden, sind es bei einer
Potenzreihe (normalerweise) unendlich viele solche Terme. Die grofie Bedeutung solcher Reihen liegt
zum einen darin, dass sich mit IThnen viele Funktionen als Funktionenreihen mit Monomfunktionen
(das sind im Wesentlichen Potenzen mit natiirlichen Exponenten, also relativ einfache Funktionen) als
Gliedern ausdriicken lassen, zum anderen darin, dass ihr Konvergenzbereich gemafl dem néachsten Satz
eine prinzipiell einfache Struktur hat.

Satz 5.7.5 Seien a € C, (cx)ken, eine Folge in C. Dann existiert genau ein R € [0, co], der Konver-
genzradius der Potenzreihe 3} ¢ (z — a)*, so dass sich die Fille |z — a| < Rund |z — a| > R wie folgt
wesentlich unterscheiden:

e Fiir alle z € C mit |z — a| < R konvergiert 3,7 cx(z - a)* absolut, und fiir jedes r € [0,R)
konvergiert ;7 ckp® mit pk(z) == (z — a)* auf {z € C||z - a| < r} sogar gleichmaBig.
e Fiir alle z € C mit |z — a| > R divergiert 3> ¢ (z — a)* bestimmt oder unbestimmt.

Bemerkungen 5.7.6
e Der Satz besagt, dass der Konvergenzbereich einer Potenzreihe ;7  cx(z — a)* die Kreisscheibe
um den Entwicklungspunkt a € C als Mittelpunkt mit dem Konvergenzradius R € [0, co] als
Radius ist. Genauer liegt jedenfalls fiir z innerhalb der Kreisscheibe (Fall |z —a| < R) Konvergenz
und fiir z auBerhalb der Kreisscheibe (Fall |z — a| > R) Divergenz vor, wihrend fiir Randpunkte
z der Kreisscheibe (Fall |z — a| = R) offen bleibt, ob Konvergenz oder Divergenz besteht. Damit
ist der genaue Konvergenzbereich gemaf

(o)

Z ce(z — a)k konvergent} - {z € C| |z —a| < R}

{ZEC||z—a|<R}Q{z€C
k=0

zwischen der Kreisscheibe ohne Randpunkte und der Kreisscheibe mit Randpunkten einge-
schachtelt. Fir das Randverhalten, auf das wir hier nicht genauer eingehen, bestehen tatsachlich
die Moglichkeiten, dass fiir z € C mit |z — a| = R entweder stets absolute Konvergenz oder
stets nicht-absolute Konvergenz oder stets Divergenz oder in ziemlich beliebiger Mischung fiir
manche z nicht-absolute Konvergenz, fiir andere Divergenz vorliegt.

e Speziell ist der reelle Konvergenzbereich {x € R| X7 cx(x — a)* konvergent} einer Potenz-
reihe 37 ci(z — a)k stets ein Intervall. Im Fall a € R handelt es sich um eines der Intervalle
(a—Ra+R),[a—Ra+R),(a—Ra+R], [a—R a+R] mit dem Konvergenzradius R.
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e Der Konvergenzradius R kann auch 0 oder oo sein. Im Fall R = 0 besteht der genaue Konvergenz-
bereich {a} nur aus dem Entwicklungspunkt a. Im Fall R = oo liegt fiir alle z € C Konvergenz
vor, und der genau Konvergenzbereich ist ganz C.

Der Beweis fiir das gerade beschriebene Konvergenz- und Divergenzverhalten basiert entscheidend
auf dem Vergleich mit geometrischen Reihen und verlauft genauer wie folgt.

BeEwEIs DEs SATZES. Die Eindeutigkeit von R ist klar (denn wiaren R; < R, zwei Radien mit den
genannten Eigenschaften, so misste fiir z € C mit R; < |z — a| < R, sowohl Divergenz als auch
Konvergenz vorliegen). Die Existenz von R beweisen wir, indem wir fiir die Wahl

R :=sup {s € Ry | (|ck|sk)keN0 Nullfolge}

das behauptete Konvergenz- und Divergenzverhalten nachweisen. Dazu bemerken wir, dass (|ck|sk)k€N0
fiir alle s € [0, R) Nullfolge ist (denn 0 < s < S und lim_,, |cx|S* = 0 implizieren limy_,, |c|s* =
limy_, o0 |ck|S¥(s/S)F = 0-0 = 0) und fiir alle s € (R, co) keine Nullfolge ist (klar). Dann argumentieren
wir einmal fiir (gutartige) Konvergenz und einmal fiir Divergenz:

e Wir betrachten z € C mit |z — a| < r < R und fixieren ein beliebiges s € (r, R), zum Beispiel

s = {(rR++lr)/2 ff‘ﬁig i gj Damit schitzen wir |ci(z — @)*| < |ce|r® = |celsk(r/s)* < (r/s)k
fiir alle k € Ny, ab, wobei die letzte Abschiatzung wegen s < R und limj_, |ck|sk =0ab
einem gewissen z-unabhéngigen (!) Index ky € N moglich ist. Also ist die geometrische Reihe
Yaeolr/ s)¥ zur Basis r/s € [0,1) eine konvergente Majorantenreihe fiir Do Ck(z = a)k, und
nach dem Majorantenkriterium konvergiert > ¢ (z - a)* absolut. Dass die Konvergenz in der
behaupteten Weise gleichmafig ist, folgt durch z-unabhingige Abschatzung der Reihenreste

von 32, ¢ (z — a)* durch die von 332 (r/s)*, genauer ab m € Ny, durch die Abschitzung
| S ck(z = @)f < I, la(z - @)f] < T2, (r/9)F — 0.

e Fiir z € C mit |z — a| > R ist nach Obigem (|cx| |z — a|k)keN0 und damit auch (cj(z - a)k)keNo
keine Nullfolge. Nach dem Nullfolgenkriterium divergiert Z;"ZO ce(z— a)k in diesem Fall.

Insgesamt ist die Existenz von R mit beiden behaupteten Eigenschaften gezeigt. ]

Bemerkungen 5.7.7

e Zur Bestimmung des Konvergenzradius einer Potenzreihe 3,7 j cx(z — a)* gibt es verschiedene
Moglichkeiten. Oft lasst sich direkt durch Vergleich mit bekannten Reihen oder mit Kriterien
aus Abschnitt 5.4 entscheiden, fiir welche z € C Konvergenz beziehungsweise Divergenz
besteht, und der Konvergenzradius kann abgelesen werden. Alternativ kann man sich an den
vorausgehenden Beweis anlehnen und limy_, |c¢|s* mit Parameter s € R, untersuchen. Findet
man das R € [0, o] (das es gemafl dem Beweis stets gibt), so dass der Limes fiir s € [0, R) Null
und fiir s € (R, 00) nicht Null (tatséchlich sogar immer oo) ist, so ist der Konvergenzradius R
bestimmt. Weitere Moglichkeiten zur Berechnung des Konvergenzradius R bieten die Formel
von Euler

Ck
Ck+1

R = lim

k—o0

(gultig, falls dieser Limes in [0, co] existiert; Konvergenzradius existiert aber auch bei Nicht-
Existenz des Limes) oder die Formel von Cauchy-Hadamard

1

lim supy,_,, {lex]

R
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(allgemein giiltig; auch, wenn der Limes superior 0 oder oo ist; in letzteren Fallen mit Verstandnis

% := 0o bzw. é := 0). Die beiden Formeln lehnen sich dabei an das Quotientenkriterium und das
Wurzelkriterium aus Abschnitt 5.4 an. Genauer stellen die Kriterien fiir das durch die Formeln
gegebene R und z € C mit |z — a| < R Konvergenz von 3,7 cx(z — a)k sicher. Fiir |z — a| > R
Divergenz einzusehen und damit den Beweis der beiden Formeln zu vervollstandigen, ist dann
auch nicht mehr schwer.

e Unter der Entwicklung einer Potenzreihe };’  ci(z — a)* mit Konvergenzradius R um einen
anderen Punkt b im Innern des Konvergenzbereichs (d.h. um b € C mit |b — a| < R) ver-
steht man den Ubergang zur Potenzreihe Y5 d;(z — b)’ mit Entwicklungspunkt b und neuen
Koeffizienten dp = X7, ck( )(b — a)*~*. Diese neue Reihe mit Entwicklungspunkt b ergibt
sich, indem man bei der urspriinglichen Reihe mit Entwicklungspunkt a per Binomialsatz
(z—a)k =Yk =0 ( )(z = b)!(b- a)*~* ausmultipliziert und dann umsummiert. Man kann zeigen,
dass der Konvergenzradius der neuen Reihe mindestens R — |b — a| ist und dass zumindest fiir
z € Cmit |z —b| < R— |b — a| (woraus dann |z — a| < R folgt) die Werte der beiden Reihen
tibereinstimmen. Anschaulich umfasst der Konvergenzbereich der neuen Reihe mindestens die
grofite Kreisscheibe mit Mittelpunkt b, die noch ganz im Innern des Konvergenzbereichs der
urspriinglichen Reihe liegt.

Auch wenn wir Potenzreihen hier ganz allgemein eingefiihrt haben, werden wir uns im Folgenden
vor allem fiir Varianten der geometrischen Reihe, bei denen der Konvergenzradius endlich ist, sowie fiir
die Exponentialreihe und daraus abgeleitete Reihen mit Konvergenzradius oo interessieren. Wir geben
zunidchst zwei Beispiele vom einfachen geometrischen Typ.

Beispiele 5.7.8

(a) Die Potenzreihe 3'}7 | 2¥(z — 1) in der Variablen z € C hat Entwicklungspunkt 1 und kann als
geometrische Reihe zur Basis 2(z — 1) aufgefasst werden. Damit ist klar, dass Konvergenz genau
fiir |2(z — 1)| < 1 oder mit anderen Worten genau fir |z — 1| < % besteht. Der Konvergenzradius
der Reihe ist 3.

(b) Die Potenzreihe };° , "zi: in der Variablen z € C hat Entwicklungspunkt 0 und kann als geome-

2

trische Reihe zur Basis % aufgefasst werden (wobei der Startindex 4 sich auf das Konvergenzver-
halten natiirlich nicht auswirkt). Konvergenz besteht genau fiir |Z72| < 1 oder dquivalent genau

fiir |z| < V2. Der Konvergenzradius der Reihe ist V2.

Als Néachstes betrachten wir die vielleicht wichtigste Potenzreihe iberhaupt, die komplexe Exponen-
tialreihe, und nutzen diese zur Einfithrung der komplexen Exponentialfunktion:

Definition 5.7.9 Wir erkliaren die komplexe Exponentialfunktion exp: C — C iiber die (gemaf
dem folgenden Satz konvergente) komplexe Exponentialreihe

o 1
exp(z) = Z k_ fir allez € C.
k=0

Satz 5.7.10 Die Exponentialreihe der vorausgehenden Definition ist eine Potenzreihe mit Entwick-
lungspunkt 0 und Konvergenzradius co und konvergiert insbesondere fiir alle z € C absolut. Weiterhin
hat die komplexe Exponentialfunktion folgende Eigenschaften:
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(a) Fir die Approximation der komplexen Exponentialfunktion durch die Partialsummen der Expo-
nentialreihe gilt die Fehlerabschiatzung

n
1
et — Z sz
k=0

(b) Die komplexe Exponentialfunktion hat die Grenzwertdarstellung

oo

<) Liape « ey ™ el farallezeC, nen
X —IZ x -\ — Y € ur alle z , n .
k! (n+1)! (n+1)! 0

k=n+1

e® = lim (1 + Z—n) fir jede Folge (z,)nen in C mit lim z, = z
n n—oo

n—oo

(insbesondere natiirlich e = lim, (1 + %)n fur jedes z € C) und erweist sich damit als
konsistente Erweiterung der reellen Exponentialfunktion aus Abschnitt 5.3.
(c) Es gilt das allgemeine Exponentialgesetz

e“t" = e%e" fiir alle w, z € C.
(d) Es gilt die Eulersche Formel
e = cis 9 = cos 9 + i sin 9 fir alle 3 e R.
(e) Bei beliebigem M € R gilt die Lipschitz-Abschéatzung
le¥ — 7| < eMw — 2| fir alle z, w € C mit max{Re(z),Re(w)} < M

woraus die Stetigkeit der komplexen Exponentialfunktion folgt.

Ausgehend von Exponentialgesetz und Eulerscher Formel kann man sich vom Abbildungsverhalten
der komplexen Exponentialfunktion die in Abbildung 5 gezeigt Vorstellung machen.

iR iR

AN

ABBILDUNG 5. Die komplexe Exponentialfunktion exp bildet R und R+27iR auf R. ab,
zu R parallele Geraden auf Ursprungstrahlen, iR auf S! und zu iR parallele Geraden auf
(immer wieder durchlaufene) Kreise um den Ursprung.

Zudem ergeben sich verschiedene Folgerungen: Fiir jedes z € C erhalt man die Polardarstellung

e? = e®@ cis(Im(z))

von e mit |?| = eR¢(?) und Polarwinkel Im(z). Da das Bild der reellen Exponentialfunktion ganz R ist,
folgt
Bild(exp) = C\{0},
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und die gerade erwéhnte Polardarstellung ist letztlich nichts anderes als die aus Abschnitt 5.6, die jede
komplexe Zahl in C\{0} erfasst. Weiterhin folgt auch e? = € fiir alle z € C, und mit der 2z-Periodizitat
von cis ergibt sich fiir z, w € C die 2ri-Periodizitat der komplexen Exponentialfunktion

e’ =€ = wez+2riZ.
Nach diesen Ergdnzungen kommen wir zum Nachweis der Gesetzmafligkeiten.

BEweErs. Wegen limy_,, %sk = 0 fiir alle s € Ry hat die Exponentialreihe Konvergenzradius co und
ist fiir alle z € C absolut konvergent.

Wir beweisen nun die einzelnen Ungleichungen des Teils (a). Die linke Ungleichung folgt durch
Abschatzung des Reihenrests |ez — Yo} zkl = |Zk —_ kl,zk| < Yre Zntl K L|z|F mit der Dreiecksunglei-
chung. Die mittlere Ungleichung ergibt sich mit der Exponentlalre1he einer Indexverschiebung und der
Beobachtung (n+k)! = (n+ 1)! Hl-‘_z(n +i) > (n+1)! H _, i =(n+1)!k! durch die Rechnung

(o)

2k = k |z|" Ak |z|" el _
Z 12 ||Z( Tl (Hl),zk,u T

k:n+1

Die rechte Ungleichung folgt mit

el 1= —|z|k—| |Z i< |Z—|z|’< j2lel

k=1

Den Beweis des Teils (b) gehen wir durch Ausmultiplizieren mittels Binomialsatz

k-1

Z\" o (n) 2 . . .
(1 + —) = Z k= Z tk.nZy, mit der Abkiirzung #; , == P 1—[
" k=0 n k=0 n

an. Dabei gilt offensichtlich lim, e tk, = #; fiir alle k € Ny, woraus sich fiir die Summe mit n-abhéngiger
Zahl von Summanden aber nicht direkt eine Folgerung ziehen lasst. Wir fithren deshalb eine beliebige
Obergrenze m € N ein, und schétzen fiir n > m mit der Dreiecksungleichung und der Abschétzung
0 <ty < % furk € {1,2,..., n} wie folgt ab:

Za\" O L J N k k n k L g
n
'(H;) < O (tenh = ) | D || D 2
k=0 k=m+1 k=m+1
m n
1 1
k k k k
<Dz - [+ D el Y el
k=0 k=m+1 =m+1

Wegen lim,_,0 ty, = % und lim,_, Z],; = ZF fiir alle k € N, geht nun der erste Term auf der rechten
Seite (mit der festen Zahl m + 1 von Summanden) fiir n — oo gegen Null, wahrend der zweite Term fiir
n> 1durch 3,7 % (2|z|)* nach oben abgeschatzt ist. Insgesamt erhalten wir daher

n oo (o)
. Zp\" 1, 1 k k .. .
hslsoljp (1 + ;) - ; EZ < kzzm;rl E(2|z|) + kzzm;rl o |z fiir beliebiges m € N.

Wir kénnen nun auch den Grenziibergang m — oo durchfiithren. Da es sich um Reihenreste der Ex-
ponentialreihe an den Stellen 2|z| und |z| handelt, gehen dann die Terme rechts gegen Null, und der
Limes Superior auf der linken Seite ist tatsachlich ein Limes mit Wert Null. Wir erhalten also erst
limy 0 | (14 2)" = 37_, £2*| = 0 und daraus dann mit

Zn\ " S 1
I (1+—”) = 1 gk =
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die behauptete Grenzwertdarstellung der Exponentialfunktion.

Teil (c) des Satzes (fiir x € Ry() wurde in den Lernwerkstatten durch Berechnung des Cauchy-
Produkts zweier Exponentialreihen bewiesen.

Zum Beweis von Teil (d) gehen wir von den aus Abschnitt 5.6 bekannten Ungleichungen 1 > cos 9 >
V1 - 9% fur § € [-1,1] aus. Fur beliebiges 9 € R lassen sich diese auf% mit n > 1 anstelle von &
anwenden und zeigen

—92
O>n(cosﬁ—1)>n(\/1—‘9—§—1) — 0.
4 " nZ — 924 p no®

Per Einschachtelungsprinzip folgt lim,_,o n( cos % — 1) = 0. Ahnlich nutzen wir nun die Ungleichungen
¢ > sind > Jcos d fir & € [0, 7] aus Abschnitt 5.6. Fir 3 € R und n > 1 bekommen wir daraus
g

n

— 9

g > nsin% > Jcos
n—oo

und somit lim,_,. n sin % = U, wobei letzteres wegen der ungeraden Paritit von sin sogar fiir alle ¢ € R
richtig bleibt. Fiir cis = cos +i sin haben wir in Zusammenfassung der gerade betrachteten Grenzwerte
lim n(cis%—l) =id fir alle 3 e R

n—oo

gezeigt. Fiir gegebenes & € R kombinieren wir dies nun mit Teil (b) fiir z, := n(cis £ - 1) — i% und

n—oo
der Formel von De Moivre aus Abschnitt 5.6 zu
n

. n g
e’ = lim (1+ Z—") = lim (cis—) =cisJ.
n—oo n n—oo n
Zum Beweis von Teil (e) benutzen wir |a — b|?> = (a — b)(a - b) = |a|? + |b|* — ab — @b fiir a,b € C.
Zudem schreiben wir w,z € Cals w = u+ivund z = x+iy mit v, 0, x, y € R. Mit zweimaliger Anwendung
der gerade angegebenen Regel, dem Exponentialgesetz aus (c) und |e”’| = |e'Y| = 1 erhalten wir dann

2 2 2 B — .

e — " = [e”]” + |e*]" — V&% — ee” = (%) + (e¥)” + ee™( — eel¥ — elvel)
= (eu)2 + (ex)2 —2e"e” +e"e* (2 — el —ele’) = (e — ex)2 + euex|e”’ - e1y|

Mit der fundamentalen Ungleichung e’ > 1+t fiir t € R aus Abschnitt 5.3 kénnen wir fiir x < u < M
nun |e* —e*| = e*(1—e* ) < eM(u—x) = eM|u—x| und fiir u < x < M analog |e* —e*| = e¥(1—e* ™) <
eM(x —u) = eM|u — x| abschitzen. Aus Teil (d) und der fundamentalen Ungleichung fiir cis aus Abschnitt
5.6 bekommen wir zudem |e" — e'¥| = |cisv — cisy| < |v — y|. Wenden wir diese Beobachtungen auf der
rechten Seite der vorausgehenden Abschitzung fiir [e¥ — e?|? an, so ergibt sich fiir w = u + iv, z = x + iy
mit max{x, u} < M insgesamt

e - ez|2 < (eMu - x|)2 +eMeMly —y)? = (eM)le —z|%.

Durch Ziehen der Quadratwurzel erhalten wir dann die letzte Behauptung. m]

Aufbauend auf der komplexen Exponentialfunktionen lassen sich verschiedene weitere Grundfunk-
tionen im Komplexen einfithren.

Korollar 5.7.11 Zu jedem z € C\{0} existiert ein komplexer Logarithmus w € C mit e” = z, der
(nur) bis auf Addition von 2xik mit k € Z eindeutig ist. Die Abbildung

Log: C\ {0} - R+i(-m, x],

die einer Zahl in C\{0} den eindeutigen Logarithmus w mit Im(w) € (-, 7] zuordnet, heif3t der
Hauptzweig des komplexen Logarithmus und ist bijektiv von C\{0} auf R + i(—r, ]. Mit der in
Abschnitt 5.6 eingefithrten Argumentfunktion arg: C\{0} — (-, 7] gilt hierbei Log(z) = log|z| +
iarg(z) fir alle z € C\{0}. O
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Korollar 5.7.12 Die Potenzen mit reellen Exponenten aus Abschnitt 5.3 werden durch
b* = etlogh firbeRyg,seC
verallgemeinert. Neben den iiblichen Potenzgesetzen gilt hierfiir auch |b*| = bRe(). ]

Bemerkung 5.7.13 Allgemeiner noch kann man z° := exp(s Log z) fir z € C\{0}, s € C definieren,
doch dies ist weniger iiblich und natiirlich. Schon fiir s = 7 handelt es sich bei z2 = exp(3 Logz) um
diejenige der beiden Quadratwurzeln aus z mit Polarwinkel in ( — % 2] was relativ willkiirlich scheint

und wofiir (zw)? = zzw? nicht allgemein gilt.

Korollar 5.7.14
(a) Die Kreisfunktionen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens werden durch

eiz + e—iz ) eiz _ e—iz
cosz:i=— firzeC, sinzg:=——— furzeC,
2 21
sinz cosz ..
tanz := fuirzeC\ (2Z+1)Z, cotz = — furze C\ Zrn,
cosz sinz

konsistent auf komplexe Argumente erweitert und sind auf ihren Definitionsbereichen stetig.
Der Sinus und der Kosinus besitzen die Potenzreihenentwicklungen

( 1) 2k+1

2k+1)' firz e C

k
z fir z € C, sinz =
> e

mit Entwicklungspunkt 0 und Konvergenzradius oo, und es gilt
cos’z+sinz =1 furallez e C.

(b) Die Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus, Kosinus hyperbolicus, Tangens hyperbolicus
und Kotangens hyperbolicus werden durch

e +e’? e? — g2
coshz = 5 fur z € C, sinhz:zT fir z € C,
sinhz _ﬂ coshz )
tanh z := furze C\ (2Z+1)iZ, cothz := — furz € C\ Zir,
cosh z sinh z

konsistent auf komplexe Argumente erweitert und sind auf ihren Definitionsbereichen stetig.
Der Sinus hyperbolicus und der Kosinus hyperbolicus besitzen die Potenzreihenentwicklungen

> 1 — 1
coshz = kZ: (Zk)!ZZk firz € C, sinhz = ; mz%“ firzeC
=0 =0

mit Entwicklungspunkt 0 und Konvergenzradius oo, und es gilt

cosh?z —sinh®z =1 fir allez € C. m|

Wir schlieflen dieses Kapitel nun mit einem Ausblick zur tatsachlich noch viel weiter fithrenden
Theorie von (Potenz-)Reihen ab:

Weiterfithrende Bemerkung 5.7.15 Tatsichlich lassen sich fiir alle Grundfunktionen der Analysis
Potenzreihenentwicklungen angeben, und mit Differential- und Integralrechnung wird spater auch
die systematische Bestimmung solcher Entwicklungen moglich. Wir erwahnen hier ohne Beweis zwei
grundlegende und interessante Falle:
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e Die Logarithmusreihe

o (—1)k! k . )
Z 2 = Log(1+z) fur z € Cmit |z| < 1
k=1

mit Entwicklungspunkt 0 hat Konvergenzradius 1. Mit etwas Aufwand (Konvergenzkriterium
von Dirichlet und Abelscher Grenzwertsatz) kann man tatsachlich zeigen, dass diese Reihe auch
fiir Randpunkte z € S!\{-1} nicht-absolut konvergent mit Wert Log(1 + z) ist. Als Spezialfille
gibt dies Konvergenz und Wert interessanter Reihen: Fiir z = 1 erhalten wir die alternierende
harmonische Reihe

1 1+ log 2
- — ——x...=10 .
p g

1
+_
5

W =
==

+

N | =

Fir z = i ergibt sich
> (D O (=) 1
Z¢+izu:Log(1+i):—log2+i£,
i 2t £ 20 +1 2 4

wobei die Realteile wieder auf die alternierende harmonische Reihe, die Imaginéarteile auf die
Leibnizsche Reihe

1 1 1 1 1
l——+-——-+—-——*...==
3 5 7 9 11 4
fithren.
e Die Binomialreihe
S\ _k _ s . .
Z i )? =(1+2) firz € Cmit |z| < 1
k=0

mit Parameter s € C und Entwicklungspunkt 0 hat fir s € C\Ny Konvergenzradius 1 und ergibt
die mit dem Logarithmus-Hauptzweig definierte Potenz (1 + z)* = exp(s Log(1 + z)) (wie etwas
frither in einer Bemerkung erwihnt). Im Fall s € N, vereinfacht sich die Reihe wegen (;) = 0
fir k € N5, zu einer endlichen Summe, deren Wert durch den Binomialsatz aus Abschnitt 4.3
gegeben ist. Formal hat die Reihe fiir s € Ny daher Konvergenzradius oo.



KAPITEL 6

Vektorriume und lineare Abbildungen

In diesem Kapitel behandeln wir eine systematische Theorie von Vektorriaumen und linearen
Abbildungen zwischen Vektorraumen als abstrakte algebraische Bildungen dhnlich den frither in Kapitel
3 eingefithrten. In engem Wechselspiel damit steht aber tatsichlich auch konkreteres Rechnen mit
Vektoren und Matrizen.

6.1. Vektorraume und Untervektorraume

Wir beginnen mit der grundlegenden Definition der Theorie.

Definition 6.1.1 Sei (K, +, - ) ein Korper. Ein K-Vektorraum oder Vektorraum iiber K ist ein Tripel
(V,+,-) aus einer Menge V und Abbildungen

+: VXV >V und KXV -V,

genannt die (Vektor-)Addition und die Skalarmultiplikation des Vektorraums, so dass folgende
Vektorraumaxiome erfiillt sind:

e Bei (V,+) handelt es sich um eine abelsche Gruppe.
e Es gelten die Distributivgesetze

(s+1t)v=(s0)+ (tv), s(v+w) =(s0v)+ (sw) fuirs,t e K,o,weV.
e Es gelten das Assoziativgesetz und die Neutralitat der Eins
(st)-v = s-(t0), 1xv =0 furs,te K,veV.

Dabei haben wir die Symbole + und - sowohl fiir die Vektoraddition und die Skalarmultiplikation als auch
die Korperaddition und -multiplikation verwendet, obwohl es sich um unterschiedliche Operationen
handelt und diese in den Vektorraumaxiomen vermischt auftreten. Da sich die zugehorigen Operationen
oft aus dem Kontext ergeben, bezeichnen wir statt (K, +,-) und (V,+, - ) oft auch nur K als Kérper und
V als K-Vektorraum. Die Elemente des Vektorraums V nennen wir Vektoren, die des Grundkorpers K
dagegen Skalare. Dass neutrale Element der abelschen Gruppe (V, +) bezeichnen wir als Nullvektor
Oy oder kurz 0.

Bemerkungen 6.1.2

e Wir verwenden fiir Vektoren und Skalare dieselben Konventionen zur Notationsvereinfachung
wie fiir Zahlen oder Ring-/Korperelemente, also das Einsparen des Malpunkts, die Notationen
—v fiir das additiv Inverse zu v € V und v — w := v + (—w) fiir die Differenz von v, w € V und
die iiblichen Konventionen zur Klammereinsparung wie ,Punkt- vor Strichrechnung®. Zudem
erlauben wir auch, die Skalarmultiplikation in umgekehrter Reihenfolge zu Notieren, vereinbaren
also

V-S:=§-0 firseK,veV.

e Fir das Rechnen mit einem Vektor v € V, einem Skalar s € K sowie den neutralen Elementen
Oy € V und 0g, 1x € K (die wir in Zukunft meist ohne die Indizes y und g notieren werden)
gelten die Grundregeln

Ogo = Oy, sOy = Oy, sv =0y = (SIOK\/U:OV), (—1[()2):—0.

174
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Begriindungen: Aus dem ersten Distributivgesetz erhalten wir 0v + 0v = (0 + 0)v = 0v und kommen
dann durch Subtraktion von 0v auf die erste Regel 0v = 0. Analog gibt das zweite Distributivgesetz
s0 + 50 = s(0 + 0) = s0, woraus die zweite Regel folgt. Fiir die dritte Regel gehen wir von sv = 0 aus und
nehmen ohne Einschrinkung s # 0 an. Mit dem Reziproken s™! zu s im Kérper K, der Neutralitit der
Eins, dem Assoziativgesetz und der gerade bewiesenen zweiten Regel bekommen wir dann v = 10 =
(s7!s)o = s71(sv) = s710 = 0, also die Behauptung. Fiir die letzte Regel rechnen wir in dhnlicher Weise
v+ (-1)v =10+ (—=1)v = (1 + (—1))o = 0v = 0 und lesen ab, dass (—1)v das additiv Inverse —v zu v ist.)

Weiterfithrende Bemerkung 6.1.3 (zu Verallgemeinerungen des Vektorraumkonzepts) Allgemei-
ner als oben kann man das Konzept des Vektorraums auch tiber Schiefkérpern K (also bei nicht-
kommutativer Kérpermultiplikation) einfiithren. Es ist dann allerdings zwischen K-Linksvektorrdumen
und K-Rechtsvektorraumen zu unterscheiden, wobei erstere wie oben und zweitere mit Skalarmultipli-
kation ,von rechts® -: V X K — V und daran angepassten Axiomen wie dem Rechts-Distributivgesetz
v-(st) = (v-s)-t definiert werden. Die oben getroffene Konvention v-s = s-v wiirde iiber Schiefkérpern
schnell zu Irritation fithren und ist in dieser Allgemeinheit nicht sinnvoll. Abgesehen von etlichen Unter-
scheidungen zwischen ,Links-Begriffen und ,Rechts-Begriffen® verlduft die Theorie tiber Schiefkérpern
aber relativ weitgehend analog zu der tiber Korpern.

Noch allgemeiner gibt es auch tiber einem Ring R das zum K-Vektorraum analoge Konzept des
R-Moduls. Auch hier ist bei nicht-kommutativen R zwischen R-Linksmoduln und R-Rechtsmoduln zu
unterscheiden. Moduln verhalten sich im Allgemeinen deutlich weniger gutartig als Vektorraume, begin-
nend schon damit, dass die dritte Regel im zweiten Punkt von Bemerkung 6.1.2 oben nicht tibertragen
werden kann. Daher unterscheidet sich diese Theorie wesentlich von der der Vektorraume.

Beispiele 6.1.4
(a) Der Nullvektorraum {0}, der als einzigen Vektor den Nullvektor enthalt, ist (mit der einzig
moglichen Vektoraddition und Skalarmultiplikation) ein Vektorraum iiber jedem Korper.
(b) Jeder Korper ist (mit der Koérperaddition als Vektoraddition und der Koérpermultiplikation als
Skalarmultiplikation) ein Vektorraum iiber sich selbst.
(c) Als Hauptbeispiel betrachten wir fiir einen Koérper K und n € N den K-Vektorraum K" mit der
komponentenweisen Addition

X1 Y1 X1ty1

X2 Y2 X2+ .

S+ = fir x1, y1, X2, Y2, .. ., X, yYp €K
Xn Un XntUn

als Vektoraddition und der durch

X1 $X1
X2 SX2

s 1 =1 : fir s, x1,x9,...,x, € K
Xn SXn

definierten Skalarmultiplikation. Dabei haben wir, wie ab jetzt oft, Tupel als Spaltenvektoren

X1
X2
Xn

notiert, wobei die Spaltenvektoren und Tupel (letztere mit Kommata!) aber von ab Abschnitt 6.3
verwendeten Zeilenvektoren (x; x5 ... x,) (ochne Kommata!) zu unterscheiden sind.
Besonders werden wir im Folgenden K = R im Auge haben und haben dann auch eine
gewisse Anschauung des R-Vektorraums R": Wie frither schon oft bemerkt entspricht namlich
R einer Gerade, R? einer Ebene und R? einem Raum. Beim allgemeinen R" mit n € N kann man
an eine Art ,Raum mit n (beidseitig unendlichen) Richtungen® denken. In dhnlicher Weise ist
fir n € N und jeden K-Vektorraum V auch das n-fache Produkt V" ein K-Vektorraum sowie

= (x1,X2,...,%,) € K"
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allgemeiner fiir n € N und K-Vektorrdume Vj, V3, ..., V;, auch das Produkt V; X V, X ... X V}, ein
K-Vektorraum (jeweils mit der komponentenweisen Addition und der zum Vorausgehenden
analogen Skalarmultiplikation).

(d) Ist K ein Teilkorper eines Korpers L, so ist jeder L-Vektorraum, etwa L selbst oder L"” mit n € N,
auch ein K-Vektorraum (mit entsprechend eingeschrankter Skalarmultiplikation). Hieraus ergibt
sich zum Beispiel, dass der C-Vektorraum C auch R- und Q-Vektorraum sowie der R-Vektorraum
R3? auch Q-Vektorraum ist.

(e) Fir jede Menge X und jeden Vektorraum V iiber einem Korper K ist auch Abb(X, V) mit der
punktweisen Addition und der durch (s-f)(x) := s(f(x)) € V furs € K, f € Abb(X,V),
x € X definierten Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum. Fir konkrete X und V werden
sich auch Teilmengen von Abb(X, V) wie etwa die Mengen der stetigen, differenzierbaren oder
integrierbaren Funktionen X — V oder gewisser Homomorphismen X — V oft als Vektorraume
erweisen.

(f) Der Polynomring K[X] tiber einem Korper K ist mit der Polynomaddition und der durch

s(arXi 4+ ar X+ o+ aXP+ a X + ag) = sapXl + sap X+ .+ sa X2 + saiX + sa

fiir £ € Ny, s, a9, a1, ay, . . ., ar-1, ar € K definierten Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum. Auch
die Teilmenge {p € K[X]|Grad(p) < n} der Polynome vom Grad < n und die Teilmenge
{aX? M v a, X+ +a X+ a1 X3 +apX | £ € Ny, ag, a1, az,...,a,-1,a; € K} der ungeraden

Polynome sind mit derselben Addition und Skalarmultiplikation K-Vektorraume.

Wie fiir die algebraischen Strukturen des Kapitels 3 in Abschnitt 3.3 gesehen, lassen sich auch fiir
Vektorraume Unterstrukturen erklaren.

Definition 6.1.5 Sei K ein Korper. Ein K-Untervektorraum eines K-Vektorraums V ist eine Teilmenge
U von V mit folgenden Eigenschaften:

e Oy € U fir den Nullvektor Oy von V,
e Abgeschlossenheit unter Vektoraddition: v + w € U fiir alle v, w € U,
o Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation: sv € U fir alles € K, v € U.

Gelegentlich bezeichnen wir einen Untervektorraum auch kurz als Unterraum.

Bemerkungen 6.1.6

e Da ein Untervektorraum zumindest den Nullvektor enthalt, ist er insbesondere # 0.

e Aus der Abgeschlossenheit eines K-Untervektorraums U von V unter Skalarmultiplikation folgt
wegen —v = (—1)v seine Abgeschlossenheit auch unter Negation im Sinn von —v € U fiir alle
v € U. Die Abgeschlossenheit unter Addition und Negation bedeuten zusammen, dass U dann
auch stets auch additive Untergruppe von V ist.

e Die Definition des Untervektorraums wurde (natiirlich!) so getroffen, dass jeder K-Untervek-
torraum mit entsprechend eingeschriankter Addition und Skalarmultiplikation selbst ein K-
Vektorraum ist.

Beispiele 6.1.7

(a) Fir jeden K-Vektorraum V sind der Nullvektorraum {0} und der ganze Vektorraum V zwei
K-Untervektorraume von V (und offensichtlich der kleinst- und grofitmogliche solche).

(b) Erste Beispiele fiir Untervektorrdume ergeben sich aus den Beispielen (d), (e) und (f) zu Vek-
torraumen: Konkret ist etwa R ein R-Untervektorraum und Q-Untervektorraum von C, Q3 ist
ein Q-Untervektorraum von R3, und R x {(0,0)} x R x {0} ist ein R-Untervektorraum und
Q-Untervektorraum von R®. Auch sind iiber einem beliebigen Kérper K die im vorigen Beispiel
(f) angegebenen Teilmengen von K[X] stets K-Untervektorraume von K [X].
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(c) Standard-Beispiele von K-Untervektorrdumen eines K-Vektorraums V sind
Kv={su|s € K} und Kv+Kw={sv+tw]s,t € K}

mit dem Grundkorper K und festen Vektoren v, w € V. Zwei konkrete Beispiele dieses Typs sind
die R-Untervektorraume

R(2)={(%)|ser] und  R(VZ)+Rr(}) ={(+2)]steR)

—s+4t
von R3 und R2. Anschaulich entspricht dabei ersterer eine Gerade in R3, fiir zweiteren wird
etwas spiter klar, dass er mit der ganzen Ebene R? iibereinstimmt.

Bemerkung 6.1.8 Sei W ein Vektorraum iiber einem Korper K. Fiir K-Untervektorrdume U und V von
W geben der Schnitt U NV und die Summe U+V = {u+o|u € U,v € V} wieder K-Untervektorrdume
von W. Begriindung: Offensichtlichist 0 € U NV und 0 € U + V. Daneben sind diese Eigenschaften zu
zeigen:

e Abgeschlossenheit von U N V unter Addition: Fiir wy, w, € U NV ist einerseits mit wy, w, € U
auch w; +w; € U, andererseits mit wy, w, € V auch w; +w, € V, insgesamt also w; +w; € UNV.

e Abgeschlossenheit von U N V unter Skalarmultiplikation: Fiir s € K, w € U NV ist einerseits
mit w € U auch sw € U, andererseits mit w € V auch sw € V, insgesamt alsosw e UN V.

e Abgeschlossenheit von U + V unter Addition: Fir wy, w, € U + V ist wy = uy + 01, Wy = tp + 0,
mit uy, uy € U, 01,03 € V, und wir bekommen w; + wy = (u; + up) + (v1 +03) € U + V.

e Abgeschlossenheit von U + V unter Skalarmultiplikation: Firs € K, w € U + V ist w = u + v mit
u €U, v e V,und wir bekommen sw =su+so e U + V.

Analog ergibt sich, dass sogar der Schnitt ();c; U; einer beliebigen Familie (U;);e; von K-Untervektorraumen
von W und die Summe }\} | U; = {Z?zl ujlu; e Upfiri = 1,2.. .,n} einer endlichen Zahl n € N von
K-Untervektorraumen Uy, Us, . .., U, von W wieder K-Untervektorraume von W sind.

Dagegen ist die Vereinigung U U V von K-Untervektorraumen U und V von W normalerweise
kein K-Untervektorraum von W, da fir u € U, v € V zwar u,0 € UUV, aber im Allgemeinen nicht
u+ov € UUYV gilt. Tatsachlich ist U UV ausschlief3lich in der trivialen Situation, dass U € V oder V C U
gilt und somit U U V mit U oder V selbst ibereinstimmt, wieder ein K-Untervektorraum von W.

In erneuter Anlehnung an Abschnitt 3.3 betrachten wir als Nachstes erzeugte Unterstrukturen, die sich
hier bei Vektorraumen schnell als eng verbunden mit sogenannten Linearkombinationen herausstellen
werden:

Definition 6.1.9 Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und A eine beliebige Teilmenge von V.
e Eine K-Linearkombination von n € N, Vektoren vy, v,,...,v, € V ist ein Vektor

n
Z/L”Oi :/11’01 +/12’02 +~--+Anvn %
i=1
mit Koeffizienten A, Az, ..., A, € K. Sind alle Koeffizienten gleich Null, so heif3t die Linear-
kombination trivial, ist mindestens einer ungleich Null, so heif3t sie nicht-trivial. Weiterhin
bezeichnen wir einen Vektor in V als K-Linearkombination von Vektoren aus A, wenn er fiir
irgendein n € N eine K-Linearkombination von n Vektoren aus A ist’.

IBeim Begriff der Linearkombination gehen also auch fiir unendliche Mengen A nur endliche Summen ein. Unendliche
Summen haben wir in einem beliebigen Vektorraum tatséchlich auch gar nicht zur Verfiigung.

Am Rande sei angemerkt, dass wir oben fiir n = 0 die leere Summe Y.%_, A;0; als den Nullvektor verstehen. Mit dieser
Konvention ist der Nullvektor formal K-Linearkombination von 0 Vektoren und auch K-Linearkombination von Vektoren
aus (. Spater erspart uns dies bisweilen, solche trivialen Situationen explizit ausschlieffen zu miissen.
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e Der von A aufgespannte oder von A erzeugte K-Untervektorraum von V oder die K-lineare
Hiille von A in V ist der (beziglich ,C) kleinste K-Untervektorraum U von V mit A C U. Er
wird als Span(A), SpangA oder (A) notiert. Fiir als Liste angegebene, endliche oder abzéhlbare
Mengen A verzichten wir bei dieser Notation gelegentlich auf Mengenklammern und schreiben
beispielsweise (vy, vy, . ..) fir ({vy,vy,...}) oder Span(vy, vy, ...,v,) fir Span({vy, 02, ...,0,}).

Satz 6.1.10 Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und A eine beliebige Teilmenge von V. Dann
existiert SpangA und erfiillt

SpangA = {w € V| w ist K-Linearkombination von Vektoren aus A} .
Die rechte Seite kann dabei auch als (2 Uy, 0,...0,ev 2i=1 Kv; ausgedriickt werden.

BeEweEis. Sei LKg (A) die im Satz auftretende Menge der Linearkombinationen. Es ist zu zeigen, dass
LKk (A) ein K-Untervektorraum von V mit A C LK (A) ist und zudem LKk (A) C U fiir jeden anderen
K-Untervektorraum U von V mit A C U gilt.

Dabei ist A € LKk (A) weil jedes w € A mit w = 1w Linearkombination von sich selbst ist. Ebenso
klar ist 0 € LKk (A) und die Abgeschlossenheit von LKg(A) unter Skalarmultiplikation. Dass LKk (A)
abgeschlossen unter Addition und damit K-Untervektorraum von V ist, kann man so begriinden: Sind
o,w € LKg(A), alsov = 27 Ao, und w = 2?21 Am+jOmsj mit myn € Ny, v; € A, A; € K, so ist
offensichtlich auch v + w = 2.71" A;0; € LKk (A).

Ist U ein weiterer K-Untervektorraum von V mit A C U, so erhalten wir LKx(A) € U wie folgt: Fur
v € LKg(A) isto =", Loy mitm e N,v; € A, A; € K. Wegen A C U sind dann v; € U und wegen der
Abgeschlossenheit des Untervektorraums U unter Skalarmultiplikation und Addition folgen A;jv; € U
undo = 372, Aiw; € U. o

Bemerkung 6.1.11 Die generelle Existenz von SpanyA ergibt sich mit dem vorausgehenden Beweis.
Alternativ kann man die Existenz mit dem Standard-Ansatz zeigen, dass der kleinste K-Untervektorraum
U von V mit A C U sich als Durchschnitt aller K-Untervektorrdume U von V mit A C U ergibt.

Beispiele 6.1.12
(a) Da der Nullvektorraum {0} stets der kleinste Untervektorraum ist, gelten (@) = {0} und ({0}) =
{0} in jedem Vektorraum.
(b) In jedem Vektorraum V tiber einem Korper K geben

(v) = Ko und (v1,09,...,0p) = Koy + Kvy + ... + Ko,

mito € Vbzw.n € Nundo;,v,,...,0, € Vim Wesentlichen schon betrachtete Standard-Beispiele
von Untervektorraumen.

(c) Im R-Vektorraum R ist Spangy A = R fiir jede Teilmenge A C R auler A = @ und A = {0}. Als fiir
unsere Betrachtungen eher randstandige Beispiele im Q-Vektorraum R erwéahnen wir aber noch

SpangQ = Q und Spang (R\Q) =R.

Zum Abschluss dieses Abschnitts beschreiben wir noch in Kirze, wie mit Untervektorraumen
einerseits affine Unterraume, andererseits — ein weiteres Mal analog zu Abschnitt 3.3 — Faktorraume
gebildet werden konnen.

Definition 6.1.13 Seien K ein Kérper und V ein K-Vektorraum. Ein affiner Unterraum von V ist
eine Teilmenge der Form x + U von V mit beliebigem x € V und einem K-Untervektorraum U von V.

Bemerkungen 6.1.14 Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.
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e Ein affiner Unterraum A von V erfiillt A = x + U fiir jedes beliebige x € A und einen festen
K-Untervektorraum U von V. (Dies ergibt sich, weil fir x € x + U stets x + U = x + U gilt.) In
Anlehnung an die folgenden Beispiele bezeichnet man dabei manchmal x als Aufpunkt und U
als Raum der Richtungen von A.

e FEin affiner Unterraum A von V ist genau dann ein K-Untervektorraum von V, wenn 0 € A gilt.
(Dies folgt aus der vorigen Bemerkung mit x = 0 oder auch direkter.)

e Auch der von einer nicht-leeren Teilmenge von V aufgespannte affine Unterraum von V kann
als der kleinste affine Unterraum von V, der die Teilmenge enthilt, sinnvoll erklart werden. Da
jeder nicht-leere Schnitt von affinen Unterrdumen (wie man aus den vorausgehenden Punkten
sieht) wieder ein affiner Unterraum ist, ergibt sich auch die generelle Existenz aufgespannter
affiner Unterraume mit der iiblichen Durchschnitts-Konstruktion.

Beispiele 6.1.15
(a) Ein affiner Unterraum
x+{(w)=x+Ro
mit Aufpunkt x € R” und Richtungsvektor v € R"\{0} entspricht einer Gerade in R". Dabei
sind weder x noch v, aber schon (v) = Ro eindeutig durch den affinen Unterraum bestimmt.
(b) Ein affiner Unterraum
x + {(v1,03) = x + Ro; + Ro,
mit Aufpunkt x € R" und Richtungsvektoren v;, v; € R"\{0}, so dass Rv; # Ruo,, entspricht einer
Ebene in R™. Dabei sind weder x noch (v;) = Ro; noch {v;) = Ro,, aber schon (v, v2) = Ro;+Ro,
eindeutig durch den affinen Unterraum bestimmt.

Zuletzt kommen wir in diesem Abschnitt zu Faktorraumen, die fiir Vektorraume ganz analog zu den
schon in Abschnitt 3.3 behandelten Faktorgruppen und Faktorringen erklart werden.

Definition 6.1.16 Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Unter
dem Faktorraum V /U (lies: V durch U oder V modulo U) versteht man die Quotientenmenge

VIU:={x+U|x eV}

(beziiglich der durch x ¥y : = y — x € U gegebenen Aquivalenzrelation mit zugehérigen Aquivalenz-
klassen [x]y = x + U = {x + u|u € U}) zusammen mit der durch

(x+U)+(y+U)=(x+y)+UeV/U firx+U,y+U € V/U,
s(x+U)=sx+U€V/U fuirseK,x+UeV/U
definierten Vektoraddition und Skalarmultiplikation.

Bei Vektorraumen verhilt sich diese Bildung sogar besonders gutartig. Anders als etwa bei Gruppen
oder Ringen erhélt man ndmlich ganz allgemein und ohne Zusatzbedingung an den Untervektorraum U
als Quotient V /U stets wieder einen Vektorraum:

Satz 6.1.17 Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Dann sind
die Addition und Skalarmultiplikation der vorigen Definition wohldefiniert, und der Faktorraum V /U
ist mit diesen Operationen ein K-Vektorraum.

Beweis. Dass die Vektoraddition wohldefiniert und V /U mit dieser eine abelsche Gruppe bildet,
wissen wir aus Abschnitt 3.3 (denn in der abelschen Gruppe (V, +) ist die Untergruppe U auch Normal-
teiler).

Fir die Wohldefiniertheit der Skalarmultiplikation betrachten wir zwei Reprasentanten x, x” € V
einer Aquivalenzklasse x’+U = x+ U € V/U. Aus x’ — u € U folgt dann mit der Abgeschlossenheit von
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U unter Skalarmultiplikation sx” — sx = s(x’ — x) € U. Mit sx’ + U = sx + U sehen wir dann, dass der
s:(x + U) definierende Ausdruck sx + U nicht von der Reprasentantenwahl abhéngt.

Somit bleiben nur die Vektorraumaxiome fiir V /U aus den Definitionen und den Vektorraumaxiomen
von V abzuleiten. Zum Beispiel rechnet man fiir das zweite Distributivgesetz

s((x+U)+(y+U))=s((x+y)+U)=s(x+y)+U=(sx+sy)+U =(sx+U) + (sy+ U)

fir s € K, x,y € V. Die weiteren Axiome weist man ganz dhnlich nach. O

Bemerkung 6.1.18 Die Elemente von V /U sind die affinen Unterrdume von V, die den festen Unter-
vektorraum U als Raum von Richtungen haben. Speziell fiir eine Ursprungsgerade U bzw. eine Ebene
U durch den Ursprung in R", besteht R"/U aus allen zu U parallelen Geraden bzw. Ebenen in R”. Das
Rechnen in diesen Faktorraumen kann man daher als ein Rechnen mit parallelen affinen Unterraumen,
parallelen Geraden bzw. parallelen Ebenen auffassen.

6.2. Basen von Vektorriumen und der Dimensionsbegriff

Als Nachstes wollen wir ausgehend von einem System nur einiger Vektoren eines Vektorraums alle
anderen Vektoren auf eindeutige Weise als deren Linearkombinationen beschreiben. Die gutartigen
Systeme, beziiglich denen dies moglich sein wird, heiflen Basen. Bevor wir zu diesen kommen, fithren
wir aber zunéchst ein vorbereitendes und ebenfalls wichtiges Konzept ein:

Definition 6.2.1 Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

e Wir nennen m € N Vektoren vy,9y,...,0,, € V linear unabhangig (iiber K), wenn fir alle
A1, Agy ..o, Ay € K die Implikation

D=0 = h=l=..=lp=0

J=1

gilt. Andernfalls heiflen vy, 0s, . .., v, linear abhiangig (iiber K).

e Wir nennen eine Teilmenge A von V linear unabhingig (iiber K), wenn jede endliche Zahl
von Vektoren aus A (ohne Mehrfachnennung desselben Vektors) tiber K linear unabhéngig ist,
wenn also die Implikation },,cp4,v =0 = Vo € E: A, = 0 fiir alle endlichen Teilmengen E
von A und alle mit E indizierten Familien (4, ),ecg von Elementen von K gilt. Andernfalls heifit A
linear abhingig (iiber K).

In gleicher Bedeutung sprechen wir auch von K-linear unabhéngigen und von K-linear abhéngigen
Vektoren und Mengen.

Bemerkungen 6.2.2

e Lineare (Un-)Abhéangigkeit endlich vieler Vektoren und endlicher Teilmengen sind im Wesent-
lichen dieselben Konzepte. Genauer sind Vektoren vy, 0y, . .., 0, mit m € N genau dann linear
unabhingig, wenn sie alle verschieden sind und {vy, vy, ..., 0y} linear unabhéngig ist.

e Die lineare Unabhéangigkeit eines einzelnen Vektors v; € V (Fall m = 1 in der Definition) bedeutet
einfach v; # 0.

e Die lineare Unabhangigkeit zweier Vektoren vy, v, € V (Fall m = 2 in der Definition) bedeutet v; #
0 und v, # so; fiir alle s € K. Fir K = R bedeutet dies anschaulich, dass zwei linear unabhéngige
Vektoren nicht auf derselben Ursprungsgerade liegen, also beide von Null verschieden sind und
nicht in dieselbe, aber auch nicht in exakt entgegengesetzte Richtungen zeigen.
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e Im Fall V = K" mit n € N (auf den wir demnéchst andere Félle werden reduzieren konnen) ist
zum Priifen linearer Unabhéngigkeit ein lineares Gleichungssystem zu l6sen. Sind genauer

an apg ais adim

az az azs azm n
01:( : ),02=( : ),03:( : ),---,Um:( : )EK

Aan1 Aan2 an3 Anm

gegeben, gilt also mit anderen Worten v; = )7, a;je; fur j = 1,2,3,..., m mit Koeffizienten
a;j € K und den kanonischen Basisvektoren e; des K", so bilden die n skalaren Komponenten-
Gleichungen der Vektor-Gleichung )72, A;0; = 0 das Gleichungssystem

all)tl + 012/12 +...+ alm)tm =0,
a21)L1 + azz/lz +...+ azm)Lm =0,

an1A1 + an2A2 +...+ anm/lm =0

fur die m Variablen A4, Ay, ..., A, € K. Ist die triviale Losung A; = A, = ... = A,,, = 0 (die offen-
sichtlich immer eine Losung ist) die einzige Losung des Gleichungssystems, so sind vy, vy, . . ., U
iiber K linear unabhéngig. Gibt es neben der trivialen Losung weitere Losungen, so sind
01,02, . ..,0p, Uber K linear abhangig.

Beispiel 6.2.3 Als vereinfachtes Beispiel untersuchen wir die Vektoren (%), (3) € R? auf lineare
Unabhiangigkeit Giber R, wozu das Gleichungssystem

42 +3M, =0 @,

A1+24,=0 (H)
in den zwei Variablen A, A; € R zu 16sen ist. Wir erhalten durch Kombination der Gleichungen geméaf3
(I) — 4(11) die neue Gleichung —51; = 0 (die (I) oder (II) ersetzen kann) und lesen daraus A, = 0 ab.

Hierauf aufbauend liefert (II) dann auch A; = 0. Also ist A; = A; = 0 tatsdchlich die einzige Losung des
Gleichungssystems, und (1), (3) € R? sind R-linear unabhingig.

Definition 6.2.4 Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

e Wir nennen m € N Vektoren by, by, ...,b, € V ein Erzeugendensystem von V (iiber K),
wenn Spang (by, b, . .., by) =V gilt. Sind die Vektoren by, by, . . ., by, des Erzeugendensystems
zusétzlich linear unabhéngig, so heiflen sie eine Basis von V (iiber K).

e Analog nennen wir eine Teilmenge B von V ein Erzeugendensystem von V (iiber K), wenn
SpangB =V gilt. Ist das Erzeugendensystem B zusatzlich linear unabhéngig, so heifit es eine
Basis von V (iiber K).

Ab und zu sprechen wir auch von einem K-Erzeugendensystem oder einer K-Basis von V.

Die einzelnen Vektoren bzw. Elemente einer Basis bezeichnet man auch oft als Basisvektoren.
Dieser Begriff ist aber ohne Benennung der gesamten Basis nicht wohldefiniert und normalerweise nur
im Kontext fester Basen sinnvoll.

Bemerkungen 6.2.5 Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und m,n € N.
e Die Konzepte fiir endlich viele Vektoren und endliche Teilmengen sind praktisch dieselben: Vek-

toren by, by, . .., by, € V sind genau dann ein K-Erzeugendensystem von V, wenn {by, by, . . ., by, }
ein K-Erzeugendensystem von V ist. Und by, by, . . ., by, € V sind genau dann eine K-Basis von
V, wenn sie alle verschieden sind und {by, b, ..., by} eine K-Basis von V ist.

e Oft kann man einen Untervektorraum als erzeugten Untervektorraum samt einer zugehdrigen
Basis aus folgender einfachen Beobachtung erhalten: Sind by, by, . .., b, € V linear unabhéngig
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tiber K, so sind by, by, ..., b, immer eine K-Basis von Spang (b1, by, ..., b,). Und ist B linear
unabhingige Teilmenge von V iiber K, so ist B eine K-Basis von SpanB.

e Manchmal werden wir bei einer Basis by, by, . . ., b, Wert auf die Reihenfolge der Vektoren legen.
Wir fassen dann die Basisvektoren als Tupel (by, by, . .., b,;) zusammen und sprechen manchmal
auch von einer geordneten Basis.

e Die definierende Eigenschaft eines K-Erzeugendensystems by, by, ..., b, von V ist die, dass
jeder Vektor v € V als K-Linearkombination v = YL, A;b; der Basisvektoren mit gewissen
Koeflizienten A, Ay, ..., A € K geschrieben werden kann. Bei einer K-Basis by, by, . . ., by, von
V sind zudem die Koeffizienten A; durch den Vektor v und die Basis eindeutig bestimmt, weil
ansonsten die Differenz zweier Darstellungen eine nicht-triviale Darstellung des Nullvektors
gibe und dies durch lineare Unabhéngigkeit ausgeschlossen ist. Man hat also fiir jedes v € V
eine Basisdarstellung

m
0= Z Ajb; mit eindeutigen Koeffizienten Ay, A,..., 4, € K.
=1

Zur konkreten Bestimmung der Koeffizienten ist erneut ein lineares Gleichungssystem fiir diese
zu l6sen. Auf der linken Seite des Systems stehen dabei exakt dieselben Terme wie beim Nachweis
der linearen Unabhéngigkeit von by, by, . . ., by, nur auf der rechten Seite stehen statt der Nullen
die Eintrage des gegebenen Vektors v. Aufgrund der Ubereinstimmung links kann man aber
tiber dieselben Umformungen vorgehen und beide Aufgaben zu einem gewissen Grad simultan
erledigen.

e Mit den n Vektoren

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0 .
el = 9 3 ez = 9 bl e3 = (t) 3 en = 9 e K
0 0 0 0
0 1

X1 0 0 X1
giltx = ( (;) )+(x;2 )+. . .+( (;) ) = Y%, x;e; fur jeden Vektor x = (xz ) € K". Da diese Darstellung
Xn Xn
offensichti)ich eir(;deutig ist, bilden somit ey, ey, . . ., e, eine K-Basis von K", die als kanonische

Basis von K" oder Standard-Basis von K" bezeichnet wird.

e Mit der vorigen Bemerkung wird klar, dass die Eintrage eines Spaltenvektors aus K" die Koeffizi-
enten der Basisdarstellung beziiglich der kanonischen Basis sind. Aufbauend hierauf notiert man
auch die 8-Basisdarstellung beziiglich einer beliebigen geordneten Basis B = (b1, b, ..., by)
von V manchmal in an die ,normalen” Spaltenvektoren angelehnter Notation

A m
=Y AV fiir g, A, .. Am € K .
Ao g J=1
A M
Fur die kanonische Basis & = (ey, ey, ..., e,) von K" ist dabei natiirlich /1:2 = A:Z
Am g\ Am

Beispiel 6.2.6 Beziiglich der geordneten Basis

5=((2) (1))

von R? iiber R hat der Vektor (7*) € R* die Basisdarstellung

(%)=7(z) ~10(1) = [ o],
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Die Berechnung dieser Darstellung gelingt dabei mit dem linearen Gleichungssystem

/11 + /12 = -3,
2).1 + Ag =4,
fir das man die eindeutige Losung A; = 7, A; = —10 ermittelt.

Unsere nachsten Ziele sind drei entscheidende Sitze uiber Basen:
Satz 6.2.7 [Existenz von Basen] Sei K ein Korper. Jeder K-Vektorraum hat eine K-Basis.

Satz 6.2.8 [Basisergianzungssatz] Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Fiir jede K-linear
unabhéngige Teilmenge A von V gibt es eine K-Basis B von V mit A C B.

Satz 6.2.9 [Basisauswahlsatz] Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Fiir jedes Erzeugenden-
system C von V iiber K gibt es eine K-Basis B von V mit B C C.

Dabei ist der Existenzsatz fiir A = () im Basisergdnzungssatz enthalten. Tatsachlich formulieren wir
als Nachstes aber sogar eine Aussage, die alle drei Satze als Spezialfille enthalt (den Existenzsatz fiir
A = 0 und C =V, den Basisergédnzungssatz fiir C = V und den Basisauswahlsatz fiir A = 0), und nur
diese verallgemeinerte Aussage werden wir daher noch beweisen.

Satz 6.2.10 Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Fiir eine K-linear unabhiangige Teilmenge
A von V und ein K-Erzeugendensystem C von V mit A C C gibt es stets eine K-Basis B von V mit
ACBCcCC.

Bemerkung 6.2.11 Der Satz 6.2.7 sichert zwar generell die Existenz mindestens einer Basis, bringt aber
keine Moglichkeit, eine Basis explizit zu bestimmen. Tatsachlich stiitzt sich der noch folgende Beweis
entscheidend auf das Zornsche Lemma aus Abschnitt 2.4.a (welches wiederum auf dem Auswahlaxiom
der Mengenlehre basiert) und ist iiberhaupt nicht konstruktiv. Konkret lasst sich etwa fiir den Q-
Vektorraum R eine Basis nicht explizit angeben. Es kann aber gezeigt werden, dass alle Q-Basen von
R iiberabzahlbar sind, und daher kann man sich vorstellen, dass es eben wegen der gro3en Zahl der
benoétigten Basisvektoren keine Moglichkeit gibt, eine Basis schematisch anzugeben oder zu tiberblicken.

BEWEIS VON SATZ 6.2.10. Wir betrachten das Mengensystem
S :={M € P(V) | M linear unabhingig tiber K mit A € M C C}

mit der Mengeninklusion ,C“ als Ordnungsrelation auf S und halten S # 0 fest (denn wegen der
K-linearen Unabhingigkeit von A gilt auf jeden Fall A € §). Wir zeigen nun folgende, als Voraussetzung
fir das Zornsche Lemma benétigte Aussage (alles beziiglich ,,C%):

Jede Kette K C S hat eine obere Schranke in S .

Fir K = 0 ist jedes Element von S eine obere Schranke und dies klar (aber nur, weil S # 0). Fir
K # 0ist | K = Upex M die benétigte Schranke, sofern | J K € § gilt. Dafiir weisen wir erst K-lineare
Unabhiangigkeit von | K nach: Fiir endlich viele Vektoren vy, v, .. .,0, € |J K gibt es My, M, ..., M, €
K mito; € M; fir alle i € {1,2,...,m}. Da K eine Kette ist, ist unter My, My, . .., M, eine grof3te Menge
M;, mit iy € {1,2,...,m}, so dass M; € M;, fur alle i € {1,2,..., m} gilt. Es sind also vy, 0,,...,0,, € M,
und M;, ist K-linear unabhéngig (wegen M;, € K C S und der Wahl von S). Also sind v1,0,,...,04
ebenfalls K-linear unabhingig, und [ J K ist insgesamt K-linear unabhéngig. Nach Wahl von § gilt
zudem A C M C C fiir alle M € K # 0 und damit A C |J K C C. Insgesamt ist wie benétigt [J K € S
und die obige, benotigte Aussage gezeigt.
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Damit konnen wir das Zornsche Lemma aus Abschnitt 2.4.a auf S anwenden und erhalten die Existenz
eines beziiglich Mengeninklusion maximalen Elements B von S. Nach Wahl von S gilt A € B € C, und
B ist K-linear unabhingig. Um die Behauptung des Satzes zu erhalten, miissen wir also nur noch aus der
Maximalitdt von B folgern, dass B ein K-Erzeugendensystem (und damit eine K-Basis) von V ist. Sei
hierzu v € C\ B. Wegen der Maximalitit von B kann dann B U {v} nicht in § sein.DaA € BU {v} € C
erfullt ist, erzwingt dies K-lineare Abhéngigkeit von B LI {v}. Es gibt alsom € N, by, by, ..., b,, € Bund
Koeffizienten A, A1, Ay, ..., A € K, die nicht alle Null sind, mit Ao + }}72; A;b; = 0. Ist A = 0, so erhalten
wir mit )}, A;b; = 0, wobei nicht alle A; Null sind, einen Widerspruch zur K-linearen Unabhangigkeit
von B. Also ist A # 0, wir kénnen zu v = - 32, A;b; auflésen und v € Spany B ablesen. Insgesamt
haben wir damit C \ B C SpanB gezeigt und bekommen wegen der trivialen Inklusion B C SpanyB
sofort auch C C SpangB. Hieraus folgt mit der Eigenschaft des K-Erzeugendensystems C schliefilich
V = SpangC C Spang(SpangB) = SpangB. Also ist B ein K-Erzeugendensystem von V und der Beweis
komplett. O

Aus dem Basiserganzungs- und dem Basisauswahlsatz ergeben sich zwei grundlegende Charakteri-
sierungen von Basen, die beim vorigen Beweis teils schon mitschwangen.

Korollar 6.2.12 Fir einen Korper K, einen K-Vektorraum V und B C V sind dquivalent:

(a) Bist eine K-Basis von V.
(b) B ist eine beziglich ,,C* maximale K-linear unabhéngige Teilmenge von V.
(c) Bist ein bezuglich ,C“ minimales K-Erzeugendensystem von V.

Beweis. Die Implikation (b)== (a) ergibt sich mit dem Basisergédnzungssatz: Die maximale K-linear
unabhéngige Teilmenge B von V kann zu einer K-Basis von V ergédnzt werden, die insbesondere K-linear
unabhingig ist und wegen der Maximalitat mit B ibereinstimmt. Analog ergibt sich (¢)= (a) mit dem
Basisauswahlsatz. Die Implikationen (a)=> (b) und (a) = (c) sind Thema der Ubungen. O

Im Rest dieses Abschnitts geht es maf3geblich um den Begriftf der Dimension. Um diese definieren
zu konnen, benétigen wir aber zunéchst noch ein etwas starker technisch angehauchtes Resultat iiber
Basen von Vektorraumen.

Satz 6.2.13 [Basisaustauschsatz von Steinitz] Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und B eine
K-Basis von V. Fiir n € N und K-linear unabhéngige Vektoren vy, vy, ...,0, € V gibt es n verschiedene
Vektoren by, b, ..., b, € B, so dass auch (B \ {by,by,...,b,}) U {v1,0,...,0,} eine K-Basis von V ist.

Grob gesprochen besagt der Satz, dass gegebene, untereinander linear unabhingige Vektoren

01,0, ...,0, € V in einer ebenfalls gegebenen Basis B gewisse Basisvektoren by, by, ..., b, € B ersetzen
konnen, ohne dass hierdurch die Basiseigenschaft zerstort wird. Man kann also ,alte” Basisvektoren
by, by, . .., b, durch die ,neuen” Basisvektoren vy, v, . . ., v, austauschen.

Der Schliissel zum Beweis des Austauschsatzes ist tatsdachlich die Behandlung des Falls n = 1, fiir den
wir noch eine minimal prézisere Aussage (ndmlich inklusive Kriterium, welcher Basisvektor weggelassen
werden kann) als Lemma formulieren und beweisen:

Lemma 6.2.14 Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und B eine K-Basis von V. Ist fir v € V in der
Basisdarstellung v = Zle Aifimit £ € N, By, o, ..., Br € B, A, A2, ..., Ap € K furein iy € {1,2,...,¢} der
Koeffizient A;, # 0, so ist auch (B \ {f;,}) Ll {0} eine K-Basis von V.

BEweEls. Zunachstist (B\ {f;,}) N {v} = 0 und ,U" in der Aussage des Lemmas berechtigt, weil in
der eindeutigen B-Basisdarstellung eines Basisvektors v € B\ {;,} im Widerspruch zur Voraussetzung
Ai, = 0 wire.
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Wir komplettieren den Beweis durch die Nachweise, dass (B \ {f;,}) L {v} einerseits ein Erzeugen-
densystem von V iiber K, andererseits K-linear unabhangig ist.

Fir die Eigenschaft als Erzeugendensystem 16sen wir die B-Basisdarstellung v = Zle Aifi zu B, =
A0 = Zie(ia,..ep\(io) Aifi) auf. Damit kénnen wir das Auftreten von f;, in der B-Basisdarstellung eines
Vektors v € V eliminieren und f;, durch v und die f; mit i # iy ersetzen. Somit ist jedes v € V eine K-
Linearkombination von Vektoren aus (B\ {f;,}) Ll {0}, und (B\ {f;,}) Ll {v} ist ein K-Erzeugendensystem
von V.

Zum Beweis der K-linearen Unabhéngigkeit von (B \ {f;,}) U {v} schreiben wir 0 als Linear-
kombination von Vektoren aus (B \ {f;,}) U {v} und zeigen, dass diese Linearkombination trivial
sein muss. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass die schon im Lemma auftretenden Ba-
sisvektoren fi, fa, . . ., Bi,—1, Big+1, - - - » P bei der Linearkombination, eventuell mit Null-Koeffizienten,
vorkommen, kdnnen also po + Xic(12. m)\ (i} #ifi = 0 mit beliebigen m € Ny, fri1, Bes2, - -, fm € B,
My 115 H2, - - o5 Hig=15 Hig+1s - - -» im € K ansetzen. Vereinbaren wir A; := 0 fiir i € N, so kdnnen wir
v = %i2; Aifi in den Ansatz einsetzen und bekommen pd; i, + Xieq1a. mp (o} (i + pAi) Bi = 0. Wegen
der linearen Unabhangigkeit der f; folgen pud;, = 0 und p; + pA; = 0 fiir i € {1,2,...,m} \ {ip}. Wegen
Ai, # 0 bedeutet dies, dass mit y = 0 und y; = 0 fiiri € {1,2,...,m} \ {io} alle Koeflizienten des Ansatzes
Null sind. Also ist (B \ {f;,}) Ll {v} wie behauptet K-linear unabhéngig. O

BEWEIS DEs BAsIsAUSTAUSCHSATZES. Wir zeigen die Behauptung des Satzes durch vollstandige In-
duktion nach n € N.

Beim Induktionsanfang fiir n = 1 ist v; € V nach Voraussetzung linear unabhingig, also v; # 0.
In der Basisdarstellung v = Zle Aipimit € € N, By, Bo, ..., Br € B, A1, A2,..., Ay € K ist daher 4;, # 0
fiir mindestens ein iy € {1,2,...,¢}. Nach dem Lemma ist (B \ {f;,}) U {01} eine Basis von V, und wir
erhalten die Behauptung des Satzes fiir n = 1 mit b; = f;,.

Beim Induktionsschluss von n € N zu n + 1 sind linear unabhéngige vy, v, ...,0,41 € V gegeben. Da
insbesondere vy, vy, . . ., v, linear unabhangig sind, ist nach Induktionsannahme (B \ {by, by, ..., b,}) U
{01,04,...,0,} eine Basis von V. Nun hat v,4; eine Basisdarstellung v,,; = Zle Aifi + Z;lzl pjo; mit
f € N, ﬂl,...,ﬂ[ € BeB \ {bl,bg,...,bn}, )Ll,...,/lg,yl,...,yn € K. Im Fall Al = Az = ... = A{ =0
wire der Nullvektor 0 = v, — 2?21 p;jv;j nicht-triviale Linearkombination von vy, vy, . . ., Up, Up41, Was
im Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit von vy, 0, . .., 0, 0,41 stiinde. Also gibt es mindestens ein
ip € {1,2,...,¢} mit A;, # 0. Das Lemma, angewandt auf die vorausgehende Basisdarstellung von v,,1,
erlaubt daher, in der Basis (B\ {b1, by, ..., by }) U {01, 02, . .., v, } den Vektor byyq == By € B\{b1,b2,..., by}
durch v,,; auszutauschen. Wir erhalten, dass (B \ {b1, ba, ..., bn, byi1}) U {v1,0,...,0,,0p41 } eine Basis
von V ist, und der Induktionsschritt ist komplett. O

Als zentrale Anwendung des Basisaustauschsatzes konnen wir die Dimension eines Vektorraums als
die eindeutig bestimmte (!) Lange seiner Basen einfiihren:

Satz 6.2.15 [zur Lange von Basen]| Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Ist V tiber K endlich
erzeugt (d.h. gibt es ein K-Erzeugendensystem von V aus endlich vielen Vektoren), so hat jede K-Basis B
von V die gleiche Lange |B| € Ny, besteht also aus der gleichen endlichen Zahl |B| von Vektoren.

Definition 6.2.16 Sei K ein Korper. Einen tiber K endlich erzeugten K-Vektorraum V nennen wir
endlich-dimensional (iiber K), und erkliren die Dimension dim V = dimg V € Nj von V (tiber K) als
die eindeutige Lange |B| einer K-Basis B von V. Einen tiber K nicht endlich erzeugten K-Vektorraum V
nennen wir unendlich-dimensional (iiber K), und setzen fiir einen solchen dim V := dimg V := oo.

BEWEIs VON SATZ 6.2.15. Da ein Erzeugendensystem nach dem Basisauswahlsatz immer eine Basis
enthalt, besitzt der endlich erzeugte Vektorraum V eine endliche Basis B mit |B| € Ny. Wir zeigen, dass
fir jede weitere Basis BvonV notwendig |B| = |B| gilt. Wére |B| > |B|, so ergibe sich durch Anwendung
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des Basisaustauschsatzes (oder trivial im Fall n = 0), dass (B \ {by,by,...,b,}) U Bmitn := |B| € N,
und gewissen by, by, .. ., b, € B eine Basis von V wire. Wegen |B| > |§ | = n wire also B nicht maximale
linear unabhingige Teilmenge von V, und wir erhielten einen Widerspruch zur Basiseigenschaft von B.
Wiire |§| > | B|, so ergébe sich durch vollig analoge Argumentation mit n := |B| € Ny ein Widerspruch.
Also ist |B| = |B|. O

Bemerkungen 6.2.17 Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

e Im unendlich-dimensionalen Fall dimg V = oo kann mit dem Auswahlaxiom die Variante von
Satz 6.2.15 gezeigt werden, dass alle K-Basen von V zueinander gleichméchtig sind.
Beweisskizze: Seien A und B Basen von V. Fir jedes a € A gibt es dann m(a) € N
und by (a),bz(a),...,bu@(a) € B mit a € Span{bi(a),bz(a),..., by (a)}. Mit A ist auch
Uaealbi(a),bz(a), ..., by (a)} ein Erzeugendensystem von V. Weil die Basis B ein minima-
les Erzeugendensystem von V ist, folgt daraus | J,ca{b1(a), b2(a), ..., bmq(a)} = B. Mit dem
Auswahlaxiom ergibt sich aus dieser Gleichheit eine Injektion B — A XN, die jedes b € B aufein
(a,i) e AXNmitie {1,2,...,m(a)} und b;(a) = b abbildet. Gemaf} einem weiteren Argument
mit dem Auswahlaxiom, auf das wir hier nicht im Detail eingehen, ist A X N fiir die unendliche
Menge A gleichmichtig? zu A. Insgesamt erhalten wir eine Injektion B — A. Dieselben Argu-
mente mit vertauschten Rolle von A und B ergeben eine weitere Injektion A — B, und mit dem
in Abschnitt 2.6 erwéahnten Satz von Cantor-Schroder-Bernstein folgt Gleichmachtigkeit von A
und B.
e Im endlich-dimensionalen Fall mit n := dimg V € Ny ...
— besteht eine K-linear unabhangige Teilmenge von V aus hochstens n Vektoren,
— besteht ein K-Erzeugendensystem von V aus mindestens n Vektoren.
Dies folgt aus dem Basisergdnzungs- beziehungsweise dem Basisauswahlsatz.

Beispiele 6.2.18 Sei K ein Korper.

(a) Betrachten wir folgende Vektoren im R?:
_(2 _(1 _ (-3
o= (o) we=(i) w=(7)
dann ist:

e C = {v1,02,03} ein Erzeugendensystem, aber linear abhangig,

e A = {0} linear unabhangig und A C C, aber kein Erzeugendensystem,

e B ={v1,0,} eine Basis mit A C B C C,

e D = {v1,03} eine Menge mit A € D C C, die weder linear unabhéngig noch erzeugend ist,

e B= {03, v}, eine Basis, die aus B durch Austausch von v; durch v; entsteht, was moglich
ist, da in der Basis-Darstellung

-3 -3/2
v3=—01+00 :[ ]
ST ’ 0 loon

beziiglich der geordneten Basis (b1, by) der Koeffizient von v nicht Null ist.
(b) Der Nullvektorraum {0} ist der einzige Vektorraum der Dimension 0 tiber K.
(c) Das absolute Standard-Beispiel eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums ist der Raum K"
der Vektoren mit n € N Eintrdgen aus K. Da die kanonische Basis von K" Lange n hat, ist

dimg K" =n.

2Speziell fiir abzahlbar unendliches A folgt die Gleichmichtigkeit von AxN und A aus dem in Abschnitt 2.6 beschriebenen
ersten Cantorschen Diagonalverfahren. Allgemeine unendliche A kénnen durch eine Argumentation mit dem Auswahlaxiom
darauf zuriickgefithrt werden.
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Ist weiters m € N, dann identifizieren wir K™ X K" = K"™*" und fir die Dimensionen gilt:
dimg (K™ x K") = dimg K™" = m + n = dimg K" + dimg K™

(d) Die eindimensionalen Untervektorrdaume von R" sind genau die Geraden durch den Ursprung;
vgl. Beispiel 6.1.7.(c). Ebenso sind die zweidimensionalen Untervektorraume von R” genau die
Ebenen durch den Ursprung. Allgemein werden (n — 1)-dimensionale Untervektorrdaume des
R" als Hyperebenen bezeichnet.

(e) Sei U ein eindimensionaler Untervektorraum des R?, also eine Gerade durch den Ursprung.
In den Lernwerkstétten haben wir in einem konkreten Beispiel gesehen, dass der Faktorvek-
torraum R?/U eindimensional ist. In den Ubungen zeigen Sie eine analoge Aussage fiir den
Faktorvektorraum R®/V beziiglich einer Ebene V im R>. Fiir die Dimensionen gelten also:

dimg (R?/U) +dimg U = 1+ 1 = dimg R?, dimg(R*/V) +dimg V = 1 + 2 = dimg R®

(f) Es seien Uy, U, zweidimensionale Untervektorraume im R3, also Ebenen durch den Ursprung.
Falls U; # U,, dann ist U; N U, eine Gerade und U; + U, = R3. Fiir die Dimensionen gilt dann:

dimR(Ul + Ug) + dlmR(Ul N Uz) =3+4+1=2+4+2= dlmR U + dlmR U,
Andererseits, falls U; = U,, dann auch U; NU; = U; + U, = U; = U, und fiir die Dimensionen gilt:
dimR(Ul + Uz) + dImR(Ul N Uz) =2+42= dImR U+ dlmR U,

(g) Drei Beispiele fiir unendlich-dimensionale K-Vektorrdaume sind der Raum K[X] der Polynome
tiber K, der Raum K@ = {(xn)nent | X, = 0 fiir n > 1} der abbrechenden Folgen iiber K und der
Raum K¥ aller Folgen tiber K. Eine Basis von K[X] ist {1, X, X2, X3,X% ...}, und eine Basis von
KM jst {(1,0,0,0,0,...),(0,1,0,0,0,...),(0,0,1,0,0,...),...}. Eine Basis von K" ist notwendig
tiberabzahlbar und lasst sich nicht explizit angeben.

Als wichtige Folgerungen fiir den kiinftigen Umgang mit Unterraumen und Dimensionen halten wir
fest:

Korollar 6.2.19 Seien K ein Korper, V, Vi, V, Vektorraume tiber K und U, Uy, U; Untervektorraume
von V iiber K. Dann gelten (wobei insbesondere immer U C V vorausgesetzt ist):

(a) dimg (V; X V5) = dimg Vi + dimg V3,

(b) dimg U < dimg V mit ,=" nur fir U = V oder dimg U = dimg V = o
(wobei insbesondere die Charakterisierung des Gleichheitsfalls oft niitzlich ist),

(c) die Existenz eines K-Untervektorraums U¢ von V mit U®U® = V (genannt ein komplementirer
Untervektorraum zu U in V),

(d) dimg(V/U) + dimg U = dimg V (fur den Faktorraum V /U von V nach U),

(e) die Dimensionsformel fiir Untervektorriume

dil’l’lK(Ul + Uz) + dlmK(U1 N Uz) = dlmK U + dImK U,
und speziell dimg (U; @ U,) = dimg U; + dimg U, im Fall U; N U, = {0}.

BewEIs DEs KOROLLARS. Zum Beweis von Teil (a) seien B; eine Basis von V; und B, eine Basis von
V,. Dann ist B := (B; X {0}) U ({0} X B,) eine Basis von V; X V;, und es folgt dim(V; X V;) = |B| =
|B1]| + |Bz| = dim V; + dim V.

Fuir Teil (b) sei B eine Basis von U. Nach dem Basisergdnzungssatz gibt es eine Basis B* von V
mit B C B*. Es folgt |B| < |B*| mit ,=" nur fir B = B* oder wenn beide unendlich viele ELemente
haben (wir schreiben |B| = |B*| = o). Wir erhalten also dimU = |B| < |B*| = dim V mit ,=" nur fir
U = SpanB = SpanB* =V oder dimU = dimV = co.
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Fir Teil (c) betrachten wir B und B* wie gerade zuvor und setzen U° := Span(B*\B). Da B* ein
Erzeugendensystem von V ist, gilt dann U + U¢ = SpanB + Span(B*\B) = V. Da B* linear unabhéngige
Teilmenge von V ist, folgt zudem UNU® = SpanBNSpan(B*\B) = {0} (denn fiirv € SpanBNSpan(B*\B)
isto = Y pep Apb = 2 pep Apb fiir endliche Teilmengen E C B und E* € B*\B und gewisse A, € B; aus
2beE Abb — 2pep Apb = 0 ergibt sich dann, dass alle A, Null sind, also auch v = 0).

Fur Teil (d) betrachten wir fiir B und B* wie zuvor jetzt B := {b+ U |b € B*\B} C V/U. Wir
zeigen zunichst, dass B’ ein Erzeugendensystem von V /U ist. Fuir v + U € V/U mit v € V nutzen
wir dazu die B*-Basisdarstellung v = ;g Apb mit endlichem F* € B* und gewissen A, € K. Es folgt
0+ U = Ypep (b +U) = Zpep\pAo(b +U) € Span(B*\B) in V/U, weil b+ U =0+ U = 0in V/U
fir b € B C U gilt. Also ist B’ ein Erzeugendensystem von V /U. Weiter zeigen wir, dass B’ in V/U
linear unabhéngig ist. Sei dazu ) pcp- Ap(b + U) = 0 in V/U fiir endliches E* € B*\B und gewisse
Ay € K. Mit anderen Worten bedeutet dies ) pcp: Apb € U und Y pep: Apb = Y pep Apb fur endliches
E C B (und weitere A, € K). Mit der linearen Unabhéngigkeit von E LI E* C B folgt A, = 0 fiir alle
b € E U E*, womit insbesondere gezeigt ist, dass alle b + U mit b € B*\B in V /U verschieden sind
und B’ in V /U linear unabhéngig ist. Damit ist B’ eine Basis von V /U, und wir erhalten insgesamt
dim(V/U) + dimU = |B’| + |B| = |B*\B| + |B| = |B*| = dim V..

Bezuglich Teil (e) behandeln wir erst den Fall U; N U, = {0} (in dem wir U; @ U, schreiben diirfen).
Seien B, eine Basis von U; und B; eine Basis von U,. Mit dhnlichen Argumenten wie beim Nachweis
von (c) folgt dann, dass B; LI B; eine Basis von U; @ Uy, ist, und wir erhalten dim(U; @ U,) = |B; Ll By| =
|Bll + |B2| dim U; + dim Us.

Fir den allgemeinen Fall von Teil (e) benutzen wir, dass es gemaf} (c) einen zu U; N U, in U,
komplementaren Unterraum Uz mit U, = (U N U,) & Uz gibt. Es folgt dann leicht U; + U, = U; @ Uz, SO
dass wir durch zweimalige Anwendung des schon behandelten Spezialfalls dim(U; + Us) +dim(U; NU,) =
dim U; + dim 52 + dim(U; N U,) = dim U; + dim U, erhalten. O

Im Folgenden reiflen wir affine Analoga der betrachteten Begriffe lineare Unabhangigkeit, Erzeu-
gen(densystem), Basis, Dimension und Dimensionsformel zumindest an.

Weiterfithrende Bemerkung 6.2.20 Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

(a) Wir sagen fiir £ € Ny, dass sich (£+ 1) Punkte xo, x1, x2, X3, . . ., Xp—1, X € V in allgemeiner Lage
befinden, wenn die £ Vektoren x; — x¢, x2 — x9, X3 — Xo, - . ., X¢ — X0 (iber K) linear unabhéingig
sind.

Am besten versteht man dieses Konzept anhand der Spezialfalle £ = 0,1,2,3in V = R™
e ¢ = 0: Ein Punkt x; ist immer in allgemeiner Lage.
e ¢ = 1: Zwei Punkte x, x; sind in allgemeiner Lage, wenn x; # xj ist.
e ¢ = 2: Drei Punkte x, x1, x; sind in allgemeiner Lage, wenn es keine Gerade durch alle drei
Punkte gibt.
e ¢ = 3: Vier Punkte xo, x1, x2, x3 sind in allgemeiner Lage, wenn es keine Ebene durch alle
vier Punkte gibt.

Ubrigens sieht es in der Definition so aus, als spiele der zuerst genannte Punkt x, beim
Konzept der allgemeinen Lage eine andere Rolle als die anderen Punkte, an den Spezialfillen wird
aber klar, dass dem wohl nicht so ist. Tatsichlich kann man dies auch formal einsehen, indem
man sich mit der Definition der linearen Unabhangigkeit iberlegt, dass lineare Unabhéngigkeit

von x; — Xg, X — Xo, X3 — X0, . . ., X¢ — Xo aquivalent zu linearer Unabhangigkeit von etwa x, —
X1, X3 — X1, X3 — X1 ...,Xp — X7 ist.

(b) Die Dimension eines affinen Unterraums A von V erkldart man unter Riickgriff auf die
Darstellung

A=x+Uy
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mit x € A und eindeutigem Untervektorraum Uy von V als
dimg A := dimg Uy € Ny U {00}

In V = R" entspricht ein affiner Unterraum ...
e der Dimension 0 einem einzelnen Punkt,
e der Dimension 1 einer Gerade,
e der Dimension 2 einer Ebene,
e der Dimension 3 einem Raum wie dem uns umgebenden
und muss dabei anders als ein Untervektorraum nicht durch den Ursprung 0 gehen.

(c) Ist A affiner Unterraum endlicher Dimension n := dim A € Ny von V, so gibt es (n + 1) Punkte
X0, X1, X2, . . ., Xp € A in allgemeiner Lage mit Af({xo, x1,x2,...,%x,}) = A in V, wobei Af(A)
den von einer nicht-leeren Menge A C V aufgespannten affinen Unterraum von V bezeichnet
(vergleiche dazu den dritten Punkt in Bemerkung 6.1.14 zu affinen Unterrdumen in Abschnitt).
Man kann und sollte sich solche Punkte xg, x1, x5, . . ., x, als eine Art affine Basis von A vor-
stellen, die nun bei Dimension n aber aus n + 1 Punkten besteht. Die Analogie zur Dimension
bei Untervektorraumen wird auch dadurch fortgefiihrt, dass in einem affinen Unterraum der
Dimension n € Ny hochstens n + 1 Punkte in allgemeiner Lage sind und eine diesen affinen
Unterraum aufspannende Menge aus mindestens n + 1 Punkten besteht.

(d) Da A; N A, = 0 fur affine Unterraume A; und A; von V moglich und 0 (nach unserer Definition)
kein affiner Unterraum ist, erhalten wir die Dimensionsformel fir affine Unterrdume A; und A,
in der Form

d1m(Af(A1 U Az)) + d1m(A1 N Az) = dll’l’lAl + dlmAz s falls A1 NAy # 0,
d1m(Af(A1 U Ag)) + dIl’Il(UvA1 N UAZ) = d1mA1 + dlmA2 +1, falls ATNAy = 0.

(wieder mit dem von A; U A, aufgespannten affinen Unterraum Af(A; U Ay)).

Sind etwa A; und A; zwei Geraden in V = R", so sind hier folgende Falle moglich: Die obere
Formel greift, falls die Geraden tibereinstimmen und die immer noch gleiche Gerade aufspannen
(dann 1+ 1 = 1+ 1) oder die Geraden sich in einem Punkt schneiden und eine Ebene aufspannen
(dann 2 + 0 = 1 + 1). Die untere Formel greift, falls die Geraden parallel sind und eine Ebene
aufspannen (dann 2+1 = 1+1+1) oder die Geraden windschief sind und einen Raum aufspannen
(dann3+0=1+1+1).

Die Beweise der Behauptungen in (c) und (d) erfolgen durch Zuriickfithrung auf den Fall von Untervek-
torrdaumen. Wir gehen diesbeziiglich nicht in Details, erwahnen aber noch kurz, dass die zusatzliche 1
auf der rechten Seite der Dimensionsformel im Fall A; N A, = 0 im Wesentlichen daher kommt, dass
man in diesem Fall einen zusétzlichen Richtungsvektor und damit eine zusatzliche Dimension benétigt,
um iberhaupt von A; zu A; zu kommen.

6.3. Matrizen und lineare Abbildungen

Wie in Abschnitt 3.3 fiir Gruppen, Ringe und Korper fithren wir wir jetzt auch fiir Vektorraume
zugehorige Struktur-erhaltende Abbildungen, genannt Homomorphismen, ein. Wie wir etwas spater
in diesem Abschnitt sehen werden, kann man sich im (endlich-dimensionalen) Vektorraum-Fall aber
einen besonders guten Uberblick iiber solche Abbildungen verschaffen und ein schematisches Rechnen
mit ihnen einfithren. Die Definition und die ersten Bemerkungen dazu sind aber weitgehend analog zu
Abschnitt 3.3, weshalb wir uns fiirs Erste kurz fassen.

Definition 6.3.1 Seien K ein Korper und V, W zwei K-Vektorraume.

e Eine Abbildung ¢: V. — W heifit ein Homomorphismus (von K-Vektorrdumen) oder eine
(K-)lineare Abbildung, wenn gelten:
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— Vertraglichkeit mit Vektoraddition: ¢(v +9) = ¢(v) + ¢(0v) fur allev,0 € V,
— Vertraglichkeit mit Skalarmultiplikation: ¢(sv) = s@(v) furalles € K,v € V.

e Ein Homomorphismus heifit Monomorphismus, Epimorphismus bzw. Isomorphismus,
wenn er injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ist. Gibt es zwischen V und W einen Isomorphismus,
so heiflen V und W (zueinander) isomorph. Ein Homomorphismus V' — V mit gleichem
Definitionsbereich und Ziel heifit Endomorphismus, einen bijektiven Endomorphismus nennen
wir Automorphismus. Die Mengen aller Homo- und aller Isomorphismen V' — W bezeichnen
wir mit Homg (V, W) = Lg(V, W) und Isog (V, W), fur Endo- und Automorphismen vereinbaren
wir Endg (V) := Lg(V) := Homg(V,V) und Autg (V) := Isox(V,V) (wobei auf den Index g
spater auch ofter verzichtet wird).

Bemerkungen 6.3.2 Seien K ein Korper, V, W, X drei K-Vektorraume.

e Eine K-lineare Abbildung ¢: V' — W ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus von (V, +)
nach (W, +) und erfiillt als solcher, wie in Abschnitt 3.3 schon bemerkt, automatisch ¢ (0y) = Oy
sowie ¢(—v) = —¢(v) firalleo € V

e Fiir K-lineare Abbildungen ¢: V. — W und ¢y: W — X bleibt auch ihre Komposition yo¢: V —
X stets K-linear. Dies folgt sofort aus der Definition.

Fir eine bijektive K-lineare Abbildung (die wir ja Isomorphismus nennen) ¢: V. — W ist
die Umkehrabbildung ¢~!: W — V ebenfalls K-linear. Der Nachweis erfolgt ebenfalls mit der
Definition und ist Thema der Ubungen.

e Die Mengen Homg (V, W) und Endg (V) der Homo- und Endomorphismen zwischen festen
Vektorraumen sind selbst K-Vektorraume, genauer sind sie K-Untervektorrdume von Abb(V, W)
bzw. Abb(V) mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation.

Die Endomorphismen Endg (V) bilden mit der punktweisen Addition und der Komposition
zudem einen Ring (Endg(V), +, 0 ), den Endomorphismenring von V.

Die Automorphismen Autg (V) werden mit der Komposition zu einer Gruppe (Autg(V), o),
der Automorphismengruppe von V.

Als zweites zentrales Konzept dieses Abschnitts fithren wir jetzt Matrizen ein.

Definition 6.3.3 Seien K ein Korper und m,n, p € N.

e Eine Familie (a;;) (i jye{1,2...m}x{1,2....n} Uber K mit Indexmenge {1,2,...,m}x{1,2,...,n} notieren
wir als Tabelle mit m Zeilen und n Spalten

aj; diz aiz - Qdip
azy dgz dzz - d2p
as; dsz d4sz - Q43p
Am1 Am2 Am3 ' Amn

und bezeichnen sie als (m X n)-Matrix (a; ])l 12 deren Eintrdge a;; € K in der Tabelle gemafy
dem Zeilenindex i und dem Spaltenindex j elngeordnet sind (Merkregel ,Zeile zuerst, Spalte
spater®).

Naheliegenderweise identifizieren wir (m X 1)-Matrizen mit Spaltenvektoren aus K™ und
schreiben Mat(m X n, K) fiir die Menge aller (m X n)-Matrizen iiber K (speziell also Mat(m X
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1,K) = K™). Wir notieren eine (m X n)-Matrix (alj)z 12.m € Mat(m X n, K) gelegentlich als

aij W1
azj Wo
01|02 |03 |-+ | Uy | Mito; =|as; oder w3 mit w; = (a1 @iz ais -+ Qin)
Amj Wm
mit ihren n Spaltenvektoren v; € Mat(m x 1,K) = K™ fiir j = 1,2,...,n und ihren m Zeilen-
vektoren w; € Mat(1 xn,K) firi=1,2,...,m

e Fir A = (ajj)=12..m € Mat(m X n,K), B = (b;j)i=12..m € Mat(m X n,K) und s € K definieren wir
Jj=12,...n Jj=12,...n
die Summe
A+ B = (a; +le)1 12.m € Mat(m X n, K)

und das Skalarprodukt
SA = (sa;j)i=12..m € Mat(m X n,K).
Jj=1.2,...n

Somit ergeben sich die (eintragsweise) Addition +: Mat(m X n, K) X Mat(m X n, K) — Mat(m X
n, K) und die (eintragsweise) Skalarmultiplikation K x Mat(m x n,K) — Mat(m X n,K).
e Fiir eine (m X n)-Matrix A = (al]), 12m € Mat(m X n,K) und eine (n X p)-Matrix B =

(bjk)] 12.n € Mat(n X p, K) deﬁmeren erd das Produkt von A und B als die (m X p)-Matrix
P

Zaijbjk). y € Mat(m x p,K),
1

=1 =1,2,..,m
! k=12,...p

AB :=

deren (i, k)-Eintrag (AB); = Z 1 @ijbji sich aus der i-ten Zeile von A und der k-ten Spalte von
B berechnet (Merkregel ,,Zelle mal Spalte”). Damit ergibt sich die Matrizenmultiplikation
-: Mat(m x n, K) X Mat(n X p, K) — Mat(m X p, K) und als Spezialfall p = 1 die Matrix-Vektor-
Multiplikation -: Mat(m x n,K) x K" — K™.

Beispiele 6.3.4 Ein Beispiel fir die Matrix-Vektor-Multiplikation einer Matrix aus Mat(2 X 4, R) mit
einem Vektor aus R* ist
-2
3 2 1 0\|O —-6+0+0+0 -6 c R?
-1 0 0 5|0 2+0+0+5 7 ’
1

Ein Beispiel fiir die Matrizenmultiplikation einer Matrix aus Mat(2 X 4, R) und einer Matrix aus Mat(4 X
3,R) ist

(0404140 —6+0+0+0 0+8+0+0) (1 —6
“l04+0+0+0 2+04+40+5 0+0+0+0/ \0 7

g) eMat(2 X 3,R).

S O B~ O

Bemerkungen 6.3.5 Seien K ein Korper und m, n, p,q € N.

e Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ, erfiillt die Distributivgesetze und ist mit der Negation
vertraglich, das heif3t fiir A, A” € Mat(m x n,K), B, B’ € Mat(n X p,K), C € Mat(p X g, K) gelten
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die Regeln
(AB)C = A(BC), (A+A’)B=AB+A’B,
A(B+B')=AB+AB, A(-B) = (-A)B=—-(AB).

Die Nachweise sind mit den Definitionen problemlos. Fiir den darunter noch schwierigsten Nach-
weis der Assoziativitit ist nur die Ubereinstimmung der (i, £)-Eintrage von (AB)C und A(BC)
gemaf Z‘Zzl ( ;.’:1 aijbik)cke = 27:1 aij( ZIIZ:1 bikcke) zu priifen (wobei a;;, b, ¢k natiirlich fiir
die Eintrage von A, B, C stehen).
e Die (n x p)-Nullmatrix Opat(nxp,k). bei der alle Eintrdge Null sind, erfiillt AOyar(nxpx) =
OMat(mxpk) fiir alle A € Mat(m X n, K) und Opat(nxp,k)A = OMat(nxq,k) flir alle A € Mat(p x g, K).
Moglichkeiten zur Angabe der (n X n)-Einheitsmatrix I, sind

1 00 --- 00
o010 --- 00
o001 --- 00
I, := S - -|=ler|ex|e3 |- jepn|= (51']')1',]:1,2 ..... . € Mat(n X T’l,K)
o000 --- 10
0 0 O 1
mit der kanonischen Basis ey, e, 3, . . ., €, von K" und dem Kronecker-Symbol oder Kronecker-

Delta
5o {1 falls i = j
YTlo fallsi# o
Es gelten Al, = Afiir alle A € Mat(mxn, K) und I,A = A fir alle A € Mat(nXxp, K), insbesondere
I,x = x fur alle x € K™.
e Die Menge Mat(mXxn, K) ist mit der oben in (6.3.3) definierten Addition und Skalarmultiplikation
ein K-Vektorraum. Man spricht vom Raum der (m X n)-Matrizen iiber K.

Die Menge Mat(n X n, K) bildet nur im Fall quadratischer Matrizen (!) mit der Addition
aus (6.3.3) und der Matrizenmultiplikation aus (6.3.3) einen Ring mit der Nullmatrix Opfat(nxn,k)
als neutralem Element der Addition und der Einheitsmatrix I,, als neutralem Element der Multi-
plikation. Man nennt (Mat(n X n, K), +, - ) den (n X n)-Matrizenring tiber K.

e Nach den vorausgehenden Bemerkungen ist klar, dass wir mit Matrizen sehr weitgehend mit
den tblichen Regeln rechnen konnen. Etwas Vorsicht ist aber geboten, denn die Matrizenmulti-
plikation ist (auch dann, wenn es vom Format der Matrizen her moglich ware) nicht kommutativ.

Zum Beispiel ist
0 1) (0 0)_ (1 0)_ (0o 0)_(0 0)fo 1
0 o/\1t o) \0 0O 0 1/ \1 of\o o)

Insbesondere sind im Matrizenring Mat(n X n, K) alle allgemein fiir Ringe eingefithrten Begriffe
sinnvoll. Wir halten dies speziell bei Invertierbarkeit noch explizit fest.

Definition 6.3.6 Sei K ein Korper. Eine quadratische (!) Matrix A € Mat(n X n, K) mit n € N heifSt
invertierbar mit inverser Matrix A~! € Mat(n x n,K), wenn A im Ring Mat(n X n, K) invertierbar
mit inversem Element A™! ist (was AA™! =, = A™'A bedeutet).

Bemerkung 6.3.7 Sei K ein Korper. Sind A, B € Mat(n X n, K) mit n € N invertierbar, so ist auch AB
invertierbar mit inverser Matrix

(AB)"'=B7'A7L,

Dies rechnet man direkt nach (und es wurde auch in Abschnitt 3.1 fiir Gruppen schon bemerkt).
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Eine manchmal niitzliche Operation bei Matrizen ist das Vertauschen von Zeilen und Spalten:
Definition 6.3.8 Seien K ein Korper, m,n € Nund A = (aq; j)i_::ll,szz,;.:’r:: € Mat(m X n,K).
e Die zur (m X n)-Matrix A transponierte Matrix oder Transponierte der (m X n)-Matrix A ist

e Im Fall m = n heif$t die quadratische (!) Matrix A symmetrisch, wenn AT = A oder mit anderen
Worten aj; = ag;j fiir alle i, j € {1,2,...,n} gilt, und schiefsymmetrisch, wenn AT = —A oder
mit anderen Worten aj; = —q;; fiiralle i, j € {1,2,...,n} gilt.

Die wahre Bedeutung dieser Definition erkennt man am besten an Beispielen:

Beispiele 6.3.9 Ein Beispiel fiir das Transponieren einer Matrix in Mat(2 X 3,R) ist

N [—=

1
23 —1\T [? 2
=3 5|eMat(3x2,R).
5 6 C

Je ein Beispiel fiir eine symmetrische und eine schiefsymmetrische (3 X 3)-Matrix sind

1 0 5 0 -1 2
0 2 2|eMat(3x3,R) und 1 0 —4|€ Mat(3x3,R)
5 2 3 -2 4 0

(wobei hier wie generell fiir schiefsymmetrische Matrizen (a;;)=12..m iiber einem Kérper mit Charakte-
Jj=12,....n

ristik ungleich 2 die Diagonaleintrdge a;; Null sind).

Bemerkung 6.3.10 Seien K ein Korper und m,n,p € N. Generell gilt fir A € Mat(m X n,K) und
B € Mat(n x p,K) dann

(AB)T = BTAT.
Fir invertierbares A € Mat(n X n, K) folgt hieraus Invertierbarkeit von AT mit inverser Matrix

(41" = (a7’

Die vielleicht grundlegendste Beobachtung der gesamten linearen Algebra ist der enge Zusammen-
hang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen, die bei richtiger Betrachtungsweise sogar
1-zu-1 identifiziert werden konnen. Einfithrend bemerken wir dazu zunéchst, dass man aus jeder Matrix
A= (a j);:_ll,Zz,.“,r’rll € Mat(m X n, K) tiber einem Korper K eine K-lineare Abbildung

LA): K" > K™, v Ao

mit dem Matrix-Vektor-Produkt von A und v auf der rechten Seite erhilt. (Die fiir die K-Linearitat
benotigten Eigenschaften A(v + v) = Av + Av und A(sv) = s(Av) fur v,v € K", s € K sind dabei
Spezialfalle schon bemerkter Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen.) Als charakteristische Eigenschaft
der Abbildung L(A), die wir verallgemeinern werden, halten wir fest, dass die kanonischen Basisvektoren
e; € K"mit j € {1,2,...,n} durch L(A) auf

alj
azj

L(A)(e]-):Aej: e K™

amj
abgebildet werden. Den Zusammenhang zwischen A und L(A) werden wir nun verallgemeinern und in
den folgenden Sétzen sehen, dass zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen jede lineare Abbildung
auf analoge Weise erhalten werden kann. Vorbereitend halten wir zunédchst noch fest, dass sich bei
linearen Abbildungen alles auf den Vektoren einer Basis entscheidet.
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Satz 6.3.11 [iiber Bestimmtheit linearer Abbildungen auf Basisvektoren] Seien V und W Vek-
torrdaume iiber einem Korper K und B eine K-Basis von V. Dann gibt es fiir jede Abbildung n: B - W
genau eine K-lineare Abbildung ¢: V — W mit ¢(b) = n(b) fir alle b € B.

Der Satz macht tatsichlich eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir die K-lineare Fortsetzung
¢ von 1. Die Eindeutigkeit kann dabei auch so ausgedriickt werden, dass eine K-lineare Abbildung
@: V — W durch die Werte ¢(b) auf Basisvektoren b € B (die ja genau n entsprechen) eindeutig
bestimmt ist.

BEWEIS DEs SATZES. Wir verwenden die entscheidende Basiseigenschaft, dass jeder Vektor v € V
eine Basisdarstellung v = ', Apb mit endlichem E C B und durch v eindeutig bestimmten Koeffizienten
Ap € K besitzt.

Zum einen konnen wir damit ¢(0) := } ;g Apn(b) definieren und erhalten ¢: V. — W. Um Vertrag-
lichkeit von ¢ mit Addition nachzuweisen, betrachten wir neben v einen Vektor v =}, zA,b € V mit
endlichem E C B und )Lb € K. Wir erhaltenv+v = ¥, , 7(A + Ab)b (wobei wir A, = 0 fur b € B \ E und
/1;, =0firb e B\E verstehen) und somit ¢ (v +2) = 3, _r z(4p +/1b)17(b) = 2pee on(b)+ X, 5 /lbry(b) =
¢(v) + ¢(v). Analog sieht man die Vertraglichkeit von ¢ mit Skalarmultiplikation, also insgesamt die
K-Linearitit von ¢ und die behauptete Existenzaussage.

Zum anderen erhalten wir auch die Eindeutigkeit von ¢, denn fiir jede K-lineare Abbildung mit
@(b) = n(b) fir b € Eist 9(v) = @( Lper Ab) = Lper @ (b) = Yiper Apn(b) fiir beliebiges v € V durch
n und (die Basisdarstellung von) v eindeutig bestimmt. ]

Satz 6.3.12 [zur Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen] Seien V und W endlich-
dimensionale Vektorrdume tiber einem Korper K mit n := dimg V' € N und K-Basis 8 = (f1, B2, - - -, fn)
von V sowie m := dimg W € N und K-Basis C = (y1, ¥z, - .., Ym) von W. Dann gibt es eine Bijektion

Mat(m X n,K) N Lx(V, W)

worunter die Matrix A = (a;j) i=12..m € Mat(m X n, K) der linearen Abbildung ¢: V' — W mit
j=1,2,..n

m aij
(%) o(B)) = Z aijyi oderm.a.W. ¢(f)) = [ a:2, ] furalle j € {1,2,...,n}
i=1 a,.nj C

entspricht.

BeEwEIs. Ist die Matrix A gegeben, so definieren wir die entsprechende lineare Abbildung ¢ = Log(A)
auf den Basisvektoren f; durch (*) (was der Abbildung 1 im vorigen Satz entspricht) und setzen ¢ dann
mit dem vorigen Satz auf ganz V fort. Die Eindeutigkeit von Lcg(A) folgt ebenfalls aus dem vorigen
Satz.

Ist die lineare Abbildung ¢ gegeben, so liefert die C-Basisdarstellung von ¢(f;) € W eindeutige

Koeffizienten ayj, azj, . .., amj € K mit (x). Diese Koeffizienten stellen wir in A = M¢g(¢) zusammen.
Aus dem direkten Vergleich der beiden Konstruktionen sehen wir, dass A — L¢g(A) und ¢ —
Mcg(¢) inverse Abbildungen sind, also die behauptete Bijektion darstellen. O

Bemerkung 6.3.13 Die Bedingung (*) des Satzes ist 4quivalent zu
o(xg) = [Ax]¢ fiir alle x € K",

wobei wir die aus den Koeffizientenvektoren x = }77_; x;e; € K" bzw. Ax = 3" (Ax);e; € K™ erhaltenen
Vektoren in 8- bzw. C-Basisdarstellung wie in Abschnitt 6.2 als xg = ;-’:1 xjf;j € Vund [Ax]¢c =
" (Ax);y; € W schreiben.



6.3. MATRIZEN UND LINEARE ABBILDUNGEN 195

Begriindung: Gilt (), so folgt mit der K-Linearitat von ¢ auch

p(xg) = (P(ixjﬁj) = ixj(P(ﬂj) = ixj i aijyi = i i aijxX;Yi = i(Ax)iYi = [Ax]c
Jj=1 Jj=1 j=1 =1 i=1

i=1 j=1

fiir alle x € K". Umgekehrt ergibt Einsetzen von (ej)g = f; in dieser Bedingung wieder (*).)

Definition 6.3.14 Hingen A und ¢ wie in Satz 6.3.12 tiber (%) zusammen, so nennen wir Mcg(¢) = A
die darstellende Matrix von ¢ und Lcg(A) = ¢ die durch A dargestellte lineare Abbildung. Sind 8
und C die kanonischen Basen von V = K" und W = K™, so verzichten wir bei dieser Notation auf die
Indizes ¢g (was mit der eingangs verwendeten Notation L(A) konsistent ist).

Den entscheidenden Zusammenhang (x) bei der Darstellung sollte man sich dabei so merken, dass in
den Spalten der Matrix A die ¢-Bilder der Basisvektoren stehen — einfach so im Fall der kanonischen
Basis C von K™ und in Form ihrer C-Koeflizienten im Fall einer allgemeinen Basis C von W.

Bemerkungen 6.3.15 Seien V, W, X endlich-dimensionale Vektorrdume tiber einem Korper K mit

n:=dimgV € N, m := dimg W € N, ¢ := dimg X € N und mit K-Basen 8 = (f1, f2,...,Bn) von V,
C=1nY2- - Ym)von W, D = (61,62,...,0;) von X.

e Die Umformulierung von (x) aus der letzten Bemerkung bedeutet, dass die durch A € Mat(m x

n,K) dargestellte lineare Abbildung Log(A) genau Leg(A)(xg) = [Ax]¢ fir alle x € R" er-

fiillt. Mit anderen Worten entspricht dies der Kommutativitat des nebenstehenden Diagramms,

in dem die waagerechten Pfeile der Matrix-Vektor-

L(A)
Multiplikation L(A) bzw. x +— Ax und der von A dar- K" ( K™
gestellten Abbildung Log(A) entsprechen und die senk- X » Ax
rechten Pfeile den Ubergiangen x — xg und y — y¢ von l
Koeffizienten zu Vektoren in 8- und C-Basisdarstellung.
Letztere sind auch selbst lineare Abbildungen und werden xg — [Ax]c
als Basiswechsel in Mathematik 3 noch haufiger vorkom- |4 Los(A)
men.
e Matrizenmultiplikation und Komposition linearer Abbildungen entsprechen einander durch
Lpsg (BA) = LZ)C(B) o LCB(A) fur A € Mat(m X n, K) , B € Mat({’ X m, K) s
Mpc (¥)Mces () = Mps (¥ © @) fiir ¢ € Homg(V, W), ¢ € Homg(W,X) .

Insbesondere tibertragt sich Invertierbarkeit einer linearen Abbildung zwischen gleich-dimen-
sionalen® Vektorrdumen auf die darstellende Matrix und umgekehrt Invertierbarkeit eine Matrix
auf die dargestellte lineare Abbildung. Fir A € Mat(m X n,K) und ¢ € Homg(V, W) mit
m = dimg W = dimg V = n gilt also

A invertierbare Matrix &= Lgg(A) Isomorphismus,
¢ Isomorphismus &= M¢g(¢) invertierbare Matrix .
e Die zueinander inversen Abbildungen
Leg: Mat(m X n, K) — Homg (V, W) und Mcg: Homg(V, W) — Mat(m X n, K)
sind selbst K-lineare Abbildungen und ergeben also einen Isomorphismus von K-Vektorraumen
Homg (V, W) = Mat(m X n,K)
wobei n = dimg V, m = dimg W. Im Fall W = V ist dieser auch Ringisomorphismus.

SMit der etwa spiiter in diesem Abschnitt folgenden Dimensionsformel wird klar, dass eine lineare Abbildung iiberhaupt
nur dann invertierbar sein kann, wenn ihr Definitionsbereich und Ziel gleiche Dimension haben.
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Die Korrespondenz zwischen Matrizen und linearen Abbildungen hat wichtige Folgerungen fiir die
Isomorphie von Vektorrdaumen:

Korollar 6.3.16 Sei K ein Korper. Fiir endlich-dimensionale K-Vektorrdaume V und W gilt
V = W als K-Vektorraume < dimgV =dimg W .
Insbesondere ist jeder K-Vektorraum V mit dimg V = n € N isomorph zu K".

Mit anderen Worten bilden alle K-Vektorraume gleicher endlicher Dimension eine Isomorphieklasse,
sie weisen alle die gleiche Struktur und die gleichen Eigenschaften auf. Schaut man nur auf die Struktur
und nicht auf die genauen Elemente, so konnte man die Unterscheidung zwischen isomorphen Vek-
torrdumen sogar aufgeben und damit den Standpunkt beziehen, dass es nur einen K-Vektorraum jeder
festen Dimension n € Nj gibt. In dieser Vorlesung gehen wir so weit aber nicht und unterscheiden
verschiedene, isomorphe Vektorrdaume. Dennoch bedeutet die Isomorphie-Klassifikation, dass wir bei
einem n-dimensionalen K-Vektorraum eigentlich immer an unser n-dimensionales Standard-Beispiel K"
mit n € N denken koénnen (und fiir n = 0 natiirlich an den Nullvektorraum {0}). Praktisch alles, was
in K" funktioniert, kann dann per Isomorphie auf einen allgemeinen n-dimensionalen K-Vektorraum
iibertragen werden.

BeEwEIs DES KOROLLARs. Wir zeigen die beiden Implikationen der Aquivalenz separat.

Sei V. = W, es gebe also einen Isomorphismus ¢: V. — W von K-Vektorrdaumen. Sei weiter
B, Pa, - . ., Bn mit n := dimg V' € Ny eine K-Basis von V. Dann lasst sich nachrechnen, dass die Vektoren
©(f1), o(P2), - .., ¢(PBn) eine K-Basis von W sind. Also ist dimg W = n = dimg V.

Sein = dimg V = dimg W € N. Seien fi, B, ..., Bn eine K-Basis von V und y1,ys, ..., ¥, eine
K-Basis von W. Nach dem Satz iiber die Bestimmtheit linearer Abbildungen auf Basisvektoren gibt es
eindeutige K-lineare Abbildungen ¢: V — W mit ¢(f;) = y; firi = 1,2,...,nund ¢: W — V mit
U(y;) = Pifiri=1,2,...,n Aus (Yop)(f;) = p; = idv(p;) furi = 1,2,..., n folgt mit demselben Satz
Yo = idy, und analog ergibt sich oy = idyy. Also sind ¢ und ¥ Isomorphismen von K-Vektorrdumen,
undesist V= W. O

Mit anderen Worten ergeben sich die Abbildungen im zweiten Teil des vorigen Beweises tibrigens als
¢ =Leg(1,) und ¢ = Lge(I,), und sie sind dann nach der vorausgehenden Bemerkung Isomorphismen.

Nun beschéftigen wir uns kurz mit dem speziellen Fall K-wertiger K-linearer Abbildungen.

Definition 6.3.17 Sei K ein Korper. Der Dualraum eines K-Vektorraums V ist der K-Vektorraum
V* := Homg (V, K). Die Elemente von V*, also die K-linearen Abbildungen von V in den Grundkdorper
K, nennt man (K-)Linearformen auf V.

Ist n := dimgV € N, so sind die darstellenden Matrizen der Linearformen in V* Matrizen in
Mat(1 X n, K), haben also nur eine Zeile und n Spalten. Solche Matrizen hatten wir schon einmal als
Zeilenvektoren bezeichnet. Sie sind ein Gegenstiick zu Spaltenvektoren, in gewisser Weise ,dual® zu
diesen, was jedenfalls ein Stiick weit die Benennung als Dualraum erklart. Konkret stellt ein Zeilenvektor
w = (w; wp ... w,) € Mat(1 X n,K) beziiglich einer Basis 8 = (f1, f2,...,n) von V und der 1-
elementigen Standard-Basis 1 von K tatsachlich die Linearform ¢ = Lig(w) mit ¢ (xg) = wx = Z;’zl WX
fir alle x € R" dar. Insbesondere w; = ¢(;). Dartiber hinaus halten wir fiir den Dualraum hier nur noch
fest:

Korollar 6.3.18 Sei K ein Korper. Fiir jeden endlich-dimensionalen K-Vektorraum V gilt die Isomorphie
V* = V von K-Vektorraumen.
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Beweis. Ist dimg V' = 0, so ist die Isomorphie der Nullvektorraume V* und V klar. Wir kénnen
also n := dimg V' € N annehmen. Die gerade besprochene Korrespondenz zwischen Linearformen und
Zeilenvektoren bedeutet dann V* = Mat(1Xn, K) als K-Vektorrdume. Da Transponieren der kanonischen
Basis von K" eine Basis von Mat(1 X n, K) gibt, folgt dimg (V*) = dimg(Mat(1 X n, K)) = n. Dies bedeutet
dimg (V*) = dimg V, und mit dem vorigen Korollar folgt die behauptete Isomorphie V* = V von
K-Vektorraumen. O

Als Nachstes fithren wir einige, teils schon aus den Abschnitten 2.1 und 3.3 bekannte Konzepte
parallel fiir Matrizen und lineare Abbildungen ein:

Definition 6.3.19 Seien K ein Korper, A € Mat(m X n, K) mit m,n € N eine (m X n)-Matrix tiber K
und ¢ € Homg (V, W) eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorraumen V und W uiber K.

e Der Kern der Matrix A und der Kern der linearen Abbildung ¢ werden definiert als

n
ZXJAC] = 0} c Kn,
j=1

Kemp = ¢ ({0w}) = {o € V] 0(2) = 0w} € V.
e Das Bild der Matrix A und das Bild der linearen Abbildung ¢ werden definiert als
Bild A := {Ax | x € K"} = Span{Aey, Aey, ..., Ae,} C K™,
Bildg :== (V) ={p(v) |[veV} CW.

KernA:={x e K"|Ax =0} = {x e K"

e Der (Spalten-)Rang der Matrix A und der Rang der linearen Abbildung ¢ werden definiert als
Rang A := dim(Bild A) € {0,1,2,...,m},
Rang ¢ = dim(Bild ¢) € Ny LI {0} .

Bemerkungen 6.3.20 Seien K ein Korper, m,n € N und V, W Vektorraume tiber K.

e Der Kern von A € Mat(m X n, K) bzw. ¢ € Homg (V, W) ist stets ein K-Untervektorraum von K"
bzw. V. Das Bild von A € Mat(m X n,K) bzw. ¢ € Homg(V, W) ist stets ein K-Untervektorraum
von K™ bzw. W, womit die Definition des Rangs als Dimension des Bilds tiberhaupt erst sinnvoll
wird. Der Nachweis der Untervektorraum-Eigenschaften anhand der Definitionen ist dabei
problemlos.

e Kern, Bild und Rang einer Matrix A hiangen auf naheliegende Weise mit Kern, Bild und Rang einer
durch A dargestellten linearen Abbildung zusammen. Genauer gelten fiir A € Mat(mXxn, K), eine
K-Basis 8 von V mit dim V = n und eine K-Basis C von W mit dim W = m die Zusammenhinge
(die man aus der Definition und Lgg(A) (xg) = [Ax]c abliest)

KernL(A)=Kern A, BildL(A)=Bild A, RangL(A)=Rang A,
KernLeg(A)={xg|xeKernA}, BildL¢g(A)={yc|yeBildA}, RangLcg(A)=RangA.
e Die Bedeutung des Kerns liegt zu einem grofien Teil in folgendem, in dhnlicher Form schon aus
Abschnitt 3.3 bekannten Injektivitats-Kriterium: Fir ¢ € Homg (V, W) gilt
¢ injektiv &= Kern¢ = {0y} .

e Dass wir bei einer Matrix A auch vom Spaltenrang sprechen, erklart sich daraus, dass Bild A
von den Spalten Aey, Aey, .. ., Ae, € K™ von A aufgespannt wird und daher Rang A die maximale
Zahl linear unabhangiger Spalten von A angibt. Da A € Mat(m X n, K) aus n Spaltenvektoren
Aey, Aey, ..., Ae, € K™ besteht, ergibt sich hieraus als generelle Regel

Rang A < min{m, n} fur A € Mat(m x n,K) .
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Neben dem Spaltenrang lasst sich der Zeilenrang von A € Mat(m X n, K) als der Spaltenrang
von AT einfiihren und gibt die maximale Zahl linear unabhingiger Zeilen von A an. Bis auf
Weiteres werden wir immer mit dem Spaltenrang arbeiten. In Abschnitt 6.4 werden wir dann
tatsdchlich zeigen, dass Spaltenrang und Zeilenrang einer Matrix stets iibereinstimmen und
daher die Behandlung nur des Spaltenrangs keine Einschriankung ist.

Beispiel 6.3.21 Fir die Matrix

1 2 3
A=|4 -1 0]eMat(3x3R)
3 6 9

erhalten wir (mit den spitzen Klammern als Notation fiir den aufgespannten R-Untervektorraum)

I T e

Die Bestimmung des Kerns erfolgt dabei durch Losen des linearen Gleichungssystems Ax = 0. Das Bild
ergibt sich in der ersten Form als Span der 3 Spaltenvektoren von A und kann dann, da diese 3 Vektoren
nicht linear unabhangig sind, als Span von 2 linear unabhéngigen Vektoren umgeschrieben werden.
Damit ist Rang A = dim(Bild A) = 2 klar.

Ein Zusammenhang zwischen den Dimensionen von Kern und Bild leiten wir nun mit Hilfe des aus
Abschnitt 3.3 bekannten Konzepts der Faktorisierung auf elegante Weise her. Wir halten dazu zunéchst
fest, dass der Faktorisierungssatz auch fiir lineare Abbildungen wie folgt gilt.

Satz 6.3.22 [Faktorisierungssatz fiir lineare Abbildungen] Seien V und W Vektorraume tber

einem Korper K und U ein K-Untervektorraum von V. Fiir jede K-lineare v— . w
Abbildung ¢: V. — W mit U C Kern ¢ gibt es genau eine K-lineare T
Abbildung ¢.: V/U — W, die ¢. o p = ¢ (mit der Quotientenabbildung pl o

p: V — V/U) erfillt, also nebenstehendes Diagramm kommutativ macht. V/U

Wie bei den fritheren Versionen des Satzes erfiillt ¢, mit anderen Worten einfach ¢.(x+U) = ¢(x) fur
x €V, der Satz ist stets mit U = Kern ¢ anwendbar, und genau in diesem Fall ist ¢, injektiv. Aulerdem
gilt stets Bild ¢, = Bild ¢, und ¢, ist genau dann surjektiv, wenn ¢ dies ist.

BEWEIS DES FAKTORISIERUNGSSATZES. Die Existenz und Eindeutigkeit von ¢, als additiver Gruppen-
homomorphismus folgen aus dem entsprechenden Sachverhalt des Abschnitt 3.3 fiir Gruppen. Dass ¢.
sogar K-linear ist, folgt dann aus der Rechnung ¢..(s(x+U)) = ¢.(sx+U) = ¢(sx) = s¢(x) = sp.(x+U)
firse Kundx € V. O

Hier geht es uns aber vor allem um die Anwendung des Faktorisierungssatzes zum Beweis des schon
angekiindigten Zusammenhangs zwischen Kern und Bild:

Satz 6.3.23 [Dimensionsformeln fiir lineare Abbildungen und Matrizen] Seien V und W Vektor-
raume iiber einem Korper K. Fiir jede K-lineare Abbildung ¢: V — W gilt

dimV = dim(Kern ¢) + Rang ¢ .

Insbesondere gilt auch fiir eine (m X n)-Matrix A € Mat(m X n, K) mit m,n € N tiber einem Korper K
stets

n = dim(Kern A) + Rang A .
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BEwEISs DER DIMENSIONSFORMEL. Die Formel des Abschnitts 6.2 fiir die Dimension des Faktorraums
liefert

dimV = dim(Kern ¢) + dim(V /Kern ¢) .

Durch Faktorisierung nach Kern ¢ erhalten wir aus ¢ nun ein injektives ¢., das auf seinen Bildbereich
Bild ¢, = Bild ¢ koeingeschréankt auch surjektiv ist und dann als Isomorphismus ¢..: V/Kern ¢ — Bild ¢
aufgefasst werden kann. Insbesondere ist dim(V /Kern ¢) = dim(Bild ¢) = Rang ¢, und wir erhalten mit

dimV = dim(Kern ¢) + Rang ¢

die Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung ¢: V' — W. Die Dimensionsformel fiir die Matrix
A € Mat(m X n, K) kann man daraus durch Anwendung auf L(A): K* — K™ erhalten. O

Als erste Folgerung aus der Dimensionsformel halten wir fest:

Korollar 6.3.24 [zur Invertierbarkeit von Matrizen]| Fiir n € N, einen Korper K und eine quadrati-
sche (!) Matrix A € Mat(n X n, K) gilt

A invertierbhar & KernA = {0} < BildA = K" <= Aey, Ae,, ..., Ae, Basis von K" .

Da Invertierbarkeit von A und AT dquivalent sind, ist nicht nur die Basiseigenschaft der Spalten
Aey, Aey, . .., Ae, von A sondern ebenso die Basiseigenschaft der Vektoren ATe;, ATe,, ..., ATe,, also der
(transponierten) Zeilen von A, eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Invertierbarkeit
von A.

BEwEls DEs KOrOLLARS. Invertierbarkeit von A ist Aquivalent zu Invertierbarkeit und damit letzt-
lich zu Injektivitat und Surjektivitat von L(A): K" — K". Die Injektivitat kann dabei dquivalent
durch KernL(A) = {0} oder durch Kern A = {0} oder durch Vx € K": (Ax = 0= x = 0) oder
durch lineare Unabhéngigkeit der Spalten Aey, Aey, . .., Ae, ausgedriickt werden (letzteres, weil Ax =
2?21 xjAe;j). Die Surjektivitat kann dquivalent durch Bild L(A) = K" oder durch Bild A = K" oder durch
Span{Aey, Ae,, ..., Ae,} = K" oder dadurch, dass die Spalten Ae;, Aey, ..., Ae, Erzeugendensystem von
K" sind, ausgedriickt werden. Aus diesen Aquivalenzen entnehmen wir insgesamt

A invertierbar &< (KernA = {0} und BildA = K") &= Aey, Ae,, ..., Ae, Basis von K" .

Wegen der Dimensionsformel n = dim(Kern A) + dim(Bild A) (die wir tatsachlich nur fiir diesen letz-
ten Schluss benoétigen) sind hierbei die beiden Bedingungen Kern A = {0} und Bild A = K" sowieso
gleichbedeutend, weshalb auch jede der beiden einzeln als Kriterium ausreicht. O

Die Beobachtungen des gerade gefithrten Beweises erklaren tibrigens auch, warum es sinnvoll war,
Invertierbarkeit von vorne herein nur fiir quadratische Matrizen A € Mat(n X n,K) zu definieren:
Tatséachlich konnte man ja zunichst hoffen, dass auch fir A € Mat(m X n,K) mit m,n € N eine
allgemeinere Inverse B € Mat(n X m, K) uiber die Bedingungen AB = I, und BA = I,, definiert werden
kann. Damit diese Bedingungen gelten konnen, muss aber weiterhin L(A) injektiv und surjektiv sein,
es muss also KernA = {0} und BildA = K™ gelten und dann folgt nach Dimensionsformel eben
n = dimKern A + dim(Bild A) = 0+ m = m. Auch mit der allgemeineren Definition kann Invertierbarkeit
also letztlich doch nur fiir quadratische Matrizen vorliegen.

6.4. Lineare Gleichungssysteme und Elementaroperationen

In diesem Abschnitt wenden wir die bisher entwickelte lineare Algebra auf lineare Gleichungssysteme
an und entwickeln allgemeine Theorie und Rechenverfahren zu deren Losung. Elementaroperatio-
nen genannte Umformungen werden sich dabei sowohl fiirs Rechnen als auch fiir die Theorie und den
Nachweis einiger in Abschnitt 6.3 zuriickgestellter Behauptungen als niitzlich erweisen.
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Definition 6.4.1 Seien K ein Koérper und m, n € N. Ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichun-

gen fir n Unbestimmte x = (x1, x, ..., %,) € K" hat die Form
G1 : apnxi+apxstaizxs+.. . +agpx, = bl s
(*) G2 : az1X1+asXxs+dasxxs+...+dayuXx, = bz s

Gn:  amixitamoXetamsxs+. . . tampXn = by,

mit gegebenen Koeffizienten g;; € K und gegebenen Inhomogenititen b; € K. Im Fall b; = b, =
.. = by, = 0 hei3t das Gleichungssystem homogen. Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist die
Menge der x € K", fir die alle m Gleichungen G, Gy, ..., G, zugleich erfiillt sind.

Bemerkungen 6.4.2 Seien K, m, n, a;; und b; wie in der vorausgehenden Definition.
e Betrachte die Koeffizientenmatrix A := (q; J)z 12m € Mat(m X n, K) und die rechten Seite/

Inhomogenitat b € K". Dann sind folgenden mathematlschen Problemstellungen dquivalent:
— Losung des linearen Gleichungssystems (x).
— Losung der Vektorgleichung
Ain by
azn _ bz
ar:rm ) b:m

an

az1

X1l

( ar.nl

— Losung der Vektorgleichung Ax = b.
— Ermittlung des Urbildes (L(A))~!(b) des Vektors b unter der linearen Abbildung L(A).

e Im homogenen Fall b = 0 ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = 0 stets
ein K-Untervektorraum von K" und genauer gleich dem K-Untervektorraum Kern A von K".
Insbesondere ist x = 0 (wegen 0 € Kern A) stets eine Losung von (*), genannt die triviale Losung
oder Nulllésung.

e Im allgemeinen, eventuell inhomogenen Fall gibt es fiir die Losungsmenge des linearen Glei-
chungssystems Ax = b zwei Alternativen: Im Fall b ¢ Bild A ist die Lésungsmenge leer. Im Fall
b € Bild A ist die Losungsmenge stets ein affiner Unterraum von K" und genauer gleich dem
affinen Unterraum x, + Kern A von K" mit irgendeiner Losung x, € K" zu Ax, = b. In letzterem
Fall ergibt sich also die allgemeine Losung zu Ax = b als Summe aus einer speziellen Losung
Xo zu Axy = b und der allgemeinen Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems
Ax =0.

Aus dem Vorigen und der Dimensionsformel dim(Kern A) = n — dim(Bild A) des Abschnitts
6.3 lasst sich ablesen: Ist Ax = b fiir Inhomogenitédten b im k-dimensionalen Raum Bild A 16sbar,
so hat fiir jede einzelne dieser Inhomogenititen b der Losungsraum x, + Kern A (mit von b
abhéangiger spezieller Losung x) stets die Dimension n — k.
e Notwendig und hinreichend fiir Losbarkeit von Ax = b ist das Rangkriterium

+ Xy

Rang(A|b) = Rang A

mit der erweiterten Koeffizientenmatrix (A | b) € Mat(m X n + 1, K), die durch Hinzufiigen
des Vektors b € K™ zur Matrix A € Mat(m X n, K) in Form einer zusatzlichen Spalte entsteht.

Begriindung: Losbarkeit von Ax = b bedeutet, dass es x = (x1,x2,...,%,) € K" mit Ax = b
oder dquivalent Z;’zl xjAe; = b gibt. Mit anderen Worten heif3t dies b € Span{Aey, ..., Ae,},
aquivalent Span{Aey, ..., Ae,, b} = Span{Aey, ..., Ae,} oder, noch anders formuliert, Bild(A | b)
Bild A. Schlief3lich ist auch Rang(A|b) = Rang A aquivalent, denn nach Abschnitt 6.2 tritt
fir die Vektorrdaume Bild A C Bild(A|b) genau dann Gleichheit ein, wenn dim(Bild A) mit
dim(Bild(A | b)) iibereinstimmt.
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e Speziell fiir m = n und eine invertierbare Koeffizientenmatrix A € Mat(n X n, K) hat das lineare
Gleichungssystem Ax = b fiir jede Inhomogenitat b € K" die eindeutige Losung

x=A"'beK".

Nun kommen wir zu den bereits angekiindigten Elementaroperationen und werden sehen, dass
durch diese jedes lineare Gleichungssystem auf eine besonders giinstige Form gebracht werden kann, an
der sich die Losung gut ablesen lasst.

Definition 6.4.3 Seien K ein Korper, seien m, n € N, und sei ein lineares Gleichungssystem der Form
(*) mit a;;, b; € K gegeben.
e Genau die folgenden drei Typen von Operationen bezeichnen wir als elementare Zeilenope-
rationen mit dem Gleichungssystem () (wobei stets A € K und i,k € {1,2,...,m} seien):
(a) Vertauschung einer Gleichung G; mit einer Gleichung Gy.
(b) Ersetzung einer Gleichung G; durch G; + AGy mit k # i,
(c) Ersetzung einer Gleichung G; durch ihr Vielfaches AG; mit A # 0,
Bei (c) werden hier beide Seiten der Gleichung G; mit A multipliziert. Bei (b) werden die beiden
linken Seiten von G; und AGy zur neuen linken Seite, die beiden rechten Seiten zur neuen rechten
Seite addiert. Die Operation (a) schlief3lich betrifft nur die Reihenfolge, in der die Gleichungen
aufgelistet werden.
e Ist die ite Zeile der Koeflizientenmatrix kein Zeilennullvektor, so heif3t a;; # 0 fiir das kleinst-
mogliche j das Pivotelement der iten Zeile.
e Wir sagen das Gleichungssystem (x) ist in Zeilenstufenform wenn gilt:
— Nullzeilen treten (wenn tiberhaupt) nur unten auf,
— jedes Pivotelement steht rechts von den Pivotelementen der Zeilen dariiber.
Prézise bedeutet das es gibtein k € {0,1,...,m}und & < f, < ... < f in {1,2,...,n}, so dass
firi e {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n} gilt: a;;, # 0 fir i < k sowie g;; = 0fiiri <k, j < f;fund
auch g;; = 0 fiir i > k. Hier sind die Pivotelement genau die a;;, # 0 fir i < k. Insbesondere
treten unterhalb von Pivotelementen nur Nullen auf.
e Wir sagen das Gleichungssystem (x) ist in reduzierter Zeilenstufenform wenn es in Zeilen-
stufenform ist und zudem gilt:
— oberhalb jedes Pivotelements treten nur Nullen auf und
— jedes Pivotelement ist 1.
D.h. fiir jedes i < k ist aj, = 1 und a;y, = 0 fir i’ # i.

Beispiel 6.4.4 Wir verwenden elementare Zeilenoperationen vom Typ (a) und (b), um die folgende
erweiterte Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform zu bringen:

0 0 2|4 01 1|5 01 1|5 0 1 1|5
(a) (b) (b)
01 1/,5[/—]0 0 2|4]—|0 0 24— |0 0 2|4
0 1 4|11 0 1 4|11 0 0 3|6 0 0 0|0
Unter Verwendung von (c) konnen wir auch eine reduzierte Zeilenstufenform erreichen:

© 0 1 1|5 ®) 01 0|3
— |0 0 1|2[— |0 O 1|2
0 0 0|0 0 0 00

Im folgenden Satz halten wir fest, dass dieses Verfahren immer funktioniert.

Satz 6.4.5 [Uiber den Gauf}-Algorithmus] Seien K ein Kérper und m, n € N. Jedes lineare Gleichungs-
system Ax = b mit A € Mat(m X n,K) und b € K™ (das ausgeschrieben die Form () hat) kann durch
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endlich viele elementare Zellenoperatlonen vom Typ (a) bzw. (b) (und zusétzlich (c)) in ein lineares
Gleichungssystem Ax=bmit A = (a,])z 12.m € Mat(m X n,K) und b € K™ iiberfithrt werden, wobei:

o Ax = b die gleiche Losungsmenge wie Ax = b hat und Kern A = Kern A gilt und
e A in (reduzierter) Zeilenstufenform ist.

Speziell fiir m = nund A € Mat(n X n, K) lasst sich A =1, erreichen genau dann wenn A invertierbar ist.

BewElsskizze. Fir den ersten Punkt tiberlegen wir zunachst einmal, dass jedes neue, durch ele-
mentare Zeilenoperationen erreichte Gleichungssystem die gleiche Losungsmenge und den gleichen
Kern der Koeffizientenmatrix hat wie das urspriingliche Gleichungssystem. Dies folgt weil elementare
Zeilenoperationen Aquivalenzumformungen des Gleichungssystems und auch des zugehérigen homo-
genen Gleichungssystems sind und daher Lésungsmenge bzw. Kern nicht andern. (Man beachte dabei
insbesondere, dass die Operationen (a), (b), (c) jeweils durch eine Operation desselben Typs riickgangig
gemacht werden konnen.)

Fiir den zweiten Punkt abstrahieren wir das Verfahren aus dem vorangegangen Beispiel, um eine
endliche Folge von elementaren Zeilenoperationen zu finden, die zunichst ein Gleichungssystem in
Zeilenstufenform ergeben, und spater sogar ein reduziertes:

Schritt 1 Finde die linkeste Spalte, die nicht Null ist und wahle darin ein Pivotelement.

Schritt 2 Verwende (a), um dessen Zeile ganz nach oben zu tauschen.

Schritt 3 Verwende (b), um Nullen unterhalb des Pivotelementes zu erzeugen.

Schritt 4 Decke die erste Zeile ab und gehe wieder zu Schritt 1.
Falls es im Schritt 1 keine Spalte ungleich Null gibt, sind wir fertig und haben dann eine (erweiterte)
Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform vorliegen. Nun kénnen wir fortsetzen:

Schritt 5 Verwende (c), um das unterste Pivotelement auf 1 zu skalieren.

Schritt 6 Verwende (b), um Nullen oberhalb dieses Pivotelementes zu erzeugen.

Schritt 7 Decke die Zeile des untersten Pivotelements ab und gehe wieder zu Schritt 5.

Falls es im Schritt 5 kein Pivotelement mehr gibt, sind wir fertig und haben dann eine (erweiterte)
Koeflizientenmatrix in reduzierter Zeilenstufenform vorliegen.

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn {0} = Kern A = Kern A, also genau dann wenn A
invertierbar ist, was bei reduzierter Zeilenstufenform genau A= I, bedeutet. O

Bemerkungen 6.4.6 Seien K ein Korper und m,n € N.

e Fiir die Matrizen A und A des letzten Satzes ist

Rang A = Rang A = k = Anzahl der Pivotelemente in A

denn zum einen entnimmt man aus der Zeilenstufenform BildA = R¥ x {0} * und damit

Rangg = k, zum anderen folgt aus Kern A = Kern A mit der Dimensionsformel fiir Matrizen,
dass Rangg: n — dim(Kern A) = n — dim(Kern A) = Rang A ist.

e Elementare Zeilenoperationen kdnnen auch unabhangig von einem linearen Gleichungssystem,
mit (den Zeilen) einer beliebigen Matrix A € Mat(m X n, K) durchgefithrt werden. Dabei bleibt
die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen, also der Zeilenrang, erhalten. Letzterer
lasst sich mithelos ablesen, sobald die Matrix in Zeilenstufenform gebracht wurde, namlich als
Anzahl der Zeilen ungleich Null, also wieder als Anzahl der Pivotelemente. Mithin gilt fiir alle
A € Mat(m X n, K) die Gleichheit ,Zeilenrang gleich Spaltenrang® bzw. symbolisch:

Rang(A") = Rang A.

e Ist A wie im letzten Satz auf Zeilenstufenform, so kann man die allgemeine Lsung des linearen
Gleichungssystems Ax = b im Wesentlichen ablesen: Ist b; # 0 fiir ein i > k, so ist wegen der
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unlésbaren Gleichung 0 = b; die Lésungsmenge von Ax = b leer. Ist b; = 0 fiir alle i > k, so
kann man die nicht-trivialen Gleichungen in den ersten k Zeilen nacheinander von unten nach
oben nach den k Variablen x;, x¢_,, ..., Xg,, x¢, auflésen und diese durch die anderen (n — k)
Variablen ausdriicken. Fiir jede Vorgabe der (n — k) ,anderen” Variablen erhalt man also eine
Losung und insgesamt einen Losungsraum der Dimension n — k = n — Rang A = dim(Kern A),
was der Anzahl der Spalten ohne Pivotelemente entspricht. Bei Beispiel 6.4.4 sehen wir etwa

0 1 0|3
0 0 1|2~ (0x1+x2+0x3=23)und (0x; +0xy+x3 =2),
0 0 00
X1
woraus wir als Losungsmenge den eindimensionalen affinen Unterraum { | 3 | | x; € R} ablesen.
2

Der Gauf3-Algorithmus ist daher das Standard-Rechenverfahren zur Herstellung der Zeilen-

stufenform und damit zum Losen linearer Gleichungssysteme sowie zur Bestimmung von Kern
oder Rang von Matrizen.
Jede elementare Zeilenoperation entspricht einem Ubergang von A € Mat(m x n,K) zu EA €
Mat(mxn, K) mit einer invertierbaren Elementarmatrix E € Mat(mxm, K) eines der folgenden
drei Typen (wobei stets A € K, i,k € {1,2,...,m} ist und alle nicht eingetragenen beziehungs-
weise nicht erwahnten Eintrage 0 sind): Der elementaren Zeilenoperation (a) entspricht eine
Elementarmatrix

mit den (i, k)- und (k,i)-Eintrdgen 1 fir k # i sowie mit Ausnahme der (i,i)- und (k, k)-
Eintrage 0 mit lauter Eintragen 1 auf der Hauptdiagonale. Dies ist die Permutationsmatrix E;
zur Transposition 7 € Sy, von i und k.

Der elementaren Zeilenoperation (b) entspricht eine Elementarmatrix

1. 1.
1.2 1.
1. oder 1 ‘
1 1
die den (i, k)-Eintrag A mit i # k und lauter Eintrage 1 auf der Hauptdiagonale hat. Der elemen-
taren Zeilenoperation (c) entspricht eine Elementarmatrix

1.

die mit Ausnahme des (i, i)-Eintrags A # 0 lauter Eintrage 1 auf der Hauptdiagonale hat.
Speziell fiir m = n und eine invertierbare Matrix A € Mat(n X n, K) kann die letzte Aussage
des letzten Satzes nach der vorigen Bemerkung so formuliert werden, dass es ein s € Ny und
Elementarmatrizen Ey, E,, . . ., E; € Mat(n X n, K) mit E1E,- . .. -E;A = I, gibt. Dies bedeutet auch
A"V = E{E,-...Eg = E{E,- ... El, und gibt daher ein Verfahren zur Berechnung der inversen
Matrix an die Hand. Ein Beispiel hierzu ist Thema der Ubungen.
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6.5. Determinanten

Definition 6.5.1 Seien K ein Kérper und n € N. Die Determinante einer quadratischen (!) Matrix
A =(aij)ij=12..n € Mat(n X n, K) erklaren wir iiber die sogenannte Leibniz-Formel als

n
det A := Z sgn() n Ain(i) = Z sgN(7)a17(1)A2,2(2)" - - - “Anx(n) € K
i=1

TES, mESy

wobei S, die in Abschnitt 3.1 eingefiihrte symmetrische Gruppe vom Grad n, also die Menge aller
n! Permutationen von {1,2, ..., n}, bezeichnet. Gelegentlich notieren wir die Determinante auch mit
senkrechten Strichen in der Form*
a1 Ain
::det( Do ) .
ap1 " Qnn

(a) Fur (1 x 1)-Matrizen gilt trivial det(s) = s mit s € K.
(b) Fir (2 x 2)-Matrizen besagt die Leibniz-Formel

apr -t ain

anp1 *° Qnn

Beispiele 6.5.2 Sei K ein Korper.
deta b = b =ad — bc mita,b,c,d € K
c d c d

(wobei in Sy = {id, 7} die Identitét id den Term ad, die Transposition 7 den Term —bc gibt).
(c) Im Spezialfall von (3 X 3)-Matrizen ist die Leibniz-Formel als Regel von Sarrus bekannt und

besagt
aj; diz 4is aj; 4z 4ais
det|az1 az ax|=l|ax ax az
asy; dsz d4ss asp dsz d4ss

= 011022033 + 412023031 T A13A21032—A13022031 — A11023032 — A12021033

fur (ajj)ij=1,23 € Mat(3x3,K) (wobei in S3 = {id, 7, 72, 73, 01, 02} die Identitat id und die 3-Zykel
o1, 0y die drei blauen Terme sowie die Transpositionen 7, 73, 7; die drei roten Terme geben). Um
sich die Regel zu merken, kann man sich wie folgt diagonale Linien in der Matrix vorstellen:

Die drei Terme mit positivem Vorzeichen ergeben sich dann jeweils durch Multiplikation der
drei Zahlen entlang blauer Linien (wobei die Linien, die die Matrix links oder rechts verlassen,
als auf der jeweils anderen Seite fortgesetzt zu betrachten sind). Die drei Terme mit negativem
Vorzeichen erhélt man analog durch Multiplikation entlang roter Linien.

4Fiir n = 1 sollte man diese Notation allerdings vermeiden, um Verwechslungen mit dem Betrag auszuschlieflen.
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(d) Fur obere Dreiecksmatrizen beliebiger Zeilen- und Spaltenzahl n € N (mit beliebigen, nicht
unbedingt gleichen Eintragen aus K an den mit * markierten Stellen) erhalt man die Determinante

Aox % - % * *
0 )Lz *
0 0 A5 -+ % k%
: : s : Sl = AAoAse Ao A An
0 0 0 © Apg % *
0 0 0 0 Ayq
0 0 O 0 0 A

als Produkt der Eintrage A4, A, ..., A, € K auf der Hauptdiagonale von der linken, oberen Ecke
zur rechten, unteren Ecke. Der Grund fiir diese Regel ist, dass fiir eine Matrix (a; ;); j=1,2...» dieser
Struktur und 7 € S, nur dann [, a; »(;) # 0 sein kann, wenn (i) > i furallei € {1,2,...,n}
eintritt, was wiederum 7 = id erzwingt und die Leibniz-Formel auf einen einzigen Summanden
reduziert. Eine analoge Regel gilt fiir untere Dreiecksmatrizen (und ergibt sich mit derselben
Begriindung oder gemif Teil ((a)) des nachsten Satzes). Insbesondere gilt im Spezialfall von

Diagonalmatrizen
. . . .. : = Alﬂ,zkg' e '/‘{n—ZAn—IAn .
0 0 0 Az 0 O
0O 0 O 0 Aic1 O
0 0 0 0 0 A

Da Dreiecks- und Diagonalmatrizen hiufig auftreten, sind diese Regeln zur sehr einfachen
Berechnung der Determinante tatsachlich extrem niitzlich.
(e) Analog gilt fiir obere Block-Dreiecksmatrizen die Regel

= (detAl)(detAg)- cen -(detA[_l)(detAg) s

wobei die quadratischen (!) Blocke A; € Mat(n; X ny,K), A, € Mat(ny X ny,K), ..., Ay €
Mat(ny;Xng, K) mit £, ny, ny, . .., ny € Nihre Zentren auf der Hauptdiagonale haben, sich oberhalb
der Blocke beliebige Eintrage und unterhalb der Blocke nur Nullen befinden und die gesamte
Blockmatrix n = ny; + ny + ... + ny Zeilen und Spalten hat. Zur Herleitung dieser Regel gehen
wir nicht ins Detail. Im Wesentlichen ergibt sie sich aus der Uberlegung, dass []_; a; ;) # 0
bei dieser Struktur nur dann moglich ist, wenn durch 7 nur zum selben Block gehérige Indizes
untereinander permutiert werden. Eine analoge Regel gilt fiir untere Block-Dreiecksmatrizen,
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und als Spezialfall ergibt sich fiir Block-Diagonalmatrizen

= (detA;)(detAy)-...-(detA,_1)(detAy).

(f) Eine Permutationsmatrix E; := (84(;) )i j=12..» € Mat(n X n,K) mit n € N, ¢ € S, hat nur
Eintrage 0 und 1, wobei in jeder Zeile und jeder Spalte genau eine 1 steht. Die Matrix E, ist
die darstellende Matrix der zu o gehorigen Koordinatenpermutation K" — K" beziiglich der

€ K. Fur die Determinante

xa.(n)

X1 Xo(1) X1
x X X
kanonischen Basis von K", erfillt also Eg( ;2 ) = ( @ ) fur alle ( ;2

X Xn
von E, gilt einfach
detE, = sgn(o) € {-1,1},

denn fiir 7 € S, mit []iL; 85(i) »(j) # 0 muss offensichtlich die Gleichheit 7 = ¢ vorliegen.

Lemma 6.5.3 Seien K ein Korper, n € Nund A = (a;;)ij=12,..» € Mat(n X n,K). Dann gelten die
folgenden Aussagen:

e Hat A eine Nullzeile, so ist det A = 0.
e Hat A zwei identische Zeilen, so ist det A = 0.
e Unter einer elementare Zeilenoperation A — EA gilt:

det(EA) = (detE)(det A)

wobei det(E) = —1 fiir Zeilenoperationen vom Typ (a), det(E) = 1 fiir Operationen vom Typ (b)
und det(E) = A fur Multiplikation einer Zeile mit A € K \ {0} gilt.

BeEweis. Der erste Punkt folgt direkt aus der Leibniz-Formel, da det A im betrachteten Fall eine
Summe von Produkten von Matrixeintragen ist, wobei jeweils ein Eintrag der Nullzeile vorkommt.

Fiir den zweiten Punkt nehmen wir an, es gibt zwei Zeilenindizes i # k in {1,2,...,n} mit a;; = a;
fur alle j € {1,2,...,n}. Nun zerlegen wir S, in die Mengen der geraden und ungeraden Permutationen,
wobei jede ungerade Permutation o € S, als 0 = ror; mit der geraden Permutation 7 := go Tl.7<1 €S,
und der festen (!) Transposition ;. € S,, die i und k vertauscht, geschrieben werden kann. Aus der
Leibniz-Formel erhalten wir dann

detA = Z (al,n(l)az,n(z)' - Apr(n) — A1,mory (1) A2,mor (2)" - - - *"An oty (n) ) .
TEeS,
7 gerade =P,

Dabei stimmen im vorderen und hinteren Summand von P, alle Faktoren aufer dem i-ten und dem
k-ten uiberein (denn fir j € {1,2,...,n} \ {i, k} ist 7;+(j) = j), und auch fur das Produkt des i-ten und
k-ten Faktors erhalten wir mit a; ror,, (i) @k rory (k) = @i (k) Fkx(i) = Tk r(k)dix(i) Ubereinstimmung (wobei
im letzten Schritt einging, dass i-te und k-te Zeile gleich sind). Also ist P, = 0 fiir alle geraden 7 € S,
und damit wie behauptet det A = 0.

Fiir den letzten Punkt betrachten wir die drei Typen von elementaren Zeilenoperationen separat. Ist
die Elementarmatrix E vom Typ (c) mit det E = A, so erhalten wir mit der Leibniz-Formel

n

det(EB) = Z sgn (1) Ab; r(i) ]_[ bix(j) = A(det B) = (det E)(det B) .
TES, j=1
i
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Ist die Elementarmatrix E vom Typ (b) mit det E = 1, so erhalten wir

n
det(EB) = > sgn(m)(bin(i) + Abir(i)) | | bjinj) = det B+ Adet Bi i = (det E)(det B),
TEeS, j.:1_
J#Fi
wobei B; i jene Matrix bezeichnet, die aus B hervorgeht, wenn die ite Zeile durch eine Kopie der kten
Zeile ersetzt wird.
Ist schlieBllich E = E; mit Transposition 7 € S, eine Elementarmatrix vom Typ (a) mit det E = —1, so
bekommen wir

n
det(EB) = Z sg0(7) iz (i) bi (k) l_[ bjx(j)

reS, Jj=1
i#j#k

== > sgn(701) | | bjror() = — det B = (detE)(detB). O

reS, j=1

Satz 6.5.4 Seien K ein Korper, n € N und A, B € Mat(n X n,K). Dann ist A genau dann invertierbar
wenn det A # 0 und es gilt die Produktformel fiir Determinanten

det(AB) = (det A)(det B) .

Bewels. Nach Satz 6.4.5 ist die Matrix A genau dann invertierbar, wenn sie durch elementare
Zeilenoperationen in die Einheitsmatrix A = I, umgeformt werden kann. Andernfalls lasst sie sich in
eine Matrix in reduzierter Stufenform A mit Nullzeilen umformen. Nach dem letzten Punkt in Lemma 6.5.3
(und Induktion nach der Anzahl der Zeilenoperationen) gilt det A = A det A fiir einen invertierbaren
Faktor A € K \ {0}. Es gilt also:

A invertierbar < A invertierbar <= detA # 0 <= detA # 0

da sich die Determinante A in beiden Fllen sich einfach als 1 bzw. 0 berechnen lisst.

Fiir die Produktformel machen wir eine Fallunterscheidung. Ist A nicht invertierbar, so gilt det A = 0.
Allerdings ist dann auch det(AB) = 0, zum Beispiel, weil Bild A & K" und wegen Bild(AB) C Bild A
dann auch Bild(AB) & K" gelten. Somit ist det(AB) = (det A)(det B) in diesem Fall erfiillt.

Jedes invertierbare A lasst sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben. Hat das Produkt Lange
1, dann folgt die Produktformel direkt aus Lemma 6.5.3, andernfalls iiber Induktion nach der Lange. O

Satz 6.5.5 Seien K ein Korper, n € Nund A = (a; ) j=12...» € Mat(n X n,K).
(a) Es gilt det A = det (AT).
(b) Entwicklungssatz von Laplace (auch bekannt als Entwickeln nach der einer Zeile): Fiir
jedes feste i € {1,2,...,n} gilt
n
detA = Z a,-,jA\,-j ,

j=1

wobei sich die sogenannten Kofaktoren A; i € K gemaf

a1t 4,51 aij+1 " Qin
—_ PR a_l,]. D a—l, —l a—l’ +1 ... a_l,
Aij — (_1)l+] det i i-1,j i-1,j i—-1,n

ai+1,1 " Aix1j-1 Qi+1,j+1 0 Qitln

an1 "t Qpj-1 dnj+1  **°  Qpn
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aus Determinanten von ((n — 1) X (n — 1))-Streichmatrizen® ergeben, bei denen die i-te Zeile
und j-te Spalte der urspriinglichen Matrix A wegfallen.
(c) Fir die Adjunkte, Komplementidrmatrix bzw. Kofaktormatrix

adj A == Cof A = (A},) . € Mat(n x n,K),

ij=1,2,...,

gilt die Matrizengleichung
A(adjA) = (detA)L,, = (adjA)A.
Fiir invertierbares A ergibt sich hieraus die Formel fiir die Inverse

B 1
~ detA

Mit Teil (b) des Satzes wird also die Berechnung einer allgemeinen (n X n)-Determinante auf die
Berechnung von ((n — 1) X (n — 1))-Determinanten zuriickgefiihrt, die dann mit den Eintragen a;;
der i-ten Zeile und den schachbrettartig auftretenden Vorzeichen (—1)*/ zu multiplizieren und dann
aufzusummieren sind. Wendet man dies iterativ an, so lassen sich im Prinzip beliebige Determinanten
schematisch berechnen.

Fiir praktische Berechnungen mit dem Entwicklungssatz ist es niitzlich, zu wissen, dass man wegen
Teil (a) des Satzes analog nach einer festen Spalte statt einer festen Zeile entwickeln kann und dass es
normalerweise von Vorteil ist, wie im folgenden Beispiel die Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte
durchzufithren, die moglichst viele Nullen enthalt.

-1

adjA.

Beispiel 6.5.6 Ein Beispiel fiir die Entwicklung einer (4 X 4)-Matrix nach ihrer dritten Zeile und
anschlieffende Berechnung der (3 X 3)-Determinanten mit der Regel von Sarrus ist

3 -4 0

1

-4 0 1 3 —4 0
0 2 =5 3_ 4], _s 3l—0+0-4|0 2 -5
L0 04 2 4 1 -3 2 4
-3 2 4 1

=—-1(20+0+8+10+48—-0) —4(24-60+0—-0+30—0) = —62.
Wir kommen nun zum Beweis der im Satz behaupteten Regeln.

BEWEIS VON SATZ 6.5.5. Wir behandeln zunichst Teil (a). Wir machen die (teils unten erlauterte)
Rechnung

(1) _
det (AT) = Z Sgn(7)an(1)1ar(2)2° - - - An(myn = Z sgn (") ay-1(1)d2.0-1(2)" - - - “Ana-1(n)

reS, TESy
(2
= Z sgn(0)ay5(1)a20(2)" - - - “Ano(n) = det A.
o€S,

Dabei basiert der Schritt (1) auf sgn() = sgn(7~!) und Umsortieren der Faktoren mit Indizes (7(j), j) =
(i, 7~1(i)) in die durch den vorderen Index i = 7(j) gegebene Reihenfolge. Im Schritt (2) erfolgt mittels
der Bijektion S, — S,, 7 +— 7z~ ! ein Ubergang zum Index o = 7~ ..

°Im Fall n = 1 legen wir formal Ay := 1 fest, womit der Entwicklungssatz und weitere folgende Resultate richtig bleiben.
Dies kann man sich so erklaren, dass man sich in diesem Fall die Streichmatrix als (0 X 0)-Matrix ohne Eintrige und ihre
Determinante als leeres Produkt mit Wert 1 vorstellt. Da der Umgang mit (1 X 1)-Matrizen und -Determinanten trivial ist, ist
diese Festlegung aber ziemlich egal.
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Nun zu Teil (b). Wir spalten zunichst die Summe in der Leibniz-Formel nach dem zum festen
i€{1,2,...,n} gehorigen Wert 7(i) € {1,2,...,n} auf und erhalten so

detA = Z Z sgn(ﬂ)nakﬂ(k) Za,] Z Sgn(ﬂ)]—[akn(k)

j=1 meS, reS,
n(i)=j m(i)=j ki’
Fiir (erst einmal) festes (i, j) € {1,2,...,n}? sei nun (@gm)em=12...n-1 € K"VX07D die Streichmatrix, in

der die i-te Zeile und j-te Spalte von A weggefallen sind. Fir die Eintrége bedeutet dies arm = ag,(¢),0;(m)
wobei 0; € S, den (n — i+ 1)-Zykel mit 0;(£) = £ fiir £ < i, mit 0;(¢£) = £+ 1 fir i < ¢ < n und folglich mit
o;(n) = i bezeichnet und o; € S, analog definiert ist. Mit dieser Notation kénnen wir das obige Produkt

gemaf3
n n-1 n-1

[ [akrwo = [ [aoom@on =] | .67 (n(01(0)))
i:l =1 =1
#i

1

umschreiben. Nun ist 7 +— 0, omoo; bijektiv von {r € S, | 7(i) = j} auf {y € S, | y(n) = n} und andert

das Vorzeichen gerade um (—1)"*/ (denn fiir y = 0].'1 o 1 o o; ibersetzt sich mit 0;(n) = i, oj(n) = j
einerseits 77(i) = j in y(n) = n, und mit o; als (n — i + 1)-Zykel, o; als (n — j + 1)-Zykel erhalten wir

andererseits sgn(y) = (—1)"/*lsgn()(-1)"""*! = (-1)"*/sgn(x)). Damit bekommen wir insgesamt

Z sgn(r) Hak,n(k) = (-1 Z Sgn(y)ﬁﬁe,y(z) = (-1 Z Sgn()’)ﬁafi(f)
=1

TES, k=1 YESn =1 Y€Sn-1
x(i)=j ki y(n)=n

= (-1)™ det(@rm)em=12. .n-1 = Aij,
wobei wir Y € Sp mit y(n) = nundy € S,_; auf naheliegende Weise identifiziert und zuletzt die
Definition A, i=(= 1) det(@pm)em=12...n—1 des Kofaktors Al ;j benutzt haben. Nun erinnern wir uns, dass

j €{1,2,...,n} beliebig war. Einsetzen der letzten vorausgehenden in die erste Formel des Beweises

ergibt dann mit
n

detA = Z ai,j;l\,-j
j=1
die Behauptung.
Nun zu Teil (c), also der Formel A(adj A) = (det A)I,. Hierfiir berechnen wir fiir i € {1,2,...,n} den
(i, i)-Eintrag (A(adj A));; von A(adj A) (also den iten Eintrag auf der Hauptdiagonale) als
n
(A(adjA))i; = Z aijAij = det A,
=1
wobei die erste Gleichheit aus den Definitionen der Adjunkten und der Matrizenmultiplikation folgt
und sich die zweite durch Entwicklung nach der i-ten Zeile ergibt. Ahnlich bestimmen wir fiir i # k in
{1,2,...,k} nun den (i, k)-Eintrag (A(adj A));x. Wir schreiben dazu Ax.; fiir die (n X n)-Matrix, die aus
A hervorgeht, wenn die k-te Zeile durch eine Kopie der i-ten Zeile ersetzt wird, und die somit in beiden
diese Zeilen die gleichen Eintrédge a; ; enthélt. Wir erhalten dann
n —_
(A(adj A)) = ) a;jAr; = det Age; = 0,
=1
wobei die zweite Gleichheit auf Entwicklung von det Ax.; nach der k-ten Zeile und die dritte Gleichheit
auf Lemma 6.5.3 beruhen. Damit sind die Eintridge von A(adj A) insgesamt als (A(adj A));x = (det A)dik
mit i,k € {1,2,...,n} bestimmt, mit anderen Worten gilt also A(adj A) = (det A)IL,.



210 6. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Die Formel (adj A)A = (det A)I, mit Multiplikation in der umgekehrten Reihenfolge kann man
analog herleiten oder auf das Vorige zuriickfiihren. Letzteres gelingt mit der Rechnung (adjA)A =
(AT (adj A)T)T = (ATadj (AT))T = (det(AT)I[n)T = (det(AT))I, = (detA)l,, bei der unter anderem
(adj A)T = adj(A") (direkte Folgerung aus der Definition), das zuvor Gezeigte fiir AT anstelle von A und
det(AT) = det A (Aussage des vorigen Satzes) eingehen.

Insgesamt ist somit (adj A)A = (detA)I, = A(adjA) fur alle A € Mat(n X n,K) gezeigt. Ist nun
det A # 0, so kann diese Formel durch den Skalar det A geteilt werden und zeigt, dass ﬁ adj A invers
zu A ist. Damit sind auch die Implikation ,, &= der Aquivalenz und die Formel fiir die Inverse verifiziert,
und der Beweis ist komplett. m]

Weiterfithrende Bemerkung 6.5.7 Wie bereits besprochen hat das lineare Gleichungssystem Ax = b
bei einer invertierbare Koeffizientenmatrix A € Mat(n X n,K) fiir jede Inhomogenitit b € K" die
eindeutige Losung

x=A"beK".

Wegen der Formel fiir die inverse Matrix bedeutet dies nichts anderes als x = delt < (adj A)b. Diese
allgemeine Losungsformel kann man als die sogenannte Cramersche Regel

aii...4ij-1 bl azj+1.--Ain

det| : : : : .o
ni- - -Anj-1 bp Gnji1. . anp o
xj = fir j=1,2,...,n
ar ... Qain
det| : :
an,l e an,n

schreiben, wobei man durch Entwicklung nach der j-ten Spalte einsieht, dass die Determinante im

Zahler mit )7, A; ibi = ((adj A)b); iibereinstimmt und die Cramersche Regel eine Umschreibung der
zuvor bemerkten Formel ist.

Als letztes Thema, das wir zumindest rechnerisch auch iiber die Determinante angehen werden,
beschiftigen wir uns in diesem Kapitel mit speziellen Vektoren, die bei Multiplikation mit einer gegebenen
Matrix lediglich vervielfacht werden. (Solche Vektoren lassen sich fiir viele Matrizen, aber nicht unbedingt
immer, finden.)

Definition 6.5.8 Seien K ein Korper, A € Mat(n X n, K) mit n € N eine (n X n)-Matrix tiber K und
¢ € Endg (V) eine K-lineare Selbstabbildung eines K-Vektorraums V in sich.

e Ein Vektor x € K" bzw. v € V heifit Eigenvektor von A bzw. ¢ zu 1 € K, genau dann wenn
x # 0bzw. v # 0 und

Ax = Ax bzw. p(v) = Ao

gilt. Gibt es einen Eigenvektor (der nach Definition # 0 sein muss) von A bzw. ¢ zu A € K, so
nennen wir weiterhin A einen Eigenwert von A bzw. ¢.
e Der Eigenraum von A bzw. ¢ zu A € K ist der Untervektorraum

E,(A) := Kern(A — AlL,) € K" bzw. E, (@) :==Kern(p — Aidy) C V,

der genau die Eigenvektoren von A bzw. ¢ zu A und den Nullvektor enthélt. Als die geometrische
Vielfachheit eines Eigenwerts A von A bzw. ¢ bezeichnet man die Zahl dim E; (A) € {1,2,...,n}
bzw. dim E; (¢) € N U {oo}.

Bemerkungen 6.5.9 Seien K ein Korper, n € N und V ein K-Vektorraum.
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e Dass A € K ein Eigenwert von A € Mat(n X n, K) bzw. ¢ € Endg (V) ist, bedeutet nichts anderes
als Ej(A) # {0} bzw. E;(¢) # {0}.

e Eigenwerte, -vektoren und -rdume einer Matrix hangen direkt mit den Eigenwerten, -vektoren
und -rdumen eines durch A dargestellten Endomorphismus zusammen, sofern man in Definitions-
bereich V und Ziel V die gleiche Basis verwendet. Genauer bedeutet dies fiir A € Mat(n X n, K),
eine K-Basis B von VmitdimV =nund A € K, x € K™

A Eigenwert von Lgg(A) <= A Eigenwert von A,
xg Eigenvektor von Lgg(A) zu A <= x Eigenvektor von A zu A,

E)(Lgg(A)) = {xg|x € Ex(A)}.

Korollar 6.5.10 [Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren] Seien K ein
Korper und n € N.
(a) Die Eigenwerte A € K von A = (a;); j=12,...» € Mat(n X n, K) sind genau die Nullstellen A € K
des charakteristischen Polynoms

n
Ch(A) = det(XI, - 4) = ) sgn(m) | |(GimnX = ainn) € KX]
TEeS, i=1
von A in der Unbestimmten X. Da Ch(A) den Grad n hat, gibt es hochstens n Nullstellen von
Ch(A) und damit hochstens n Eigenwerte von A.
Begriindung: Aus den Definitionen und den verschiedenen Kriterien fiir Invertierbarkeit von
Matrizen entnehmen wir fiir A € Mat(n X n,K) und A € K die Aquivalenzen

A Eigenwert von A &= E,(A) # {0} <= Kern(Al, — A) # {0} < Al, — A nicht invertierbar
& det(Al, — A) =0 <= A Nullstelle von Ch(A),

erhalten also die Behauptung.

(b) Gemaf} (a) kann man die Eigenwerte einer Matrix A € Mat(n X n, K) als Nullstellen von Ch(A)
berechnen. Die Eigenvektoren beziehungsweise den Eigenraum von A zu den gefundenen
Eigenwerten A € K erhalt man im Anschluss durch Losen des linearen Gleichungssystems
(A, —=A)v =0inov € K".

Beispiel 6.5.11 Wir behandeln das Beispiel der (2 X 2)-Matrix

1 -1
A= (0 _3) € Mat(2 x 2,R),

als deren charakteristisches Polynom wir

X-1 1

0 x4 = X-DX+3)

Ch(A) = det(XI, — A) = ‘

erhalten. Da sich hier das charakteristische Polynom als Produkt von Linearfaktoren ergibt, konnen wir
als dessen Nullstellen die Eigenwerte 1 und —3 von A direkt ablesen. Die Eigenvektoren beziehungsweise
Eigenrdume von A zu A = 1 und A = —3 bestimmen wir aus dem Gleichungssystem (A, — A)v = 0 wie

folgt:
R R L ]

FE e o el

—_
S~—
——
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(Man kann natiirlich auch mit (§ Z3)(3) = (§) und (§ Z2)(%) = —=3(}) die Probe machen, das (}) und
(1) in der Tat Eigenvektoren zu den Eigenwerten 1 und —3 sind.) Da beide Eigenrdume 1-dimensional
sind, haben in diesem Beispiel beide Eigenwerte die geometrische Vielfachheit 1.

Beispiele fiir die Eigenwert/-vektor-Berechnung bei (etwas) grofleren Matrizen, fiir Eigenwerte
hoherer Vielfachheiten und fiir (n X n)-Matrizen mit weniger als n Eigenwerten werden in den Ubungen

behandelt.

Bemerkungen 6.5.12 Seien K ein Kérper und n € N.

o Bei einer Dreiecks- und Diagonalmatrix A € Mat(n X n, K) ergibt sich das charakteristische
Polynom Ch(A) € K[X] wie im vorigen Beispiel direkt als Produkt von Linearfaktoren, und
die Eigenwerte sind bei einer solchen Matrix genau die Eintrage auf der Hauptdiagonale. Im
Allgemeinen bekommt man Ch(A) nicht direkt in dieser giinstigen Form, und die Bestimmung
der Eigenwerte als Nullstellen erfordert die Losung einer polynomialen Gleichung n-ten Grades.
Zum Verfahren hierbei vergleiche mit Abschnitt 3.2.

e Die Eigenwerte eines Endomorphismuses ¢ € Endg (V) eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums
V konnen nach der fritheren Bemerkung 6.5.9 als die der darstellenden Matrix Mgg () beziiglich
einer beliebigen Basis 8 von V berechnet werden. Auch die Eigenvektoren von ¢ (oder genauer
ihre Koeflizienten in B-Basisdarstellung) erhilt man aus den Eigenvektoren von Mgg(¢).

o Als algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts 1 € K von A € Mat(n X n, K) bezeichnet
man die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms Ch(A) € K[X], also
die Anzahl der Linearfaktoren X — A, die man von Ch(A) abspalten kann. Gleich werden wir
zeigen, dass die algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts immer grofler oder gleich seiner
geometrischen Vielfachheit ist.

Satz 6.5.13 [iiber geometrische und algebraische Vielfachheit von Eigenwerten] Seien K ein
Korper und n € N. Fiir eine quadratische Matrix A € Mat(n X n, K) und einen Eigenwert A € K von A ist
die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A stets kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit
von A, das heifit, ist (X — 1) der Teiler von Ch(A) mit maximalem ¢ € N (also Ch(A) = (X — 1)!p fiir
ein p € K[X], das A nicht mehr als Nullstelle hat), so gilt

dimE,l(A) <t

BEwEIs. Sei k := dimE;(A) = dim(Kern(Al, — A)) die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts
A. Dann ist nach der Dimensionsformel Rang(Al, — A) = n — k. Durch elementare Zeilenoperation
beziehungsweise Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen kann A, — A auf Zeilenstufenform mit
n — k nicht-trivialen Zeilen gebracht werden. Insbesondere kénnen wir

Z(AlL, - A) = ( .

) € Mat(n X n,K)

mit einem Produkt Z € Mat(nXxn, K) endlich vieler Elementarmatrizen, einem beliebigen (n—k)-zeiligen
Block B € K("0*" ynd k Nullzeilen erreichen. Hieraus bekommen wir

Xl,-A=ZZ(X-)+Z(Al,-A)]=2Z" [(X—}L)Z+( 1; )} :Z‘l( (fgf)f);,B )

’

—n| von Z in die ersten n — k Zeilen Z’ und die letzten k Zeilen Z”. Mit der

Produktformel fiir die Determinante folgt

mit der Zerlegung Z =

Ch(A) = det(XI, - A) = det(Z"") det ( (X-N)Z +B )

X -2
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mit det(Z _1) # 0. Entscheidend ist nun, dass in der Leibniz-Formel fiir die Determinante rechts jeder
Summand mindestens den Faktor (X — 1)¥ beinhaltet, weil fir jeden Summand der Leibniz-Formel
Eintrage aus allen Zeilen multipliziert werden und alle Eintrage der letzten k Zeilen (X — 1)Z” einen
Faktor X — A beinhalten. (Was in den ersten n — k Zeilen steht, ist fiir dieses Argument vollig egal.)
Insgesamt kann also (X—1)F aus Ch(A) € K[X] ausgeklammert werden, und die algebraische Vielfachheit
¢ von A erfilllt zwingend ¢ > k = dimE, (A). O



KAPITEL 7

Anhang

Die Themen im Anhang sind nicht priifungsrelevant, aber vielleicht finden Sie diese ja trotzdem inter-
essant.

7.1. Zermelo-Fraenkel Axiome

Die Zermelo-Fraenkel-Axiome der Mengenlehre fundieren eine Mathematik, in der alle mathema-
tischen Objekte Mengen sind und insbesondere auch als Elemente von Mengen nur Mengen in Frage
kommen. Die Axiome basieren auf einer Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheitsrelation =, wobei
alle Quantoren iiber das sogenannte Diskursuniversum aus allen Mengen laufen. Daneben wird nur auf
die undefinierte Elementrelation € aufgebaut, auf deren Grundlage ¢ und C wie in Abschnitt 1.4 definiert
werden. Die genauen Axiome lauten dann wie folgt, wobei die zweiten eingeklammerten Absatze nicht
zum Axiomensystem gehoren, sondern Zusatzerlduterungen geben:

e Extensionalititsaxiom: Zwei Mengen M und N sind genau dann gleich, wenn sie dieselben
Elemente enthalten. Mit anderen Worten ist die Gleichheit M = N gleichbedeutend mit Vx: (x €
M &= x€N).

(Wir hatten dies zuvor als Definition der Mengen-Gleichheit betrachtet. Da die Gleich-
heit aber schon in der zugrunde gelegten Pradikatenlogik definiert ist, kann man sich diese
Charakterisierung der Gleichheit genau genommen nur als Axiom und nicht als Definition
wiinschen.)

e Leermengenaxiom: Es existiert eine Menge () ohne Elemente, die also Vx: x ¢ 0 erfillt.

(Wegen des Extensionalitdtsaxioms ist () dabei eindeutig bestimmt. Das Leermengenaxiom
ist das einzige Axiom, das die Existenz einer konkreten Menge fordert. Alle anderen Mengen
kénnen — was zunéchst erstaunlich scheinen mag — mit Hilfe der anderen Axiome aus der
leeren Menge gebildet werden.)

e Paarmengenaxiom: Fiir alle Mengen a und b existiert eine Menge {a, b}, die genau a und b als
Elemente enthlt, fiir die also Vx: (x € {a,b} & (x=a) V (x = b)) gilt.

(Man kann die Menge {a, b} als ein ungeordnetes Paar von a und b auffassen, denn die
Gleichheit {a, b} = {a, b} solcher Mengen bedeutet (a = a) A (b = b) (a= b) A (b = a). Hierauf
aufbauend kann man das geordnete Paar (a, b) und das kartesische Produkt mengentheoretisch
wie oben durch (a, b) := {{a}, {a, b}} definieren und weist anhand dieser Definition nach, dass
die Gleichheit geordneter Paare (a,b) = (a, b) tatsachlich wie gewtinscht (a = a) A (b = b)
bedeutet.)

e Vereinigungsaxiom: Fiir jede Menge S (von Mengen) existiert eine mit | J S bezeichnete Menge,
deren Elemente genau die Elemente der Elemente von § sind, fiir die mit anderen Worten also
Vx: (x e S & IM e S: x e M) gilt

e Unendlichkeitsaxiom: Es existiert eine sogenannte induktive Menge, die zum einen die leere
Menge 0 als Element enthilt und zum anderen fiir jedes ihrer Elemente x auch x U {x} als
Element enthélt (wobei {x} := {x,x} und x U {x} gemaf} den vorigen Axiomen existieren).

214
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(Dieses Axiom sichert die Existenz unendlicher Mengen und spielt vor allem bei der Konstruk-
tion der natiirlichen Zahlen N, der wohl grundlegendsten unendlichen Menge, eine entscheidende
Rolle.)

e Potenzmengenaxiom: Zu jeder Menge M existiert die sogenannte Potenzmenge (M), die
genau die Teilmengen von M als Elemente enthalt, also VT: (T C M = T € P(M)) erfillt.

¢ Fundierungsaxiom/Regularititsaxiom: Jede Menge M aufler der leeren Menge enthalt ein
Element N mit M N N = @ (wobei man vor Einfithrung der Schnittmenge statt M N N = 0
eigentlich Vx: (x ¢ M V x ¢ N) schreiben muss).

(Dieses Axiom sichert, dass keine unendliche Kette von ineinander enthalten Mengen des
Typs M; > M, > M; > ... existieren kann (denn dann wiirde die unendliche Menge M =
{My, My, Ms, ...} dem Axiom widersprechen). Das Axiom fithrt auch dazu, dass N ¢ N fiir jede
Menge N gilt (denn bei Existenz von N mit N € N wiirde M = {N} dem Axiom widersprechen).)

e Aussonderungsaxiom: Fiir jede Menge M und jedes Pradikat P(y) mit einer freien Variable
y gibt es eine Menge {y € M | P(y)}, deren Elemente genau die Elemente x von M sind, fiir
die P(x) gilt. Diese Menge {y € M | P(y)} erfullt also Vx: (x € {y e M | P(y)} & x €
M A P(x) ist wahr).

(Insbesondere konnen als Konsequenz des Axioms auch Schnittmengen und — wie vorher
schon gesehen — Mengen-Differenzen definiert werden.)

e Ersetzungsaxiom: Ist M eine Menge, so kann jedes Element x von M durch eine beliebige von
x abhéngige Menge N, ersetzt und auf diese Weise eine neue Menge {Ny | x € M} gebildet
werden.

e Auswahlaxiom: Fiir jede Menge S von paarweise disjunkten nicht-leeren Mengen (das heif3t
VMeS :M#QundVM,N € S: M+ N= MNN = 0) kann eine Menge A gebildet werden,
die genau ein Element aus jedem Element von S enthélt (und sonst keine weiteren Elemente).

(Dieses Axiom ermoglicht es, aus jeder in S enthaltenen Menge je ein Element auszuwéhlen
und aus diesen Elementen eine neue Menge zu bilden. Der entscheidende Punkt ist dabei,
dass solch eine Auswahl in sehr grofler Allgemeinheit ermoglicht wird. Falls eine konkrete
Regel fiir die Auswahl angegeben werden kann oder falls S nur endlich viele Mengen als
Elemente hat, wird das Auswahlaxiom nicht benétigt und die Auswahl kann auch mit den
anderen Axiomen bewerkstelligt werden. Das Auswahlaxiom greift aber selbst dann, wenn S
unendlich viele Elemente hat und keine Regel fiir die Auswahl konstruktiv angegeben werden
kann. Bei fritheren Kontroversen um die Konstruktivitat mathematischer Beweise stand daher
auch die Sinnhaftigkeit des Auswahlaxioms zur Debatte. Heutzutage wird das Axiom aber von
einer iiberwiegenden Mehrheit der Mathematiker*innen akzeptiert, und in vielen Bereichen der
modernen Mathematik kann nicht darauf verzichtet werden.)

7.2. Konstruktion der natiirlichen Zahlen

Satz 7.2.1 Es existieren eine Menge N, ein Abbildung S und ein Element 1, die die Peano-Axiome
erfillen.

BEwEis. Gemaf} des Unendlichkeitsaxioms gibt es eine Menge U mit ) € U undVx € U: xU{x} € U.
Wir erkldaren N als Durchschnitt aller Teilmengen von U, die diese Eigenschaften von U teilen, definieren
S: N — N durch S(n) :=nU {n} fir alle n € N, und setzen 1 := 0 € N. Wegen S(n) =nU{n} #0 =1
fur alle n € Nist dann 1 ¢ S(N).

Zum Nachweis der Injektivitat von S seien m,n € Nmit mU {m} = nU {n}. Ware m # n, so mussten
m € nund n € m gelten, und die Paarmenge {m, n} widerspriache dem Fundierungsaxiom. Also muss
m = n sein, und S ist injektiv.
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Ist schlieSlich M € Nmit1 € Mund S(M) € M, soistauchM C Umit() € MundVx € M: xU{x} €
M. Damit ist M eine der Mengen, als deren Durchschnitt N erklart wurde. Es folgt also N € M und
insgesamt M = N.

Damit haben N, S und 1 alle benétigten Eigenschaften. ]

Etwas weniger formell bedeutet die Konstruktion dieses Beweises, dass wir die natiirlichen Zahlen
als

1:=0, 2:=1U{1}, 3:=2U{2)}, 4:=3U{3}, 5:=4U{4},...

und konkreter als

1:=0, 2:={0}, 3:={0,{0}}, 4:={0,{0}{0.{0}}}, 5:={0,{0}{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}},...
erhalten haben.

Des Weiteren lasst sich auch eine Eindeutigkeitseigenschaft der natiirlichen Zahlen formal herleiten:

Satz 7.2.2 Sind die Peano-Axiome einerseits fur (N, S, 1), andererseits Eir (N, ET) erﬁjllt, so konnen N
und N durch eine Bijektion f: N — N identifiziert werden, die f(1) =1und f o S = S o f erfiillt.

Da wir alle weiteren Operationen mit natiirlichen Zahlen wie Addition, Multiplikation, et cetera nur
aus der Nachfolge-Abbildung und der Eins konstruiert haben, sind N und N damit auch im Hinblick auf
solche Operationen strukturell vollstindig dquivalent und unterscheiden sich héchstens durch die
Benennungen konkreter Zahlen.

BeEwEIsskizze. Wir definieren f(n) € N fiir alle n € N, indem wir fQ) = 1 und rekursiv f(S(n)) =
S( f(n)) fiir alle n € N festsetzen. Uber das Induktionsaxiom von (N, S, 1) ist damit die Wohldefiniertheit
einer Abbildung f: N — N gesichert, die per Definition f(1) = Tund f o S = § o f erfillt.

Um Surjektivitit von f nachzuweisen, beobachten wir einerseits 1 € f(N) und andererseits

ne f(N) = S(n) € f(N),

wobei letzteres gilt, weil n € f(N) jan = f(n) fir ein n € N und damit auch S(A) S(f(n)) = f(S5(n))
bedeutet. Aufgrund dieser Beobachtungen gibt das Induktionsaxiom von (N, S, 1) schon f(N) = N, und
damit ist f surjektiv.

Der Nachweis der Injektivitat von f braucht Vorbereitungen. Wir benutzen, dass Addition und
Subtraktion auf N und Z wie zuvor besprochen rekursiv eingefithrt werden kénnen und Standard-
Rechenregeln geniigen. Da wir fiir N die gleichen Axiome wie fiir N haben, kénnen wir auch auf
N eine Addition ¥ rekursiv einfithren und erhalten analoge Eigenschaften. Jetzt ergibt sich aus der
Vertauschbarkeit f o S = So f von f mit S, S die Vertauschbarkeit von f mit +, + in der Form f(m+n) =
f(m)+f(n) fir alle m,n € N. Um dies formal einzusehen, fiihrt man bei festem m € N aufbauend auf
der rekursiven Definition von +,+ und f vollstindige Induktion nach n € N durch. (Wir gehen dazu
nicht ins Detail.)

Zum eigentlichen Nachweis der Injektivitat von f sei f(m) = f(n) fir gewisse m,n € N.Ist m # n, so
gilt entweder n—m € N oder m—n € N. Wir betrachten im Fall n—m € N erst den Subfall m=1. In diesem
ist n#1, und mit 1 = £(1) = f(n) = f(n—1)F1 (Rechenregeln und Vertauschbarkeit von f mit Addition
verwendet) erhalten wir den Widerspruch, dass 1 ein Nachfolger ist. Im Subfall m # 1 bekommen wir auf
dhnliche Weise 1+f(m—1) = f(m) = f(n) = f(n—m)¥1+f(m—1). Elimination des letzten Summanden
f(m—1) auf beiden Seiten der resultierenden Gleichung fithrt erneut auf den Widerspruch, dass 1 ein
Nachfolger ist. Damit ist der Fall n—m € N ausgeschlossen. Dieselbe Argumentation mit vertauschten
Rollen von m und n schlief3t aber auch m—n € N aus. Daher muss m = n gelten, und damit ist f injektiv.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass f eine Bijektion mit den gewiinschten Eigenschaften ist. m]
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7.3. Beweis des Zornschen Lemmas

Sei K das Mengensystem aller Ketten in X, auf dem wir die Mengen-Inklusion ,,C“ als Ordnungsre-
lation betrachten.

Wir zeigen zunichst, dass die Behauptung des Lemmas folgt, sobald die Existenz eines maximalen
Elements von K nachgewiesen ist. Sei also M € K ein maximales Element von /K. Dann existiert fiir die
Kette M in X nach Voraussetzung des Lemmas eine obere Schranke s in X. Um zu zeigen, dass s auch ein
maximales Element von X ist, sei weiter x € X mit s < x. Dann ist auch M U {x} eine Kette in X (denn
Reflexivitat gibt x < x, die Schrankeneigenschaft von s gibt m < s fiir alle m € M und mit Transitivitat
folgt m < x fiir alle m € M). Also ist MU {x} € K, und wegen der Maximalitit von M folgt M = M U {x},
also x € M. Wegen der Schrankeneigenschaft von s bedeutet dies x < s und wegen Antisymmetrie von
< dann x = s. Damit ist s das gewiinschte maximale Element von X.

Im Hauptteil des Beweises zeigen wir nun die Existenz eines maximalen Elements M von K. Dazu
verwenden wir erst das Auswahlaxiom, um auf die Existenz einer Auswahl-Abbildung f: P(X) \ {0} —
X mit f(T) € T fur alle nicht-leeren T C X zu schlielen. (Genauer kann die Existenz von f dadurch
begriindet werden, dass Bemerkung (2.4) zum Abbildungsbegriff aus dem aktuellen Abschnitt 2.4 auf
die umgekehrte Element-Relation ,,>“ zwischen £ (X) \ {0} und X angewandt wird.) Als Néachstes
vereinbaren wir fiir Ketten T € K die Notation T := {x € X | TU{x} € K} und definieren dann eine
Abbildung g: K — K, die eine Kette wenn moglich um ein mit Hilfe von f ausgewéhltes Element
erweitert, durch

. T, falls T maximales Element von K
9(T) = Tu {f(:lA"\ T)}, andernfalls

fir alle T € K. Formal ist die Abbildung g wohldefiniert, weil es fiir nicht-maximales T eine Kette
TeKmitT & TgibtundmitT & T € TdannT \T # 0, Wohldefiniertheit von f(T \ T) € T \ T und
Tu {f(f \T)} € K sichergestellt sind.
Fiir den weiteren Beweis nennen wir ein System von Ketten 7~ C K einen Turm, wenn es folgende
Eigenschaften hat:
(a) Esgilt@ € 7.
(b) Fir jedes T € 7 istg(T) € 7.
(c) Fur jede Kette (von Ketten) S C 7 ist S € 7.

Nun argumentieren wir in aufeinander aufbauenden Schritten:

(a) Behauptung. Das Mengensystem K aller Ketten ist ein Turm.

Die Eigenschaften ((a)) und ((b)) sind fur K klar. Fiir ((c)) ist zu zeigen, dass fiir eine Kette
von Ketten S C K auch |J S eine Kette ist, also | J S € K gilt. Es seien dazu x,x € [JS. Es gibt
dann T,T € S mit x € Tund X € T, und wegen der Ketteneigenschaft von S gilt T C T oder
T C T. Somit gilt x,x € T oder x, X € T. Als Elemente einer Kette (T oder T) erfiillen x, ¥ dann
x < x oder X < x. Damit ist | J S eine Kette.

(b) Behauptung. Ein beliebiger Durchschnitt von Tiirmen ist wieder ein Turm.

Dies ist klar, das sich die drei Eigenschaften ((a)), (b)), ((c)) problemlos auf den Durchschnitt
iibertragen.

(c) In Anbetracht der Schritte (a)) und (b)) konnen wir einen ,kleinsten® Turm 7 als Durchschnitt
aller Tiirme 7~ C K erhalten. Damit definieren wir

V=AVeRQh |VTeTp: (TCV)VIVCT)undTy ={TeT|(TCV)V(g(V)CT)}firV e V.
(d) Behauptung. Fur jedes V € V ist 7y ein Turm.
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Die Eigenschaft ((a)) ist klar. Fir (b)) betrachten wir T € 7y € 75 und bemerken ¢g(T) € 7,
(da 7y ein Turm ist). Es tritt nun einer der drei Falle T € V C ¢(T), T € V,V & ¢(T) ein.
ImFall T € V C ¢(T) gilt, da sich g(T) von T um hochstens ein Element unterscheidet,
(V. =¢(T)) vV (T = V) und damit insbesondere (¢g(T) € V) Vv (g(V) € g(T)), was g(T) € Ty
bedeutet. Im Fall T ¢ V gilt wegen T € 7y notwendig g(V) C T C g(T) und g(T) € 7y. Im Fall
V & g(T) gilt wegen V € V notwendig ¢g(T) € V und damit g(T) € 7y. Also gilt g(T) € Ty
in allen Féllen, und die Eigenschaft ((b)) ist fiir 7y gezeigt. Fur die Eigenschaft ((c)) betrachten
wir eine Kette von Ketten S C 7y C 75 und bemerken |JS € 7; (da 7y ein Turm ist). Nach
Definition von 7y gilt entweder 3T € S: g(V) € T, somit g(V) € US und U S € Ty, oder es
git VT € S: T C V, somit [JS € V und erneut | JS € 7y. Damit ist ((c)) fiir 7y gezeigt.

(e) Behauptung. Fur alle V € V gilt Ty = 7.

Dies folgt, da einerseits 7y gemaf3 (d)) ein Turm mit 7y € 7; € K und andererseits 7, der
Schnitt aller Turme C K ist.

(f) Behauptung. Auch V ist ein Turm.

Die Eigenschaft ((a)) ist klar. Fur ((b)) betrachten wir V € V C 7; und bemerken wieder
g(V) € Jy. Fur jedes T € 7y gilt dann T C V oder V' & T. Im ersten Fall folgt trivial T € g(V).

Im zweiten Fall benutzen wir T € 7, @ 7v und erhalten g(V) C T. Insgesamt gilt fiir alle
T € Ty also (T € g(V)) VvV (9(V) € T), wir erhalten g(V) € V, und die Eigenschaft ((b)) ist
fur V gezeigt. Fir die Eigenschaft ((c)) betrachten wir eine Kette (von Ketten) S € V C 7,
und bemerken wieder | J S € 7. Nach Definition von V gilt fiir jedes T € 7; entweder 3V €
S:TCVundsomitT C |JS, oderesgilt VV € S: V C T und somit | JS C T. Insgesamt gilt
VT €T: (TCUS)V(US CT)), womit [JS € V und ((c)) fir V gezeigt sind.

(g) Behauptung. Es gilt V = 7;.

Dies folgt, da einerseits V gemaf (f)) ein Turm mit V C 7, € K und andererseits 7, der
Schnitt aller Tiirme C K ist.

(h) Behauptung. 7y ist eine Kette (von Ketten).

Fur T,V € 7, @ V gilt (T € V) Vv (V € T) nach Definition von V.

(i) Behauptung. Es gibt ein maximales Element M von K.

Da 7y nach (h)) eine Kette von Ketten und per Definition ein Turm ist, folgt M := Urez; T € 7o
gemaf Eigenschaft ((c)) des Turms 75. Weiter gilt g(M) € 7, gemafd Eigenschaft ((b)) des Turms
70, und gemafl Konstruktion von M ergibt sich g(M) € M. Nach Konstruktion von g gilt aber
andererseits T & g(T), wann immer T € K nicht-maximales Element von K ist. Somit verbleibt
fir M € 75 € K nur die Moglichkeit, dass M maximales Element von %K ist.

Damit ist der Beweis komplett. O

7.4. Beweisskizze des Wohlordnungssatzes

Wir skizzieren einen Beweis fiir die Behauptung, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann. Der

Beweis basiert auf dem Zornschen Lemma und wendet dieses Lemma in typischer Manier an:

BeEwEIsskizze. Wir betrachten die Menge von Definitionsbereichen und Graphen von Wohlordnun-
gen

W = {(D,G) € P(X) X P(X?) | (D,D,G) ist eine Wohlordnung auf D}

(wobei das Tripel (D, D, G) wie urspriinglich definiert fiir die Relation auf D mit Graph G C D? steht)
und erkldren eine Ordnungsrelation @ € Rel(“‘W) durch

(D,G) & (D,G) == ((DC D) A (GCG)A(¥xeD:VyeD\D: (x,y) €G))



7.5. AUSBLICK: KARDINALZAHLEN 219

fir alle (D, G), (D, G) € ‘W. Grob gesagt bedeutet (D, G) ® (D, G) damit, dass die Relation R = (D, D, G)
die Relation R = (D, D, G) so fortsetzt, dass die Elemente von D \ D beziiglich R ,groBer oder gleich®
den Elementen von D sind.

Wir zeigen nun, dass die Voraussetzung des Zornschen Lemmas fiir ‘W mit der Relation @ erfiillt
ist, dass also fiir jede Kette K C ‘W eine obere Schranke in W existiert. Dazu setzen wir fiir eine
solche Kette Dy := (J{D | (D,G) € K} € P(X) und Gk = U{G | (D,G) € K} C P(X?). Damit
ist Gi¢ C (Dg)? der Graph einer Relation Ry € Rel(Dg), und es ist nicht schwer zu sehen, dass Ry
eine Totalordnung auf Dy ist (denn zum Nachweis von Reflexivitat, Antisymmetrie, Transitivitdt und
Totalordnungs-Eigenschaft operiert man mit hochstens drei Elementen von Dy und kann sich mit
der Ketteneigenschaft immer darauf zuriickziehen, dass diese alle im Definitionsbereich D nur eines
(D, G) € K liegen). Etwas schwieriger ist der folgende Nachweis, dass Rx sogar eine Wohlordnung
ist: Sei @ # T C Dg. Wir wahlen t € T. Dann gilt t € D fiir ein (D,G) € K,und T N D # 0 besitzt
beziiglich der Wohlordnung (D, D, G) ein kleinstes Element x € T N D. Wir zeigen, dass dieses x schon
das kleinste Element von T beziiglich Ry ist. Sei dazuy € T C Dg. Dann gilt y € D fiir ein (D, G) € K.
Wir unterscheiden nun die Fille y € Dundy ¢ D.Im Fally € Disty € T N D und gemafl Wahl
von x somit (x,y) € G € Gy. Im Fall y ¢ D erinnern wir uns, dass K eine Kette ist. Day € D\Dja
D C D und damit (D, G) ® (D, G) ausschlieBt, muss (D, G) & (D, G) gelten. Die letzte Bedingung aus der
Definition von & liefert fiir x e Dund y € D\ D dann (x, y) € G C Gg. Somit ist (x, y) € Gg oder mit
anderen Worten xRy in allen Féllen gezeigt, x ist also beziiglich Ry kleinstes Element von T. Insgesamt
erhalten wir, dass Rg eine Wohlordnung auf Dy, also (Dg, Gx) € W ist. Man priift nun problemlos,
dass (D, G) @ (Dg, G) fur alle (D, G) € K gilt und somit (Dg, Gg) eine obere Schranke fiir K ist.

Insgesamt ist die Voraussetzung des Zornschen Lemmas erfiillt, und dieses liefert nun die Existenz
eines maximalen Elements (D, G) von ‘W, fiir das R = (D, D, G) eine Wohlordnung auf D C X ist.
Angenommen, es ist D & X. Dann koénnten wir ein xy € X \ D wahlen, dieses xy durch die Festlegungen
Dy := DU {xp}, Go := G L (Dg % {x}) als neues grofites Element hinzufiigen und erhielten (D, Gy) € ‘W
mit (D, G) @ (Do, Gy), aber (Dy, Gy) # (D,G). Da dies im Widerspruch zur Maximalitit von (D, G)
stinde, muss tatsdachlich D = X gelten. Dies bedeutet aber, dass R tatsiachlich eine Wohlordnung auf
ganz X ist. O

Tatsachlich stellen sich das Auswahlaxiom, das Zornsche Lemma und der Wohlordnungssatz
sogar als zueinander dquivalent heraus. Da wir mit den vorausgehenden Beweisen schon gesehen
haben, dass das Auswahlaxiom das Zornsche Lemma und das Zornsche Lemma den Wohlordnungssatz
implizieren, ist fiir die Aquivalenz nur noch zu zeigen, dass der Wohlordnungssatz das Auswahlaxiom
impliziert. Da mittels Wohlordnung sehr kanonisch (kleinste) Elemente ausgew#hlt werden konnen, ist
letzteres tatsdachlich vergleichsweise einfach: Fiir ein beliebiges System S disjunkter nicht-leerer Mengen
liefert der Wohlordnungssatz die Existenz einer Wohlordnung auf [ J S, und beziiglich dieser existiert in
jeder Menge M € S, die ja nicht-leere Teilmenge von |J S ist, ein kleinstes Element x,, (das durch seine
Eigenschaft zu einem gewissen Grad konstruktiv charakterisiert ist). Gemaf§ dem Ersetzungsaxiom kann
nun die Menge {x)/|M € S} gebildet werden. Diese hat dann die Auswahleigenschaft, dass sie mit jeder
der in S enthaltenen Mengen genau ein Element gemeinsam hat.

7.5. Ausblick: Kardinalzahlen

e Im Prinzip kann die Machtigkeit einer Menge nicht nur vergleichen, sondern auch als eigenstén-
dige Eigenschaft einer einzelnen Menge definiert und betrachtet werden. Dazu ordnet man jeder
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Aquivalenzklasse' von gleichmichtigen Mengen M als Kenngréf3e eine gewisse Kardinalzahl
zu, die die Anzahl der Elemente verallgemeinert. Fiir die kleinste unendliche Kardinalitat, die
Kardinalitidt von N und allen abzahlbar unendlichen Mengen ist die Bezeichnung &, tiblich
(mit dem Aleph N, dem ersten Buchstaben des hebriischen Alphabets). Die nichstgrofiere?
Kardinalitat, also die kleinste iiberabzahlbare Kardinalitat, nennt man ;.

e Die berithmte Kontinuumshypothese fragt nun, ob tatsachlich |R| = N gilt oder nicht, ob also
die nichstgroflere Kardinalitat nach |N| schon die Kardinalitat |[R| = | (N)| des sogenannten
Kontinuums R ist oder es noch Zwischenstufen gibt. Dieses 1878 von Cantor formulierte Problem
war iber viele Jahrzehnte eine fundamentale offene Frage der Mathematik und wurde erst
durch aufsehenerregende (Meta-)Sétze der berithmten Mathematiker K. Godel (1906-1978) und
P. Cohen (1934-2007) aus den Jahren 1938 und 1963 geldst: Das erstaunliche Fazit lautet, dass die
Frage der Kontinuumshypothese im Rahmen des Zermelo-Fraenkel-Axiomensystems der
Mengenlehre unentscheidbar ist und auf Basis dieses Systems nicht beantwortet werden kann.
Genauer konnen sowohl die Giiltigkeit als auch die Nicht-Giiltigkeit der Kontinuumshypothese
in konsistenter Weise als Zusatz-Annahmen zum Axiomensystem hinzugefiigt werden. Das
Auftreten eines solchen prinzipiell unentscheidbaren Problems ist iiberraschend. Dennoch
handelt es sich um einen Fakt der mathematischen Theorie, mit dem man (fortan) leben muss.
In der Praxis treten unentscheidbare Probleme gliicklicherweise sehr selten auf, und
in den allermeisten mathematischen Disziplinen sind die Gultigkeit oder Nicht-Gultigkeit der
Kontinuumshypothese und anderer unentscheidbarer Probleme kaum von Belang.

e Zum Abschluss dieses Abschnitts behandeln wir einen bekannten Satz von Cantor, demzufolge
man durch Bildung der Potenzmenge immer noch grofiere Machtigkeiten erhélt und es daher
bei der Machtigkeit von Mengen kein Limit gibt:

Satz 7.5.1 [Satz von Cantor] Fiir jede Menge M gilt |P(M)| > |M]|.

Ausgehend von |M| = n = |P(M)| = 2" fir endliche Mengen M (was prinzipiell schon
bei der urspriinglichen Einfithrung der Potenzmenge erwéahnt wurde) schreibt man fiir die
Michtigkeit |P(M)| der Potenzmenge auch allgemein 2M|. Damit lautet der Satz von Cantor
2MI > | M|, und die Kontinuumshypothese fragt nach 20 = N;.

Der elegante Beweis des Satzes lehnt sich an die Grundidee des Russellschen Paradoxons an:
Da M — P (M), x — {x} eine Injektion ist, gilt [M| < |P(M)|. Um |M| < |P(M)] zu zeigen,
bleibt also |[M| = |P(M)| (also die Existenz einer Bijektion f: M — % (M)) auszuschlieflen.
Angenommen, es gibe solch eine Bijektion f. Dann lie3e sich die Teilmenge T := {x € M |
x ¢ f(x)} € P(M) bilden, und wegen der Surjektivitat von f gébe es ein a € M mit f(a) =T.
Nun erhielte man einerseits im Fall a € T, dass a ¢ f(a), also a ¢ T gelten misste, andererseits
imFall a ¢ T, dass a € f(a), also a € T gelten miisste. Damit ist in jedem Fall ein Widerspruch
erreicht. Also existiert keine Bijektion f: M — P (M), womit |M| < |P(M)| gezeigt ist. O
Unter anderem gibt der Satz von Cantor auch die Existenz einer Menge G mit |G| > |P*(N)]
fiir alle k € Ny, wobei sich P*(N) durch k-fache Bildung der Potenzmenge in der Form P*(N) :=
P(P(...P(N)...)) ergibt. Man erhilt dieses G einfach als G := P ( Uyey, P*(N)).
Tatsachlich gibt es der Kardinalititen insgesamt sogar ,,zu viele®, um diese in einer Menge
zusammenfassen zu konnen. Genauer gilt, dass eine Menge K aller Kardinalitaten nicht existiert.
Gébe es namlich eine solche Menge K, so liefe sich auch eine Vereinigungsmenge G := [ xeq Mx

IDie Aquivalenzklassen kénnen, weil eben die Menge aller Mengen nicht existiert, nicht als Mengen gebildet werden.
Abstrakt kann man sich eine ,Ansammlung® aller zu einer gegebenen Menge gleichmichtigen Mengen aber trotzdem
vorstellen, und im verallgemeinerten Sinn sogenannter Klassen existiert diese Ansammlung auch als formales Objekt.

2Tatsichlich ergibt sich mit dem Wohlordnungssatz, dass die Kardinalzahlen nicht nur die Totalordnungs-, sondern auch
die Wohlordnungseigenschaft haben. Nur deshalb kann man von einer nichstgréf3eren Kardinalitét tiberhaupt sprechen.
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bilden, die Mengen My jeder Kardinalitat |[Mx| = N als Teilmengen enthilt. Insbesondere
enthielte G eine Teilmenge der Kardinalitat |P(G)|, was |P(G)| < |G| bedeutete und damit im
Widerspruch zum Satz von Cantor sténde.

7.6. Beweis des Cantor-Schroder-Bernstein Theorems

Wir beweisen die Regel (|M| < [N| A |[N| < |[M|) = |M| = |N/|, also den Satz von Cantor-Schroder-
Bernstein: Es sei sowohl |[M| < |N|als auch |[N| < |M|. Per Definition gibt es dann Injektionen f: M — N
und g: N — M, und aus Letzterer erhalten wir durch Verkleinerung des Zielbereichs eine Bijektion
g: N — Bild(g) mit Umkehrbijektion g~': Bild(g) — N. Wir definieren A, C M fiir alle n € N, durch
den Rekursionsanfang Ay := M \ Bild(g) und den Rekursionsschritt A1 := g(f(A,)) fur alle n € N,.
Damit kénnen wir A, := ey, An setzen und h: M — N durch

) f(x), fur x € A,
h(x) = {J_l(x), fur x ¢ A,

fiir alle x € M definieren, denn im Fall x ¢ A. liegt x insbesondere in M \ A, = Bild(g), wo g~ ' definiert
ist.

Um Injektivitdt von h zu zeigen, betrachten wir x,y € M mit h(y) = h(x) und unterscheiden
Félle: Im Fall x,y € A, gilt f(y) = f(x), und y = x folgt per Injektivitat von f. Im Fall x,y ¢ A, gilt
7 (y) = g 1(x), und y = x folgt aus der Bijektivitit von g !. Im Fall x € A,, y ¢ A, gilt g 1(y) = f(x).
Es gibt dann ein n € Ny mit x € A, und folglich y = g(f(x)) = g(f(x)) € Ap+1 € A.. Damit ist ein
Widerspruch erreicht und das Auftreten dieses Falls tatsdachlich ausgeschlossen. Analog sieht man, dass
auch der Fall x ¢ A,, y € A, nicht eintreten kann. Damit ist wie benétigt y = x in allen moglichen Féllen
gezeigt.

Um Surjektivitit von h zu zeigen, sei y € N. Da g ! bijektiv ist, kénnen wir y = g !(x) mit
x € Bild(g) = M \ Aq schreiben. Wir unterscheiden wieder Flle: Im Fall x ¢ A, erhalten wir direkt
y = h(x) € Bild(h). Im Fall x € A, muss x € A, = g(f(A,-1)) fir ein n € N gelten (denn wir hatten
Ay = Upen, An gewidhlt, und x ¢ Aq ergab sich bei der Wahl von x). Es gibt also ein x” € A, mit
x = g(f(x')), und wir erhalten y = §*(x) = 51 (g(f('))) = §G(F(x'))) = f(x') mit x’ € A,. Dies
bedeutet auch in diesem Fall y = h(x’) € Bild(h). Damit ist, wie fiir Surjektivitit benétigt, y € Bild(h) in
allen Fallen gezeigt.

Insgesamt ist h: M — N injektiv und surjektiv, also auch bijektiv, und es gilt |[M| = |N]|. O
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Hochstkoeffizient eines Polynoms, 83

Ideal, 93
idempotent, 72
imaginire Einheit, 105
Imaginarteil, 105
Index, 13
Indexlaufumkehr, 42
Indexverschiebung, 42
Indikatorfunktion, 31
Induktion, 37
Induktionsannahme, 37
Induktionsbehauptung, 37
induzierte Abbildung, 58
Infimum, 101
Injektion, 27
injektiv, 27
Integrititsbereich, 79
Intervall, 98
abgeschlossenes, 98
halboffenes, 98
offenes, 98
Intervallschachtelung, 100
Inverses, 68
inverses Element, 68
isomorph, 87
Isomorphismus, 86
Iterationsfolge, 126

Junktor, 6

kanonische Projektion, 55

kartesische Produkt, 17

Kern
eines Gruppenhomomorphismus, 88
eines Ringhomomorphismus, 88

einer Matrix bzw. linearen Abbildung, 197

Kern einer Intervallschachtelung, 100
Kette, 51

kleinstes Element, 52

Koeffizient, 81
Koeffizientenvergleich, 83
Koeinschrankung, 33
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Kofaktor, 207 komplexer, 171
Kofaktormatrix, 208 Hauptzweig, 171
Kombination, 115 Logarithmusreihe, 173
ohne Wiederholung, 115
vollstandige, 115 Majorantenkriterium, 122
kommutativ, 66 fiir Reihen, 140
kommutatives Diagram, 59 Matrix, 190
kompakt, 98 darstellende, 195
Komplement von Mengen, 16 inverse, 192
komplexe Konjugation, 106 invertierbare, 192
komplexe Zahlen, 105 quadratische, 192
komplexe Zahlenebene, 105 schiefsymmetrische, 193
Komponentenfunktion, 34 symmetrische, 193
Komposition, 31 transponierte, 193
Komposition von Relationen, 48 Matrix-Vektor-Multiplikation, 191
konstante Abbildung, 31 Matrizenmultiplikation, 191
Kontraktion, 127 Matrizenring, 192
strikte, 127 maximales Element, 52
konvergent, 119 Maximum, 101
uneigentlich, 122 Menge, 12
Konvergenz einer Funktionenfolge Menge von Abbildungen, 34
gleichméafige, 163 Mengen-Differenzen, 15
punktweise, 163 metrische Vollstandigkeit der reelen Zahlen, 96
Konvergenzbereich, 166 minimales Element, 52
Konvergenzradius, 166 Minimum, 101
Korollar, 11 Minkowski-Addition, 67
Kosinus, 159 Minorantenkriterium, 122
Kreisfunktion, 158 fir Reihen, 140
Kreiszahl, 156 Monomorphismus, 86
Kronecker-Delta, 192 monoton fallende Folge
Kérper, 80 streng, 124
Korperaxiome der reelen Zahlen, 96 monoton fallende Folge, 124
monoton wachsende Folge
leere Menge, 12 streng, 124
Leibniz-Formel, 204 monoton wachsende Folge, 124
Leibniz-Kriterium, 140 Monotonie-Kriterium, 124
Leibnizsche Reihe, 142 Multinomialkoeffizient, 111
Lemma, 11 Multinomialsatz, 111
lexikographische Ordnung, 52 Michtigkeit, 62
Limes, 119
Limes inferior, 129 negativ, 97
Limes superior, 129 Negativteil, 143
linear abhéngig, 180 neutrales Element, 68
linear unabhingig, 180 nichtnegativ, 97
lineare Abbildung, 189 nichtpositiv, 97
durch eine Matrix dargestellte, 195 Normalteiler, 93
lineare Hiille, 178 Nullfolge, 121
lineare Ordnung, 51 Nullmatrix, 192
lineares Gleichungssystem Nullring, 78
homogenes, 200 Nullstelle, 83
lineares Gleichungssystem, 200 Nullteiler, 79
inhomogenes, 200 nullteilerfrei, 79
Linearform, 196 Nullvektor, 174
Linearkombination, 177 Nullvektorraum, 175
triviale, 177
Linksnebenklassen, 91 obere Schranke, 52

Logarithmus, 135 Obermenge, 12
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Ordnung einer Gruppe, 91 Riemannscher Umordnungssatz:, 143
Ordnung eines Gruppenelements, 91 Ring, 77
Ordnungsrelation, 50

Satz, 11
paarweise disjunkt, 16 Satz von Cantor-Schroder-Bernstein, 62
partielle Ordnung, 50 Schiefkorper, 80
Partition, 55 Schnittmenge, 14
Pascalsches Dreieck, 110 Schubfach-Prinzip, 113
Permutation, 74 Signumfunktion, 98
Permutationsmatrix, 206 Sinus, 159
Pivotelement, 201 Skalare, 174
Polardarstellung, 158 Skalarmultiplikation, 174
Polarwinkel, 158 von Matrizen, 191
Polynom, 81 Skalarprodukt
Polynomdivision:, 84 von Matrizen, 191
Polynomfunktion, 83 Spaltenrang, 197
Polynomring, 81 Spaltenvektoren, 175, 191
positiv, 97 Stellenwertsystem, 42
Positivteil, 143 stetig, 146
Potenz, 40, 131 Streckung, 104
Potenzreihe, 166 Summenzeichen, 41
Potenzsummen-Formel, 112 Sup'rem.um, 101
Primfaktorenzerlegung, 39 Surqekt}on, 27
Primkérper, 90 surjektlv,‘ 27 ‘
Prinzip des kleinsten Gegenbeispiels, 45 symmetrische Differenzmenge, 15
Produkt symmetrische Gruppe, 74

von Matrizen, 191
Produktformel fiir Determinanten, 207
Produktzeichen, 41
Projektion, 33
Proposition, 11
punktweise, 68

Teilbarkeitsrelation, 47
Teiler, 79
Teilfolge, 128
Teilkoérper, 89
Teilmenge, 12
Theorem, 11
totale Ordnung, 51
Totalordnung, 51
Transposition, 74
Tripel, 17

Tupel, 17

Quantoren, 9
Quotientenabbildung, 55
Quotientengruppe, 93
Quotientenkriterium, 140
Quotientenmenge, 55

Umbkehrfunktion, 29

Randpunkte eines Intervalls, 98 Umkehrrelation, 48
Rang, }97 Umordnung, 143
Realteil, 105 unendliches Produkt, 146
Rechtsnebenklassen, 91 Unendlichfolgen, 122
Regel von Sarrus, 204 untere Schranke, 52

Reihe, 136
geometrische, 137
harmonische, 137
verdichtete, 140

Untergruppe, 89

Unterring, 89

Untervektorraum, 176
komplementérer, 187

Relation, 46 Urbild, 25
antisymmetrische, 50 Urnenmodell, 113
komplementire, 49
reflexive, 49 Variation, 112
symmetrische, 49 mit gegebenen Vielfachheiten, 114
transitive, 50 ohne Wiederholung, 113
Reprasentant, 55 vollstandige, 113
Restklassenring, 70, 93 Vektoraddition, 174

Riemannschen Zeta-Funktion, 142 Vektoren, 174
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Vektorraum, 174

Schnitt, 177

Summe, 177
Vektorraumaxiome, 174
Verdichtungskriterium, 140
Vereinigungsmenge, 14
Verkniipfung, 66
vollstandige Induktion, 37
von oben beschriankt, 101
von unten beschrankt, 101
Vorzeichen einer Permutation, 75
Vorzeichenfunktion, 98

Wohldefiniertheit, 11
Wohlordnung, 54
Wurzel, 130
Wurzelkriterium, 140
Wiirfelmodell, 113

Zeilenrang, 198
Zeilenstufenform, 201
reduzierte, 201
Zeilenvektoren, 175, 191
Zielbereich, 20
Zwischenwertsatz, 152
Zykel, 74
Zykelschreibweise, 74
zyklische Gruppe, 73

Aquivalenzklasse, 50
Aquivalenzrelation, 50
uberabzahlbar, 63
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