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1 Der Satz von Aronszajn-Gagliardo

Fiir eine einheitliche Formulierung und zur Vereinfachung der Notation fiithren
wir zundchst Begriffe ein die wir im Wieterem nutzen wollen.

Definition 1.1 (Katagorie). Eine Kategorie C ist eine Menge von Trippeln
der Art:

C={T:A—-BS:C—D,...}.

Wir bezeichnen A, B,C, D, ...: Objekte der Kategorie C, oder einfach Objek-
te, und T, S, ... bezeichnen wir als Morphismen.
Fiir die Morphismen ist ein Produkt definiert, mit den Eigenschaften:

i) T:A—-B,S:B—-CeC=ST:A—-CeC.

(ii) Fiir alle A€ Cgibtesein 4 : A — A€ C, mit: TTy = 1,7 =T, fiir
alleT: A — AeC.

Gelegentlich schreiben wir auch 7' € C und meinen dabei Eigentlich: es
gibt Objekte A, B mit T: A - B € C.
Ebenso: A € C, d.h.: es gibt ein Morphism 7T': A - B € C.



Definition 1.2 (Funktor). Seien C, C; zwei Kategorien. Eine Abbildung:
F:C,—->CF(T:A— B):=F(T):F(A) - F(B) €,
mit den Eigenschaften:

(i) F(ST:A—C) = F(ST) : F(A) — F(C) = F(S)F(T) : F(A) —
F(C), oder Kurz: F(ST) = F(S)F(T);

(i) FOI:A— A) =F(d) : F(A
A € Cy, oder Kurz: F(I4) =

) = F(A) =1 : F(A) — F(A), fiir alle
Lp(a)-
bezeichnen wir ein Funktor.

Ist F(T:A— B) =T : A — B ein Funktor, so sagen wir C; ist eine
Unterkategorie von C.

Definition 1.3 (Kompatible Raumpaare). Seien Ag, A; zwei normierte Vek-
torrdume. Wir sagen das Paar (A, Ay) ist kompatibel, falls es ein Topologis-
cher Hausdorff-Vektorraum % existiert mit Ay, A1 C % .

Im weiterem verweisen wir immer wieder auf das nachfolgend bewiesene
Lemma 1.4, dass Banachrdume Charakterisiert.

Lemma 1.4. Sei A eine normierter linearer Raum. Genau dann ist A vollstindig,
wenn:

N

—Zan —0
A

({an}neN CANY anll,y < oo> = Jag € A:

n=1

fiir N — oo.

Beweis. Sei {a,}, .y C A eine Cauchy-Folge. Dann kénnen wir eine Teilfolge

{an, } ey Wihlen mit: ||ank Uy 1||A < 27% Dann gilt:

x
Z Ha”k B a”k—lHA < 0,
k=2

und nach Annahme, gibt es ein ay € A mit:

N

ag — (ank — an,H)
k=2

ik = g llao + any = anyll, =0

A




also:

lim a,, = lim a, = ap + a,, € A.
k—o00 n—o00

Umgekehrt, sein A ein Banachraum und {a,}, . eine Folge mit ) [|a,[/, <

n=1
N
0o. Dann ist {Z an} eine Cauchy-Folge, und es gibt ein aqp € A mit:
n=1 NeN
N
ap = lim > a,. O
N—o0 n=1

Im né&chsten Lemma konstruieren wir zwei Funktoren die wir bei der
konstruktion der Interpolationsrdume grundlegend sind.

Lemma 1.5. Seien A := (Ay, A) kompatible Banachriume. Dann sind
auch:

An = (AN ALl s llally = max (all, , lall,) ;
und:

Ay = (Ao + A1, [[lls) s lally = a:ia{}fral (llaoll4, + ”al“Al) ;

Banachrdume.

Beweis. Sei{an},cn C Ap eine Cauchy-Folge. Dann ist {an},cn eine Cauchy-
Folge in Banachriumen Ay und A;, und besitzt Grenzwerte aj € Ay, aj € A;.
Aber nach Annahme ist Ay, A; C %, und % ein Hausdorff-Raum. Somit gilt:

an — g = ay = ag € Aa.

o0
Betrachten wir nun eine Folge {a,} C Ay, mit ) |la,|y < 00. Zun € N
n=1

konnen wir eine Darstellung a,, = a2 + a) wihlen mit:

lailla, + llanlls, < llanlls +& < 2 anlls-



Dann ist ) [Jan|l, < oo fiir i = 0,1, und nach Lemma 1.4 gibt es ag =

n=1

o [o.¢]
S a, € Agund a} = Y a, € Ay. Setzen wir ag := a + a}, so folgt:

n=1 n=1

N
ag — E (7%
n=1

2

IN

fir N — oo.

N N

0 0 1 1

aO—E an—l—ao—g a,
n=1 n=1

2

N N
0 0 1 1
ay — E a,ll  +llag — E a,, — 0,
n=1 Ao n=1 A

[]

Im weiterem beschéftigen wir uns mit der Kateogorie der normierter
Réume N, mit den beschrinkten linearen Abbildungen als Morphismen, oder
mit der Unterkategorie B der Banachrdume mit beschrinkten linearen Ab-

bildungen.

Lemma 1.6. Sei C eine Unterkategorie von N. Zu je zwei kompatiblen
Paaren A = (Ag, A1) und B = (By, B1) mit Ao, A1, By, B1 € C betrachten

wir die beschrinkten Abbildungen T : Ay, — By, mit den FEigenschaften:

(i) T;=T|a : Ai — B €C, fiiri=0,1;

(i1) Ta = Toag + Tray fir alle a = a9 + a1 € Az;

(i1i) Toa = Tra fir alle a € Ax.

Dann bilden die Tripel: T : A — B eine Kategorie die wir mit Cy bezeichnen.

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition.

]

Korollar 1.7. Sei C eine Unterkategorie von N und Cy die Unterkategorie
wie in Lemma 1.6. Dann sind durch:

Funktoren definiert.

B) ::T:AA—>B€A;

B) ::T:AZ%EE;



Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 1.5, und Korollar 1.6. O

Im weiterem bezeichnen wir zu einer Unterkategorie von N von C mit
C, die Kategorie die wir in Lemma 1.6 definiert haben, die Kategorie der
kompatiblen Paare in C.

Definition 1.8. Sei C eine Unterkategorie von N.

(i) Wir sagen A € C ist ein Zwischenraum von A= (Ag, A1) € C, bzw. A
liegt zwischen A, falls gilt:

Ap C AC Ag. (1.1)

(ii) Wir sagen A € C ist ein Interpolationsraum hinsichtlich A, bzw. A
interpoliert A, falls A zwischen A liegt, und es gilt:

T:A-AcC=T:A—AcC. (1.2)

(iii) Allgemeiner, zu A, B € Cy sagen wir: A, B € C sind interpolationsriume

hinsichtlich /:1, B, bzw. A, B interpolieren A, B falls A zwischen A und
B zwischen B liegt, und es gilt:

T:-A-BeC=T:4A— BeC. (1.3)
Bemerkung 1.9. Es ist klar, die Rdume Aa und Ay, sind Interpolationsrdaume.
/uT:A— Be(C gilt:

I Tall 5, <max(|Taly, |Talg,),
fiir a € AA, also:
TN 45 < max (| Tall gy, 1Tall 4, p,) -
Ahnlich ist auch:
ITall 5, = IToao + Tra| 5, < | Toaoll g, + IT1a 5,
< Toll g, llaoll 4y + N1 4y, llanlla,

fiir jede Darstellung a = ag + a; (d.h. auch fiir das Infimum). Also, auch in
diesem Fall:

1T 4y, < max (1 Tall 4,5, - 1 Tall 4, 5,) -



Definition 1.10. Seien A, B € C Interpolationsraume hinsichtlich fl, B e C.
Wir sagen: A, B sind gleichmdflige Interpolationsriume, bzw. A, B inter-
polieren gleichmdfsig, falls gilt:

1T 4 p < € max (||T0||AO—>BO ) ||T1||A1—>Bl) : (1.4)

Ist C' =1, so sagen wir: A, B sind exakte Interpolationsriume, bzw. A, B
interpolieren exakt.
Kann ein 6 € [0, 1] gewihlt werden, so dass gilt:

1-6 [4
1T asp < CllToll 4y 1 T3] 4, 5, 5 (1.5)

so sagen wir: A, B sind gleichmdfige (exakte falls C = 1) Interpolationsriume
der Potenz 6.

Im weiteren verwenden wir immer wieder das folgende Resultat:

Satz 1.11. Sei B die Kategorie der Banachrdume mit beschrinkten linearen
Abbildungen. Sei By die zugehorige Kategorie der kompatiblen Paare aus B
wie in Lemma 1.6. Seien A, B € B Interpolationsriume hinsichtlich A, B €
Bi. Dann interpolieren A, B gleichmdfig.

Beweis. Betrachten wir den Vektorraum:
f:z{T:A%B:TGBl}.
Definieren wir auf .7~ die Normen:

|75 := max (HTHA—>B 5 ”THAO—>BO ) HTHA1—>B1) )

Iy = max ([T 4,5, - 17N 4, 5,) -

und setzen wir:

Tz = (T, |Ils) 5
T = (T M) -

Sei {T},},,en C T3 eine Cauchy-Folge und Tj :. Dann ist:

(T — Ton) a”z < (T = Tm) aOHBO + [[(Tn = Tn) CL1||31
< max (|| T — Tonll ay 5o - 1T = Tl 4, ) (laoll a, + llaall o)
<N To = Tonlls (llaoll 4, + llarll4,) -

6



D.h. es ist:
HTn - TmHE < ”Tn - TMH?, — 0

fiir m,n — oo, und wir finden somit ein Ty : Ay, — By, mit || T} — Tollss = 0
fiir n — oo.
Es ist auch:

(To = Tn) all e, < CI(To = Tn) all g, < CNTo = Toflg [lally — O,

fiir n — 0o da B ein Zwischenraum von B C %, mit % ein linearer Hausdorft
Raum (insbesondere besitzen also die Teilrdume eine dquivalente Topologie).
Insgesamt folgt nun |7y — 7,]|; — 0 fir n — oo und 73 ist ein Ba-
nachraum. Aus der selben Argumentation folgt auch % ein Banachraum.
Betrachten wir die Inklusion ¢ : I3 — 5. Es ist: ||¢]| 5, < 1, und
offensichtlich ist ¢ ein Isomorphismus. Nach dem Satz von Banach ist auch
t~! ein Isomorphismus, und wir erhalten:

||T||A—>B < ||T||3 = ”L_lTHs
< ONTNly = Cmax (1 TN 4y > 1Tl 4, 5,) -

]

Definition 1.12 (Interpolationsfunktor). Sie € eine Unterkategorie von .4
und %, die zugehorige Kategorie der kompatiblen Paare. Einen Funktor F' :
%\ — € bezeichnen wir Interpolationsfunktor, falls gilt:

F(T:A—>B>:T:F(A)—>F(B),

wobei F(A), F(B), A, B interpolieren.

Entsprechend der Definition 1.10 sprechen wir von gleichméfigen, exak-
ten, zu der Potenz 6 Funktoren.

Ist weiter:

||T||F(A)—>F(B) < C'max (HTHAO—)BO ) ||T||A1—>B1) )
mit C' = C(T), so sagen wir F' ist ein beschrénkter Funktor.

Satz 1.13 (Aronszajn-Gagliardo). Sei A € % ein Interpolationsraum hin-
sichtlich A € %,. Dann existiert ein exaktes Funktor Fy : %, — B mit

~

Fo(A) = A,



Bemerkung 1.14. Hier meinen wir mit Fy(A) = A: Fy(A) besitzt die selben
Elemente wie A und eine dquivalente Norm.

Nach Satz 1.11 ist jeder Interpolationsfunktor %, — Z gleichméaBig.
Somit folgt aus diesem Satz: jedes Interpolationsraum auf Z, kann mit einer
dquivalenten Norm umnormiert werden, so dass dieser beziiglich der neuen
Norm exakt interpoliert.

Beweis. Wir fiirhren den Beweis in mehreren Schritten. Um die Existenz zu
beweisen konstruieren wir einen Funktor mit den gesuchten Eigenschaften.
Hierbei ist es essenziell, die Konstruktion geeigneter Bilder des Funktors, der
Interpolationsrdume auf die ein Paar abgebildet werden soll. SchlieBlich wird
es uns leicht nach zu weisen, dass der so konstruierte Funktor die gewiinschten
Eigenschaften erfiillt.

FireinT: A — B € B, definieren wir die Norm:

1Tl 4 = max (17| gy > 1T, 5, - (1.6)

Hier ist zu bemerken: der selbe Norm haben wir definiert auf AA, und wir
haben bereits gezeigt, diese Norm ist eine obere Schranke der Norm auf Ay.
Zu einem Paar X = (Xo, X;) € By, definieren wir:

X = {ZEEXZ :J::ZTnan} (1.7)
n=1

mit Tn:A%XGBl,undmit a, € A fir allen € N.
Auf X definieren wir eine Norm, durch:

lally = inf  Nx(a), (1.8)
z=> Than
n=1
wobel:
Ne(@) = I Tullssx llanll4 - (1.9)
n=1

o0
Ein x € X, besitzt somit eine zuldssige Darstellung v = > T,a,, d.h.
n=1
eine mit:

o0
S Tl ik Ny < oo

n=1



(1)

Wir zeigen: XA cXC XE.

Wiihlen wir ein a; € A, und sei ¢ € A%, mit: ¢(a;) = 1. Wihlen wir
noch ein r € X,. Dann definieren wir:

T - A— X, Tia := p(ag + ay)x.
Es folgt dann:

|Thal

x; = lplao +a)l [zl x, < llelligcllao + arllg |2l x,

< el agme 2l a llao + arlly < oo, (1.10)
da [lag + a1y, < oo fiir a € A und 4 = 0, 1. Somit ist:
1Tl asx < Cllzlix,
im Sinne von Lemma 1.6, und mit 7,, = 0 und a,, = 0, fiir alle n > 2,
folgt:

oo
x="Ta = ZTnan A ||$HX < HT1||A—>X ||<l1||A < 00.
n=1

Somit ist: Xo C X. Weiter folgt aus (1.10):
2] ¢, < 2max (|Tvarll , , [|Thaa] x,) < o0,
daa, € AC A.
Insgesamt folgt die Behauptung.
Mit Lemma 1.4 zeigen wir: X ist Vollstindig.

o
Sei {Tn},eny € X mit Y |2,y < 0o. Zu n € N wihlen wir eine

n=1

Darstellung: x,, = Y TVa/, mit der Eigenschaft:
j=1

DT s oy < Nally +27
j=1



(iii)

Man beachte hier die Definition der Norm in (1.8). Dann folgt:

22 Tla, SZ 2 T <2 2 Bkl
n=1 j=1 n=1 j=1

Wir setzen also z := > > TJa) € X, und es folgt:

n=1j=1
N N oo 0 [e’e)
S0 IS E 9 2% IS D ol wE )
n=1 X n=1 j=1 X n=N+1 j=1 X
fiir N — oo.
Sei:
F0<T:}>—>X>::T:Y—>X. (1.11)

Wir zeigen: Fj ist ein exakter Interpolationsfunktor.

Aus der Definition ist unimittelbar klar: Die Eigenschaften (i) und (7)
aus Definition 1.2, sind erfiillt.

Zeigen wir: Fy : By — B, Fy exakt, so folgt aus (i) und (7i): Fj ist ein
Interpolationsfunktor.

Somit ist zu zeigen: S : FO(X) — FO( ) € B fur S': X Y eB.
Sei also S : X — Y € By. Fiir ein 2 € Fy(X) gilt:

Sx = i ST,a,,

n=1

oo
wobei z = Y T,a, eine zulédssige Darstellung von z, d.h. mit:
n=1

o0
S Tl x Ny < oo.

n=1

10



Dann ist also:

[ee] oo
152/l iy < D NSTallacsx Nanlla S USUxoy DI allasx llaulls < oo,

fiir jede zuléssige Darstellung von z, und somit folgt:

20y < 1Sl g el < max (15,0 - 1510, )

d.h.: der Interpolationsfunktor Fj ist exakt.

(iv) Es ist noch zu zeigen: Fy(A) = A.

Nach Annahme ist A ein Interpolationsraum hinsichtlich A € B;. Aus
Satz 1.11 folgt: A interpoliert gleichméafig. Fiir a € Fy(A) gilt somit:

[ee]
E T,a,
n=1

<O Tl is lanll s = CN;(a) < o

n=1

(Siehe die Definition 1.10). Damit folgt:

lall 4 =

[e.e]
< Z | Than|l 4
A n=1

Fy(A) C A.

Zua € A, setzen wir a, =0, T, = 0 fir n > 2, und T} := 14, a1 := a,
so folgt:

< Lallsoqllalla = llall 4 -
Fo(A)

HGHFO(A) -

o0
E T,a,
n=1

]

Korollar 1.15. Sei A ein Zwischenraum hmsz’chtlicAh Ae Bi. Dann existiert
ein exakter Interpolationsraum B € B hinsichtlich A, mit A C B.

Beweis. Den Satz 1.13 wenden wir auf A an. Hier ist zu bedenken: im Satz

hatten wir die Annahme A Interpolationsraum verwendet nur um Zu zeigen
Fy(A) C A. Dabei reichte aber bereits: A C Ay,. Nach Satz 1.13 ist also Fj(A)
ein exakter Interpolationsaraum, und somit setzen wir B = Fy(A). O

11



Korollar 1.16. Sei A ein Interpolationsraum hinsichtlich A € By. Sei Fy
der im Satz 1.13 konstruierte Funktor. Dann gilt Fo(X) C G(X) fiir jeden
Interpolationsfunktor G : By — B mit G(A) = A.

Beweis. Fir z € X = Fy(X), 2 = 3. Tha, eine zuliissige Darstellung, ¥ :=
n=1
G(X) gilt:

llly =

ZT Qn S Z HTnan“Y
n=1

ZOmaX [Tl x, > [ Tnanl x, )

= CZ 1Tl i x llanll4 < o,

n=1

da Y nach Satz 1.11 gleichméBig interpoliert. O

12
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