Prof. Roland Gunesch Sommersemester 2006

Ubungen zur Vorlesung
Gewdohnliche Differentialgleichungen
Losungen zu Aufgabenblatt 1

Aufgabe 1:
Sei u = u(t) eine Funktion, welche die Gleichung der Halbwertszeit erfiillt: Es gibt ein
T > 0, so dass fiir alle ¢ € R gilt:
1
u(t + 1) = Su(t).
Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussage: Es gibt ein C' € R, so dass u = u(t) die

Differentialgleichung %49 — C'. u(t) 16st.

Losung:

Die Frage ist, ob es ein C' € R gibt, so dass die Funktion u, welche die Gleichung der
Halbwertzeit erfiillt, die Differentialgleichung 9 = C - u erfiillt. Es gibt im Allgemeinen
kein solches C, denn z.B. die stetig differenzierbare Funktion

(t) = 1—cos (%t) furtel0,7)

v = +u(t—nr) firtenr(n+1)7), neZ

erfiillt die Gleichung der Halbwertzeit, jedoch nicht die Differentialgleichung: Sei t <
[0, 7). Dann gilt:

u(t+7)=-u(t)

Aufgabe 2:
a) Losen Sie die Gleichungen

e v =ur+1
>

o u = —x—g
u-
o u' = e"sin(x)

mittels Trennung der Variablen.

Losung:

W =ut+1

< u = tan (r — g + arctan (ug))



v = exp (u) sin ()

& u = —In(cos (z) — cos (zg) + exp (—up))
b) Diskutieren Sie das Verhalten dieser Losungen mit «(0) = po, po € R:

e Fiir welche ¢t € R existiert die Losung?
e Wie verhilt sich die Losung fiir t — ¢, t — t_, wenn (¢_,t;) das (maximale)
Intervall bezeichnet, auf dem die Losung u(t) existiert?

Losung:
Mit u (0) = py ergibt sich

e u = tan (x + arctan (pp))

o u=+{/pt— —x3 = sign (po) \/p§ — %x?’

e u=—In(cos(z)+exp(—py) — 1)
Die maximalen Existenzintervalle ergeben sich zu

e (—arctan (py) — Z, — arctan (py) + )

(oo i/t 4)
e Es muss cos (z) > —exp (—po) + 1 gelten. Fiir py < —In 2 ergibt sich als max. Exis-
tenzintervall (—oo, 00), fiir py > —In 2 folgt |z| < arccos (—exp (—po) + 1), also
(=

arccos (1 — exp (—py)) , arccos (1 — exp (—po))) -

Fiir die Grenzwerte ¢t — t, bzw. t — t_ ergibt sich

t—ty t—t_

o y — ocound u — —o0
t—t t—t_

e u —>0und u — oo

e Fiirpy < — ln 2 ist u divergent fiir t — $o0,

t—t_

sonst gilt u =Y sound u =5 .

Aufgabe 3:
Sei f : (X,d) — (X,d) eine starke Kontraktion mit Kontraktionskonstante A < 1. Der
Fixpunkt von f heifie . Sei xy € X beliebig. Zeigen Sie folgende Fehlerabschédtzung;:

)\n
1—-A

d(z,,7) < d(xg, x1).



Losung:
Es gilt offensichtlich d(f"(z), f

d(,, 7)

x)) < N'd(z,y), und damit ist:

( H xn—i—l) + d(xn+1> [L’)

d
d(f"(xo), f"(21)) + d(f(2n), f(7))
< N'd(xg, 1) + Ad(zp, T)

I/\/‘\

Also:

Aufgabe 4:
Sei ¢ € C([0,1] x [0, 1], R) und sei die Abbildung 7" definiert durch

T:C([o, 1] ") — C([0,1],R"),

0

Zeigen Sie: T ist stetig und linear. Ist 7" eine Kontraktion?

Losung:

Behauptung : T ist linear und stetig, fiir |||/ < 1ist 7" eine Kontraktion.
Beweis:

Offensichtlich ist T linear. Zundchst zur behaupteten Kontraktionseigenschaft:
Auf C([0, 1], R") definieren wir die Norm:

lull = max fluilloc

und betrachten:
|T(u) = T)| = |T(u—v)|| = max [(T'(u—v))illo

1<i<n

= max sup |/ (2, y)(u—v)(y))idy |

< max sup/ | (ol ) — ) (9): | dy

1<z<n SUE 0.1

:Eixwpxem/ | oz, y) |- | (u—2)i(y) | dy

< max supaco / (@) | NI — v)illoody

1<i<

_ sup/ [ r9) | dy - s [ — )

z€(0,1

IA

[plloo - Il (w = v)]

Fir [|¢|l« < 1ist T also eine Kontraktion. Insbesondere ist wegen |||~ < oo die Abbil-
dung T lipschitzstetig und damit auch stetig. O



