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Ubungen zur Vorlesung
Gewdohnliche Differentialgleichungen
Losungen zu Aufgabenblatt 4

Aufgabe 1:
a) Zeigen Sie: Das Anfangswertproblem
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mit Anfangsdaten flﬁ—ig(o) =1, fj;—ig(o) =2,..., u(0) = 127 hat auf einem Intervall (-4, J)
eine Losung, und diese ist dort eindeutig.

Losung:

Die rechte Seite ist {iberall glatt (und beschrankt). Also ist sie lokal Lipschitz-stetig in v und
stetig in t. Damit gibt es nach Satz 2.3.5 eine eindeutige lokale Losung auf einem Interval
(=6,9). O

b) Finden Sie das maximale Existenzintervall der Losung dieses Anfangswertproblems.
Ist die Losung dort eindeutig? (Begriindung erforderlich.)

Losung:
Behauptung: Die Loung ist auf ganz R definiert und dort eindeutig.

Beweis: Sei f(u) - g(t) die rechte Seite der Differentialgleichung. Es gentigt zu zeigen, dass
die Funktion f = f(u) global Lipschitz-stetig und die Funktion g = ¢(t) stetig ist.

Die Funktion g ist offensichtlich stetig, da sie Verkettung stetiger Funktionen ist.

Die Funktion f ist Verkettung von glatten Funktionen, welche auf ganz R definiert sind
und deshalb auf allen kompakten Intervallen Lipschitz-stetig sind. Die innerste Funktion
arctan ist beschrankt, also gibt es ein kompaktes Intervall, in welchem alle Werte liegen
(z.B. [-1,1] oder [-42,42]). Die Verkettung der anderen Funktionen, eingeschrankt auf dieses
Intervall, ist Lipschitz-stetig. Aufierdem ist arctan global Lipschitz-stetig. Somit ist f(u)
Lipschitz-stetig. O

Vorsicht: Fiir die Lipschitz-Stetigkeit von f geniigt nicht, dass f glatt und beschrankt ist,
wie z.B. f(u) = cos (u*) zeigt.

Aufgabe 2:
T
Auf der 2-Sphire 5% = { ( Yy ) cat 4yt 42t = 1} ist ein Vektorfeld f definiert durch

z



Beschreiben Sie alle Losungen des Anfangswertproblems fl—;‘ = f(u), u(ty) =ug € S>

Losung:
Fiir jede Losung gilt: Die z-Komponente ist konstant. Damit ist auch der Vorfaktor cos(7z%)
konstant. Die Funktion f ist auf S? Lipschitz-stetig (auf R" {ibrigens nicht). Deswegen ist

jede Losung fiir alle Zeiten definiert. Die Matrix ist eine typische Drehungsma-

0 1
-1 0
trix. Die Losungen des AWP liegen also auf Kreisen auf der Sphére S?, die jeweils konstant
in z sind. Der Nord- und Siidpol sind hierbei Fixpunkte, ebenso Punkte auf Kreisen mit

z=4+/m/14 oder z = £+/37/14.

Alle anderen Punkte sind nicht-fixe periodische Punkte, deren Orbit jeweils der gesamte
Kreis von Punkten mit konstanter z-Koordinate ist. Die Umlaufrichtung dndert sich dabei
bei jedem Vorzeichenwechsel von cos(z*).

Aufgabe 3:
Sei f ein glattes Tangentialvektorfeld auf der 2-Sphire S? mit Ruhelagen am Nord- und

0 0
Stidpol, d.h. f (( 0 )) =f (( 0 )) = 0. Sei ¢ : [0,1] — S? eine stetige Kurve
1 -1

0 0

mit c(0) = | 0 |, ¢(1) = 0 |.Seiyp:S*xR — S?der Losungsfluss zur Diffe-
1 -1

rentialgleichung % = f(u). Zeigen Sie: Fiir alle ¢ € R schneidet ¢,(c([0,1])) den Aquator

() <o

Losung:
Zunécﬁst stellen wir fest das der Fluss an den Polen Fixpunkte hat, es gilt V¢ € R, dass
©¢((0,0,1)) = (0,0,1) und ¢,((0,0,—1)) = (0,0, —1). Damit gilt also
th(c(())) = (07 07 1)
und
pi(c(1)) = (0,0, 1)
fur alle t aus R.
Wir betrachten nun fiir festes ¢ die Abbildung :

h:[0,1] —R
x — h(z) = x30 @ 0c(x)

wobei z3 die Projektion auf die dritte Komponente bezeichnet. Aufgrund des vorher ge-
sagten gilt 4(0) = 1 und h(1) = —1. Da h stetig ist, gibt es aufgrund des Zwischenwertsat-
zes ein 7 € [0, 1] mit h(Z) = 0, damit folgt

oi(c(z)) € {(2,y,0) : 2> + 9> =1}

Fiir alle ¢ € R schneidet ¢;(c[0, 1]) also den Aquator. O
Aufgabe 4:
Untersuchen Sie alle Ruhelagen von % = (u — 1)(u — 2)(u — 3) auf Poisson-/Lyapunov-

Stabilitdt und auf asymptotische Stabilitat.



Losung:
In den Prasenziibungen haben wir folgenden Satz bewiesen:
Gegeben sei die Differentialgleichung;:

&= f(z)

wobei f € C'(R,R) mit einer Ruhelage z,. Gilt:

o f'(z9) <0, so ist zy sowohl Poisson/Lyapunov-stabil als auch asymptotisch stabil;

o f'(z9) > 0, so ist z; instabil (d.h. weder Poisson/Lyapunov-stabil noch asympto-

tisch stabil).
Anwendung dieses Satzes auf die in der Aufgabe gegebene Differentialgleichung:
= (u—1)(u—2)(u—3)=u®—6u*+1lu—6

bei den Ruhelagen u; = 1, uy = 2, u3 = 3 ergibt :

e f'(1) =2, also ist u, instabil.

e f'(2) = —1, also ist u, stabil und asymptotisch stabil.
e f'(3) = 2, also ist us instabil.



