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Ubungen zur Vorlesung

Gewdohnliche Differentialgleichungen

Losungen zu Aufgabenblatt 6

Aufgabe 1:

Zeigen Sie folgende Aussagen iiber die Matrixexponentialfunktion:

a) Fiir jede reelle n x n-Matrix A gilt:

Losung:

det E(A,t) = e!Spur(4),

Zu jeder n x n-Matrix A gibt es eine Transformationsmatrix 7', so dass J = T~ ' AT Jordan-
form hat, diese hat wegen der Ahnlichkeit die gleiche Spur wie 4, d.h. es ist Spur (A4) =

Spur (J). Damit gilt:
det F (A,t)

= det E(A,t)-det (T'T)
= detT ' -det E(A,t)-detT
= det (I"'E (A1) T)
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= det [ lim Z% (T_lAT)k>

= det E (T7' AT, t)
= det £ (J,t)

~ e (it
i=1

= exp (Spur (J) - t)
= exp (Spur (A) - t)

b) Fiir A” (die transponierte Matrix) gilt:

E (A" 1) = (BE(A,)".



Losung:

Aufgabe 2:

a) Zeigen Sie: Die Matrixexponentialfunktion bildet schiefsymmetrische Matrizen auf or-
thogonale Matrizen ab. D.h.: Wenn AT = — A gilt, dann gilt fiir alle t € R, dass B = E(A,t)
die Beziehung

BT — B—l
erfiillt. Tipp: Berechnen Sie E(A + A”,t).

Losung:
L, =E(0,t)=E(A-At)=E(A+A"t) =E(At)-E(A"1)
& (B(AN) ' =F (A1)
b) Zeigen Sie: Wenn A schiefsymmetrisch ist, dann ist det(E(A, t)) = +1.

Losung:
Fiir schiefsymmetrische Matrizen gilt Spur(A4) = Spur(A") = Spur(—A4) = 0, daher gilt:

det £ (A, t) =exp (Spur(A) -t) =exp(0-t) = +1

Aufgabe 3:

a) Losen Sie das Anfangswertproblem
T = y+z
y = x+=z2
z = x4y

mit Anfangsdaten z(0) = 1, y(0) = 2, 2(0) = 3.

01 1
A= 1 01
1 10

dann lésst sich die Differentialgleichung schreiben als

(1) i=A-z, 2(0)=(1,2,3)T

Losung:
Sei zunichst



Um die Gleichung zu 16sen kann man die Matrix in Diagonalform transformieren. A hat
die Eigenwerte (A1, A2, A3) = (—1,2, —1). Durch die Spalten von

-1 1 -1
Sl .= 1 1 0
0 1 1

ist eine Basis aus Eigenvektoren gegeben. A ist also diagonalisierbar und mit
~1/3 2/3 -1/3
S=©GHt=1 1/3 1/3 1/3 |,
-1/3 —-1/3 2/3
gilt J:=S5-A-S! = diag(—1,2,—1). Nun ist z genau dann eine Lésung von (1), wenn
v := S -z eine Losung von
() v=S8-A-Stv=J-v,00)=5-(1,2,3)"=(0,2,1)" =10,

ist. Eine Losung von (2) kann man aufgrund der Diagonalform leicht mit Hilfe der Expo-
nentialabbildung angeben:

v(t) = E(J,t) - vy = diag(e™, e*,e") - (0,2,1)" = (0,2-e*, e 7.
Nun muss man noch mit der Inversen riicktransformieren, d.h. die Losung ergibt sich zu
z(t) =S ut)=(—e 22 e e 42 ).
Wie man unmittelbar sieht sind die Anfangswerte als auch die Differentialgleichung er-

fallt.

b) Analysieren Sie die Ruhelage v = y = z = 0 auf Stabilitdt und auf asymptotische
Stabilitat.

Losung:

Es ist offensichtlich, dass die Losung nicht asymptotisch stabil ist, denn fiir ¢ — oo bzw.
t — —oo divergiert mindestens eine Komponente. Genauso kann keine Poisson-Stabilitit
vorliegen, da das entsprechende Orbit unbeschréankt ist.

Aufgabe 4:
a) Finden Sie die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung

. (2 6
Skizzieren Sie ein Phasenportrait.

Losung:
Sei zunichst

2 6
a=(35)
dann ldutet die Differentialgleichung
uw=A-u, U(O) = (U(l), Ug, ug)T

Wie in Aufgabe 3 sieht man, dass A diagonalisierbar ist, mit den Transformationsmatrizen:

w30 mas (1 42)



Dann wird die transformierte Gleichung
v=2S8-A-S". v=diag(4,—4) v

durch
v = (Ué '64t,’Ug X 6—4t>T

gelost. Die korrekten Anfangswerte fiir das transformierte Problem ergeben sich zu
(ub+up) (~up+3- u%))T

UOZS'UOZ( 1 ) 1

Damit ergibt sich die Losung

it (wited)  —ar | (Cup+sud)
u(t):S‘l.v(t):<3 € L —e oo )

ot (uél‘u%) +oeit. (—uél‘i”'ug)

b) Finden Sie alle Ruhelagen und untersuchen Sie diese auf Stabilitidt und auf asymptoti-
sche Stabilitat.

Losung:

Offenbar gilt det(A) = —16 # 0, d.h. A ist invertierbar und hat folglich lediglich die Null-
stelle 0. Beztiglich der Stabilitdt gilt wie in 3 b), das 0 weder asymptotisch noch Poisson-
stabil ist. In jeder Umgebung der 0 gibt es Anfangswerte v, s.d. keiner der Exponential-
terme verschwindet. Dann divergieren beide Komponenten fiir ¢ — co bzw. t — —o0.



