Prof. Roland Gunesch Sommersemester 2006

Ubungen zur Vorlesung
Gewohnliche Differentialgleichungen

Losungen zu Aufgabenblatt 9

Aufgabe 1:

a) Berechnen Sie die w-Limesmenge w((0, 0)) fiir die Differentialgleichung
z = 1
Yy = a

auf dem 2-Torus, wobeia € R\ Q.

Losung:

Wir wissen bereits, dass in diesem Fall das Orbit jeden Punktes dicht ist. D.h. unser Orbit
vom Punkt (0,0) kommt in jede Umgebung jeden Punktes und zwar beliebig oft: Es gibt
eine Folge von Zeitpunkten (¢;);ey mit u((0,0),¢;) € U, wobei U eine beliebig kleine Um-
gebung eines beliebigen Punktes in T? ist, denn wegen der Dichtheit aller Orbits gibt es
ein t;, so dass u((0,0),;) € U. Nun gibt es ein ; so, dass u((0,0),t; + 1) ¢ U. Betrachtet
man nun das Orbit von u((0,0),¢; 4+ £1), welches das selbe ist wie das Orbit von (0, 0), so
gibt es wieder wegen der Dichtheit aller Orbits ein 5, so dass u((0,0),%;) € U. Induktiv
findet man so t; fiir alle 7 € N. Da alle Orbits sowohl vorwirts als auch riickwarts dicht
sind kann man dies fiir ¢ > 0 als auch ¢ < 0 durchfithren und kommt zu dem Ergebnis,
dass jeder Punkt sowohl in der - als auch w-Limesmenge liegt, also

a((0,0)) = w((0,0)) = T*

U
b) Wiederholen Sie dies fiir a € Q.
Losung:
Fir a € Q ist das Orbit von (0, 0) periodisch, womit
a((0,0)) = w((0,0)) = O((0,0))
gilt. O

Aufgabe 2:

Finden Sie eine autonome Differentialgleichung, so dass das Orbit eines Punktes dicht ist,
aber weder das positive noch das negative Semiorbit dieses Punktes dicht ist.

Tipp: Benutzen Sie eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Losung:

Man betrachte die Mannigfaltigkeit M/ = R, darauf die Differentialgleichung u(x,t) = t,
also 7 = 1. Dann ist jedes Orbit dicht, nicht jedoch die negativen bzw. positiven Semiorbits,
welche nur dicht in (—oo, t] bzw. [tg, 00) sind.



Ebenso koénnen wir die kompakte Mannigfaltigkeit M/ = S! verwenden: Gibt es darauf
einen homoklines Orbit, d.h. einen Punkt p mit w(p) = ¢ = «a(p) mit p # ¢, dann ist das
Orbit von p dicht, aber keins der Semiorbits. OJ

War Thnen dies zu einfach? Dann iiberlegen Sie, ob Sie auch eine Antwort in einer Dimen-
sion >1 finden konnen.

Aufgabe 3:
Sei ¢ ein Fluss im R?, der ein periodisches Orbit P hat, welches also R? in zwei Gebiete
Gi, G, (innen und auflen) zerlegt.

a) Zeigen Sie: Beide Gebiete sind invariant unter ¢.

Losung:

Das periodische Orbit P ist natiirlich invariant. Also kann kein Punkt auf P auf einen
Punkt mit dem Fluss auf einen Punkt in Gjoder einen Punkt in Ga abgebildet werden,
und umgekehrt kann auch kein Punkt aus G;oder aus Ga mit dem Fluss auf einen Punkt
in P abgebildet werden.

In geeigneten Koordinaten hat P das Bild z* + y* = 1, das heisst, das Bild von P ist der
Einheitskreis K. Das heisst: Es gibt einen Diffeomorphismus i : R? — R? mit h(P) = K.
Das von P umrandete (innere) Gebiet G; und das dufsere Gebiet G werden dann auf die
Menge {(z,y) C R?: 224+y? < 1} bzw. auf die Menge {(z,y) C R?: 22+y? > 1} abgebildet.

Wenn nun der Fluss einen Punkt a aus G; auf einen Punkt b aus GG abbildet, dann muss
gelten ||h(a)|| < 1 und ||h(b)|| > 1. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann einen Punkt
c auf dem Orbit von a mit ||k(c)|| = 1, also h(c) € K und somit ¢ € P. Widerspruch. O

b) Zeigen Sie:

e Wenn u € G, dann ist w(u) C G; und a(u) C Gi.
e Wenn u € G,, dann ist w(u) C G, und a(u) C Ga.
e Wenn u € P, dannistw(u) = P und o(u) = P.

Losung:
Wenn u € Gj, dann ist p,u € G; fiir alle t € R und daher liegen alle Hiufungspunkte
davon in G;. Analoges gilt fiir Ga.

P ist invariant, also ist w(u) C P. Gleichheit folgt aus der Periodizitit. O

Aufgabe 4:
Betrachten Sie das Anfangswertproblem, das in Polarkoordinaten gegeben ist durch

7 = 25r(1—r)cos (arctan (7’12768T6’128) sin <sin <arctan (689)>>)
0 = 374" (cos (0)® (sin (r))*? + arctan (r")

mit Anfangswert

18 17
= — 00)= .



Zeigen Sie: Die w-Limesmenge und die a-Limesmenge von p = (r(0),0(0)) liegen in der
Kreisscheibe mit Radius 1. Das heifst, fiir jedes ¢ € w(p), welches in Polarkoordinaten die
Darstellung ¢ = (R, O) hat, gilt

R <1,

und analog fiir ¢ € a(p).

Losung:

Offenbar ist die Losung fiir den Anfangswert (1, 6y) = (1, 0) periodisch. In diesem Fall gilt
namlich offenbar r = const. und # > 0, d.h 6 ist streng monoton wachsend. Wegen 6 € S'
ist die zugehorige Losung periodisch. Der Orbit der Losung teilt den R? in zwei Gebiete,
die wir analog zu Aufgabe 3 mit G; (innen) und G, (aufien) bezeichnen. Wegen r, = 1 gilt
G; = B(0,1) und G, = B(0, 1)C = {(z,y) € R? : |(x,y)| > 1}. Die Behauptung folgt nun
aus Aufgabe 3 b). O



