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Das Wazewski Prinzip

1. Vorbereitung und Wiederholung
Notation

Im Folgenden sei X ein topologischer Raum, ¢ : R x X — X ein Fluf. Mit I sei das
Einheitsintervall beschrieben. Es sei W C X eine Teilmenge, dann ist

WO:={zecW|3t>0:¢tz)¢W}
die Menge aller Austrittspunkte von W unter ¢, und
W™ = {z € Wlp([0,t),z) ¢ W,Vt > 0}

die Menge aller Punkte, die W unter ¢ sofort verlassen. Es gilt offensichtlich
W-cwlcw.
Definition 1.1
Eine Teilmenge W C X heifit Deformationsretrakt von X, falls es eine Abbildung

r:XxI—W
gibt, mit

r(z,0) = z,Vo € Xr(z,1) € W,V € Xr(w,1) = w,Yw € W.

Dann ist W ~ X.
Falls r(w,t) = w,Vt € I, so heifst W starker Deformationsretrakt von X.

Definition 1.2

Eine Funktion f : X — R ist von oben halbstetig, falls die Menge {z € X|f(z) < a} offen
ist fiir alle a € R. Sie heift von unten halbstetig, falls die Menge {x € X|f(z) > a} offen
ist fiir alle o € R.

Proposition 1.3

Eine Funktion f : X — R ist stetig, falls sie sowohl von oben als auch von unten halbstetig
ist.



2. Das Wazewski Prinzip
Definition 2.1
Eine Menge W C X heifst Wazewski Menge, falls gilt

1)z € Wp([0,1),2) € W = ([0, 1), 2) C W
2) W™ ist abgeschlossen in W°.

Satz 2.2

Es sei W eine Wazewski Menge. Dann gilt:
i) W~ ist starker Deformationsretrakt von W° und
ii) W0 ist offen in W.

Beweis

Fiir W9 = 0 ist die Aussage trivial. Sei also nun W0 # () vorausgesetzt. Wir wollen nun also
eine starke Deformationsretraktion h : W9 x I — W~ von W° nach W~ konstruieren.
Zunéchst definieren wir dazu eine Abbildung

7: W% — [0,00) durch
7(x) = sup{t > 0|p([0,t],z) C W}.

Aus der Definition von WY folgt, daR 7(x) endlich ist. Aus der Stetigkeit des Flusses folgt,
daR ¢([0,t],2) C W, und da W Wazewski Menge ist, ist ¢(7(z),z) € W~ und es gilt

T(x) =02 W™ .
Nehmen wir nun an, 7 sei stetig und definieren h durch
h(z,0) = p(oT(z),x).
Offensichtlich gilt
h(z,0) = ¢(0,2) =z, h(z,1) = p(1(x),z) € W~
und mit y € W~

h(y,o) = o(o7(y),y) = »(0,y) = y.

Also ist h unter der Annahme, da 7 stetig ist, starke Deformationsretraktion von W?°
auf W~. Es bleibt also zu zeigen, dafl 7 stetig ist. Wir zeigen zunéchst, dak 7 von oben
halbstetig ist, und danach die Halbstetigkeit von unten. Sei o € R, x € W9, sodaf

7(z) < a. Zu zeigen ist, daR es eine offene Umgebung U, C W gibt,

sodaf 7(2') < a, fiir alle 2’ € Uy. Es gilt p([7(z),a],x) ¢ W, denn

p([r(2), o], 2) = p([sup{t > 0lp([0, 1], 2) C W}, o], z).

Die Definition einer Wazewski Menge liefert, daf es ein ¢y € [7(z), ] gibt, sodafs

o(to,z) ¢ W. Wir wihlen nun also eine Umgebung V € U(p(to,x)), V C X, sodaf
V N W = . Aufgrund der Stetigkeit von ¢, gibt es eine offene Umgebung X D U € (z),
sodafs ¢(to,U) C V. Sei nun Uy, = U N W, und fir alle y € Uy, sei (to,y) ¢ W. Wir
erhalten also U, C WY und 7(y) < tp < a, also ist 7 von oben halbstetig.



Nun wollen wir zeigen, dak 7 auch von unten halbstetig ist, also daft die Menge

A= {x € W9 7r(z) < a} abgeschlossen in W0 ist. Sei (z,,) eine Folge von Punkten in A4,
die gegen einen Punkt z € W? konvergiert. Setze t,, := 7(x,,). Dann ist t,, € [0, a]. Da das
Intervall [0, a] kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge ¢, , die gegen ein ¢y < «
konvergiert. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ gilt ¢(tn, , zn,) — ¢(to, z). Um zu zeigen, daf
©(to, r) € WY ist, nehmen wir an, das gelte nicht. Wir behaupten also, p(t,z) € W fiir alle
t > to. (Bemerkung: Wir zeigen sogar, daf das fiir alle t € [0, to] gilt.) Wé&hle ein ¢ beliebig.
Wegen t,, — to gibt es eine Teilfolge (sp,) C [0,%y,], die gegen t konvergiert. Aufgrund
der Wahl von t,,, gilt ¢(t,,,2n,) € W. Die Definition einer Wazewski Menge liefert uns,
dak ¢(t,z) € W. Hieraus, zusammen mit der obigen Beobachtung, folgt, daf ¢(t,2) € W
fiir alle ¢ > 0, im Widerspruch zur Annahme, daR z € W°. Also folgt o(tg,z) € WP,
Desweiteren gilt p(ty, ,zn,) € W fiir alle & € N. Wegen der Abgeschlossenheit von W™
in WO folgt, daft ¢(tg, ) € W~. SchlieRlich ergibt sich 7(x) < tg < «, also z € A, also
ist A abgeschlossen in W°. Damit ist also gezeigt, daf 7 stetig ist. Wir wollen nun nur
noch zeigen, dak W9 offen in W ist. Diese Tatsache ergibt sich aber sofort, indem man die
Argumente zu Halbstetigkeit von oben von 7 auf beliebige z € WY und o > 7() anwendet.
Dadurch erhilt man namlich mit ¢4, ¢ W°, daR W0 offen in W ist. O

Korollar 2.3 (Wazewski Prinzip)

Es sei W eine Wazewski Menge und W~ kein starker Deformationsretrakt von W. Dann
ist W\ WY #£ (), es existieren also Losungen, die fiir alle ¢ > 0 in W bleiben.

Beweis

Wir nehmen an, alle Losungen verlieken irgendwann W, dann gilte also W% = W, im
Widerspruch zu Satz 2.2. U
Korollar 2.4

Es sei W eine kompakte Wazewski Menge und W~ kein starker Deformationsretrakt von
W. Dann gilt Inv(W, ) = {z € W|p(R,z) C W} # 0.

Beweis

Korollar 2.3 besagt, dafs es einen Punkt x € W gibt, sodak ¢([0,00),2) C W. Es gilt
auferdem (1,5 ¢([t,00), ) ist eine nichtleere, kompakte, invariante Teilmenge von W. [
Proposition 2.5

Es sei W eine Wazewski Menge und es seien W und W~ kubische Mengen. Wenn gilt
H,(W,W~) # 0, dann ist Inv(W, p) # (.

Beweis

Falls H, (W, W ™) # (), dann ist W~ kein Deformationsretrakt von W, denn eine Proposition
aus Kapitel 9 besagt, falls W und W~ kubische Mengen wéren und W~ ein Deformations-
retrakt von W, so wire H,(W,W~) = 0. Die endgiiltige Schluffolgerung liefert uns jetzt
das Korollar 2.4, da W kubisch und somit kompakt ist. O



