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2. EINLEITUNG: WAS IST EIN GEODATISCHER FLUSS?

Fiir den Begriff ,Geoddtische” werden wir im Folgenden zwei Be-
deutungen kennenlernen, die im Sinn der metrischen Geometrie
und die im Sinn der Differentialgeometrie. Auf Riemann’schen
Mannigfaltigkeiten bedeuten beide im Wesentlichen das Gleiche,
ndmlich eine lokal kiirzeste Verbindung. Der geodéatische Fluss
besteht im Vorwirtsgehen langs Geodétischen.

3. INNERE METRISCHE RAUME

Definition 3.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Kurve in X ist
eine stetige Abbildung [a,b] — X mit a < b € R. Die Linge einer
Kurve c: [a,b] — X ist gegeben durch

k-1
mf{Zd ti),c(tiv) | k€N, a=1ty <t; <- -'Stk:b}-

(2
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Remark 3.2. Die Lange einer Kurve dndert sich nicht unter (mono-
toner) Reparameterisierung. D.h.: Ist ¢ : [a,b] — [a,b] ein Homoo-
morphismus, dann ist L(c o ¢) = L(c). (Ein Homdomorphismus ist
eine Abbildung, die bijektiv und stetig ist und deren Inverse auch
stetig ist.) Dabei muss ¢ nicht orientierungserhaltend sein, sondern
es kann auch gelten ¢(a) = b, ¢(b) = a. Allgemeiner kann ¢ auch
Homoomorphismus zwischen verschiedenen Intervallen sein, und
es gilt immer noch L(c o ¢) = L(c).

Da wir die Parameterisierung somit frei wahlen kénnen, wihlen wir
sie mit Geschwindigkeit 1 wie folgt:

Definition 3.3. Sei ¢ : [a,b] — X eine Kurve in X. Die Bogenldnge
ist die Funktion s : [a, b] — [0, L(c)], gegeben durch

s(t) = L(C|[a,t])>
so dass die Kurve ¢ : [0, L(c¢)] - X mitcos =cfurallea <t <t <b
die Eigenschaft

L(é|[t7t/}) =t —t
erfiillt. Die Kurve ¢ heifit dann mit Einheitsgeschindigkeit parame-
terisiert.

Allgemeiner heifit fiir v > 0 eine Kurve ¢ mit Geschwindigkeit v
parameterisiert, wenn fiir alle « < ¢ < ¢’ < die Eigenschaft

L(elgn) =v- (' =)

erfuillt ist.

Damit kann auf X eine neue Metrik definiert werden, die innere
Metrik

di(z,y) :==1inf{L(c) | c¢:[0,1] = X, ¢(0) =z, ¢(1) = y}.

Es giltimmer d; > d, d.h. fur alle z,y € X gilt d;(x,y) > d(x,y). Falls
d = d;, heifit (X, d) ein innerer metrischer Raum.

In einem inneren metrischen Raum muss es zu gegebenem z,y € X
keine laingenminimierende Kurve von z nach y geben. Fiir solche
Kurven haben wir einen besonderen Namen:

Definition 3.4. Eine Kurve ¢ : [a,0] — X mit L(c) = d(c(a),c(d))
heifit minimierende Geoditische. Eine solche ist also kiirzeste
Verbindung ihrer Endpunkte (und somit aller ihrer Punkte). Eine
Kurve ¢ : [a,b] — X, die diese Bedingung lokal erfiillt, d.h. um je-
dem Punkt ¢, € [a,b] gibt es ein Intervall I = [t,t'], ¢t < ¢, < ' mit
L(c|pp) = d(c(t), c(t')) heifst Geodatische. Eine solche ist also immer
noch kiirzeste Verbindung, aber nur lokal.



4. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Im Folgenden brauchen wir den Begriff der differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten. Typische Beispiele sind der bekannte euklidische
Raum R" und der n-dimensionale Torus T" sowie die n-Sphédre S™.
Dies sind Spezialfille der folgenden allgemeinen Definition. Zuerst
bendtigen wir allerdings noch ein paar weitere Definitionen aus der
Topologie:

Ein topologischer Raum ist eine Menge X mit einer Menge 7" von
Teilmengen von X, gennant eine Topologie auf X, fiir die gilt:

e)cT, XeT.

e Die Vereinigung von beliebig vielen Mengen aus 7' liegt
wieder in 7.

e Der Durchschnitt von zwei Mengen aus 7' liegt wiederin T'.

Ein topologischer Raum (X, T') heifist Hausdorff-Raum (bzw. hat die
Hausdorff-Eigenschaft), wenn gilt: Fiir alle z,y € X gibtesU,V € T
mitz e U,y e VundU NV = 0.

Wir sagen, ein topologischer Raum erfiille das zweite Abzahlbarkeit-
saxiom, wenn gilt: Es gibt eine abzédhlbare Teilmenge von 7', so dass
die Vereinigung von Mengen daraus alle Mengen von T ergeben.

Jetzt konnen wir uns endlich den erwiinschten Mannigfaltigkeiten
zuwenden:

Eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit ist ein Tupel
(M, (U)ier, (hi)ier), wobei M eine Menge ist (die Menge der
Punkte auf der Mannigfaltigkeit), I eine Indexmenge, jedes U; eine
Teilmenge von M und h; ein Homéomorphismus von U; auf eine
offene Teilmenge von R", so dass gilt:

e M ist ein topologischer Raum und erfiillt das zweite
Abzahlbarkeitsaxiom.
— Furallei, j € I ist
’(/)ij = hj o hl_l . hz(UZ N U]) — h](UZ N Uj)

ein k—Diffeomorphismus.

Die h; heifSen Karten, die U; Kartenumgebungen und die v;; Karten-
wechsel.

Die Mannigfaltigkeit heifit glatt, wenn sie C*° ist. Eine C°-
Mannigfaltigkeit heifst topologische Mannigfaltigkeit.



R™ ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit Karte h : R — R", h(z) = .

T" ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit 2" Karten, die alle Translatio-
nen auf dem R" sind.

S™ ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit 2 Karten, den sogenannten
stereographischen Projektionen vom R"™! in den R".

Fiir jede glatte Funktion f : R" — Rist
Graph(f) := {(z, f(z))}

eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit (und Teilmenge von
R

Fiir jede beliebige Funktion f : R" — R ist Graph(f) eine glatte
Mannigfaltigkeit, und es gentigt eine einzige Karte h : Graph(f) —
R", h((z, f(x))) = =z. Genausogut kann Graph(f) auch mit allen
Kartenumgebungen iiberdeckt werden, die Bilder unter f von of-
fenen Mengen in R" sind; die zugehorigen Kartenwechsel sind die
Identitdt und somit beliebig glatt.

Letzteres Beispiel ist recht exotisch; die Mannigfaltigkeiten, die wir
im Folgenden benutzen, “sehen auch glatt aus”. Allgemein reicht es
aus, sich “glatte” Untermengen des R" vorzustellen, denn es kann
gezeigt werden, dass alle Mannigfaltigkeiten der Dimension n in
einen R™ eingebettet werden konnen (Whitneys Einbettungssatz).
Dabei ist gewohnlich m > n (es gibt aber immer eine Einbettung mit
m < 2n+ 1).

Weiterhin bendtigen wir Abbildungen von/auf differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten:

Eine Abbildung f : M — N mit (M,U;, h;),(N,V;, 71]-) Mannig-
faltigkeiten heifst C*, wenn fiir jede Kartenumgebung U; von z in M
und jede Kartenumgebung V; von f(x) in N gilt, dass f|y, “beztiglich
Karten C* ist”, d.h. wenn h; o f o h; ' eine C*-Abbildung ist.

Allgemeiner gilt folgende “Meta-Definition”:

Ein Objekt auf einer Mannigfaltigkeit ist ein Diffeomorphismus / ein
Homéomorphismus / eine glatte Abbildung / eine C*-Kurve / etc.
genau dann, wenn dies beztiglich Karten gilt.

D.h. f: M — N ist ein Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und
fiir alle Karten h, h auf M, N gilt: ho foh !istein Diffeomorphis-
mus (als Abbildung einer Teilmenge vom R"). Das klingt erst einmal
etwas verwunderlich, da fiir die Karten h ja gar nicht vorausgesetzt
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ist, dass diese C* sind; und es ist auch gar nicht moglich, das vo-
rauszusetzen, denn auf der Punktemenge M kann man ja erst ein-
mal nicht ableiten. Dennoch macht diese Definition Sinn: denn ob
ho foh! ein Diffcomorphismus ist, hdngt nicht von h, h ab, und
daher konnen wir testen, ob es fiir ein (dann alle) &, i gilt.

Der Tangentialraum 7', M/ an die Mannigfaltigkeit // am Punkt x ist
die Menge von stetig differenzierbaren Kurven ¢ : (—¢,e) — M mit
¢(0) = = modulo der Aquivalenzrelation ¢; ~ ¢, fiir (h o ¢;)'(0) =
(hoc)'(0). Hierbei ist h Karte auf einer = enthaltenden Kartenumge-
bung.

Dabei muss genaugenommen c in einer Kartenumgebung liegen;
dies kann aber auch nachtrédglich durch Einschrankung des Defini-
tionsbereichs von c sichergestellt werden.

Fiir eine glatte Funktion f : R — R der Graph von f, d.h. {(z, f(x))}
eine glatte Mannigfaltigkeit // und der Tangentialraum davon am
Punkt z ist eine Gerade mit Steigung f'(x).

5. FORTSETZBARKEIT VON GEODATISCHEN IN METRISCHEN
RAUMEN

Lemma 5.1. (Halbstetigkeit der Linge in inneren metrischen Réu-
men) Sei (c, :[0,1] — X), .y eine Folge von Kurven, die punktweise
gegen c : [0, 1] — X konvergiere. Dann gilt

L(c) <liminf L(c,).

Proof. Sei € > 0 beliebig. Finde k € Nund 0 = ¢y < --- < ¢ = 1, so
dass gilt

T
L

d(c(t;),c(tivr)) > L(c) — e.

-
I
o

Da es endlich viele t; sind, konnen wir ny € N finden, so dass fiir alle
n>noundallei =0,...,kgilt: d(c(t;), cn(ti)) < e/k.

Damit gilt fiir allen > npund alle¢ =0, ..., k, dass

d(C(tz), C(ti+1) S d(Cn(tZ>, Cn(tz'—i-l) + 2€/k’



Somit gilt

k-1

L(e) < > d(clty), cltin)) +¢
=0
E—1
< > d(clts), e(tiz)) + 3.

i=0

Daraus folgt
L(c) <liminf L(c,) + 3¢,

und daraus wegen Beliebigkeit von ¢ die Behauptung. O

Remark 5.2. Es kann strikte Ungleichung vorkommen, sogar wenn
die Konvergenz gleichmiflig ist, sogar wenn sie exponentiell ist
(oder beliebig schnell). Z.B. hat fiir jede Folge ¢, — oo die Kur-
venfolge

: 2

sin (;,t
(en: 01 = )y ) = 520
die Eigenschaft L(c,) — oo, aber (c,),.y konvergiert gleichmafig
(und mit 1/¢,, majorisiert) gegen die Punktkurve ¢ : [0,1] — 0 der
Lange 0.

Bei C'*-Kurven ist die Lange stetig, d.h. es gilt in der Tat

L(lim ¢,) = lim L(c,).

Nun wenden wir uns der Frage zu, ob es zu zwei Punkten eine
kiirzeste Verbindung gibt, und der (damit zusammenhéangenden)
Frage, ob sich Geodédtische mit Definitionsbereich [0,1) fortsetzen
lassen auf [0,1]. Das ist nicht immer der Fall:

Example 5.3. Bei

1) X =R\ {(0)}
(2) X = R?\ B1((0)) (jeweils mit der euklidischen Metrik)

gibt es sowohl Punkte, die sich nicht mit Kiirzesten verbinden lassen
((z1, x9) und (—x1, —x9)) als auch Geodatische ¢ : [0,1) — X, die sich
nicht auf [0,1] fortsetzen lassen.

Fir
(B) X = B1((0,0)) C R? (mit der euklidischen Metrik)

gibt es ebenfalls eine Geodatische ¢ : [0,1) — X, die sich nicht auf
[0,1] fortsetzen 14af3t. Hier lassen sich jedoch alle Punkte =,y € X mit
einer minimierenden Geodétischen verbinden.
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Klar ist, dass Vollstandigkeit wichtig ist; im Folgenden benutzen wir
auch lokale Kompaktheit (d.h. jeder Punkt enthélt eine Umgebung,
deren Abschluss in X kompakt ist).

Das letzte Beispiel 1afst uns vermuten, dass Fortsetzbarkeit ein stark-
eres Kriterium ist als Verbindbarkeit.

Lemma 5.4. Sei (X,d) ein lokal kompakter innerer metrischer Raum.
Dann gibt es zu jedem x € X einr > 0, so dass gilt:

(1) Fiir alle y € B,(x) gibt es eine minimierende Geodiitische von x
nach y.

(2) Wenn d(x,y) > r, dann gibt es einen Punkt z mit d(x,z) = r,
welcher zwischen x und y liegt, d.h.

d(z,y) =d(z,z) +d(z,vy),

und es gibt eine minimierende Geodiitische von x nach z, deren
Punkte auch alle zwischen x und y liegen.

Proof. Die Lokalkompaktheit besagt, dass es fiir jedes = € X einr >
0 gibt, so dass Bs, (z) kompakt ist.

(1) Seiy € B,(x). Es gibt eine Folge ¢, : [0,1] — X von Kurven
von z nach y mit L(c,) — d(z,y). Also gilt fiir alle n (bis auf
endlich viele), dass L(c,) < 2r ist und somit ¢, in die kom-
pakte Menge B, (z) abbildet. Nach dem Satz von Arzela-
Ascoli hat ¢, eine konvergente Teilfolge. Deren Grenzwert
sei c. Dann gilt:

L(c) < liminf L(¢,) = d(z,y).

n—oo

Trivialerweise gilt auch L(c) > d(z,y), da c eine Kurve von z
nach y ist. Somit ist ¢ eine minimierende Geodatische.

(2) Seicy, : [0, L(c,)] — X eine Folge von Kurven von z nach y mit
L(c,) — d(z,y), parameterisiert nach Bogenlange. Wegen der
Kompaktheit von By, (x) hat ¢,(r) einen Haufungspunkt z.
Dieser liegt zwischen z und y, denn aus L(c,,) —d(z,y) € [0,¢)
folgt:

d(z,z)+d(z,y)

d(l’, Cn('f’)) + d(Cn(T), y) + 2e
L(cnlo) + L(cnlpr.Liey) + 4¢
L(c,) + 4e

d(z,y) + be.

IAINA

IN
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Die Kurven c,|j,; haben eine konvergente Teilfolge. Deren
Grenzwert ¢ hat Lange

L(c) < lim infL(cn|[o,r})
= liminfr =r = d(z, 2),

und somit ist ¢ eine minimierende Geoditische.

U

Definition 5.5. Sei a € R, b € (a, o0]. Eine Geodétische ¢ : [a,b) — X
heif3t Strahl, wenn lim, ., ¢(t) nicht existiert.

(Dies weicht von der hédufig benutzten Definition ab, ein Strahl sei
eine minimierende Geodatische [0, c0) — X).)

Theorem 5.6. Sei (X,d) ein lokal kompakter innerer metrischer Raum.
Fiir jedes Paar x, y von Punkten in X existiert entweder eine minimierende
Geodiitische von x nach y, oder es gibt ein w € (0, d(z, y)) und einen Strahl
c¢:[0,w) — X mit ¢(0) = x, so dass ¢ bogenlingenpararmetrisiert ist und
jeder Punkt auf ¢ zwischen x und y liegt, d.h. fiir alle t € [0, w) gilt

d(w,y) = d(z, c(t)) + d(c(t), y).

Proof. Aufgrund des vorigen Lemmas gibt es » > 0, so dass jedes
z in B,(z) sich mittels einer minimierenden Geodétischen mit «
verbinden ldfst und fiir alle sonstigen Punkte y € X \ B, (z) ein Punkt
z existiert mit d(z, z) = r, welcher zwischen x und y liegt. Sei , das
Supremum der Menge solcher 7.

Wenn es keine minimierende Geodétische von x nach y gibt, dann
gibt es ein z; mit d(z, 2;) = 71 /2 und eine minimierende Geodéitische
c; von z nach z;, so dass jeder Punkt auf ¢; zwischen z und y liegt.

Wiederholen dieser Prozedur mit = ersetzt durch z;liefert ein r, > 0,
ein z; mit d(z1, 22) = r2/2 und eine minimierende Geodétische ¢, von
z1 nach 29, usw. Damit kommen wir entweder mit endlich vielen
Wiederholungen bei y an. In dem Fall ist die Verkettung der c; eine
minimierende Geodatische.

Oder wir kommen nicht mit endlich vielen Wiederholungen bei y an.
Dann muss R := ) 7 < d(z,y) und somit lim,, ., 7, = 0 gelten.
Also gibt es einen Grenzwert z := lim,,_,, 2,, welcher auch zwischen
z und y liegt, mit d(z, ) = R. Anwendung des vorigen Lemmas auf
z liefert ., > 0, so dass jeder Punkt im B, (z) mit z mittels einer
minimierenden Geodatischen verbunden werden kann. Wenn also
n so grofd ist, dass d(z,, z) < r./2 ist, dann ist das ein Widerspruch
zur, — 0. ]
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6. RIEMANN’'SCHE GEOMETRIE

6.1. Kovariante Ableitung. Wir wiirden gerne ein Vektorfeld langs
einer Kurve (oder in Richtung eines anderen Vektorfelds) ableiten.
Sei also V ein Vektorfeld auf M (oder zumindest in einer Umgebung
eines Punkts p € M definiert), und sei ¢ = ¢(t) eine Kurve durch p,
die zumindest fiir t € (—¢, ¢) definiert ist mit ¢(0) = p. Dann konnen
wir natiirlich den Ausdruck

d

d—tV(C(t)) |i=0

bilden. Dummerweise ist das kein Vektor in 7}, M, sondern in 77}, M.
Wir hitten gerne eine Grofie, im Folgenden

D D
d—tV bZW. d_tv(c(t))‘t:()

geschrieben, die in T,y liegt und welche die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

(1) Linearitat: Fur V,W € Vek(M) und Konstanten a,b € R soll
gelten:

D D D
Z VA 0W)=a- 2V +b- W
g (VW) =a- BV b

(2) Produktregel: FurV € Vek(M) und f : M — R soll gelten:

D d D
—(f-V) = (Ef) V[V

(38) Wenn die Kurven c und ¢ gleiche Geschwindigkeitsvektoren
haben, d.h. 4|, _oc(t) = L|,_4¢(t), dann soll gelten:

D D ..
ZV(elt)liey = 2V E0)] o

Wenn dies so ist, dann hingt 2V (c(t))|,_, nur von V und ¢(0)
ab. Daher konnen wir folgende Notation einfiihren:

D
VD=V V.

D.h,, fiir w € T,,M schreiben wir
D
V,V = EV(C(t»L&:Ov

wobei ¢ eine beliebige Kurve ist mit ¢(0) = w.
Wenn W ein Vektorfeld ist, dann ist V'V iiberall da definiert,
wo V und W es sind.
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(4) Das in (3) Gesagte bedeutet, dass die Ableitung V'V vom
Vektorfeld W nur den Wert punktweise sieht (anstatt in einer
ganzen Umgebung). Von einer Richtungsableitung erwarten
wir Linearitdt in der Richtung. Deshalb soll fiir alle a,b € R
gelten, dass V112V = aVy V' +bV V. Da der Wert des Vek-
torfelds alV + bZ an einem Punkt p nicht davon abhdngt, ob
a eine einfache Zahl ist ist oder eine (nicht notwendigerweise
konstante) Funktion, gilt somit fiir beliebige (glatte) Funktio-
nen f, g auf M, dass

Vf.W+g.ZV =f-VyV+g-VzV.

(5) Produktregel fiir das Riemann’sche Skalarprodukt: Wenn V'
und W Vektorfelder sind, dann soll gelten

d D D
Es stellt sich heraus, dass diese 5 Eigenschaften das Objekt
noch nicht eindeutig festlegen, und noch folgende Bedingung
notig ist:
(6) (,Symmetrie”) Vi, W — Vy V = [V, W].

7. STRUKTUR VON TT'M: SASAKI-SKALARPRODUKT, FAST
KOMPLEXE STRUKTUR, SYMPLEKTISCHE FORM

Zundchst untersuchen wir, wie das Biindel 7'M in die sog. horizon-
tale und vertikale Komponente aufgespalten wird:

Der vertikale Unterraum von TTM ist

V .= Kerndr,

wobei : TM — M die kanonische Projektion ist. D.h. fiirv € T, M
ist

V(v) := Kern (dn|,) .

Die Bezeichnung , vertikal” kommt daher, dass bei einem beliebigen
Vektorraumbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit die Fasern, d.h. die
einzelnen Vektorrdume, typischerweise senkrecht gezeichnet wer-
den:
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M

™

Deswegen heifien die Fasern ,senkrechte Unterrdaume”.

Diese Art der Zeichnung ist speziell fiir das Tangentialbiindel unge-
wohnt, denn Tangentialriume werden eher tangential (in diesem
Bild also mehr horizontal) gezeichnet; das Wort , vertikal” wird hier
aber trotzdem benutzt.

V' hat die halbe Dimension von 7'M. Nun hétten wir gerne einen
dazu senkrechten (oder zumindest komplementédren) Unterraum,
den wir dann horizontal nennen konnen. Allerdings gibt es keine
kanonische Wahl, sondern die Wahl hangt vom Zusammenhang auf
TM ab. Folgendes sind 2 dquivalente Definitionen fiir den horizon-
talen Unterraum:

Definition 7.1. Sei
e T, TM,
also
d
§= £|t:OZ (t)

mit einer Kurve Z = Z(t), welche Werte in 7'M hat und Anfangswert
Z(0) = v. Die Zusammenhangsabbildung (engl. connection map)
ist definiert durch

K:TTM —TM, T,M —TT,M,
K(&) =V 121 2(0).
Lemma 7.2. Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Kurve Z ab,
sofern Z die Bedingung & = %|,_Z(t) erfiillt.

Definition 7.3. Sei v € T, M und sei c eine C*-Kurve in M mit ¢(0) =
v. Sei das Vektorfeld A = A(t) definiert als der Paralleltransport von
v langs ¢ = c(t). Der horizontale Lift von v ist

Lyoriz : TTM — TM, T, M — TT, M,
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d
Lhoriz(’(]) = E‘t:()A(t>
Theorem 7.4. (Eigenschaften von K und Lhoriz)"

o K ist linear.

® Lyjoriz ist linear.

o KernK = BildLy,, ...

o dro LhOT‘iZ = Zd‘TM

o TTM =H & Vdh YoeTMgilt T, TM = H(v)® V(v).
o dro K = id’T]V[.

° dﬂ"H(U) = ld|Tsz1/l7’ veT,M.

° K‘V(v) = id|Tszﬁ7’U e T, M.

o Es gibt einen (linearen) Isomorphismus

dn x K : TTM — TM x TM.

Proof. Die Linearitat ergibt sich aus der Definition: Bei der Definition
von K hingt Z linear mit £ zusammen, d.h. wenn ¢ = 4|,_,Z(t) und
& = L|=0Z>(t), dann gilt trivialerweise af + b&, = al|_oZ(t)¢ +
bd],—oZ(t). Die Basispunkte des Vektorfelds dndern sich bei linerarer
Operation gar nicht, d.h. wenn Z und Z, Vektorfelder langs einer
Kurve ¢ = 7Z = nZ, sind, dann ist 477 = 47 (aZ + bZ,). Somit
andert sich der Term V 4 , Z (0) linear in &.

Ahnlich zeigt man die Linearitdt von Lhoriz: Der Paralleltransport
héngt linear vom Vektor v ab.

KernK = Bildly, i, : Sei zundchst § € TTM, § = Ly (V)
v € TM. Sei & = 4],_yA(t) und A = A(t) der Paralleltransport von
v ldngs ¢, wobei ¢(0) = v. Per Definition von Paralleltransport ist
die kovariante Ableitung eines Vektorfelds langs einer Kurve genau
dann 0, wenn das Feld parallel ist. Hier gilt also

K¢ =V,A(0) =0,

Sei umgekehrt K¢ = 0, dh. 0= V., Z(0) mit { = 4|;-0Z. Dann
folgt, dass

d
0= 7 li—o Parc@)—co)Z(t),
d.h Z ist parallele Familie langs ¢(t) = (7Z) (¢), also ist

d d
Eh:oz(t) = Eh:oA(t)

wobei A so ist wie in der Definition von LhOI‘iZ' O
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Remark 7.5. Zum Isomorphismus
dr x K : TTM — TM xTM :

Sei J = J(t) ein Jacobifeld lings einer Geodétischen c. D.h.: Sei c.(t)
eine Variation von Geoditischen (also c. eine Geodatische fiir jedes
e nahe 0, und ¢y = ¢). Das zugehorige Variationsvektorfeld

d

J(t) == d_€‘€=006(t)

heifst dann Jacobifeld.

Fiir so ein Jacobifeld gilt: Die Anfangsdaten .J(0), 4J(0) sind
gegeben durch

d
(70 570)) = tare. K6)
wobei p p
§= . \szoa li=0Ce(1).

Definition 7.6. Auf 7T M ist ein Skalarprodukt, genannt Sasaki-
Metrik, definiert durch

(& m)) := (dr§, dmn) + (K&, Kn).

Auf TTM = TM x T M ist eine fast komplexe Struktur J (d.h. J* =
—id) definiert durch

J:TM xTM —TM xTM,
('va)’_) (_wav)v

bzw.
J:TTM — TTM,

£ (drx K)o < ? _01 ) (drg&, K€) .

Damit erhalten wir auch eine symplektische Form auf 77 :
Q& n) = (I, m) = {dn&, Kn) — (K dmn).



