1 Der Satz von Darboux

Satz 1.1 (Darboux') Zu jedem Punkt v € M einer symplektischen Mannigfal-
tigkeit gibt es lokale Koordinaten, so dass x in diesen Koordinaten lokal konstant
ist.

Definition 1.2 Es sei V ein linearer Raum und Q*(V') die Menge der schiefsym-
metrischen bilinearen Formen, X ein Vektorfeld auf V. Wir fiihren die folgende
Abbildung ein

ix : QX(V)x V= V" (x,2) = x"(X(2)),

oder
ix@)(v) = x(X(2),v),

fiir z,v € V. Diese Abbildung bezeichnen wir als innere Multiplikation.

Bemerkung 1.3 Eine entsprechende Abbildung kann man auch fiir symplekti-
sche und allgemeine Differentialformen definieren.

Lemma 1.4 M sei eine glatte Mannigfaltigkeit, p, sei eine Familie von Diffeo-
morphismen M — M, X, sei das diese Familie erzeugende Vektorfeld M — T'M
und o' eine einparametrige Schar von Differentialformen auf M. Dann gilt

d d ) .
a(gpf(at)) = ¢, <£O’t +iydo! + d(lXOt)> )
Beweis. Wir beginnen mit einem Sezialfall, M/ = N x I, wobei N eine glatte
Mannigfaltigkeit sei, I C R sei ein Intervall und ¢;(z, s) sei durch

oi(z,s) = (z,s + 1),

so dass

0
~0s
Jean Gaston Darboux (14.8.1842-23.2.1917) arbeitete vor allem in der Geometrie und
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Wir betrachten o' eine Differentialform der Ordnung & + 1, wir schreiben
symbolisch

ol(z,s) = ds Aa(x, s, t)dz" + bz, s, t)da* !
wobei a(z, s, t)dz* steht fiir

a(x, s, t)da* = Z iy (T, s, 0)dey, AL AN day,,

11<12<...<ip
und entsprechend fiir den Ausdruck bdz**!. Dann ergibt sich

o (o") =ds Aa(x,s +t,t)da* +b(x,s +t,t)ds*

Dann erigbt sich
d
ngiat::ds/\[badxk4-[5bdxk+14—ds/\[&adxk4-[kbdxk+ﬁ
*d t

Fiir ¢} 20" ergibt sich

d
@£&:®A%Mﬁ+mMﬁH

Mit X, = £ ergibt sich
ix, 0! = a(z, s, t)dz".

Die Anwendung von d auf diesen Ausdruck liefert in der symbolischen
Schreibweise

diy, 0" = ]%a(xg s,t)ds A dz* + Ozadz™.
In der selben Schreibweise notieren wir
do' = —ds A Dyada™*! + 9,bds A dz* 4 0,bda* .
Wenden wir ix darauf an erhalten wir
ixdo' = —0,adz" " 4 9,bda" 1.

Holt man nun diese Ausdriicke mit ¢} zuriick und addiert, so erhdlt man
die gewiinschte Formel.



Fiir den zweiten Teil betrachte das kommutative Diagramm in Berndt,
S. 39. Die Wahl von X;(m) und dem Vektorfeld £ fiihrt auf

Man hat fiirn € T,,M
]*77 = (777 O) € T(m,O)(M X I)

Durch ¢, bekommt man

(Ve)wdsn = (1,0) € Ty (M x I).
Dann gilt

Ist nun o, eine k + 1-Form auf M, so gilt ixo, ist eine k-Form auf M und
(Fy)*ixo' ist eine k-Form auf M. Diese ist gegeben durch

(F)* (ix0 )m(m, k) = o (Xe(m), (Fy)umns - 5 (F2) s (1)

Nun leiten wir dafiir einen neuen Ausdruck her indem wir die rechte Seite
sukszessive auf der rechten Seite des Diagrams zuriickholen. Also ist

(F) Gl ) = (0o (F. %(F*)(m,t)(m,o»..,)

= ( )(mt( (77_170)7"'>

= ( 2 ) 771,0),...,)
= ( Fat) (71,0),...)

— ¢)(3F0t) (s 5 8)

(m,0)

0
Beweis des Satzes von Darboux. Ohne Beschriankung der Allgemein-
heit ist x eine Form in einer Umgebung der Null im R". Weiterhin diirfen
wir annehmen, dass
X0 = Zdy] A dl’j.
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Dies folgt einfach daraus, dass man die Form in Normalform bringen
kann. Nun konstruieren wir einen Diffeomorphismus ¢, der in einer Um-
gebung von 0 € IR definiert ist, so dass

©* X = Xo
ist. Setze
X'=x+to—x),0<t <1

Naéchster Schritt ist es eine Familie von Diffeomorphismen ¢ zu konstru-
ieren mit

(©")"X" = xo- 1)
Durch Differenzieren wird (1) zur Differentialgleichung. Das entsprechen-
de Vektorfeld muss dabei der folgenden Gleichung geniigen:

d

"= %

d
(@)X = (") | Lxx' + =X -
at

Mit der Formel von Cartan
Ly =ixod+doiy.
ergibt sich aus dy = 0
0= (&) (dlix,x") +x = X0) -
Demzufolge muss X; der Gleichung
d(ix,x) + X~ X0 =0 2)

geniigen. Da x — xo geschlossen ist, ist es lokal exakt, also gibt es eine
1-Form ( auf U mit

df = x = xo
und 3(0) = 0. Da x*(0) = xo ist, gibt es eine Umgebung W von 0, so dass
im Intervall [0, 1] fiir y € W die Form x'(y) nicht degeneriert ist. Daher
gibt es genau ein Vektorfeld X, mit

iXtXt - Xt(Xta ) = _57

furt € [0,1] und y € W. Damit 16st X; die Gleichung (2). Damit existiert
der Fluss zu X; auf [0, 1] fir w € W. Dieser Fluss hat die gewiinschten
Eigenschaften. [



2 Komplexe und fast komplexe Strukturen

2.1 Kaihler-Mannigfaltigkeiten

Definition 2.1 Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine komplexe Struktur auf V
ist durch einen linearen Operator J : V — V mit J? = —1 definiert.

Bemerkung 2.2 Mit v = Jv wird ein reeller Raum mit komplexer Struk-
tur zum komplexen Vektorraum. Die Bedingung J? = — 1l ergibt, (—1)%™V =
det(—1) = det J? = (det J)? = 1, also ist dim V' gerade. Ist W ein komple-
xer Vektorraum, so ist W auch ein reeller Vektorraum der doppelten Di-
mension. Wir setzen nun Jw = iw und erhalten eine komplexe Struktur.

Fiir einen komplexen Hilbertraum H definiert der Imaginérteil des kom-
plexen inneren Produktes eine symplektische Form auf dem reellen Hil-
bertraum H®, wobei H® einfach den reellen Raum bezeichnet, der durch
,Vergessen” der komplexen Struktur entsteht. Andererseits, ist H ein reel-
ler Hilbertraum, x eine schief-symmetrische, schwach nicht degenerierte
Bilinearform, dann existiert eine komplexe Struktur J und ein reelles Ska-
larprodukt (., .)o auf H, so dass

(z,w)o = —x(Jz,w).
Durch
(z,w)g = (z,w)o — ix(z, w)
definiert man ein hermitesches inneres Produkt auf H. Dies folgt aus dem
Rieszschen Darstellungsatz und dem Satz von Lax-Milgram aus der Funk-
tionalanalysis (vgl. Abraham and Marsden, Foundations of Mechanics, S.
173). Ein Spezialfall dieser Uberlegungen ist durch die Identifikation von
C" mit R*" gegeben:
= (Zla ce Zn) = (xl +iyr, . T+ Zyn) = ((l’la y1)7 R (xna yn))

Dann hat man

—Im((z1, ., 20), (21 z))e = —Im(ze 4o+ 202))
= —(@m -y . Y — Ty,
Damit kann die symplektische Form auf dem R*" als

X(z,2") = —Im(z, 2") ¢ = Re(iz, 2')¢
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geschrieben werden, was mit der Konvention, dass J der Multiplikation
mit 7 entspricht, entspricht.

Definition 2.3 Eine fast komplexe Struktur J auf einer Mannigfaltigkeit M
ist eine glatte Abbildung J : TM — T M mit

1. J macht das Diagramm

™ — TM
l !
M - M

kommutativ und
2. fiirallex € Mist b, : T,M — T, M eine komplexe Struktur.

Eine Mannigfaltigkeit mit fast komplexer Struktur, heifst fast komplexe Mannig-
faltigkeit.

Definition 2.4 Eine Mannigfaltigkeit M heifst komplexe Mannigfaltigkeit, falls
es einen Atlas gibt, dessen Karten Werte in einem komplexen Banachraum anneh-
men, und dessen Ubergangsabbildungen

puopy 1 ov(VNU) = u(UnV)
holomorphe Abbildungen sind.
Lemma 2.5 Eine komplexe Mannigfaltigkeit ist fast komplex.

Beweis. Auf jeder Kartenumgebung U wird mittels der Karte ¢y eine
komplexe Struktur induziert. Da die Ubergangsabbildungen biholomorph
sind, stimmen die von ¢y bzw. ¢y auf U NV induzierten fast komplexen
Strukturen {iberein. [

Ist M eine fast komplexe Mannigfaltigkeit, so ist jede Faser T,,M ein
komplexer Vektorraum.

Definition 2.6 Eine hermitesche Metrik? auf M ist eine glatte Zuordnung
x — (., .), eines komplexen inneren Produktes.

2Hermite



Auf einer fast komplexen Mannigfaltigkeit kann man eine vorgegebene
hermitesche Metrik wiederum in Real- und Imaginérteil zerlegen. Der Re-
alteil bildet eine Riemann’sche Metrik, der Imaginérteil eine nicht degene-
rierte 2-Form w.

Definition 2.7 Eine komplexe Mannigfaltigkeit mit hermitescher Metrik, so dass
dw = 0 ist, wird Kdhler Mannigfaltigkeit® genannt.

Lemma 2.8 Eine Kihler Mannigfaltigkeit ist eine symplektische Mannigfaltig-
keit, deren symplektische Struktur durch

X$(u$a Ucc) - <J$u$a U$>$
gegeben ist.

Beweis. Folgt sofort aus den vorherigen Definitionen. [

Beispiel 2.9 1. Es sei H ein komplexer Hilbertraum. Dann ist H trivia-
lerweise eine Kdhler Mannigfaltigkeit.

2. Ein nichttriviales Beispiel einer Kdhler Mannigfaltigkeit konstruiert
man folgendermafsen. Ausgehend von einem komplexen Hilbertraum
H betrachtet man den projektiven Raum IPH, den Raum der kom-
plexen Geraden in /. Wir haben bereits gesehen, wie ein komplexer
Hilbertraum zum symplektischen Raum wird. Es sei

m:H\{0} - IPH

die kanonische Projektion. Wir bezeichnen fiir ¢ € H das Bild unter
7 mit [¢]. PH ist eine glatte Mannigfaltigkeit, 7 ist eine glatte Abbil-
dung. Der Tangentialraum an IP/ im Punkt v ist gegeben durch

Ty PH = H/Cy.
Der Kern der Abbildung

Dym: H— TyIPH

3Erich Kahler (16.1.1906-31.5.2000) lehrte in Konigsberg, Leipzig, Hamburg, Leipzig,
Berlin und wieder Hamburg. Er arbeitete am n-Korper Problem und beschiftigte sich
mit Funktionentheorie, speziell mit Funktionentheorie mehrerer Verdnderlicher. Er war
ein frither Anhédnger des Differentialformenkalkiils.

7



ist gegeben durch Cv. daher ist Dym auf Cy* ein komplex linearer
Isomorphismus, der allerdings vom Reprasentanten ¢ € [¢)] abhangt.
Ist U : H — H ein unitdrer Operator, dann definiert

[U[Y] = [UY]
einen biholomorphen Diffeomorphismus auf PH.

Satz 2.10 1. Eine hermitesches inneres Produkt auf Tj, P H wird durch

(Dym(¢1), Dym(d2) = 211, ¢2)

definiert. Dabei sind 1 € H, ||[¢|| = 1 und ¢1o € Cy*. Dieses innere
Produkt hiingt nicht von ¢ € [] ab. Es ist glatt in [¢p] und definiert daher
eine hermitesche Metrik auf P H. Es ist invariant unter {{U] | U € U(H }

2. Fiir [)] € PH, ||¢|| = 1 und o1, € Cyt definiert
9w (Dym(p1, Dym(p2)) = 2hRe (o, ¢2)
eine Riemannsche Metrik auf P H. Diese Metrik ist invariant unter {{U] | U € U(H)}.
3. Fiir ] € PH, ||¢]| = 1 und 15 € Cy* definiert
X[o) (Dy (@1, Dy (p2)) = —2RIm (i, )

eine symplektische Form auf P H, welche unter {[U] | U € U(H } invariant
ist.

Beweis.

1. Zuniachst zur Definition der hermiteschen Form. Sei [¢)] die Klasse
von 1. Wir setzen fiir ¢, », € T} IPH

(D1, P2) 1) = 211, 02) m,

wobei ¢; = Dym(p;) und ¢; € Cy*. Zu zeigen ist, dass diese De-
finition nicht von der Wahl von ¢ € [¢)] und von der Wahl von
©j € Dym~1(¢;) abhédngig ist.

Sei A € C\ {0}. Dann ist
TAW + 1)) = m(Y + L)
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Da

d d
Diy(Mp) = a”()ﬂb +tAp) = %W(l/) +tp) = Dy(p),

folgt D)y (Ap) = Dym(p). Alsndchstes zeigen wir: ist Dy, (@) = Dy(¢)
und sind ¢, p € Cy* so folgt ¢ = \p.

Dy () = %W()\w +tp) = %ﬂip + t%@) = Dy ((%93;) } — )\90—95 € ker Dy

Ist speziell ||A\y]| = ||¢]] = 1, soist [A\| = 1 und es folgt aus der
Definition

(Dagm)(Ap1), (Dagm(Ap2))yy = 20{Ap1, Ap2)
= 20| \*(p1, o)
= 2h{p1, p2)
= ((Dym)pr1, (Dym)pa) .

Daraus folgt, dass die Definition der hermiteschen Metrik unabhéngig
von ¢ € [¢p] mit ||¢|| = 1 und unabhéngig von ¢ ist. Fir ¢ € H \ {0}
und ¢ 5 € H (nicht notwendig in C¢*) hat man

(Dym(p1), DY (pa)) iy = 2[00I 7> ((e1, w2) b= 101l (01, ) (¥, 02) ).

Die rechte Seite ist glattin ¢ € H \ {0}. Eine lokale Beschreibung von
Ty P H erhdlt man aus Ci*. Damit sieht man, dass diese Formel sich
auf IPH tibertragt.

Sei nun U eine unitdre Abbildung auf H und [U] die induzierte Ab-
bildung auf IPH. Dann gilt

Dy [U]Dyr(p) = Dw][U]%W(@/Hrts&)

= VI +ty]

d
= dt[ (¢+t90>]\to
= Dyyrm(Ugp).



Wegen ||Uy|| = ||| = 1 und (Up;,Uy)y = 0 folgt nun aus der
Definition der hermiteschen Metrik

(D [U] Dy (1), Dy [U] Dy (2) ) e Dyym(Upr, Duym(Upz)) m
ngb U<702>
¥1, ¥ >

Dym (1), Dym(2))pn

Damit die Invarianz unter der unitiren Gruppe gezeigt.

{
{
{
{

. Folgt sofort aus der Tatsache, dass gj, Realteil einer hermiteschen
Form ist.

. Es folgt sofort, dass [y eine Form ist, welche unitdr invariant ist,
also

[U"x = x.
Damit ist auch
[U]"dx = dx.
Wihle speziell Uy mit Uyyp = ¢ und UO\ch = —lgyr. Seien nun

p; € Cy™ fiir j = 1,2, 3. Dann gilt

Dy [Ug] Dym(p;) = Dym(—p;).

Eingesetzt in die Trilinearform dy folgt dann fiir ¢; = Dy (yp;) aus
der Invarianz gegen U

dx 1) (D1, @2, ¢3) = dx(y Dy [Uolér, Dy [Uold2, Diy [Uo)d3),

dass dx = 0ist. Die Form ist nicht degeneriert, denn es entspricht der
tiblichen quantenmechanischen Form auf dem Hilbertraum Cy*.

O

Kotangentialbiindel als smplektische Mannig-
faltigkeiten

Es sei M eine Mannigfaltigkeit, 7% M sei das Kotangentialbiindel. Wir wol-
len sehen, dass dies in natiirlicher Weise zu einer symplektischen Mannig-
faltigkeit fiihrt.
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3.1 Die kanonische 1-Form

Seim : T*M — M die kanonische Projektion. Dann bildet das Differential
Trn:T(T*M)—TM
ab. Istnun 8 € T*M, v € TgT* M , so setzen wir

Us(v) = B(T7(v)).

Stellen wir uns Elemente in 7'(T * M) als Aquivalenzklassen von Kurven
v(t) in T* M vor, dann ist 7/(0) ein Paar von Paaren, das wir lokal schreiben
als s = (m, 3, h,*) mit h € T, M. Nun ist T'n(s) = (m,h) und die oben
angegebene Formel ergibt 5(h). ) nennt man die kanonische 1-Form.

3.2 Die symplektische Form

Aufgrund der Voriiberlegungen in w = —d¢ eine 2-Form. Da d*¢ = 0 ist
diese geschlossen. Um nachzuweisen, dass diese symplektisch ist, reicht
es, dies in lokalen Koordinaten nachzupriifen. Dazu sei M ein Vektor-
raum, 7" M ist einfach M x M*, wobei M* der duale Vektorraum ist. Punnk-
te in diesem Raum sind dann von der Form (u, ), wobei jeweils v € M,
B € m* ist. Seien (q1, . . ., Gn, P1, - - - , pn) die Koordinaten auf 7*M. Eine Ba-
sis von T3T™* M erhdlt man als

(L2
dq" ' 0q, Op1’ T Opn )

0 0
(u,B) = (%juj@—qj,%jﬁja—%»

Dann schreiben wir

Dann ergibt sich

in A dpl((ua ﬁ)? (Uv 7)) = Ui — ﬁzvz

Die kanonische 1-Form ergibt sich

Viw,p) = B(w) = Zﬁiwi-
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