
1 Der Satz von Darboux
Satz 1.1 (Darboux1) Zu jedem Punkt x ∈ M einer symplektischen Mannigfal-
tigkeit gibt es lokale Koordinaten, so dass χ in diesen Koordinaten lokal konstant
ist.

Definition 1.2 Es sei V ein linearer Raum und Ω2(V ) die Menge der schiefsym-
metrischen bilinearen Formen, X ein Vektorfeld auf V . Wir führen die folgende
Abbildung ein

iX : Ω2(V ) × V → V ∗ : (χ, x) 7→ χ∗(X(x)),

oder
iX(x)(v) = χ(X(x), v),

für x, v ∈ V . Diese Abbildung bezeichnen wir als innere Multiplikation.

Bemerkung 1.3 Eine entsprechende Abbildung kann man auch für symplekti-
sche und allgemeine Differentialformen definieren.

Lemma 1.4 M sei eine glatte Mannigfaltigkeit, ϕt sei eine Familie von Diffeo-
morphismen M →M , Xt sei das diese Familie erzeugende Vektorfeld M → TM
und σt eine einparametrige Schar von Differentialformen auf M . Dann gilt

d

dt
(ϕ∗

t (σ
t)) = ϕ∗

t

(

d

dt
σt + iXdσt + d(iXσ

t)

)

.

Beweis. Wir beginnen mit einem Sezialfall,M = N×I , wobeiN eine glatte
Mannigfaltigkeit sei, I ⊂

� sei ein Intervall und ϕt(x, s) sei durch

ϕt(x, s) = (x, s+ t),

so dass
Xt =

∂

∂s
.

1Jean Gaston Darboux (14.8.1842-23.2.1917) arbeitete vor allem in der Geometrie und
Flächentheorie. Er hatte wesentlichen Einfluß auf die Entwicklung der Mathematik in
Frankreich
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Wir betrachten σt eine Differentialform der Ordnung k + 1, wir schreiben
symbolisch

σt(x, s) = ds ∧ a(x, s, t)dxk + b(x, s, t)dxk+1

wobei a(x, s, t)dxk steht für

a(x, s, t)dxk =
∑

i1<i2<...<ik

ai1,...,ik(x, s, t)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

und entsprechend für den Ausdruck bdxk+1. Dann ergibt sich

ϕ∗
t (σ

t) = ds ∧ a(x, s+ t, t)dxk + b(x, s + t, t)dxk+1.

Dann erigbt sich

d

dt
ϕ∗
tσ

t = ds ∧D2adx
k +D2bdx

k+1 + ds ∧D3adx
k +D3bdx

k+1.

Für ϕ∗
t
d
dt
σt ergibt sich

ϕ∗
t

d

dt
σt = ds ∧D3adx

k +D3bdx
k+1

Mit Xt = ∂
∂s

ergibt sich

iXt
σt = a(x, s, t)dxk.

Die Anwendung von d auf diesen Ausdruck liefert in der symbolischen
Schreibweise

diXt
σt =

∂

pts
a(x, s, t)ds ∧ dxk + ∂xadxk+1.

In der selben Schreibweise notieren wir

dσt = −ds ∧ ∂xadx
k+1 + ∂sbds ∧ dxk + ∂xbdx

k+2.

Wenden wir iX darauf an erhalten wir

iXdσt = −∂xadx
k+1 + ∂sbdx

k+1.

Holt man nun diese Ausdrücke mit ϕ∗
t zurück und addiert, so erhält man

die gewünschte Formel.
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Für den zweiten Teil betrachte das kommutative Diagramm in Berndt,
S. 39. Die Wahl von Xt(m) und dem Vektorfeld ∂

∂s
führt auf

(F∗)(m,t)(
∂

∂s
) = Xt(m).

Man hat für η ∈ TmM

j∗η = (η, 0) ∈ T(m,0)(M × I).

Durch ψt bekommt man

(ψt)∗j∗η = (η, 0) ∈ T(m,t)(M × I).

Dann gilt
(Ft)∗η = F∗(ψt)∗j∗η ∈ TFt(m)M.

Ist nun σt eine k + 1-Form auf M , so gilt iXσt ist eine k-Form auf M und
(Ft)

∗
iXσ

t ist eine k-Form auf M . Diese ist gegeben durch

(Ft)
∗(iXσ

t)m(η1, . . . , ηk) = σt(Xt(m), (Ft)∗mη1, . . . , (Ft)∗m(ηk).

Nun leiten wir dafür einen neuen Ausdruck her indem wir die rechte Seite
sukszessive auf der rechten Seite des Diagrams zurückholen. Also ist

(Ft)
∗(iXσ

t)m(η1, . . . , ηk) = (σt)F (m,t)(F∗
∂

∂s
, (F∗)(m,t)(η1, 0) . . . , )

= (F ∗σt)(m,t)(
∂

∂s
, (η − 1, 0), . . .)

=
(

i ∂

∂s

F ∗σt
)

(m,t)
((η1, 0), . . . , )

= ψ∗
t

(

i ∂

∂s

F ∗σt
)

((η1, 0), . . .)

= (j∗ψ∗)
(

i ∂

∂s

F ∗σt
)

(m,0)
(η1, . . . , ηk)

Beweis des Satzes von Darboux. Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit ist χ eine Form in einer Umgebung der Null im �

n. Weiterhin dürfen
wir annehmen, dass

χ0 =
n
∑

j=1

dyj ∧ dxj.
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Dies folgt einfach daraus, dass man die Form in Normalform bringen
kann. Nun konstruieren wir einen Diffeomorphismus ϕ, der in einer Um-
gebung von 0 ∈

�
n definiert ist, so dass

ϕ∗χ = χ0

ist. Setze
χt = χ+ t(χ0 − χ), 0 ≤ t ≤ 1.

Nächster Schritt ist es eine Familie von Diffeomorphismen ϕt zu konstru-
ieren mit

(ϕt)∗χt = χ0. (1)
Durch Differenzieren wird (1) zur Differentialgleichung. Das entsprechen-
de Vektorfeld muss dabei der folgenden Gleichung genügen:

0 =
d

dt
(ϕt)∗χt = (ϕt)∗

(

LXt
χt +

d

dt
χt
)

.

Mit der Formel von Cartan

LX = iX ◦ d + d ◦ iX .

ergibt sich aus dχ = 0

0 = (ϕt)∗
(

d(iXt
χt) + χ− χ0

)

.

Demzufolge muss Xt der Gleichung

d(iXt
χt) + χ− χ0 = 0 (2)

genügen. Da χ − χ0 geschlossen ist, ist es lokal exakt, also gibt es eine
1-Form β auf U mit

dβ = χ− χ0

und β(0) = 0. Da χt(0) = χ0 ist, gibt es eine Umgebung W von 0, so dass
im Intervall [0, 1] für y ∈ W die Form χt(y) nicht degeneriert ist. Daher
gibt es genau ein Vektorfeld Xt mit

iXt
χt = χt(Xt, .) = −β,

für t ∈ [0, 1] und y ∈ W . Damit löst Xt die Gleichung (2). Damit existiert
der Fluss zu Xt auf [0, 1] für w ∈ W . Dieser Fluss hat die gewünschten
Eigenschaften.

4



2 Komplexe und fast komplexe Strukturen
2.1 Kähler-Mannigfaltigkeiten
Definition 2.1 Sei V ein reeller Vektorraum. Eine komplexe Struktur auf V
ist durch einen linearen Operator � : V → V mit � 2 = −1l definiert.

Bemerkung 2.2 Mit iv = � v wird ein reeller Raum mit komplexer Struk-
tur zum komplexen Vektorraum. Die Bedingung � 2 = −1l ergibt, (−1)dimV =
det(−1l) = det � 2 = (det � )2 = 1, also ist dim V gerade. Ist W ein komple-
xer Vektorraum, so ist W auch ein reeller Vektorraum der doppelten Di-
mension. Wir setzen nun � w = iw und erhalten eine komplexe Struktur.

Für einen komplexen Hilbertraum H definiert der Imaginärteil des kom-
plexen inneren Produktes eine symplektische Form auf dem reellen Hil-
bertraum H � , wobei H � einfach den reellen Raum bezeichnet, der durch
”Vergessen“ der komplexen Struktur entsteht. Andererseits, ist H ein reel-
ler Hilbertraum, χ eine schief-symmetrische, schwach nicht degenerierte
Bilinearform, dann existiert eine komplexe Struktur � und ein reelles Ska-
larprodukt 〈., .〉0 auf H , so dass

〈z, w〉0 = −χ( � z, w).

Durch
〈z, w〉 � = 〈z, w〉0 − iχ(z, w)

definiert man ein hermitesches inneres Produkt auf H . Dies folgt aus dem
Rieszschen Darstellungsatz und dem Satz von Lax-Milgram aus der Funk-
tionalanalysis (vgl. Abraham and Marsden, Foundations of Mechanics, S.
173). Ein Spezialfall dieser Überlegungen ist durch die Identifikation von�
n mit � 2n gegeben:

z = (z1, . . . , zn) = (x1 + iy1, . . . , xn + iyn) = ((x1, y1), . . . , (xn, yn)).

Dann hat man

−Im〈(z1, . . . , zn), (z
′
1, . . . , z

′
n)〉 � = −Im(z1z′1 + . . .+ znz′n)

= −(x′1y1 − x1y
′
1 + . . .+ x′nyn − xny

′
n).

Damit kann die symplektische Form auf dem � 2n als

χ(z, z′) = −Im〈z, z′〉 � = Re〈iz, z′〉 �
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geschrieben werden, was mit der Konvention, dass � der Multiplikation
mit i entspricht, entspricht.

Definition 2.3 Eine fast komplexe Struktur � auf einer Mannigfaltigkeit M
ist eine glatte Abbildung � : TM → TM mit

1. � macht das Diagramm

TM → TM
↓ ↓
M → M

kommutativ und

2. für alle x ∈M ist � x : TxM → TxM eine komplexe Struktur.

Eine Mannigfaltigkeit mit fast komplexer Struktur, heißt fast komplexe Mannig-
faltigkeit.

Definition 2.4 Eine Mannigfaltigkeit M heißt komplexe Mannigfaltigkeit, falls
es einen Atlas gibt, dessen Karten Werte in einem komplexen Banachraum anneh-
men, und dessen Übergangsabbildungen

ϕU ◦ ϕ−1
V : ϕV (V ∩ U) → ϕU(U ∩ V )

holomorphe Abbildungen sind.

Lemma 2.5 Eine komplexe Mannigfaltigkeit ist fast komplex.

Beweis. Auf jeder Kartenumgebung U wird mittels der Karte ϕU eine
komplexe Struktur induziert. Da die Übergangsabbildungen biholomorph
sind, stimmen die von ϕU bzw. ϕV auf U ∩ V induzierten fast komplexen
Strukturen überein.

Ist M eine fast komplexe Mannigfaltigkeit, so ist jede Faser TxM ein
komplexer Vektorraum.

Definition 2.6 Eine hermitesche Metrik2 auf M ist eine glatte Zuordnung
x→ 〈., .〉x eines komplexen inneren Produktes.

2Hermite
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Auf einer fast komplexen Mannigfaltigkeit kann man eine vorgegebene
hermitesche Metrik wiederum in Real- und Imaginärteil zerlegen. Der Re-
alteil bildet eine Riemann’sche Metrik, der Imaginärteil eine nicht degene-
rierte 2-Form ω.

Definition 2.7 Eine komplexe Mannigfaltigkeit mit hermitescher Metrik, so dass
dω = 0 ist, wird Kähler Mannigfaltigkeit3 genannt.

Lemma 2.8 Eine Kähler Mannigfaltigkeit ist eine symplektische Mannigfaltig-
keit, deren symplektische Struktur durch

χx(ux, vx) = 〈 � xux, vx〉x

gegeben ist.

Beweis. Folgt sofort aus den vorherigen Definitionen.

Beispiel 2.9 1. Es sei H ein komplexer Hilbertraum. Dann ist H trivia-
lerweise eine Kähler Mannigfaltigkeit.

2. Ein nichttriviales Beispiel einer Kähler Mannigfaltigkeit konstruiert
man folgendermaßen. Ausgehend von einem komplexen Hilbertraum
H betrachtet man den projektiven Raum � H , den Raum der kom-
plexen Geraden in H . Wir haben bereits gesehen, wie ein komplexer
Hilbertraum zum symplektischen Raum wird. Es sei

π : H \ {0} → � H

die kanonische Projektion. Wir bezeichnen für ψ ∈ H das Bild unter
π mit [ψ]. � H ist eine glatte Mannigfaltigkeit, π ist eine glatte Abbil-
dung. Der Tangentialraum an � H im Punkt ψ ist gegeben durch

T[ψ] � H = H/
�
ψ.

Der Kern der Abbildung

Dψπ : H → Tψ � H
3Erich Kähler (16.1.1906-31.5.2000) lehrte in Königsberg, Leipzig, Hamburg, Leipzig,

Berlin und wieder Hamburg. Er arbeitete am n-Körper Problem und beschäftigte sich
mit Funktionentheorie, speziell mit Funktionentheorie mehrerer Veränderlicher. Er war
ein früher Anhänger des Differentialformenkalküls.
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ist gegeben durch �
ψ. daher ist Dψπ auf �

ψ⊥ ein komplex linearer
Isomorphismus, der allerdings vom Repräsentantenψ ∈ [ψ] abhängt.
Ist U : H → H ein unitärer Operator, dann definiert

[U ][ψ] = [Uψ]

einen biholomorphen Diffeomorphismus auf � H .

Satz 2.10 1. Eine hermitesches inneres Produkt auf T[ψ] � H wird durch

〈Dψπ(φ1), Dψπ(φ2) = 2h̄〈φ1, φ2〉

definiert. Dabei sind ψ ∈ H , ‖ψ‖ = 1 und φ1,2 ∈
�
ψ⊥. Dieses innere

Produkt hängt nicht von ψ ∈ [ψ] ab. Es ist glatt in [ψ] und definiert daher
eine hermitesche Metrik auf � H . Es ist invariant unter {[U ] | U ∈ U(H}

2. Für [ψ] ∈ � H , ‖ψ‖ = 1 und ϕ1,2 ∈
�
ψ⊥ definiert

g[ψ](Dψπ(ϕ1, Dψπ(ϕ2)) = 2h̄Re〈ψ1, ψ2〉

eine Riemannsche Metrik auf � H . Diese Metrik ist invariant unter {[U ] | U ∈ U(H)}.

3. Für [ψ] ∈ � H , ‖ψ‖ = 1 und ϕ1,2 ∈
�
ψ⊥ definiert

χ[ψ](Dψπ(ϕ1, Dψπ(ϕ2)) = −2h̄Im〈ψ1, ψ2〉

eine symplektische Form auf � H , welche unter {[U ] | U ∈ U(H} invariant
ist.

Beweis.

1. Zunächst zur Definition der hermiteschen Form. Sei [ψ] die Klasse
von ψ. Wir setzen für φ1,2 ∈ T[ψ] � H

〈φ1, φ2〉[ψ] = 2h̄〈ϕ1, ϕ2〉H ,

wobei φj = Dψπ(ϕj) und ϕj ∈
�
ψ⊥. Zu zeigen ist, dass diese De-

finition nicht von der Wahl von ψ ∈ [ψ] und von der Wahl von
ϕj ∈ Dψπ

−1(φj) abhängig ist.
Sei λ ∈

�
\ {0}. Dann ist

π(λ(ψ + tϕ)) = π(ψ + tϕ).
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Da
Dλψ(λϕ) =

d

dt
π(λψ + tλϕ) =

d

dt
π(ψ + tϕ) = Dψ(ϕ),

folgtDλψ(λϕ) = Dψπ(ϕ). Als nächstes zeigen wir: istDλψ(ϕ̃) = Dψ(ϕ)
und sind ϕ, ϕ̃ ∈

�
ψ⊥ so folgt ϕ̃ = λϕ.

Dλψ(ϕ̃) = d
dt
π(λψ + tϕ) = d

dt
π(ψ + t 1

λ
ϕ̃) = Dψ( 1

λ
ϕ̃)

= Dψ(ϕ)

}

⇒ λϕ−φ̃ ∈ kerDψπ

Ist speziell ‖λψ‖ = ‖ψ‖ = 1, so ist |λ| = 1 und es folgt aus der
Definition

〈(Dλψπ)(λϕ1), (Dλψπ(λϕ2)〉[ψ] = 2h̄〈λϕ1, λϕ2〉H

= 2h̄‖λ‖2〈ϕ1, ϕ2〉H

= 2h̄〈ϕ1, ϕ2〉

= 〈(Dψπ)ϕ1, (Dψπ)ϕ2〉H .

Daraus folgt, dass die Definition der hermiteschen Metrik unabhängig
von ψ ∈ [ψ] mit ‖ψ‖ = 1 und unabhängig von ϕ ist. Für ψ ∈ H \ {0}
und ϕ1,2 ∈ H (nicht notwendig in �

ψ⊥) hat man

〈Dψπ(ϕ1), Dψπ(ϕ2)〉[ψ] = 2h̄‖ψ‖−2(〈ϕ1, ϕ2〉H−‖ψ‖−2〈ϕ1, ψ〉H〈ψ, ϕ2〉H).

Die rechte Seite ist glatt in ψ ∈ H \{0}. Eine lokale Beschreibung von
T[ψ] � H erhält man aus �

ψ⊥. Damit sieht man, dass diese Formel sich
auf � H überträgt.
Sei nun U eine unitäre Abbildung auf H und [U ] die induzierte Ab-
bildung auf � H . Dann gilt

D[ψ][U ]Dψπ(ϕ) = D[ψ][U ]
d

dt
π(ψ + tϕ)

=
d

dt
[U ][ψ + tϕ]

=
d

dt
[U(ψ + tϕ)]|t=0

= DUψπ(Uϕ).
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Wegen ‖Uψ‖ = ‖ψ‖ = 1 und 〈Uϕj, Uψ〉H = 0 folgt nun aus der
Definition der hermiteschen Metrik

〈D[ψ][U ]Dψπ(ϕ1), D[ψ][U ]Dψπ(ϕ2)〉 � H = 〈DUψπ(Uϕ1, DUψπ(Uϕ2)〉H

= 〈Uϕ1, Uϕ2〉H

= 〈ϕ1, ϕ2〉H

= 〈Dψπ(ϕ1), Dψπ(ϕ2)〉 � H .

Damit die Invarianz unter der unitären Gruppe gezeigt.

2. Folgt sofort aus der Tatsache, dass g[ψ] Realteil einer hermiteschen
Form ist.

3. Es folgt sofort, dass χ[ψ] eine Form ist, welche unitär invariant ist,
also

[U ]∗χ = χ.

Damit ist auch
[U ]∗dχ = dχ.

Wähle speziell U0 mit U0ψ = ψ und U0| � ψ⊥ = −1l � ψ⊥ . Seien nun
ϕj ∈

�
ψ⊥ für j = 1, 2, 3. Dann gilt

D[ψ][U0]Dψπ(ϕj) = Dψπ(−ϕj).

Eingesetzt in die Trilinearform dχ folgt dann für φj = Dψπ(ϕj) aus
der Invarianz gegen U0

dχ[ψ](φ1, φ2, φ3) = dχ[ψ]D[ψ][U0]φ1, D[ψ][U0]φ2, D[ψ][U0]φ3),

dass dχ = 0 ist. Die Form ist nicht degeneriert, denn es entspricht der
üblichen quantenmechanischen Form auf dem Hilbertraum �

ψ⊥.

3 Kotangentialbündel als smplektische Mannig-
faltigkeiten

Es seiM eine Mannigfaltigkeit, T ∗M sei das Kotangentialbündel. Wir wol-
len sehen, dass dies in natürlicher Weise zu einer symplektischen Mannig-
faltigkeit führt.
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3.1 Die kanonische 1-Form
Sei π : T ∗M →M die kanonische Projektion. Dann bildet das Differential

Tπ : T (T ∗M) → TM

ab. Ist nun β ∈ T ∗M , v ∈ TβT
∗M , so setzen wir

ϑβ(v) = β(Tπ(v)).

Stellen wir uns Elemente in T (T ∗M) als Äquivalenzklassen von Kurven
γ(t) in T ∗M vor, dann ist γ′(0) ein Paar von Paaren, das wir lokal schreiben
als s = (m, β, h, ∗) mit h ∈ TmM . Nun ist Tπ(s) = (m, h) und die oben
angegebene Formel ergibt β(h). ϑ nennt man die kanonische 1-Form.

3.2 Die symplektische Form
Aufgrund der Vorüberlegungen in ω = −dϑ eine 2-Form. Da d2ϑ = 0 ist
diese geschlossen. Um nachzuweisen, dass diese symplektisch ist, reicht
es, dies in lokalen Koordinaten nachzuprüfen. Dazu sei M ein Vektor-
raum, T ∗M ist einfachM×M ∗, wobeiM∗ der duale Vektorraum ist. Punnk-
te in diesem Raum sind dann von der Form (u, β), wobei jeweils u ∈ M ,
β ∈ m∗ ist. Seien (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) die Koordinaten auf T ∗M . Eine Ba-
sis von TβT ∗M erhält man als

(

∂

∂q1
, . . . ,

∂

∂qn
,
∂

∂p1

, . . . ,
∂

∂pn

)

.

Dann schreiben wir

(u, β) = (
∑

j

uj
∂

∂qj
,
∑

j

βj
∂

∂pj
).

Dann ergibt sich

dqi ∧ dpi((u, β), (v, γ)) = uiγi − βivi.

Die kanonische 1-Form ergibt sich

ϑ(w,β) = β(w) =
∑

i

βiwi.
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