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Kritischer Punkt

Im Folgenden bedeutet glatt immer C°°. Mit einer Mannigfaltigkeit ist
immer eine C*°-Mannigfaltigkeit gemeint.
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Kritischer Punkt

Im Folgenden bedeutet glatt immer C°°. Mit einer Mannigfaltigkeit ist
immer eine C*°-Mannigfaltigkeit gemeint.

Definition
Sei f eine glatte reellwertige Funktion auf einer Mannigfaltigkeit. Ein

Punkt p von M heiBt kritischer Punkt von f, falls die Ableitung
df : T,M — R die Nullabbildung ist.
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Hessesche Bilinearform

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Fiir eine Karte x : M > U — R" mit p € U bilden die Vektoren (dx)~!(e;)
eine Basis von T, M, fiir die man iiblicherweise Oy, schreibt.
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Hessesche Bilinearform

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Fiir eine Karte x : M > U — R" mit p € U bilden die Vektoren (dx)~!(e;)
eine Basis von T,M, fiir die man iiblicherweise Jy; schreibt.

Desweiteren sei g—)’;(p) = M(x(p)).

0x;
Lemma

Es sei p ein kritischer Punkt einer glatten reellwertigen Funktion f auf
einer Mannigfaltigkeit M.
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Hessesche Bilinearform

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Fiir eine Karte x : M > U — R" mit p € U bilden die Vektoren (dx)~!(e;)
eine Basis von T,M, fiir die man iiblicherweise Jy; schreibt.

Desweiteren sei g—)’;(p) = 8(fgj:;l)(x(p)).

Lemma

Es sei p ein kritischer Punkt einer glatten reellwertigen Funktion f auf
einer Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es eine symmetrische Bilinearform
Hf, : ToM x ToM — R, so dass fiir jedes lokale Koordinatensystem x gilt:

92f
B0 (p)

Hfo(9x;, ) =

Hf, heiBt Hessesche Bilinearform.
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Morse-Index

Definition
Ein kritischer Punkt einer glatten reellwertigen Funktion auf einer

Mannigfaltigkeit heiBt nicht degeneriert, falls die Hessesche Bilinearform
nicht ausgeartet ist.
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Morse-Index

Definition

Ein kritischer Punkt einer glatten reellwertigen Funktion auf einer
Mannigfaltigkeit heiBt nicht degeneriert, falls die Hessesche Bilinearform
nicht ausgeartet ist.

Definition

Sei p ein nicht degenerierter kritischer Punkt von einer glatten
reellwertigen Funktion f auf einer Mannigfaltigkeit. Die Dimension A des
Unterraumes, auf dem die Hessesche Bilinearform negativ definit ist, heift
Morse-Index oder auch Index von f in p.
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Homotopie
Definition

f,g: X — Y seien stetige Abbildungen zwischen topologischen Raumen
X und Y. Falls es eine stetige Abbildung H : X x [0,1] — Y gibt, so dass
H(x,0) = f(x) und H(x,1) = g(x) fiir alle x, heiBen f und g homotop.
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Homotopie
Definition

f,g: X — Y seien stetige Abbildungen zwischen topologischen Raumen
X und Y. Falls es eine stetige Abbildung H : X x [0,1] — Y gibt, so dass
H(x,0) = f(x) und H(x,1) = g(x) fiir alle x, heiBen f und g homotop.
Man schreibt f ~ g. Die Abbildung H ist eine Homotopie von f nach g.

Beispiel: f,g,h: S' — R?\ B;(0)

f und g sind homotop, h ist weder zu f
noch zu g homotop.
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Deformationsretrakt

Definition

A sei ein Teilraum von einem topologischen Raum X. A heiBt
Deformationsretrakt von X falls es eine Homotopie H gibt, fiir die gilt:

H(x,0) = x fir alle x € X (1)
H(x,1) € A fir alle x € X (2)
H(a,t) = a fir alle a € A und fiir alle t € [0, 1] (3)
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Homotopieklasse
Definition

Zwei topologische Raume X und Y heiBen homotopiedquivalent, falls es

stetige Abbildungen f: X — Y und g: Y — X gibt, so dass gof ~ 1
und fog ~1y.
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Homotopieklasse

Definition

Zwei topologische Raume X und Y heiBen homotopiedquivalent, falls es
stetige Abbildungen f: X — Y und g: Y — X gibt, so dass gof ~ 1
und fog ~1y.

Bemerkung

Dabei handelt es sich offensichtlich um eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen heiBen Homotopieklassen.
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Homotopieklasse

Definition

Zwei topologische Raume X und Y heiBen homotopiedquivalent, falls es
stetige Abbildungen f: X — Y und g: Y — X gibt, so dass gof ~ 1
und fog ~1y.

Bemerkung

Dabei handelt es sich offensichtlich um eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen heiBen Homotopieklassen.

Beispiel:
A C X sei ein Deformationsretrakt von X mit der zugehdrigen Homotopie
H. Wihle

f: X—A f(x)=H(x,1)
g:A— X, f(a)=a

Danngilt fog=1aund gof =f=H(,1) ~ 1x.
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Ankleben einer k-dimensionalen Zelle

Definition

Die abgeschlossene k-dimensionale Einheitskugel

ek = {x € Rk‘xlz + .- —|—X£ < 1} wird im Folgenden als eine k-
dimensionale Zelle bezeichnet.

Mara Sommerfeld (Universitit Hamburg) Einfiihrung in die Morse-Theorie September 2008 10 / 33



Ankleben einer k-dimensionalen Zelle

Definition

Die abgeschlossene k-dimensionale Einheitskugel

ek = {x € Rk‘xlz + .- —i—x,f < 1} wird im Folgenden als eine k-
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Ankleben einer k-dimensionalen Zelle

Definition

Die abgeschlossene k-dimensionale Einheitskugel

ek = {x € Rk‘xl2 + .- —i—x,f < 1} wird im Folgenden als eine k-
dimensionale Zelle bezeichnet.

Der Rand ist SK1 = {x e R¥[x} + -+ + xZ = 1}.

Definition
Sei Y ein topologischer Raum und g : S¥"1 — Y eine stetige Abbildung
vom Rand der k-dimensionalen Zelle nach Y.
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Ankleben einer k-dimensionalen Zelle

Definition

Die abgeschlossene k-dimensionale Einheitskugel

ek = {x € Rk‘xlz + .- —i—x,f < 1} wird im Folgenden als eine k-
dimensionale Zelle bezeichnet.

Der Rand ist SK1 = {x e R¥[x} + -+ + xZ = 1}.

Definition

Sei Y ein topologischer Raum und g : S¥"1 — Y eine stetige Abbildung
vom Rand der k-dimensionalen Zelle nach Y. Dann verstehen wir unter Y
mit einer angeklebten k-dimensionalen Zelle den Raum, der aus der
disjunkten Vereinigung von Y und e¥ entsteht, wenn der Rand S¥~! mit
seinem Bild in Y identifiziert wird.
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Beispiel: Ankleben einer 1-dimensionalen Zelle an eine
Kreisscheibe
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Keine kritischen Punkte enthalten = Homotopiedquivalenz

Definition
M? = f~1((—o0, a]) J
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Keine kritischen Punkte enthalten = Homotopiedquivalenz

Definition
M? = F((~o0, )

Satz

f sei eine glatte reellwertige Funktion auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit M. a < b seien reelle Zahlen, so dass die Menge
f~Y([a, b]) kompakt ist und keine kritischen Punkte enthalt. Dann gilt:
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Keine kritischen Punkte enthalten = Homotopiedquivalenz

Definition
M? = F((~o0, )

Satz

f sei eine glatte reellwertige Funktion auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit M. a < b seien reelle Zahlen, so dass die Menge
f~Y([a, b]) kompakt ist und keine kritischen Punkte enthalt. Dann gilt:
Die Mengen M? und M" sind diffeomorph.

Zusatzlich ist M? ein Deformationsretrakt von MP®.
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Beweis

Beweis.
Wihle ein glattes Vektorfeld, das auf f~1([a, b]) mit W tibereinstimmt

und auBerhalb einer kompakten Umgebung von f~1([a, b]) verschwindet.
Dann ist das Vektorfeld global Lipschitzstetig und erzeugt einen Fluss ¢;.

O]

v
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Beweis

Beweis.
Auf £=1([a, b]) gilt:
1

d
1 (0:(x)) = W< Vi((x)), VF(¢e(x))) =1

Daher bildet der Diffeomorphismus ¢p_, : M — M die Menge M? auf M?
ab.

O]

v
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Beweis

Beweis.

Entlang des Flusses lasst sich M? zu M? deformieren. Die zugehdrige Ho-
motopie lautet:

X falls f(x) < a

H ,t) =
bot) ¢t(a_f(x))(x) fallsa < f(x) < b

O]

v
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Lemma von Morse

Lemma

Sei p ein nicht degenerierter kritischer Punkt einer glatten Funktion f auf
einer Mannigfaltigkeit M der Dimension n. Dann gibt es eine Umgebung U
von p und lokale Koordinaten uy, ... u, mit p im Ursprung, so dass auf U
gilt:

f=f(p)—ul—us—  — i +us g+ +up

Dabei ist A\ der Index von f an der Stelle p.
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Der wichtigste Satz des Vortrags

Satz

Sei f eine glatte Funktion auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M und
p ein nicht degenerierter kritischer Punkt mit Index \. Es sei f(p) = c.
Angenommen, es gibt ein &, so dass f 1([c — &, ¢ + &]) kompakt ist und
keine kritischen Punkte auBer p enthalt.
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Angenommen, es gibt ein &, so dass f 1([c — &, ¢ + &]) kompakt ist und
keine kritischen Punkte auBer p enthalt. Dann gibt es fiir gentigend kleine
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Der wichtigste Satz des Vortrags

Satz

Sei f eine glatte Funktion auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M und
p ein nicht degenerierter kritischer Punkt mit Index \. Es sei f(p) = c.
Angenommen, es gibt ein &, so dass f~Y([c — &, ¢ + £]) kompakt ist und
keine kritischen Punkte auBer p enthalt. Dann gibt es fiir gentigend kleine
e einen Deformationsretrakt von M€, der durch Anheften einer
A-dimensionalen Zelle an M“~¢ entsteht.

Bemerkung

Wenn f~1([c — &, c + &]) kompakt ist, folgt fiir £ < &, dass
f~1([c — €, c + €]) als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge
auf einer Mannigfaltigkeit ebenfalls kompakt ist.
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Beweisidee

e

c—ebisc+e

-

Funkon f Funktion F
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Wahl von ¢

Nach dem Lemma von Morse ist f auf einer Umgebung U von p von der

Form

f:c—u%—u%—---—u,2\+u§+1+---+u,2,

Wihle € so klein, dass

o F1(c —e¢,c+¢) kompakt ist und keine kritischen Punkte enthilt,
o die Kugel B /-(0) im Bild der Einbettung (u1,...,u,) : U — R" liegt.
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Situation

Wir betrachten das Bild der Einbettung (u1, .

,up) U — R

u_ = (U]_,

Wir schreiben u = u_ + uy, wobei v = (uy,.
Mara Sommerfeld (Universitdt Hamburg)

;un):

U, 0,...,0), up =(0,...,0,urs1,..., Up).
Mit ! bezeichnen wir die Menge {ul ||u|® < &, u; = 0}.
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Bedingungen an F

Nun wird eine glatte Funktion F konstruiert, die folgende
Eigenschaften erfiillt:
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Bedingungen an F

Nun wird eine glatte Funktion F konstruiert, die folgende
Eigenschaften erfiillt:

o F1((—o0,c —€]) enthilt die Menge M= U .
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Bedingungen an F

Nun wird eine glatte Funktion F konstruiert, die folgende
Eigenschaften erfiillt:

o F1((—o0,c —€]) enthilt die Menge M= U .
o F71((—o0,c+e]) und FY((—00, c +¢]) = M*< stimmen iiberein.
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Bedingungen an F

Nun wird eine glatte Funktion F konstruiert, die folgende
Eigenschaften erfiillt:

o F1((—oo,c — ¢]) enthilt die Menge M= U .
o F1((—oo,c+¢]) und F1((—oc, c +¢€]) = M*e stimmen iiberein.
o Die Menge F~1([c — ¢, c + €]) enhilt keine kritischen Punkte.
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Trager von f — F

Wir wollen F konstruieren, indem wir eine glatte, nicht negative Funktion
von f subtrahieren, die auBerhalb einer Umgebung von p verschwindet.
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Trager von f — F

Wir wollen F konstruieren, indem wir eine glatte, nicht negative Funktion
von f subtrahieren, die auBerhalb einer Umgebung von p verschwindet.
Wie kdnnte diese Umgebung aussehen?
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Trager von f — F

Wir wollen F konstruieren, indem wir eine glatte, nicht negative Funktion
von f subtrahieren, die auBerhalb einer Umgebung von p verschwindet.
Wie konnte diese Umgebung aussehen?

@ Sie sollte eine Umgebung von e enthalten.

c c
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Trager von f — F

Wir wollen F konstruieren, indem wir eine glatte, nicht negative Funktion
von f subtrahieren, die auBerhalb einer Umgebung von p verschwindet.
Wie konnte diese Umgebung aussehen?

@ Sie sollte eine Umgebung von e enthalten.

e Damit F~1((—o0, ¢ + ¢]) = M°*¢, wihlen wir eine Umgebung, die in
M€<T¢ enthalten ist.
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Trager von f — F

Wir wollen F konstruieren, indem wir eine glatte, nicht negative Funktion
von f subtrahieren, die auBerhalb einer Umgebung von p verschwindet.
Wie konnte diese Umgebung aussehen?

@ Sie sollte eine Umgebung von e enthalten.

e Damit F~1((—o0, ¢ + ¢]) = M°*¢, wihlen wir eine Umgebung, die in
M€<T¢ enthalten ist.

Als  Triger wvon f — F kommt
zum Beispiel der Ellipsoid E =
{u’ u |2+ 2 Jug | < 25} infrage.
Tatsachlich werden wir f — F so wahlen,
dass f — f zum Rand von E hin kleiner
wird und spatestens ab dem Rand gleich
0 ist.

u}
o}
I
il
it
£
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Ellipsoid E

Lemma
Der Ellipsoid E liegt in Mcte. J
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Ellipsoid E

Lemma

Der Ellipsoid E liegt in Mcte.

Beweis.

Aus |[u_||? + 2 |luy|® < 2¢ folgt

1
2 2 2 2
f=c—llu-fI+llu]” < e+ S(lu- "+ 2[lus|) < c +e

Mara Sommerfeld (Universitdt Hamburg)
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Ellipsoid E

Lemma
Der Ellipsoid E liegt in Mc*¢.

Beweis.

Aus |[u_||? + 2 |luy|® < 2¢ folgt

1
2 2 2 2
f=c—llu-fI+llu]” < e+ S(lu- "+ 2[lus|) < c +e

Korollar

Wenn F < f gilt und der Trager von f — F in E liegt, folgt
F1((~o0,c +€]) = M+
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Definition von & und n

Zur Vereinfachung der Schreibweise fiihren wir folgende Funktionen ein:

Definition

Eu) = u-|® = +--- +

2
n(u) = llug|I” = ”/2\+1+"~+u%

Damit ergibt sich:
f=c+&—n.

E={{+2n <2}

Mara Sommerfeld (Universitit Hamburg)
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Konstruktion von F

Wir setzen F :=f — u(§+2n) = c— &+ n— u(€ + 2n), wobei 1 : R — R
eine glatte Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt:
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Konstruktion von F

Wir setzen F :=f — u(§+2n) = c— &+ n— u(€ + 2n), wobei 1 : R — R
eine glatte Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt:

@ u(r)=0firr>2e

= Der Trager von f — F liegt im Ellipsoiden E.
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Konstruktion von F

Wir setzen F :=f — u(§+2n) = c— &+ n— u(€ + 2n), wobei 1 : R — R
eine glatte Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt:

o u(r)=0firr>2e
e u(0)>¢e

= Der Trager von f — F liegt im Ellipsoiden E.
= pc F(oo,c—¢])
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Konstruktion von F

Wir setzen F:=f — u(§+2n) =c—&+n— u(€+2n), wobei : R — R
eine glatte Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt:

o u(r)=0firr>2¢
e u(0)>e
o —1 < p/(r) <0 firaller

= Der Trager von f — F liegt im Ellipsoiden E.
= pe F (oo, c—¢])
Die Einschrankungen an die Ableitung stellen sicher, dass F < f, dass

e* € F71((co0, c —€]) und dass F in die gleichen kritischen Punkte wie f
hat.
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Konstruktion von F

Wir setzen F :=f — pu(€4+2n) = c— & +n— (€ +2n), wobei n: R — R
eine glatte Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt:
o u(r)=0firr>2e
e u(0) >«
o —1 < p/(r) <0 firaller
= Der Trager von f — F liegt im Ellipsoiden E.
= p € F1((00,c—¢])
= F<f:
Da p(r) = 0 fiir gentigend groBe r und da die Ableitung nirgends positiv
ist, muss p(r) > 0 auch fiir kleinere r gelten, also ist F < f.
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Konstruktion von F

Wir setzen F :=f — u(§+2n) = c— &+ n — u(€ + 2n), wobei 1 : R — R
eine glatte Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt:
o u(r)=0firr>2e
e u(0)>¢e
o —1 < p/(r) <0 firaller
= Der Triger von f — F liegt im Ellipsoiden E.
= pec F(oo,c—¢])
= et ¢ F1((c0,c —€]):
et ={n=0¢<e}.
Es gilt % = —1. Da bereits F(p) < ¢ — ¢, gilt dies auch auf ganz e*
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Konstruktion von F
Wir setzen F:=f — u(§+2n) =c—&+n— u(€+2n), wobei : R — R
eine glatte Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt:
o u(r)=0firr>2¢
o u(0)>e
o —1 < p/(r) <O firaller
= Der Trager von f — F liegt im Ellipsoiden E.
= pe F (oo, c—¢])
= F hat die gleichen kritischen Punkte wie f.

OF OF
dF_a—gdf-i-a—ndn
oF ,
8—5——1—u(£+2n)<0
oF

/
fr — >
an 1-24(§+2n)>1

Auf U gilt dF = 0 daher nur, wenn d§ = 0 und dn.= 0, also im Punkt p.
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Zusammenfassung und Folgerung

Die Konstruktion der Funktion F ist damit abgeschlossen. Wir wissen, dass
F~1((—o0, c +¢€]) = M*¢ und dass die Menge F~1([c — ¢, c + €]) keine
kritischen Punkte enthalt. Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten
Teilmenge f~1([c — &, c +¢]) ist auch F~1([c — ¢, c + €]) kompakt.
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Die Konstruktion der Funktion F ist damit abgeschlossen. Wir wissen, dass
F~1((—o0, c +¢€]) = M*¢ und dass die Menge F~1([c — ¢, c + €]) keine
kritischen Punkte enthalt. Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten
Teilmenge f~1([c — &, c +¢]) ist auch F~1([c — ¢, c + €]) kompakt.

F~1(co, c —¢€]) ist ein Deformationsretrakt von Mc*e.

Korollar J
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Zusammenfassung und Folgerung

Die Konstruktion der Funktion F ist damit abgeschlossen. Wir wissen, dass
F~1((—o0, c +¢€]) = M*¢ und dass die Menge F~1([c — ¢, c + €]) keine
kritischen Punkte enthalt. Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten
Teilmenge f~1([c — &, c +¢]) ist auch F~1([c — ¢, c + €]) kompakt.

Korollar J

F~1(co, c —¢€]) ist ein Deformationsretrakt von Mc*e.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass M U e* eine Deformationsretrakt
von F~1((oo, c — €]) ist. Dabei wissen wir schon, dass
MuUe* C F1(oo,c — €]) gilt.
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Lagebeschreibung

s

Die Menge F~1((—o0, ¢ — €]) besteht aus M~ und einer Region
H=FY((~o00,c—¢])\ M=,
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Lagebeschreibung

s

Die Menge F~1((—o0, ¢ — €]) besteht aus M~ und einer Region
H = F71((—o00,c —¢€]) \ M°~¢. H enthilt die Menge .
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Lagebeschreibung

s

Die Menge F~1((—o0, ¢ — €]) besteht aus M~ und einer Region

H = F71((—o00,c —¢€]) \ M°~¢. H enthilt die Menge e*. Offensichtlich
sind die gemeinsamen Punkte von e* und M°~¢ genau die Randpunkte
von e’ sie liegen im Rand von M.
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Lagebeschreibung

[t |

Die Menge F~1((—o0, ¢ — €]) besteht aus M~ und einer Region
H = F71((—o00,c —¢€]) \ M°~¢. H enthilt die Menge e*. Offensichtlich
sind die gemeinsamen Punkte von e* und M<~¢ genau die Randpunkte

von e’ sie liegen im Rand von M.
Wir deformieren die Menge M5 U H auf M¢~¢ U e”, indem wir H vertikal

zusammenziehen.
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Fallunterscheidung

Zur Definition der Deformation D unterscheiden wir drei Falle:

Fall 3 [lu+ll

Fall 2 Fall 2
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Deformation von F~1((—oo, ¢ — €]) auf M= U e

Fiir den zweiten Fall u € H und £ > ¢ definieren wir

()
ra

Ss:=1—t+t
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Deformation von F~1((—o0, ¢ — ¢]) auf M= U e

Fiir den zweiten Fall u € H und £ > ¢ definieren wir

()
ra

Ss:=1—t+t

Die Funktion D lautet:

u_+tuy firue H, (< eps
D(t,u) =< u_+suy firvue HE>¢
u fir ue M<*
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Deformation von F~1((—o0, ¢ — ¢]) auf M= U e

Fiir den zweiten Fall u € H und £ > ¢ definieren wir

()
ra

Ss:=1—t+t

Die Funktion D lautet:

u_+tuy firue H, (< eps
D(t,u) =< u_+suy firvue HE>¢
u fir ue M<*

Man priift leicht nach, dass D stetig ist und dass D die Menge
F~1((—o0, c — ¢€]) auf M=% U e* deformiert.
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Wiederholung: Lemma von Morse

Lemma

Sei p ein nicht degenerierter kritischer Punkt einer glatten Funktion f auf
einer Mannigfaltigkeit M der Dimension n. Dann gibt es eine Umgebung U
von p und lokale Koordinaten uy, ... u, mit p im Ursprung, so dass auf U

gilt:

f=flp)—ui—t3— - — Ui+ X+ +

Dabei ist A der Index von f an der Stelle p.
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Hilfslemma
Lemma

f sei eine glatte Funktion in einer konvexen Umgebung von 0 in R" mit

f(0) = 0. Dann gibt es glatte Funtion g, ..., gn, SO dass

n
flxt, ... xn) = ingi(xl, c- s Xn)
i=1

und zusitzlich g(0) = 9Z(0).
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Hilfslemma

Lemma

f sei eine glatte Funktion in einer konvexen Umgebung von 0 in R" mit

f(0) = 0. Dann gibt es glatte Funtion g, ..., gn, SO dass

f(xa,-.. xn)—Zx,g, Xiy.enyXn)

und zusétzlich g;(0) = 5L(0).

Beweis.

Ldf(txa, ..., txn) of
f = 20 TRt = ..
(Xla ) Xn) /0 dt t / Iz_: aXi (tX]_, )

txp) - x;dt.

Ol

v
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Matrixdarstellung

Das Hilfslemma werden wir verwenden, um f 3hnlich wie eine Bilinearform
durch eine Matrix h;; darzustellen, wobei die h;; Funktionen sind:

n
f(x1,...,xn) = ZiJ:l hij(x1, .., Xn) - Xi, -Xj.
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Matrixdarstellung

Das Hilfslemma werden wir verwenden, um f dhnlich wie eine Bilinearform
durch eine Matrix h;; darzustellen, wobei die h;; Funktionen sind:
f(xa,.oooxn) = 220 oy hij(xa, - xn) - X5, x;. O. B. d. A sei der nicht
degenerierte kritische Punkt p von f der Punkt 0 in R” und

f(p) =£(0) =0.
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Matrixdarstellung

Das Hilfslemma werden wir verwenden, um f 3hnlich wie eine Bilinearform
durch eine Matrix h;; darzustellen, wobei die h;; Funktionen sind:

f(xa,.oooxn) = 220 oy hij(xa, - xn) - X5, x;. O. B. d. A sei der nicht
degenerierte kritische Punkt p von f der Punkt 0 in R” und
f(p) = f(0) = 0. Dann gilt:

f(xa,... x,,)—ZX,g, X1y ...y Xn)

wobei gi(0) = 8X f(0) = 0, da 0 ein kritischer Punkt ist.
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Matrixdarstellung

Das Hilfslemma werden wir verwenden, um f 3hnlich wie eine Bilinearform
durch eine Matrix h;; darzustellen, wobei die h;; Funktionen sind:
f(xa,.oooxn) = 220 oy hij(xa, - xn) - X5, x;. O. B. d. A sei der nicht
degenerierte kritische Punkt p von f der Punkt 0 in R” und

f(p) = f(0) = 0. Dann gilt:

f(xa,... X,,)—Zx,g, X1y ...y Xn)

wobei gi(0) = 8X f(0) = 0, da 0 ein kritischer Punkt ist. Daher gilt auch fiir
&i:

n
gi(xi,...,xn) = ijh,-j(xl, ey Xn)
j=1
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Matrixdarstellung

Das Hilfslemma werden wir verwenden, um f 3hnlich wie eine Bilinearform
durch eine Matrix h;; darzustellen, wobei die h;; Funktionen sind:
f(xa,.oooxn) = 220 oy hij(xa, - xn) - X5, x;. O. B. d. A sei der nicht
degenerierte kritische Punkt p von f der Punkt 0 in R” und

f(p) = f(0) = 0. Dann gilt:

f(xa,... X,,)—Zx,g, X1y ...y Xn)

wobei gi(0) = 8X f(0) = 0, da 0 ein kritischer Punkt ist. Daher gilt auch fiir
&i:

n
gi(xi,...,xn) = ijh,-j(xl, ey Xn)
j=1

Insgesamt folgt

n
(X1, Xn) = Z hij(x1, ..., Xn) - Xi, -Xj.
ij=1
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Diagonalisieren

Die Matrix hj; ist in jedem Punkt symmetrisch.
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Diagonalisieren

Die Matrix hj; ist in jedem Punkt symmetrisch. Im nachsten Schritt soll die

Matrix hj; diagonalisiert werden, so dass in der Diagonalen nur Einrage 1
und —1 stehen.
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Diagonalisieren

Die Matrix hj; ist in jedem Punkt symmetrisch. Im nachsten Schritt soll die
Matrix hj; diagonalisiert werden, so dass in der Diagonalen nur Einrage 1
und —1 stehen.Das geschieht induktiv, wobei die Matrix nach jedem
Schritt die folgende Gestalt hat:

+1
+1

/
hi;

Die Restmatrix hf-j ist dabei wieder symmetrisch und regulér.
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Wahl der neuen Koordinaten

Bei einer nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform wahlt man dazu
schrittweise eine neue Basis, wodurch die neuen Koordinaten definiert
werden. Genauso, wie sich dabei die neuen Koordinaten aus den alten
ergeben, werden wir auch in diesem Fall die neuen Koordinatenfunktionen

definieren.
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Wahl der neuen Koordinaten

Bei einer nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform wahlt man dazu
schrittweise eine neue Basis, wodurch die neuen Koordinaten definiert
werden. Genauso, wie sich dabei die neuen Koordinaten aus den alten
ergeben, werden wir auch in diesem Fall die neuen Koordinatenfunktionen

definieren.
Wir nehmen induktiv an, dass wir vor dem r-ten Schritt Koordinaten

X1, ... Xn gewdhlt haben, so dass

F(X1,. .. xp) = X2 £ x2 | + Z Hij(x1, .-, Xn)Xi, Xj
ij>r
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Wahl der neuen Koordinaten

H;; ist symmetrisch und in einer Umgebung U von 0 regular. Daher lassen
sich die letzten n — r + 1 Koordinaten so veradndern, dass H,, # 0 auf U

gilt. Es sei g = \/|Hu|.
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Wahl der neuen Koordinaten

H;; ist symmetrisch und in einer Umgebung U von 0 regular. Daher lassen
sich die letzten n — r + 1 Koordinaten so veradndern, dass H,, # 0 auf U
gilt. Es sei g = \/|Hu|.

Mit y; = x; fiir i Zrund y, = g - (X + >, Xi - ,’:,’—:) erhilt man neue
Koordinaten , fiir die gilt:

Fyi-ym) =EyE £ y2+ > Hilva, -, ya)yin v
ij>r
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Wahl der neuen Koordinaten

H;; ist symmetrisch und in einer Umgebung U von 0 regular. Daher lassen
sich die letzten n — r + 1 Koordinaten so veradndern, dass H,, # 0 auf U
gilt. Es sei g = \/|Hu|.

Mit y; = x; fiir i Zrund y, = g - (X + >, Xi - ,’:,’::) erhilt man neue
Koordinaten , fiir die gilt:

Fyr - yn) = 2y7 £ y2+ > Hi, - ya)yin
ij>r

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung, auf der yi,...y,
Koordinatenfunktionen sind.
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Wahl der neuen Koordinaten

H;; ist symmetrisch und in einer Umgebung U von 0 regular. Daher lassen
sich die letzten n — r + 1 Koordinaten so veradndern, dass H,, # 0 auf U
gilt. Es sei g = \/|Hu|.

Mit y; = x; fiir i Zrund y, = g - (X + >, Xi - ,’:,’;:) erhilt man neue
Koordinaten , fiir die gilt:

Fyr - yn) = 2y7 £ y2+ > Hi, - ya)yin
ij>r

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung, auf der yi,...y,
Koordinatenfunktionen sind. Nach Umsortieren steht vor den ersten A
Koordinaten ein Minus. Dann ist A offensichtlich der Morseindex von f.
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