Birkhoffs Ergodensatz (oder: Wie wir die Zukunft vorhersagen)

Der fundamentale Ergodensatz besagt etwas tiber die relative Hau-
figkeit, mit welcher ein Orbit einer Abbildung 7" in eine bestimmte
Menge trifft. In Anwendungen ist es hdufig eher so, dass auf X (dem
gesamten Raum) eine reelle Funktion f vorgegeben ist — ndmlich ei-
ne Messgrofse, welche in einem konkreten physikalischen Modell
gemessen werden kann —und der Mittelwert dieser Funktion f langs
des Orbits von 7' ist zu bestimmen. Dies kénnen wir auch wirklich
tun — und zwar in den wichtigen Fallen sogar dann, wenn wir fast
nichts wissen tuiber f, tiber 7" und tiber das Orbit. Kurz: Wir wissen
praktisch nichts und schlussfolgern trotzdem praktisch alles!

Der folgende Ergodensatz von Birkhoff iibersetzt den fundamenta-
len Ergodensatz in die Sprache von reellen Funktionen auf X:

THEOREM. Birkhoff-Ergodensatz: Wenn (X, p) ein Wahrscheinlich-
keitsraum ist, T : X — X maferhaltend beziiglich i, und f € L'(u)
(d.h. f : X — Rintegrierbar), dann existiert der Limes

fiir fast alle (beziiglich 1) Punkte x € X, und der Limes existiert in L' (p).

BEWEIS. Den Fall f = yp kennen wir schon, denn da ist die
Behauptung gerade die Aussage des fundamentalen Ergodensatzes.
Der Term, der beim fundamentalen Ergodensatz S, hief3, ist gerade
unser Term "' f(T"(x)). AuSerdem gilt die Behauptung sicherlich
auch fiir eine endliche Linearkombination von solchen charakteris-
tischen Funktionen ist, also [ = fo:l apXc, mit a; € Rund Cj, dis-
junkte messbare Mengen.

Wir wissen aus der Analysis, dass es zu jeder L'-Funktion f und fiir
alle £ > 0 eine Funktion f. gibt, deren Werte eine diskrete Menge in
R sind und so dass |f(z) — f.(x)| < ¢ fur alle z € X gilt, also

fo=) " axc,-
k

Fiir den Fall, dass f essentiell beschrankt ist, gilt dann, dass f.

nur endlich viele Werte annimmt, also f. = fozl axXc, wie vor-
hin, also existiert Ay (x) fiir fast alle . Wegen der Abschitzung
|f(z) — fo(x)] < e gilt dann

Ag(x) :=limsup % i f(T'(x)) < Ap(x) + ¢

n—oo
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UITa

n—1

Agla) = liminf — 3™ J(7(0)) 2 Af(a) —2,

also existiert der Limes A (z). Fiir den Fall, dass f nicht essentiell be-
schrankt ist, tiberlegen wir uns erst, dass wegen der Integrierbarkeit
von f gilt, dass ), axp(Cy) endlich ist, denn

adu@) = [ 11, |
> lasl€1) /X|f\du<6+/x|f\du<oo

Deswegen gilt
Ap(w) <Y ardyg, (0) +e
k

und
Ap(x) =2 Ay, (x) — ¢,
k

also existiert auch hier der Limes A (x) fiir fast alle z € X. Das zeigt
die erste Behauptung.

Nun zeigen wir, dass A in L'(u) liegt. Der Einfachheit halber neh-
men wir an, dass f > 0 ist; ansonsten ersetzen wir f durch |f|, und
wenn Ay € L'(p) gilt, dann gilt wegen |A;| < A auch Ay € L ().

Es gilt
/ Apdp < / Agdp
X X
< Zak/ Aye, dp+e
k X
< Z app(Cy) + €
k
< o0,
also A; € L'(u) wie behauptet. O

Ubrigens benutzen wir hierbei die Notation f € L!(u) und verstehen
damit, dass f automatisch eine Funktion auf X ist; dies ist gerecht-
fertigt, denn wenn wir ein Maf$ i haben, dann haben wir automa-
tisch auch dessen Definitionsbereich (eine o-Algebra) gegeben, da
diese Information in . enthalten ist, und natiirlich ist die Menge X
durch die o-Algebra bestimmt, weil X das grofste Element davon ist.

Bei diesem Beweis sehen wir: In Beweisen der Ergodentheorie be-
notigt es oft geraume Zeit, um ganz elementare (und nicht beson-
ders interessant klingende) Dinge zu zeigen, z.B. dass das Zeitmittel
Ay tiberhaupt definiert ist. Dagegen sind diejenigen Fakten, die uns
brennend interessieren, z.B. dass das Zeitmittel fast tiberall von z
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unabhéngig ist und gleich dem Raummittel ist, im Beweis ganz ein-
fache Folgerungen aus den vorher langwierig gezeigten elementaren
Dingen. Hier nun diese wichtige und einfache Folgerung:

COROLLARY. Wenn (T, j1) eine ergodische Transformation (X, ju) auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (X, p) ist (somit p invariant unter T : X —
X), und f € L*(u) ist, dann existiert fiir ,u—fast alle x € X der Limes

Ar(w) = Jim Z s
genannt das Zeitmittel von f (lings dem Orbit von x), und fiir u-fast alle
x € X ist das Zeitmittel von f lings dem Orbit von x gleich und hat den

(konstanten) Wert
/ i
X

genannt das Raummittel von f (iiber den gesamten Raum X).

BEWEIS. Die Funktion Ay ist T-invariant, also wegen der Ergodi-
zitat von (7', i) essentiell konstant beztiglich . O

Das ist nun ein reichlich erstaunliches Ergebnis! Es besagt Folgendes:
Wir wollen den Wert einer Funktion (Messgrofle) f langs Orbits ei-
ner Transformation 7" vorhersagen. Dabei wissen wir praktisch nichts
iiber die Funktion f (denn L' ist eine Messgrofien eigentlich immer),
wir wissen sehr wenig tiber die Transformation 7" (denn Ergodizitat
ist eine schwache Bedingung), und wir wisssen iiberhaupt nichts tiber
das (moglicherweise extrem komplizierte) Orbit von z, ja wir kennen
nicht einmal den Startwert des Orbits. Und trotz alledem kénnen wir
mit hundertprozentiger Wahrscheinlichkeit und ganz exakt vorhersagen,
wie der Wert von f im Mittel tiber das Orbit ist!



