Maf3-theoretisches Mischen

Bislang kennen wir topologisches Mischen, topologische Transitivi-
tat (d.h. Dichtheit von einem Orbit) und Minimalitédt (d.h. Dichtheit
von jedem Orbit). All dies sind topologische Eigenschaften, hangen
also nur von der Struktur der offenen Mengen ab. Wenn wir (wie
meist) auf einem metrischen Raum sind, dann hidngen diese Eigen-
schaften von der Distanzfunktion ab.

Wenn wir nun ein System untersuchen wollen, das auf einem
Mafraum definiert ist, dann stehen diese Begriffe nicht zur Verfii-
gung, denn zwischen Maf} und Topologie besteht erst einmal keine
Verbindung; wir haben nur das Maf}, um die Komplexitit der Trans-
formation zu bemessen.

Wir kennen schon Ergodizitdt (eine schwache Bedingung). Jetzt
wenden wir uns dem Mischen zu, diesmal dem maf3-theoretischen.

Was stellen wir uns also unter ,Mischen” vor? So etwas wie beim
Anriihren von Farbe im Eimer: Wenn wir z.B. in einen 10-Liter Ei-
mer 9 Liter gelbe und 1 Liter rote Farbe hineinschiitten, dann nennen
wir das ganze gut gemischt, wenn beliebige Teilmengen des Eimer-
volumens die Eigenschaft haben, dass darin 90% gelbe und 10% rote
Farbteilchen sind. Dies fiihrt zu folgender Definition:

DEFINITION. Sei 7" eine Transformation eines Raums mit Maf3 ; und
sei p invariant unter 7. Das System (7', ;1) heifit (maf-theoretisch)
mischend, wenn fiir alle messbaren Mengen A, B gilt:

Jim p(ANT"B) = u(A)pi (B).

Der Zusatz ,mafi-theoretisch” bei Mischen wird oft nicht ausge-
schrieben. Wie bei Ergodizitit ist auch dies nicht eine Eigenschaft
von T oder p allein, sondern vom 2-Tupel (7', i1) .

Mischen impliziert Ergodizitit:

LEMMA. Wenn das System (T, i) mischend ist, dann ist (T, u) ergodisch.

BEWEIS. Wenn (7', 1) mischend ist und p(A) > 0, u(B) > 0, dann
gilt
lim w(ANT"B) = u(A)u (B) > 0.
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Nehmen wir an, (7', i) sei nicht ergodisch. Dann gibt es solche dis-
junkte A, B, beide T-invariant, so dass AU B = X gilt. Dann wire

w(ANT"B) = (AN B) = u(d) =0.
Widerspruch. O
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Manchmal kénnen wir Topologie und Mafstheorie aber doch in Ver-
bindung bringen. Zum Beispiel dann, wenn das Maf: auf allen of-
fenen nichtleeren Mengen positiv ist. So etwas ist zum Beispiel der
Fall, wenn das System auf einem euklidischen Raum (endliche Teil-
menge von R" oder n-Torus) definiert ist. Maf3-theoretisches Mi-
schen impliziert dann topologisches Mischen:

LEMMA. Wenn p ein Maf$ auf einem topologischen Raum ist, fiir welches
alle nichtleeren offenen Mengen messbar sind und positives Maf$ haben,
und wenn (T, ) mafi-theoretisch mischend ist, dann ist (T, i) auch topo-
logisch mischend.

BEWEIS. Wenn (7', 1) mischend ist und p(A) > 0, u(B) > 0, dann
gilt wieder

lim u(ANT"B) = u(A)p(B) >0,
also gibt esein N € N, so dass fiir n > N gilt
p(ANT"B) > 0,

also ist A N T" B nichtleer. O

Als néchstes lernen wir ein Maf$ auf Symbolfolgen kennen. Dies ist
ein Beispiel fiir ein mischendes System.

DEFINITION. Auf dem Raum
Oy ={(...,w_1,wo,w1,...) |Vie N:w; € {0,...,N — 1}}
der (zweiseitigen) Symbolfolgen im Raum mit N Symbolen ist das
Bernoulli-Maf$ wie folgt definiert: Sei
p=(po,-..,pn_1) € [0, 1)
ein Wahrscheinlichkeitsvektor, d.h. 2V | p; = 1. Fiir einen Zylinder
Zpttt ={w e QIVj e {1,... k} s wi;, = a;}
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definieren wir
k
A yenny (697 P
Hp (Zh ----- ik ) T Hpj‘
Jj=1

Damit haben wir ein Mafis auf der durch Zylinder erzeugten o-
Algebra. Dies ist ein Wahrscheinlichkeitsmafi, denn der ganze Raum
Qy ist gleich dem Zylinder mit 0 Eintrdgen, hatalsoMafs [ [, p; = 1.

THEOREM. Das Bernoulli-Maf$ ist mischend beziiglich dem Shift o auf
Qn.
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BEWEIS. Fiir zwei Zylinder
A = Zon%k B = Z@hm,fz
1

gilt, dass es NV € N gibt, so dass fiir n > N die Zylinder A und o"B
keine gemeinsames Indices haben, also immer i; # ¢/, ist. Das gilt
namlich fiir

N =max {i,|j € {1,...,1}} —min{i;|j € {1,...,k}}.
Also gilt fiir solche n, dass
A N O_nB — Z?él ~~~~~ ag,B15 ,3{,

und daraus folgt sofort
p(Ane"B) = p(A)u(B).
Trivialerweise konvergiert also die linke Seite gegen p(A)u(B). O



