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Variationsrechnung und Euler-Lagrangesche Differentialgleichung

1 Motivation: Das Problem der Brachistochrone

Bemerkung 1.1. Das Problem der Brachistochrone ist ein physikalisch/mathematisches Problem, das
den wesentlichen Anstoss zur Variationsrechnung gab. Es wurde 1696 von Johann Bernoulli gestellt.
Zu ermitteln ist diejenige Verbindungsstrecke zwischen 2 verschiedenen Punkten im Raum, auf der
eine vorerst ruhende Kugel sich in der kiirzesten Zeit vom hoheren zum niedrigeren Punkt bewegt
(bedingt durch Schwerkraft, jedoch ohne Luftwiderstand und Rollreibung).

Pa
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Rechnung 1.2. Wir berechnen die Gesamtlaufzeit ¢t der Kugcl.

O.B.d.A. 16sen wir das Problem im R2.

Die Kugel laufe von Py = (0,0) nach P, = (z1,v1), x1 >0, y; <0.

Die Schwerkraft wirke in Richtung der negativen Y-Achse mit dem Betrag g.

Die Kugel habe die Masse m.

Sei eine Bahn, d.h. stetig differenzierbares y : [0, 1] — R vorgegeben mit y(0) = 0 und y(x1) = 1.
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i) Seiw : [0, 2;] — R die Funktion, die fiir eine gegebene X-Position auf der Bahn die Geschwindigkeit

der Kugel angibt.
Da die Kugel in Py ruht, folgt aus dem Energieerhaltungssatz die Gleichheit von potentieller und
kinetischer Energie (da wir von dufleren Einfliissen wie Luftwiderstand und Rollrcibung absehen

wollen):
—mgy(z) = ymu(z)*
— v(z) =/ —2gy(x)

Es ist klar, dass es Bahnen gibt, bei denen die Kugel nie im Punkt P, ankommt. Wir sehen an
der Formel, dass wir genau solche Bahnen ausschliessen, wenn wir zusatzlich fordern, dass gilt:

y < 0 auf (0, x7).
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ii) Also kénnen wir mit s¢ € R, die Gesamtlidnge der Bahn bezeichnen.
Dann bezeichne ¢ : [0, x1] — [0, s¢] die Funktion, die zu gegebener zuriickgelegter Strecke auf
der X-Achse die zurl'jckgelegte Strecke auf dem Bogen liefert.

Es gilt also: g(x f \/ 1+ (y(2))?dz und damit ¢'(z \/ 1+ (y'(x))% g ist bijektiv und

stetig (wegen g(O) = O monoton stelgend).
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iii) Sei s : [0,tg] — [0, s¢] die Funktion, die zu einem gegebenen Zeitpunkt die zuriickgelegte Strecke
angibt. Nachdem wir Bahnen ausgeschlossen haben, in denen die Kugel nicht ankommt, ist s
bijektiv und stetig (wegen s(0) = 0 also monoton steigend).

Aus dem Satz tiber das Differential der Umkehrfunktion erhalten wir:
(s7Y(x) = (;;’Tll)(x) Da s’ o 57! die Abbildung einer gegebenen Strecke auf der Bahn auf die

Geschwindigkeit ist, ebenso wie v o g7t sind diese Funktionen gleich:

Zeit
/ \

Strecke Geschwindigkert

e T

X Strecke
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iv) Also gilt:

s(0)

= f (S,Tll)(z)dz (nach 111)

= Ofmdz (nach iii)

9 (s@)
= m - ¢'(x)dx (Substitution mit g)
g-1(0)

1 -
=/ VIV EE g, (nach ii)

0
T
1 V 14y (z)? :
= — —d h
T of e x (nach 1)

Wir suchen also diejenige Bahn y, die eine minimale Gesamtlaufzeit liefert, also das obige Integral
minimiert.
Eine solche Aufgabe wird in der Theorie der Variationsrechnung verallgemeinert.
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2 Theorie: Affine Unterraume

Definition 2.1. Sei K ein Korper, V' ein Vektorraum tiber K und U ein Untervektorraum von V.
Eine Teilmenge X von V heisst affiner Unterraum zu U <= dov eV mit X =v+U.

Satz 2.2. Es qgilt mit den Bezeichnungen aus der Definition:
r+dueX VeeX e KuelU

Beweis. Per Definition existieren v € V und v/ € U mit ¢ = v + u/'.

— rz+Iu=v+u + I X. []
eU
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3 Theorie: Funktionale

Bezeichnung 3.1. Im Folgenden bezeichne U einen Untervektorraum des Vektorraums €’(R, R")
und F einen zu U affinen Unterraum.

Definition 3.2. Eine Abbildung 7 — R heisst Funktional auf F.

Fin Funktional ® : F — R heisst differenzierbares Funktional auf F
< dF,R:F xU — R so dass

) d(f+h)—P(f)=F(f,h)+ R(f,h) VfeF hel.
ii) F'(f,-) ist eine lineare Abbildung fiir alle f € F.
iii) R(f,h) = O(h?) (d.h. |h| < ¢, |%| <e=|R(f,h)] < Ce?
Wir nennen die (eindeutige) Abbildung F' das Differential des Funktionals ®.
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b
Beispiel 3.3. Das Funktional I : €([a,b],R") = R, f — [ f(z)dz berechnet das Integral der

Kurve.

b
Beispiel 3.4. Das Funktional B : €*([a,b],R") — R, [+ [+/1+ (f(x))*dx berechnet die

Bogenlange.
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Definition 3.5. Sei ® ein differenzierbares Funktional auf F, F’ dessen Differential und f € F.

f heisst kritischer Punkt von ® <= F(f,h)=0 Vhel

f heisst Minimum von ® <= Es gibt eine Umgebung V von f mit &(f) < d(g) VgeV
f heisst Maximum von & <= Es gibt eine Umgcbung V von f mit ®(f) > &(g) VgeV
f heisst Extremum von ¢ <= f ist Minimum oder Maximum.

Bemerkung 3.6. Die Forderung, dass das Differential des Funktionals fiir kritische Punkte null sein
soll, erinnert an die entsprechende Eigenschaft von Minima und Maxima einer reellen Funktion.

Die Variationsrcchnung ist das mathematische Tcilgebict, das sich mit dem Finden von Extrema von
Funktionalen befasst.
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4 Das Fundamentallemma der Variationsrechnung

Satz 4.1 (Fundamentallemma). Sei g : [a, b] — R” stetig und fir alle stetig differenzierbaren
b

Funktionen n : [a,b] — R™ mit n(a) = 0 =n(b) gelte [ g(z)*n(x)dx = 0.

Dann ist g =0 (d.h. auf ganz [a,b]). |

Beweis. Durch Widerspruch: Angenommen, in zj € (a,b) gelte g(zy) = Z # 0.
Wegen der Stetigkeit von g gibt es dann eine e-Umgebung (xg — &, z¢ + ¢) auf der g anndhernd Z ist.
Wir wéhlen ein stetig differenzierbares 7 : [a,b] — R", das auf (2o — 5, zo+5) den Wert Z annimmt und auflerhalb

von (zg — €, xy + €) den Wert 0 € R, also insbesondere n(a) = 0 = n(b).

b
Fiir diese Wahl von 7 kann das Integral [ g(z) * n(x)dz nicht null sein, im Widerspruch zur Voraussetzung. L[]
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5 Die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung

Definition 5.1. Im Folgenden seien p, g € R" und es bezeichnen

U :=1{h:la,b] = R" | h stetig diffbar, h(a) = 0, h(b) = 0} und

F :={f :|a,b] = R"| f stetig diftbar, f(a) = p, f(b) = q}

den fiir Funktionale geforderten Untervektorraum und den affinen Unterraum.
Sei L : [a,b] x R" x R" — R zweimal stetig differenzierbar.

b
Wir definieren ein Funktional ® : F — R durch [ — [ L(z, f(z), f/(z))dz.

Fiir dieses Funktional heisst L Lagrangesche Funk%cion.

Mit p : FXxUXxR—=R, (f,he)— &(f+ch)
definieren wir die erste und zweite Variation des Funktionals:
5(I)<f7 h) = D390<f7 h7 O) und (SQCI)(f, h) = D3D390<f7 h7 O)
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Satz 5.2. O ist ein dzﬁerenzierbares Funktional und das Differential von ® ist gegeben durch
b

FUf,0) = [ [DaL(w, f(@), f/(2)) = £DsL(, f(), /(@) ] * hlw)da

a
Beweis. Seien f € F,h e U.
Fiir festes = € [a,b] definieren wir L, : R" x R" - R, (u,v) — L(z,u,v).
Wir wenden die Taylorsche Formel bis zum zweiten Restglied an und erhalten:
L ((u,v) + (h1,h2)) = Ly ((u,v)) + gradL, ((u, v)) * (hi, he) + O((h1, ha)?)
mit gradL, ((u,v)) * (h1, ho) = D1Ly(u,v) * hy + DoLy(u,v) * he
Wir setzen hy := h(x), he := h'(z), u:= f(z), v:= f'(z) und haben fiir beliebiges z € [a, b] gezeigt:
L(z, f(z)+h(z), f(z)+h (z)) = L(z, f(z), f'(x))+D2L(z, f(z), f'(z)) xh(z)+DsL(z, f(z), f'(z))*h' (z)+O(h?)

O(f+h) = o(f)

L(z,(f + h)(z), (f + h)(z))dz — [ L(z, f(z), f'(z))dz  (Per Definition)

@%wg’\va%va%@g’%@%

L(z fl(z) + K (z))dx — L(z, f(z), f’(x))} dr  (Linearitdt des Integrals)

[ ) # h(z) + DsL(w, f(x), f'(z)) * '(z) + 0(h2)}dm (siehe oben)

Ds>L(z, f(z), f'(z)) * h(z)dz + [ D3L(z, f(z), f/(z)) * h'(z)dz + O(h?)  (Linearitt)

b
+ O(h?)

DoL(z, f(a), f(2)) * ha)ds — [ £DsL(z, (@), f(@)) * hla)da + (DoLz, Fla), £1(2) * hz))

(partielle Integration)
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4 DsL(x, f(z), f'(2)) * h(z)dz + O(h2)  (da h(a) = h(b) = 0)

Zz
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— / |:D2L(x,f($), f(z)) — %DgL(:E,f($), f’(x))} * h(z)dz +O(h?) (Linearitit)

o

Es bleibt zu zeigen, dass F' im zweiten Argument linear ist. Dies folgt sofort aus der Linearitat des Integrals und
des Skalarprodukts. []
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Bemerkung 5.3. Wir wollen als notwendige Bedingung fiir ein Extremum f des Funktionals & die

Euler-Lagrangesche Differentialgleichung
Dy L(z, f(z), f'(z)) — L DsL(z, f(x), f/(x)) = 0 herleiten.

Bemerkung 5.4. Die Schreibweise variiert in der Fachliteratur, z.B. wird statt L manchmal F' ver-
wendet mit vertauschten und weggelassenen Argumenten und ¢ statt x. Ebenso wird fiir partielle
Ableitungen auch das Symbol 0 verwendet. Die Euler-Lagrangesche DGL kann also entsprechend
auch so aussehen:

981, f0)— 42 (f, f, 1) = 0.

Seminar Gewohnliche Differentialgleichungen von Tim Budde 16 / 37




Variationsrechnung und Euler-Lagrangesche Differentialgleichung

Satz 5.5. f € F st kritischer Punkt des Funktionals ® <= f erfullt die Euler-Lagrangesche
DGL

Beweis. f € F ist kritischer Punkt von &
< F(f,h)=0 Vhel (per Definition 3.5)

fb [DzL(fc, f(@), f'(z)) — &£ DsL(z, f(z), f’(x))} «h(z)dt=0 VhelU (nach Satz 5.2)

=
< DyL(z, f(z), f'(x)) — LDsL(z, f(z), f'(z)) =0 (Fundamentallemma + triviale Riickrichtung)
<= f erfiillt die Euler-Lagrangesche DGL  (per Definition) [
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Bemerkung 5.6. Manche Biicher definieren kritische Punkte aufgrund dieser Aquivalenz auch ein-
fach als Losungen der Euler-Lagrangeschen DGL. Das ist jedoch nur fur Funktionale der Form

b
[ L(z, f(z), f'(x))dx moglich, wihrend wir den Begriff des kritischen Punktes fiir beliebige dif-

ferenzierbare Funktionale erklart haben.
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Lemma 5.7. Es gilt:

Dso(f, h,e) = fb [DQL(x, f(x)+eh(z), f'(z)+eh'(z)) — LDy L(, f(x)+eh(z), f’(x)+5h’(x))] %
h(z)dx

Bewezs Dggp(f h,€)

fL( ) + eh(z), f'(z) + ek'(z))dz  (Per Definition 5.1)

[ (z, f(z) + eh(z), f'(z) + 5h’(x))} dxr  (Vertauschung von Grenzwertprozessen)

%IQ

= d
b
=]
b
= [ [DgL(x f(z)+eh(z), f(x)—l—sh’(x))*h(ac)—l—D;;L(x,f(x)—I—Sh(x),f’(x)—l—sh’(x))*h’(x)}dm (Kettenregel)
b
[ DoL(z, f(z) + eh(z), f'(z) + eh/(z)) * h(z)dz

+ [ DsL(z, f(z) + h(z), f'(z) + eh'(z)) x K'(z)dz  (Linearitit des Integrals)

a

= fngL(x, f(x) + eh(z), f'(x) + 5h’(x)) x h(x)dx
— ; %DgL(Q?, f(x) +eh(x), f'(x) + 5h’($)) * h(x)dzx
+ [DgL(:E, f(x) +eh(z), f'(x) + 5h’(x)) * h(x)} ’

= [ DyL(z, f(z) + eh(z), f'(z) + e/ (z)) * h(z)dz

(Partielle Integration)

a
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fbdi ( (x) +eh(z), f'(z) + 5h/($)) « h(x)dr  (Wegen h(a) = h(b) = 0)

fb [ L(z, f(z) + eh(@), f'(z) + eh(z)) — LDsL(x, f(z) + eh(x), f'(z) + 5h'(x))} s h(z)dr (Linearitit des
Integrals und des Skalarprodukts) []
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Satz 5.8. f € F ist Extremum des Funktionals ® — f ist kritischer Punkt von ®.

Beweis. Mit ¢ aus Definition 5.1 ist o(f, h,&) = ‘;L(x, f(z) +eh(z), f/(z) + el (z))dx

Sei f € F ein Minimum von . ’

3 Umgebung V von f mit ®(f) < P(g) Vg€V (nach Definition 3.5)

VheUd 3 Umgebung U(h) von 0 € R mit &(f) < ®(f+ech) YVee U(h) (wegen Satz 2.2)
Vheld o(f,h,0) <e(f,he) YVeeU(h) (per Definition von ¢)

D3p(f,h,0) =0 Yheld (Dap(f, h,-) beie=0 ein lokales Minimum hat)
b
I [DQL(:C, f(x), f'(z)) — LDsL(x, f(), f’(x))} «h(z)dr =0 YheU (Nach Lemma 5.7)

F(f,h)=0 VheU (nach Satz 5.2)
f € F ist kritischer Punkt von &  (per Definition 3.5)

NN
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Bemerkung 5.9. Wir haben also gezeigt, dass fiir diese besonderen Funktionale eine notwendige
Bedingung eines Extremum ist, dass dieses ein kritischer Punkt ist (und damit nach 5.5 die Euler-
Lagrangesche DGL erfiillt).

Es ist jedoch keine hinreichende, d.h. es gibt kritische Punkte, die kein Extremum sind.

Anders ausgedriickt: Finden wir eine Losung der Euler-Lagrangeschen DGL (und damit einen kri-
tischen Punkt), dann konnen wir nicht mit Sicherheit sagen, dass wir ein Extremum des Funktionals
gefunden haben.

Bei Funktionen R — R ist das bekannterweise ebenso moglich: Eine Sattelstelle hat das Differential
null (ist also in unserem Sinne ein kritischer Punkt), ist jedoch kein Extremum.

Weitere notwendige Bedingungen kann man z.B. herleiten, indem man die zweite Variation benutzt.
Darauf wollen wir im Weiteren jedoch nicht eingehen.
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6 Beispiele fur die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung

Wir bringen 2 (einfache) Beispiele zur Benutzung der Euler-Lagrangeschen DGL:

Satz 6.1. Fs gibt keine Extrema fiir das Funktional aus 3.3 (d.h. es gibt keine stetige Funktion,
deren Integral maximal oder minimal ist).

Beweis. Durch Widerspruch: Angenommen, es gibt ein Extremum f € €([a,b], R).

Nach Satz 5.8 ist f ein kritischer Punkt und erfiillt damit nach Satz 5.5 die Euler-Lagrangesche DGL.

Die Funktion L nach Definition 5.1 dieses Funktionals ist definiert durch L(zx,y,p) = y.

Damit folgt Do L(x,y,p) = 1und D3 L(x,y, p) = 0. Mit der Euler-Lagrangeschen DGL folgt also: 0 = Dy L(z, f(x), f'(x))—
LDy (o, f(2), f(a) =1 -0 =1 m
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Satz 6.2. Eztrema fiir das Funktional aus 3.4 konnen nur Geraden sein. (d.h. nur Geraden
konnen die Bogenldnge minimieren oder mazximieren).

Beweis. Angenommen, es gibt ein Extremum f € €*([a,b],R).

Die Funktion L nach Definition 5.1 dieses Funktionals ist definiert durch L(z,y,p) = /1 + p%.
: — — _ 2 _ _p

Damit folgt Do L(x,y,p) = 0 und D3L(z,y,p) = e A

Die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung liefert also:

d__ =  _
9@\ /1+(f'(2))?
— JceR: ()( =c Vx€la,b]

VIHF @)
= JdeR: fl(z)=d

— f(z) =a+dz

_ Y _ _ 2 .
: A y mit, \/_ = ¢ , denn wegen S c = Y2 = *4/7-7 kommen nur y; und yo in Frage.

1+y
Fir diese gilt: = ¢ und = —c. []
g \/—

1+y2
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Bemerkung 6.3. Im zweiten Beispiel haben wir die Existenz eines Extremum vorausgesetzt; daher
sagt der Satz nur ” Extrema konnen nur Geraden sein”.

Hier wird ein Problem deutlich:

Die Existenz eines Extremum kann man mit der Euler-Lagrangeschen DGL nicht nachweisen.

Mit dem Satz vom Minimum und Maximum kommen wir hier auch nicht weiter, denn dieser setzt
einen kompakten Definitionsbereich voraus, JF ist aber nicht kompakt.

(Bei physikalischen Aufgaben wie dem Brachistochronenproblem kann man sich manchmal behelfen,
indem man durch einfache Uberlegungen herausfindet, dass es ein Minimum geben muss. )
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7 Verallgemeinerung von Euler-Lagrange

Bemerkung 7.1. Tauchen unter dem Integral des Funktionals auch hohere Ableitungen auf, haben
wir eine allgemeinere Darstellung der Euler-Lagrangeschen DGL. Diese wollen wir hier ohne Beweis
vorstellen.
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Satz 7.2 (ohne Beweis). Mit py, ... Pm-1,90,- - - @m-1 € R,

U= {h:[a,b] = R" | h stetig diffbar, K9 (a) = 0,AV(b) = 0 fiir j = 0,...,m — 1},
F = {f [a,b] = R" | f stetig diffbar, ) (a) = Dj, fU(b) = q firj=0,...,m— 1}
und L : [a, b)) x R" x --- x R" — R zweimal stetig differenzierbar

NV
m—mal

b
sei®: F =R, f [L(z, flz), f(x),..., f" VD(z))dz.
Dann gilt: "
f € F st kritischer Punkt des Funktionals ® <= f erfillt die Euler-Lagrangesche DGL:
DyL(z, f(z), f'(2),..., 7" D(z))
— D3I (v, f(2), @), ..., [ D)
+ 3 DaL(, f(z), f(z),..., " V(2))

()LD L (s, £(), F(@),..., F V(@) =0,
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8 Das Hamiltonsche Prinzip

Bemerkung 8.1. Das Hamiltonsche Prinzip ist ein wichtiges Beispiel dafiir, dass die Variationsrech-
nung in der Physik eine grosse Rolle spielt.

Theorem 8.2 (Das Hamiltonsche Prinzip). Wir betrachten ein Punktsystem, dessen Zu-
stand sich im Zeitintervall [ty, t1] dndert, d.h.

y € B ([ty, t1], R™) gebe dessen Position zu einem gegebenen Zeitpunkt an.

T : 6 ([ty, t1], R") X [to, t1] = R gebe die kinetische Energie (” Bewegungsenergie”) des Systems
zum angegebenen Zeitpunkt an.

V 6 ([to, t1], R") x [to,t1] — R gebe die potentielle Energic (”Lageenergie”) des Systems zum
angegebenen Zeitpunkt an.

i1
Wir definieren das Funktional ® : €([ty, t1],R") = R, y+— [(T —V)(y,t)dt.
to
Das Hamiltonsche Prinzip besagt nun, dass die Bahn y, die das Punktsystem nimmt, ein kri-

tischer Punkt dieses Funktionals ist.

Seminar Gewohnliche Differentialgleichungen von Tim Budde 28 / 37




Variationsrechnung und Euler-Lagrangesche Differentialgleichung

Beispiel 8.3. Unser Punktsystem set ein Teilchen mit Masse m, dass sich in einer Dimension,
der Hohe, unter Einfluss der Schwerkraft bewegt.
Dann ist T'(y,t) = %m(y’(t))2 und V(y,t) = —mgy(t)

i1
Damit ist ® ein Funktional der Form aus Definition 5.1 ([ L(t, y(t), y’(t)) dt)
to

mit Lagrangescher Funktion L(t,y,p) = %me +maqy
und wir konnen die Fuler-Lagrangesche Differentialgleichung anwenden:

mg — %<m : y’(t)) =0, d.h. y'(t)=g.

Damit haben wir die bekannte Bewegungsgleichung fiir den freien Fall: y(t) = c¢1 + cot + 9—;2.
c1 und cy bestimmen sich aus den Randbedingungen Anfangsort und Anfangsgeschwindigkeit.
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9 Die Legendre Transformation

Definition 9.1. Sei f : R — R eine differenzierbare, konvexe Funktion.

Wir wollen zu f eine Funktion .2 f : R — R definieren, die Legendre-Transformierte.

Der Funktionswert von .Z f an einer Stelle p wird wie folgt ermittelt:

Fiir beliebiges € R ist F(p, ) = px — f(x) der Abstand zwischen der Geraden durch den Ursprung
mit Steigung p und dem Funktionsgraphen von f.

Wegen der Konvexitét gibt es nun ein cindecutig bestimmtes z(p), an dem dieser Abstand maximal
ist.

An dieser Stelle gilt also:

Dy F (p,z(p)) =0

= p— f'(z(p)) =0

< f'(z(p)) =P

Wir definieren die Legendre-Transformierte durch diesen maximalen Abstand, also

Zf(p) = F(p,2(p)).
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pX

Fp.xp)
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Beispiel 9.2. Sei f(x) = azx® mit a > 0.

Also ist f'(z) = 2ax und damit folgl 2az(p) = f'(x(p)) = p also z(p) = L£.
Es ist F(p,z) = pr — ax?

Die Legendre-Transformierte ist also £ f(p) = F(p, z(p)) = pL£ — ay- =
und damit wieder eine Parabel.
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Definition 9.3. Jetzt wollen wir entsprechend die Legendre-Transformation einer

konvexen, differenzierbaren Funktion f : R" — R definieren.

Die Legendre-Transformierte ist dann die Funktion .2 f : R" — R,

p— p*z(p) — f(z(p)) wobei z(p) cindeutig definiert ist durch die Bedingung p = D f (z(p)).
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Satz 9.4. Die Legendre-Transformation ist involutorisch.
Das heisst es qilt £ o L = id

Beweis.

i) Sei f: R® — R. Dann folgt:
Zfp) = pxa(p) — f(x(p)) mit f'(2(p)) = p
Daraus folgt: (Zf) (p) = z(p) +2'(p) x p — 2'(p) * f'(2(p)) = (p).

ii) Weiterhin gilt: 2% f(q) = g+ y(q) — L f(y(q)) mit (,%f)/(y(q)) =q
Es gilt also:

z(y(9))

(£1) (sla)  (siehe )
q (siehe ii)

iii) Wir setzen ein und erhalten:

ZLZf(q)
=qxy(q) —ZLf(y(g))  (nach ii)

= axale) ~ (vl xou(@) - £(2(@) ) (sehe D

=q*y(g) —ylg) *q+ f (q) (siehe ii)

= f(q)
— ZLo% =1id
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10 Legendre-Transformierte als Hamiltonfunktion

Satz 10.1.

Sei L : R" x R" x R — R zwetmal stetig differenzierbar und konvex im zweiten Argument,
also ist fir festes ¢ € R",t € R die Funktion L, : R" = R, 2z~ L(q, z,t) konvex.

Erfillt q : [a,b] = R" die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung
D1L(q(t),4(t),t) = £D>L(q(t), 4(t),t)

dann qilt:

(p,q) : [a,b] = R®" erfiillt das folgende Hamiltonsystem:

p(t) = —D2H (p(t), q(t), t)
q(t) = DiH(p(t),q(t),1)
wobei H(p, q,t) = £ L,(p) die Legendre-Transformierte der Lagrangeschen Funktion im zweiten,

Argument ist
und p : [a,b] = R", ¢ DyL(q(t),¢(t),t) ist.
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Beweis.

i) Esist H(p,q,t) = £ Lg:(p) = pxx(p) — Lyt (x(p)) mit z(p) eindeutig (wegen der Konvexitit) definiert durch
die Bedingung: p = L, ,(x(p)) = D2L(q, z(p),t).
Spater setzen wir p(t) statt p und ¢(t) fir ¢ ein. Dann folgt aus der Definition p(t) = DQL(q(t),Q(t),t)
namlich wegen der Konvexitit eindeutig z(p(t)) = ¢(¢).

ii) D1H(p,q,1)
- (p * x(p) — Lq,t(x(p)))

= z(p) + px2'(p) — L, ,(z(p)) * 2'(p) (Kettenregel)
=z(p) +px2'(p) —p=*2'(p) (siehe 1)

= z(p)

= DiH(p(t),q(t),t) = z(p(t)) = 4(t) (siehe i)
iii) —DoH(p, g, 1)

= ( +2(p) — Lgu(x (p)))

= quqt(x(p>

1) (siehe i)
,q(t),t) (Euler-Lagrangesche DGL)
= 2p(t) (Per Definition von p)
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Ende...

Vielen Dank fur’s Zuhoren!



