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Problemstellung:
In diesem Seminar werden zwei Modelle zur Simulation von Verkehrsdynamik vorgestellt:
1. ,,Mikroskopisches System‘

2. ,Makroskopisches System*

Das mikroskopische Modell beschiftigt sich mit dem sogenannten car-following-Prinzip.
Es findet in einem Kreisverkehr einer vorgegebenen Liange mit einer konstanten Anzahl an
Autos statt. Jedes Auto bestimmt seine Beschleunigung in Abhéngigkeit der Distanz und
Geschwindigkeit des vorrausfahrenden Autos. Wir untersuchen hierbei, ob es eine Losung
des entstehenden Differentialgleichungssystems gibt, bei der alle Autos mit konstanter
Geschindigkeit fahren, bzw. ob es zusétzlich noch periodische Losungen gibt. Insbesonde-
re interessiert uns auch die Stabilitit der konstanten und der periodischen Losung, wobei
die sogenannte Hopfverzweigung/ Hopfbifurkation eine wichtige Rolle spielt.

In einem makroskopischen Modell spielen die einzelnen Autos keine Rolle. Man betrach-
tet hierbei den Verkehrsfluss als Ganzes. Die Verkehrsdichte und die durchschnittliche
Geschwindigkeit des Verkehrsflusses werden untersucht. In der Transportgleichung bzw.
hyperbolischen Gleichung kann das man unter bestimmten Gegebenheiten zum Beispiel
Stauentwicklung” oder eine ,optimale Ampelschaltung” an einer Kreuzung untersuchen.
Zum Schluss soll als praktische Anwendung noch eine Stauausbreitung modelliert werden.



1  Mikroskopisches System

Folgendes Bild soll die Anordnung der Autos auf dem Kreisverkehr verdeutlichen:

Hierbei ist N die Anzahl der Autos und L die Linge des Kreisverkehrs.
Die Koordinaten z; geben den Abstand zum Ursprung 0 an.

Daraus ergibt sich folgende Differentialgleichung 2. Ordnung (Beschleunigungsgleichung):

i5(t) = }j[vmm(w —u) 4], j=1.....N
TNy =21+ L

Die Variable 7; ist die Reaktionszeit des j-ten Fahrers, und die Funktion V; berechnet fiir
jeden Fahrer die optimale Geschwindigkeit anhand der Distanz zum Vordermann.
Dieses System formen wir zu einem DGL-System 1.0rdnung um:

Lji=Yj -
. , =1,...,N
{ ¥i = = Vilzjn — 7) = yjl /
Nun wollen wir realistische Bedingungen an die Geschwindigkeitsfunktionen stellen:

i) V(x) ist positiv und monoton wachsend
ii) V(0) =0 und lim, .o V(2) = Vjuee (Maximalgeschwindigkeit)

iii) V”(x) > 0 fiir z < b und
V"(x) <0 fiir > b, wobei b eine Konstante ist.

Beispiele:
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Nun wollen wir in folgendem Satz die Losbarkeit des Systems untersuchen und auf die
eindeutige konstante Geschwindigkeit des Kreisverkehrs zu sprechen kommen:

Satz:
Es gibt eine eindeutige Losung des Systems mit einer konstanten Geschwindigkeit c fiir
alle Autos.

Bewelis:

N
dj = zj41 — xj, Zldsz
1=

Eine Losung x3(t), j=1,..., N mit konstanter Geschwindigkeit ¢ existiert

Vj; sind streng monoton steigend und nach oben beschrénkt,
also existieren fiir alle ¢ € <0, = r{nn (sup V}(x))) derartige d;((),so dass
J=1Ls IBGR+
N
=2 d(O=1
und die Losung des DGL-Systems ist

zi(t) =bj+ct, j=1,...,N

7—1
bj :$T(0)+ de(C), b1 =0
k=1

Bemerkungen:
Durch b; = 0 hat man die Eindeutigkeit der Losung erhalten.
¢ hangt von den Parametern L und N ab.



Vereinfachung der Gleichung:

Anhand der berechneten optimalen Koordinate x} und optimalen Geschwindigkeit c,
die zur konstanten Losung fiithren, wollen wir Gleichgewichtskoordinaten einfiihren. Das
Gleichgewicht ist in unserem Fall die optimale Position mit der optimalen Geschwindig-
keit. In diesem Fall befinden wir uns in dem Kreisverkehr, der sich mit einer konstanten
Geschwindigkeit bewegt. In einem beliebigen System hat ein Auto also eine relative Po-
sition zu der optimalen Position 2} und eine relative Geschwindigkeit zu der optimalen
Geschwindigkeit c.

Das System hat dann folgende Gestalt:

{24 X0 N

, =1,...,
yi(t) = ¢+ Y;(t) J

hierbei sind also X (¢) und Y;(¢) die relativen Koordinaten. Im Falle X;(t) # 0, Y;(¢) #0
wiirde ein Auto beispielweise eine gewisse Zeit lang beschleunigen, da es geniigend Platz
zum Vordermann hat, bremst dann wieder ab, weil das vorausfahrende Auto immer niher
kommt und kann nach der Beschleunigung des Vordermanns ebenfalls wieder Gas geben.
Im folgenden Phasendiagramm gehen wir von einer zusétzlichen periodischen Losung des
Systems aus und betrachten die Positionsverschiebung der realitiven Koordinate nach der

Zeit t:
v}

(Schwerpunkts-
koordinate)

max

Das neue DGL-System ist also:
X; =Y, .
Y= L[Vidi(o) + Xja = Xj) —e=Yyj] © T

Eine weitere Vereinfachung erhalten wir durch
W= (X,Y)
= W=FW)
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Eine Linearisierung um den Gleichgewichtspunkt W = 0 (der Fixpunkt mit der konstanten
Losung) bringt uns:

On | In

W =MW mit M=

Dn(B) | —Cx

wobei Oy die N x N-Nullmatrix, I die N x N-Einheitsmatrix ist und

-6 B 0o --- oo 0
0 =B [ = :
0
0 0~y By
By 0 0 —BN

1

o 0
Cy =

0oL

gilt.

Eigenwertuntersuchung:
Von besonderer Bedeutung sind in unserem Modell die Eigenwerte von M, da sie Aussagen
tiber Stabilitdt und Instabilitidt machen. (siehe auch Vorlesungsskript der Vorlesung ,Ge-
wohnliche Differentialgleichungen von Prof. Roland Gunesch (Sommersemesters 2006);
Kap. 3.5.1 (S. 65) und Kap. 6.1.4 (S.102))
Die Eigenwerte ergeben sich aus der Gleichung

N _ N

det(M = A1) =TT [MA+ L)+ 3] = T1 6 =0
i=1 j=1

setze 3; = 7,0, = V/(d;), V)

N N
& THmN + A+ 6) — 18 =0

J=1 J=1

Diese Gleichung kann man zwar l6sen, fiir ein Verstédndnis dieser Gleichung und den dar-
aus resultierenden Ergebnissen ist sie jedoch zu uniibersichtlich.

Vereinfachung: (Fahrer mit identischen Gesetzen)
Wir geben die individuelle Betrachtung der Fahrer auf und lassen jedes Auto nach densel-
ben Fahrgesetzen fahren. D.h. wir vereinheitlichen sowohl die Reaktionszeiten 7; als auch



die Geschwindigkeitsfunktionen Vj(x):

>

{ Y, =V(2+ X -X) - V(%) -,

Hieraus ergibt sich eine wesentlich einfachere Eigenwertgleichung:

Die Stabilitdtsuntersuchung nehmen wir also in Abhéngigkeit der Parameter L und N
bzw. & (Dichte der Autos) vor. Wir miissen hierbei ein besonderes Augenmerk auf die
komplexwertigen Eigenwerte richten, da diese fiir die interessanteren Losungen (periodi-
sche Orbits) zustandig sind:

N+ A+ )N =N =0
& N4A+p(1-—e*T)=0 ke{l,...,N}
A=+ iw
folgendes Gleichungssystem 16st die Gleichung fiir die Eigenwerte:

p? = w4 p =Bl — 1) cL=cC .
wp+1)=0(sy)  sp=sin(ZE) 0 ST

Beispiel: 5 Autos
Die Eigenwerte fiir dieses Beispiel sind in folgendem Diagramm eingezeichnet:

-

imaginare

?
k=1




Im speziellen Fall # = V'(£) = 0 erhalten wir die uns bekannte Losung V(%) = c. Hier
sind N Eigenwerte im Ursprung und N im Punkt (—1,0), d.h. diese Losung ist stabil.
Fiir hinreichend kleine 3 > 0 haben wir keine positiven Realteile und deswegen asym-
ptotische Stabilitét. Ab einem gewissen (3 erhalten wir jedoch auch positive Realteile,
die zur Instabilitdt fiihren. Namlich bei:

1—Ck_ 1
Sk _1—|—Ck

B =0k =

Dies geschieht als erstes bei k = 1 und bei k = N — 1. (Einsetzen von k in die Gleichung
fiir ¢;). Wir konnen uns also auf 3 beschrénken, so dass wir die kritische(n) Langen Ly

aus der Gleichung
Ly
V=] =
(%) -5

fiir eine feste Anzahl an Autos erhalten. Fiir jede dieser errechneten Langen erhalten wir
eine sogenannte Bifurkations-Verzweigung/ Hopf-Verzweigung, siehe folgende Skizze:

] Hopf-Verzweigung/
x={ p(x) Hopf-Bifurkation

Eine Einleitung in dieses Gebiet findet man im Skript von Prof. Gunesch (Kap. 6.5.2).
Die ausfiihrliche Theorie ist nachzulesen in ,Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems
and Bifurcations of Vector Fields“ (Guckenheimer & Holmes).

Eine genauere Untersuchung des Verhéltnisses der Parameter L und N zueinander lie-
fert uns das folgende Instabilitdtsdiagramm:
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2  Makroskopisches System

In diesem Modell betrachten wir den Verkehrfluss an verschiedenen Orten und untersuchen
die Entwicklung nach Zeit und Raum. In der Literatur untersucht man dieses Problem oft
durch die sogenannte ,/ Transportgleichung“ oder ,hyperbolische Gleichung®, die wie folgt
aussieht:

dp 9p-v)

— +

ot ox =0

Hierbei entspricht

e p(x,t) der Dichte an Autos bei z nach t Zeiteinheiten und

e v(x,t) der Durchschnittsgeschwindigkeit der Autos bei x nach ¢ Zeiteinheiten

Zusitzlich stellen wir die folgende Bedingung an die Geschwindigkeitsfunktion:

A (p)

<0
dp

Die Gleichung driickt aus, dass bei zunehmender Dichte die Geschwindigkeit des Flusses
abnimmt, siehe folgende Skizze:



0 o ¢

Herleitung und Bedeutung der Transportgleichung:
Fiir die Herleitung definieren wir zusétzlich folgende Funktionen:

e N(x1,x9,t) : Anzahl der Autos zwischen x; und x5 zum Zeitpunkt ¢

e f(x,t): Anzahl der Autos, die x nach t Zeiteinheiten passieren

Es gilt damit:

f(xlat) = ’U(.Tl,t) ’ p(xl,t)

Gr(an e t) = lmeo f(ot4e) = flaat+e)
N(xq,x9,t) = [ p(z, t)dx

xr1

Wir lassen wegen der Ubersichtlichkeit nun den Grenziibergang lim, ., weg und setzen
Differenzierbarkeit von p(x,t) und v(z,t) voraus. Somit ergibt sich aus den obigen Glei-
chungen:

x= o / z,t)dx = p(x1,t) - v(x,t) — p(x2,t) - v(2e, 1)

= p(x1,t) - v(xy, t) — p(xe,t) - v(xg, 1) = — / a(g;})dx

1

N = // (x,t)dtde = — //apvxtdxdt

und damit

r1 t1 t1 1
x2 t2
dp d(p-v) _
@// [E(x,t)jt o (x,t)| dtde =0
xr1 t1



Aus dieser Umformung erkennen wir die gegebene Form der Transportgleichung wieder:

dp 9p-v)
ot " " on

=0

Eine sinnbildliche Erklarung dieser Gleichung konnte lauten: , Je niedriger die Dichte wird,
desto mehr Autos kénnen einen Punkt passieren.”

Ein einfaches Modell der Geschwindigkeitsfunktion ist folgende Gleichung:

U = Umaz (1 - i )
Pmaz

wobei Uy, die Maximalgeschwindigkeit des Verkehrsflusses ist (z.B 120 km/h auf einer
Autobahn) und py,,, die absolute Maximale Dichte an Autos (z.b. 200 Autos auf einem
Kilometer = 2 Autos auf 10 Metern).

Wir erhalten fiir dieses Beispiel die Gleichung

) of(p) _
{ 8_lt)+ 8:73p =0
f(p) = p - Vmae(l = pjaz)

Anwendungsbeispiel: Stau-Entwicklung/ Stau-Auflésung

Wir untersuchen zuletzt noch ein simples Problem, das der Stauentwicklung bzw. das
symmetrische Problem der Stauauflosung. Man kdnnte also fiir eine gestaute Zone die
Auflosung am Anfang des Staus dem hinzukommenden Stau am Ende des gestauten Be-
reiches gegeniiberstellen um zu bestimmen, wann sich der Stau auflosen wird.

v sei wie oben mit den Anfangswerten

Pmaz = < ()
_ _ — 2
plot = 0) = ) = { e

pma:ta

Diese Startbedingung verdeutlicht folgende Skizze bildlich:
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Im folgenden gebe ((t) die Stauposition zum Zeitpunkt ¢ an.

C/(t) _ f(pl) - f(pT) _ %pmazt ) Um‘m(l B %) —0 — —EU
01— pr _pm% 2 mazx

N —%vmax (4o = 0)

Pmazx VUmazx

e oy < —omazg
p(‘r? t) - { 2 'Uw%az
; r > —tmay

pmaxa

Der Stau breitet sich somit mit einer Geschwindigkeit von = aus. Fiir das symmetrische
Problem der Stau-Auflésung erhalten wir entsprechend eine vertauschte Dichte fiir t = 0.
Die Stauauflésung entwickelt sich nach diesem Modell also analog zu obigem Beispiel.
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e Guckenheimer & Holmes: ,Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems and Bifurca-
tions of Vector Fields®
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