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1 Die Lorentz-Transformation

1.1 Das Michelson-Morley Experiment

Im 19. Jahrhundert zeigten Wissenschaftler die Wellennatur des Lichts auf (heute
geht man vom Welle-Teilchen—Dualismus aus, d.h. Licht weist sowohl Teilchen—
als auch Welleneigenschaften auf). Analog zu Wasser— und Schallwellen stellte
man sich Licht mit einem Ausbreitungsmedium vor, welches man den Lichtédther
nannte. Er sollte den ganzen Raum durchdringen, masselos und weder fest noch
fliisssig noch gasférmig sein. Man nahm an, dass sich der Ather in absoluter Ruhe
befinde und sich jeder Kérper mit einer bestimmten Geschwindigkeit relativ dazu
bewege. Das Michelson-Morley-Experiment hatte zum Zeil, den Ather nachzu-
weisen. Es wurde 1887 von Albert Abraham Michelson und Edward Morley in
Cleveland, Ohio durchgefiihrt.

Versuchsaufbau. Licht wird von einer Lichtquelle ausgesandt und in einem
Strahlenteiler in zwei senkrecht zueinander verlaufende Strahlen geteilt. Jeder
Strahl wird von einem Strahlenteiler (beide stehen in gleicher Entfernung s zum
Strahlenteiler) reflektiert und gelangt schliefilich zum Detektor.
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Erwarteter Ausgang. Da sich die Erde im Ather bewegt, wird ein sogenannter
Atherwind erzeugt und die Laufzeit des Lichts wird durch den Wind beeinflusst.
Mit der Beziehung = = vt '(Weg=Geschwindigkeit*Zeit) erhalten wir fiir Weg 1
(rot), Hinweg:

s
Ures = C — VAther = tl,hin - 3
C — Ujther
und fiir den Riickweg:
+ = ¢ i
Ures = C U Ather l,riick — ——
¢+ 'UAther
Also erhalten wir als Gesamtdurchlaufzeit:
; 2sc
1 p—
2 _ 2
¢ UAther

Dabei bezeichnen ¢ die Zeit, ¢ die Lichtgeschwindigkeit und v die Geschwindigkeit.
Auf Weg 2 (blau) gilt betragsméBig fiir beide Strecken:

2 2 2s
Ures = 1/ C* — V% =ty =

22
¢ UAther

Ein Vergleich der lgeiden Laufzeiten liefert: ¢; > t5. Aufgrund des Laufzeitunter-
schiedes, den der Ather hervorruft, kommen die Strahlen phasenverschoben am
Detektor an und es entsteht ein Interferenzmuster.

Beobachtung und Deutung. Durch Drehen der Apperatur (dies ist notwen-
dig, da man nicht weil aus welcher Richtung der Atherind kommt) konnte nie
die ,richtige* Position gefunden werden, d.h. Interferenzmuster blieben aus. Als
Erklarung fiir den negativen Ausgang schlug Michelson folgendes vor: Das Son-
nensystem bewegt sich so, dass es den Atherwind ,,im Riicken“ verspiirt. Die Erde
ihrerseits bewegt sich , vorwérts“ um die Sonne, und wenn man annimmt, dass
sich die Erde mit derselben Geschwindigkeit ,vorwérts”“ wie das Sonnensystem
riickwirts bewegt, dann wiirde sich die Erde relativ zum Ather nicht bewegen.
Deshalb fiihrte man das Experiment zu verschiedenen Jahreszeiten durch. Aber
nie erhielt man die gewiinschten Interferenzmuster. D.h. aus dem Versuch, der
den Ather nachweisen sollte, musste man deuten, dass es keinen Ather gibt und
dass die Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen gleich ist.

Der Versuchsausgang widerspricht unserer Alltagserfahrung: Stellen wir uns
vor ein Beobachter A steht auf einem Bahnsteig und es kommt ein Zug durchge-
fahren. Angenommen ein Beobachter B fahrt mit dem Rad neben dem Zug her
(gleiche Richtung). Dann ist die Geschwindigkeit, die B fiir den Zug misst kleiner
als die Geschwindigkeit, die der ruhende Beobachter A misst. Fahrt der Zug nun
aber mit Lichtgeschwindigkeit, so ist fiir beide Beobachter der Zug gleich schnell!
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1.2 Die Galilei-Transformation

Gegeben seien zwei Koordinatensyteme S und S/, wobei sich S/ mit konstanter
Geschwindigkeit u << ¢ gegeniiber S. Im Folgenden bezeichnen wir alle Grofien,
die sich auf S’ beziehen mit ’. Wir gehen von einer absoluten Zeit aus, d.h. in
beiden Systemen werden gleiche Zeiten gemessen: ¢t = ¢ /. Als Anfangsbedingung
wéhlen wir: Zum Zeitpunkt ¢ = 0 fallen die Nullpunkte zusammen.

Unter Verwendung der absoluten Zeit und den Beziehungen % = v, % = a gilt

fiir ein Objekt A

PRt =
7 =i—i =
i'=d (+)

Dies ist die einfachste Form der Galilei-Transformation. Sie gilt auch:
e fiir gedrehte Bezugssysteme mit zeitlich konstanten Winkeln
e wenn die Nullpunkte nicht zusammenfallen
e fiir unterschiedliche Zeitpunkte

Aus (%) folgt mit dem 2. Newtonschen Axiom (F = md, bei konstanter Masse),
dass in S und S " auf das Objekt A die gleichen Krifte wirken. D.h. physikalische
Gesetze sind unter der Galilei-Transformation invariant.



1.3 Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und die Galilei-
Transformation

Angenommen in 0’ wird ein Lichtblitz erzeugt und hat in S’ die Geschwindigkeit
¢’. Nach Galilei gilt:

c=c'+u

D.h. die Geschwindigkeit des Lichts ist in S grofler als in S ’. Dies steht im Wi-
derspruch zum Ausgang des Michelson—Morley—Experiment. Also sind die Galilei-
T-ransormationen nur giiltig bei Betrachtungen von Geschwindigkeiten, die viel
kleiner sind als die Lichtgeschwindigkeit. Im Folgenden leiten wir Transformati-
onsregeln her, die man fiir Betrachtungen mit Geschwindigkeiten im Bereich der
Lichtgeschwindigkeit anwenden kann.

1.4 Herleitung der Lorentz-Transformation

Gegeben seien zwei Inertialsysteme S und S/, wobei sie sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit ' gegeneinander in z—Richtung bewegen. Die Achsen seien zueinan-
der parallel und die Nullpunkte fallen fiir ¢ = ¢’ = 0 zusammen. Im Gegensatz
zur vorherigen Betrachtung gehen wir nicht von absoluter Zeit aus: t # t .

Angenommen zum Zeitpunkt t = ¢’ = 0 wurde in 0 = 0’ ein Lichtblitz ausgesandt.
Dann hat in S bzw. S ' das Licht den Raumpunkt A nach der Zeit ¢ bzw. t '
erreicht. Mit der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit folgt:

F=ct <= 2 +y* + 2% = (1)
Pl=dt = Py PP =" (2)
Bezeichne zq  die z—Koordinate des Nullpunktes 0 ’. Fiir sie gilt:

Ty = vt



Nun sind alle x '~Werte auf 0 ' bezogen. D.h. die x '~Koordinate eines beliebigen
Punktes aus S/, ausgedriickt in Koordinaten von S héangt von x — vt ab. Wir
raten daher den linearen Zusammenhang:

z' =k(z—vt) (3)

Da wir nicht von einer absoluten Zeit ausgehen, brauchen die Zeitmessungen fiir
t > 0 nicht mehr iibereinzustimmen. Hier machen wir den Ansatz:

t'=a(t—bx) (4)

Dies macht Sinn, denn aus ¢ = 0 und = = 0 folgt ¢t ' = 0, was wir als Anfangs-
bedingung gewéhlt hatten. Nun bestimmen wir die Konstanten k£, a und b. Dazu
setzen wir (3) und (4) in (2) ein und verwenden: y ' =y, z’ = z:

K (2% = 2xvt +0*%) + y* + 22 = P (#* — 2tbr + b*2?) =
k202

c2

22 (k* — 2a®b?) — 2xt(k*v — bc*a?) + y* + 2° = 2% (a?

)

Diese Gleichung muss fiir alle Zeiten mit (1) iibereinstimmen. Koeffizientenver-
gleich liefert:

k? — 2a’b* =1 (5)

kv —bc*a® =0 (6)
/{32 2

a® — c;j =1 (7)

Mit diesen Gleichungen kénnen wir die Unbekannten bestimmen:

b2 2 b2
c a” (5 a2( ¢ —0262) -1
v v

v

bc? — ve2b?

(6) = k* =

:CLQ:

Setzt man die Werte fiir a® und &% in (7) ein, so erhilt man:

v
bc? — ve2b?
v bv?
b2 —ve2b? be? — veh?
v —b? = bc? — v =

2 2
_c+tw bt 1

ve? c?

—bitv=1=

=1=

0=10>




Losen der quadratischen Gleichung liefert: b = . Fiir a folgt damit:

s U 1

v—= _ 2
82

Fir £ erhalten wir:

02

c2

Schliefllich erhalten wir durch Einsetzen von k, a und b in die Gleichungen (3)
und (4) folgende Transformationsvorschriften:

, x — vt , ,
T =T y=Yy =z ==
-2
_ vz
t' = <
'U2

Sie heiflen Lorentz—Transformationen und v = wird als Lorentzfaktor be-

_v2

c2
zeichnet. Fiir v << ¢ gehen diese in die Galilei-Transformationen iiber.

2 Der Lyapunov-Exponent

2.1 Wiederholung wichtiger Begriffe

Dynamische Systeme sind Systeme, die sich mit der Zeit &ndern. Sie konnen be-
schrieben werden durch

e Differentialgleichungen der Form: % = f(z)

o Iterationen: f: X — X, x,.1 = f(x,)
Unter f* verstehen wir die k-malige Verkettung von f. Das Orbit von 2 € X ist

ein Folge (f*(x))ken,. Ein Fixpunkt von f ist ein Punkt z € X mit f(z) = z. Ein
Punkt x € X heifit k—periodisch, falls f*(z) = =.

2.2 DMotivation der Lyapunov-Zahl

Wir betrachten ein dynamisches System, beschrieben durch f : R — R, und
einen Fixpunkt z; € R. Wir untersuchen nun das Verhalten Orbits von Punkten
x € R, die in der Néhe von z; starten. Ausschlaggebend fiir das Verhalten ist die
Ableitung von f im Fixpunkt:



(i) f'(z1) =a>1
(i) f'(z1)=a<1

Der Fall f'(z1) = 1 ist einfach: Alle in einer hinreichend kleinen Umgebung von
x1 liegenden Punkte x sind auch Fixpunkte, d.h. der Abstand vom Orbit von x
zum Orbit {z;} &ndert sich nicht. Zur Untersuchung der anderen beiden Félle
betrachten wir:

(i) (if)

Wir sehen:
(i) Das Orbit von z (rote Punkte) lduft vom Orbit {z;} (griiner Punkt) weg.
(ii) Das Orbit von x néhert sich dem Orbit {z;}.

AufBerdem betriigt die Anderung des Abstandes des Orbits von z zum Orbit von
x1 pro Iteration a.

Sei nun z; ein k—periodischer Punkt. Wir betrachten die Ableitung der k—ten
[teration von f an der Stelle x;:

D.h. nach k Iterationen hat sich der Abstand eines in der Nahe von x; startendes
Orbit zum Orbit von x; um a verdndert. Daraus folgt: Pro Iteration betragt die
Abstandsénderung /a.

Nun definieren wir die Lyapunov—Zahl eines beliebigen Punktes x; als diejenige
Zahl, die die durchschnittliche Abstandsénderung eines Orbits angibt, welches in
der Ndhe von x; startet:



Definition. Sei f : R — R eine stetig differenzierbare Funktion. Die Lyapunov—Zahl
eines Orbits {xy,xs,...} ist definiert als:

L) = T (/' Ce)] oo 1f ) )

Der Lyapunov-Exponent des Orbits ist definiert als natiirlicher Logarithmus der
Lyapunov-Zahl:

o1
A(a) = Tim (in ||+ 7))
Bemerkungen. Liegt im Orbit von z; ein z; mit f'(z;) = 0, dann ist der Lyapunov-
Exponent nicht definiert. Ist x; ein Fixpunkt, so ist der Lyapunov-Exponent
h(z1) = In|f'(x1)| und die Lyapunov-Zahl h(zy) = |f'(x1)|, was sich mit der
obigen Motivation deckt.

3 Chaos

Intuitiv spricht man von einem chaotischen System, falls man nicht vorhersagen
kann, wie sich ein System entwickelt, d.h. wenn man die Anfangsdaten geringfiigig
verdndert und die Entwicklung des Systems zu unterscheidlichen Endzusténden
fithrt. In 2.2 haben wir gesehen: Ist die Lyapunov—Zahl eines Orbits grofler als
Eins (dann ist der Lyapunov—Exponent grofier als Null), dann laufen Orbits, die
in der Ndahe vom urspriinglichen Orbit starten von ihm weg. Bevor wir den Begriff
,Chaos* fiir Orbits einfiithren, brauchen wir noch eine Definition:

3.1 chaotische Orbits

Definition. Ein Orbit {1, xs,...} heifit asymptotisch periodisch, falls es einen
periodischen Orbit {y1, 2, ... Yk, Y1, Y2 - . .} gibt, sodass:

lim |z, —y,| =0

n—

Definition. Sei f : R — R eine Abbildung und {zi,zs,...} ein beschrénkter
Orbit. Er heifit chaotisch, falls

1. {z1, 9, ...} nicht asymptotisch periodisch ist.

2. Der Lyapunov-Exponent gréfler als Null ist.



In der Einleitung haben wir verdeutlicht, dass wir 2. brauchen. Der Punkt
1. ist notwendig um Fille wie (iii) auszuschlieBen (Das rote Orbits strebt gegen
den periodischen griinen Orbit). Aulerdem gilt die Definition nur fiir beschriankte
Orbits, sonst wire der nicht wiinschenswerte Fall (iv) moglich.

(iif) (iv)

3.2 Verhalten von Chaos bei Koordinatenwechsel

Zu Beginn hatten wir gesehen, wie sich physikalische Gesetze (relativistisch) trans-
formieren. Abschliefend mo6chte ich einen Ausblick geben, wie sich Chaos bei Ko-
ordinatenwechsel im klassischen und im relativistischen Fall verhélt.

In der newtonschen Physik werden dynamische Systeme durch

dx
“_F
beschrieben, wobei = eine beliebige physikalische Grofle und t die Zeit ist. Ein

Beispiel dafiir wére das zweite Newtonsche Axiom F' = %, das mit p = mwv bei

konstanter Masse in die bekannte Form F' = ma iibergeht. Ohne Erlduterung
mochte ich folgende ausgeweitete Definition von Chaos angeben:
Chaos kann mit Lyapunov-Exponenten gemessen werden, falls zusétzlich gilt:

(i) Das obige System autonom ist.
(ii) Der zu betrachtende Teil des Zustandraumes kompakt ist.
(iii) Das invariante Mass normalisierbar ist.!

(iv) Der Definitionsbereich der Zeit unendlich ist.

'Ein Maf8 4 heifit invariant unter einem Fluss ¢, wenn gilt: u(A) = u(¢¢(A) fiir alle t. Es
heifit normalisierbar, falls es endlich ist.
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In der klassischen Physik geht man von absoluter Zeit aus; also kann das

dynamische System mit Raum-Diffeomorphismen transformiert werden. D.h. die
Forderungen (i), (#i7) und (iv) bleiben erhalten, da die Zeit nicht transformiert
wird. Da das Bild eines Kompaktums unter einer stetigen Abbildung kompakt ist,
ist auch (77) nach der Transformation erfiillt. Also bleibt chaotisches Verhlaten in
der klassischen Physik bei Koordinatentransformation erhalten.
Betrachten wir das dynamische System aus relativistischer Sicht, d.h. es existiert
keine absolute Zeit, dann muss man mit Raum-Zeit-Diffeomorphismen trans-
formieren. Man kann zeigen, dass Lyapunov-Exponenten bei Koordinatentrans-
formation von der Wahl des Zeitparameters abhéngen. Im klassischen Fall war
dies nicht von Bedeutung, da wir von absoluter Zeit ausgingen. Etwas genauer:
Lyapunov—Exponenten transformieren sich wie folgt:

hT:ht'Oé

Dabei bezeichnet 7 den Zeitparameter nach der Transformation und 0 < o < .
Also nehmen die Lyapunov—Exponenten bei relativistischer Koordinatentransfor-
mation zwar andere Werte an, behalten aber ihr Vorzeichen. Da fiir das chao-
tische Verhalten nur das Vorzeichen der Lyapunov-Exponenten relevant ist, ist
auch Chaos im relativistischen Fall koordinaten—invariant.
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