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1 Einleitung

e 1655 Christiaan Huygens erfindet die Pendeluhr

e Huygens entdeckt das Phdnomen der Synchronisation von Pendeluhren und berichtet
davon in Briefen an Sir Robert Moray

2 gekoppelte Pendel

Bevor wir uns gekoppelten Uhren widmen, die durch eine Energiequelle wie ein Gewicht oder
eine gespannte Feder gespeist werden, analysieren wir das Verhalten von schwach gekoppelten
Pendeln. Es seien also zwei identische Pendel an einer Befestigung aufgehéngt und mit einem
diinnen, fast masselosen Faden bzw. einer masselosen Feder gekoppelt (die Federkonstante
werden wir so klein machen, dass wir es in der Tat mit einer schwachen Kopplung zu tun
haben). Die Auslenkungen der Pendel seien ¢ und ¢9. Die Pendelldngen und Massen seien
beide gleich 1. Die kinetische Energie des Systems ist T = %(qﬁ% + ¢3) und die potentielle
Energie der Kopplung Uy = §(¢1 — #2)? und die potentielle Energie der Pendel gleich U =
%(ﬁ +¢3). Fiir die gesamte potentielle Energie also U = %(ﬁ +¢3+a(p1 — $2)?). Wir machen
die Hauptachsentransformation
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Natiirlich ist damit auch ¢y = (Q14Q2)/v2 und ¢ = (Q1 — Q2)/v/2. Im Konfigurationsraum
ist dann
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Dabei haben wir w; = 1 und we = /1 + 2« gesetzt. Fiir die beiden Eigenfrequenzen gibt es
dann die Fille

1. Q2 = 0; also der Fall ¢1 = ¢2. Das heifit, dass die Pendel sich in Phase bewegen mit der
originalen Frequenz 1 als ob die Kopplung keinen Effekt hétte.

2. @1 = 0; das ist der Fall ¢1 = —¢2. Die Pendel bewegen sich in Gegenphase mit wy > 1
aufgrund der Kopplung.

Wir betrachten nun fiir &« << 1 das Phénomen des Transfer von kinetischer Energie von einem
Pendel auf das andere. Der Ausgangszustand sei ¢1(0) = ¢2(0) = 0 und das erste Pendel
erhalte die Geschwindigkeit v = ¢1(0). Wir wollen zeigen, dass nach einer Zeitspanne T das



erste Pendel stationdr wird und die Bewegungsenergie auf das zweite Pendel iibergegangen
sein wird. Mit den Anfangsbedingungen Q1(0) = 0 und Q2(0) = 0 erhalten wir die Bewegung

Q1(t) =cisint und Q2(t) = cosinwt

mit w = 1+ 2a ~ 1+ a weil a << 1. Weil Q1(0) = Q2(0) = v/2 ist, bestimmen wir die
Amplituden zu
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Die Bewegungsgleichungen sind also

Qu(t) = %smt, Qa(t) =

und zuriicktransformiert in das urspriingliche System
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Mit den Additionstheoremen und unserer Annahme fiir kleines « erhalten wir die Naherung
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P1(t) =~ %(Smt +sinwt) = vcosetsinw't,
Pa(t) ~ g(smt —sinwt) = —v cos W't sin et.
Dabei haben wir
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gesetzt. Mit unserer Abschétzung ist dann € ~ a/2 und W’ ~ (2 + «)/2 =~ 1. Die Gréfie ¢,
verlduft also mit der Frequenz w’, welche fast eins ist und mit der zeitabhingigen Amplitude
vcoset. Wir konnen die Zeitspanne T' einfach zu T' = 5= ~ 7 bestimmen. Nach dieser Zeit
ist die kinetische Energie von Pendel 1 auf Pendel 2 iibergegangen. Nach der Zeitspanne 27
hat sich dieser Zustand umgekehrt und das zweite hat fast keine Bewegungsenergie und ist
stationdr.

3 gekoppelte Metronome

Nun modifizieren wir unser Modell, indem wir die Pendel zu Metronomen erweitern, also
eine Steuerungskomponente hinzufiigen, die die Pendel mit Energie versorgt und das System
in Gang halt. Wir betrachten nun ein System von zwei Metronomen, die auf einem Brett
stehen, welches wiederum auf zwei Rollen lagert und so eine schwache Kopplung garantiert.
Die Bewegungsgleichung fiir ein einzelnes Metronom auf einem rollenden Untergrund lautet
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Dabei sei pu > 0.
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Abbildung 1: Trajektorien gekoppelter Pendel im Konfigurationsraum fiir 0 < ¢ < 20 und
v=1,e=0,5und ' = 0,95
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