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1. LITERATUR

(1) Katok & Hasselblatt: Griindlich und sehr vollstindig, behan-
delt auch die Ergodentheorie umfassend und prézise.

(2) Hasselblatt & Katok: Sehr gut zu lesen, generell empfehlens-
wert fiir Dynamische Systeme, allerdings nicht direkt ein Er-
godentheoriebuch.

(3) Petersen: Empfehlenswert, da speziell fiir Ergodentheorie.

(4) Walters: Ein Klassiker zur Ergodentheorie, war friiher Stan-
dardwerk; ist auf dem Stand von 1982, und seitdem hat sich
einiges gedndert.

Weitere Literatur wird an den entsprechenden Stellen noch bekannt
gegeben.

2. EINLEITUNG: WAS IST ERGODENTHEORIE?

Ergodentheorie ist ein Aspekt der Theorie von Dynamischen Sys-
temen:

Gegeben sei eine Transformation 7" : X — X, d.h. eine Abbil-
dung von einer Menge X auf sich selbst. Dann kénnen wir 7" mehr-
fach anwenden. Wir untersuchen im Folgenden das Verhalten von
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T(z) :=T(T(...T(x))...) fur x € X. Dies ist ein dynamisches Sys-
tem mit diskreter Zeit. Auflerdem gibt es noch dynamische Syste-

me mit kontinuierlicher Zeit: Das ist ein Fluss auf einer Menge X,
d.h. eine Abbildung v : X x R — X,

('Tvt) = (p(l‘,t) = Q:Ot(x%
welche die Eigenschaften hat:

e po(x) =z furalle r € X,
® P50 Pt = Pgtt-

Dazu kann der Raum X eine der folgenden Strukturen haben:

e Abstandsfunktion: Dann reden wir von metrischen dynami-
schen Systemen.

e Offene Mengen: Dann heifst es topologische Dynamik.

e Differenzierbare Struktur: Dazu gibt es differenzierbare Dy-
namik.

e Mafi: Dann gibt es Mafi-Dynamik, genauer gesagt mafserhal-
tende dynamische Systeme, und deren Studium heifst Ergo-
dentheorie.

Das Studium von Ergodentheorie schliefst das Betrachten von topo-
logischen Strukturen (d.h. offenen Mengen) oder differenzierbaren
Strukturen (d.h. Ableitungen) nicht aus. Im Gegenteil werden Fra-
gen aus der Theorie dynamischer Systeme besonders interessant,
wenn wir zwei oder mehr der obigen Strukturen haben.

Welche Fragen betrachten wir?
Beispielsweise interessieren wir uns fiir Mittelwerte
1 n—1
=D f(T"(x)
n <
=0
wobei T': X — X wie obenistund f : X — R eine reelle Funktion

ist. Fiir endliches n € N existiert dieser Mittelwert nattirlich, und uns
interessiert, wann der Mittelwert

n—1
1
lim — ™
Jim 3247 0)
existiert. Hierbei ist es niitzlich, ein Mafs zu haben (d.h. eine Sigma-
additive Funktion auf einer Sigma-Algebra auf X). Hier ein beispiel-

hafter Satz (alle Definitionen folgen danach).

Birkhoffs Ergodensatz:
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Theorem. Sei T : (X, u) — (X, p) maflerhaltend. Seit f : X — R in
LY(u). Dann gilt fiir u-fast alle z € X (d.h. alle z € X aufler einer Menge
von pu-Maf3 0), dass

Tim =S F(T()
=0

existiert. Ist T' beziiglich p auch ergodisch (Erklirung spiter), dann ist
der Grenzwert (fast iiberall) unabhingig von x.

Solche Mittelwerte sind wichtig, weil es Vorgédnge gibt, wo nur sol-
che Mittelwerte beobachtbar sind.

Motivation fiir solche Fragen war unter das Studium der Thermody-
namik in der theoretischen Physik.

2.1. Thermodynamik, Gasdynamik. Physiker haben sich fiir fol-
gendes Problem interessiert: Gegeben ein Behilter mit Gasmolekii-
len darin, wie wird sich das Gas verhalten?

ABBILDUNG 1. Molekiile, Kollisionen, Dynamik

Gl

Wir konnten verrsuchen, dies mit Newtons Mechanik /' = m - a zu
verstehen: Gegeben alle Anfangspositionen und Geschwindigkeiten
der Gaspartikel, konnen wir die Bewegung vorhersagen... bis zur
nédchsten Kollision. Dann miissen wir neue Bewegungsrichtungen
ausrechnen.



5

Dummerweise geht die Dynamik ziemlich schnell, und Kollisionen
treten haufig auf. AuSerdem sind die oben erwdhnten Anfangsda-
ten zu viele: in einem makroskopischen Behélter sind 10%° bis 10*
Molekiile. Dieses Verfahren wére also nicht praktisch durchfiihrbar.
(Deswegen haben die Physiker auch ein paar Jahrhunderte nicht be-
merkt, dass diese deterministische Dynamik das Verhalten kleiner Ob-
jekte wie Gasatome nicht richtig beschreibt. Seit Heisenberg und sei-
ner Unscharferelation wissen wir, dass exakte ,, Anfangsdaten” nicht
existieren.)

Was wir aber mit unseren Gasmolekiilen gut machen konnen, ist,
makroskopische Grofsen zu betrachten: Z.B. Druck oder Temperatur.
Die Temperatur ist in der Physik definiert als

Z m||]]?.

Als Druck (auf eine Fldche) verstehen wir im Wesentlichen, welchen
Impuls pro Zeit Atome in eine bestimmte Richtung auf ein Stiick
Wand des Behilters iibertragen. Da eine Messung bestimmte Zeit
braucht (z.B. eine Millisekunde) und diese GrofSen sich derzeit sehr
oft &ndern messen wir in Wirklichkeit einen Mittelwert {iber sehr
viele Werte. Deswegen macht es Sinn, solche asymptotischen Mittel
zu untersuchen.

Das Wort ergodisch wurde vom Physiker Boltzmann kreiert. Es

setzt sich zusammen aus den griechischen Worten fiir ,Energie” und
,Weg”.

Die physikalische Theorie der Dynamik von Gasmolekiilen ist tibri-
gens im tdglichen Leben niitzlich. Zum einen gibt es das bekannde
Gasgesetz

p-V =const. - T

(Druck ist proportional zur Temperatur, Volumen ist proportional
zur Temperatur, Druck ist umgekehrt proportional zum Volumen).
Auflerdem klart die Dynamik z.B. folgende Frage: Wenn wir unse-
re Kleidung mit warmem Wasser iibergiefilen und uns in den war-
men Wind stellen, wieso fiihlt sich die nasse Kleidung dann alsbald
kalt an, kélter als das urspriingliche Wasser, die Umgebung und der
Korper? Allein durch Warmeleitung kann so etwas nicht passieren.
Die Antwort ist: Die Fliissigkeitsatome tauschen Energie durch St6-
e aus, werden schneller und langsamer, und am Rand des Was-
sers konnen nur die schnellen Atome sich 16sen und davonfliegen.
Zuriick bleiben die langsamen, mit wenig kinetischer Energie, und
Temperatur ist mittlere kinetische Energie.
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2.2. Informationstheorie. Aufierdem interessant ist Informations-
theorie: Gegeben einen Sender von Information, einen Kanal zur
Informationsiibertragung (mit endlicher Geschwindigkeit und mit
Rauschen oder dergleichen), und einen Empfiinger, wieviel Informa-
tion kann man {iber den Kanal tibertragen, und wie? Z.B. bei Ihrem
Internetzugang tiber DSL, tiber Modem oder dergleichen. Dies ist
ein wichtiges Gebiet in der Technik. Es geht zuriick auf den ame-
rikanischen Ingenieur Claude Shannon, der in den 1940ern solche
Fragen studiert hat.

Zum Beispiel wurde in der Computertechnik friiher einmal mit Mo-
dems Daten {iibertragen, und in den 1980er Jahren wurde geglaubt,
dass man nicht mehr als (sagen wir mal) 32 Kb/s tibertragen konn-
te. Ein paar Jahre spater gab es Modems, die schneller waren, und
dann hief3 es, OK, aber bei 56 Kb /s ist Schluss, mehr geht nun wirk-
lich nicht tiber ein Telefonkabel. Und heute benutzen wir DSL, einen
Faktor 10 (oder 100) schneller. Uber genau dasselbe Telefonkabel.

Information wird u.A. mit Symbolrdumen studiert: Sender und
Empfanger benutzen eine endliche Menge von Symbolen (z.B 0 und
1), die nacheinander {iibertragen werden. Dazu betrachten wir die
Menge der unendlichen Symbolfolgen

X ={0,1N={(...,2_1,m0,21,...) | Vi:2; € {0,1}}

und die Shift-Abbildung 7": X — X,

die die Folge um eine Position nach links schiebt. Das sieht zunédchst
nach einer sehr simplen Abbildung aus, aber sie wird sehr inter-
essant, wenn wir den Raum X mit einer Struktur versehen. Z.B. mit

einer Metrik:
d(z,y) = Z 27 |z; — .

1EL

Dann gilt z.B.: Die Menge an periodischen Punkten (d.h. p € X mit
Jn € N so dass T"p = p) ist dicht in X. Es gibt Punkte p, so dass T"p
dicht in X ist.

3. DEFINITIONEN

Im Folgenden seien alle Abbildungen messbar; dies schreiben wir
nicht immer hin. Weiterhin seien alle Mengen, die in Definitionen
usw. auftauchen, immer Element der passenden o-Algebra.
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Definition 3.1. Eine Abbildung 7" : (X, ) — (X, i) heifit maBerhal-
tend (beziiglich dem Maf3 1), wenn fiir jedes (messbare) A gilt:

(T (A)) = p(A).
Wir sagen dann auch, dass das Maf ;; unter 7" invariant ist.

In der Definition steht 7-! und nicht 7', damit Abbildungen wie
T:[0,1) —[0,1), z+ 2z (mod1)

mafierhaltend sind beziiglich dem Lebesgue-Mafi. Denn fiir dieses T
ist das Bild eines (kleinen) Intervalls ein Intervall doppelter Lange,
hat also nicht dasselbe Mafs. Das Urbild eines Intervalls dagegen be-
steht aus zwei Intervallen von genau halber Lange, hat also dasselbe
Mafs.

Fiir invertierbare Abbildungen T ist die Bedingung, dass 7" das Maf3
p erhdlt, dquivalent dazu, dass fiir alle A gilt: 1(A) = p(T(A)).

Definition 3.2. Sei T : (X, 1) — (X, u) maflerhaltend. Dann heifst 7’
ergodisch beziiglich 1, wenn fiir jede messbare Menge A gilt: Wenn
A invariant ist unter 7, d.h. T-'(A) = A, dann gilt u(A) = 0 oder
p(A) = 1. Wir sagen dann auch, das System (7, ) ist ergodisch, oder,
v ist ergodisch beziiglich T'.

In der Literatur sieht man oft die Formulierung ,T" ist ergodisch”
ohne Angabe eines Mafes, aber das ist etwas verwirrend und macht
nur Sinn, wenn ein ganz bestimmtes Maf} dazugedacht ist. Denn Er-
godizitdt hangt von dem Mafs ab; wenn 7' ergodisch ist beziiglich
eines Mafles j11, dann muss 7 nicht ergodisch sein beziiglich eines
anderen Mafles 1. Ebenso findet man hdufig die Formulierung . ist
ergodisch”; offensichtlich macht das auch nur Sinn, wenn ein ganz
bestimmtes 7" dazugedacht ist.

Wenn das Maf$ nicht endlich ist, muss in der Definition die Bedin-
gung /1(A) = 1 ersetzt werden durch die Bedingung p(X \ A) =
0. Auf solchen Rdumen kann man auch Ergodentheorie machen,
die unendliche Ergodentheorie. Wir erwdhnen diese im Folgenden
nicht, denn die dortigen Sitze sind entweder offensichtliche Verall-
gemeinerungen von denen, die wir hier behandeln (und dann kon-
nen wir auch gleich bei der etwas einfacheren Notation bleiben) oder
schwer zu beweisen.

Definition 3.3. T heifst schwach mischend, wenn fiir alle Mengen
A, B gilt:
n—1

lim =S |a(ANT"B) — u(A)u(B)| = 0.

n—oo N, 4
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Wo ,,schwach” steht, gibt es meist auch ein ,stark”, so auch in die-
sem Fall:

Definition 3.4. T heifst stark mischend bzw. mischend, wenn fiir
alle Mengen A, B gilt:

Tim p(ANT™"B) — p(A)p(B) = 0.

Theorem 3.5. o Mischen impliziert schwaches Mischen.
o Schwaches Mischen impliziert Ergodizitiit.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, denn wenn eine Folge gegen 0
konvergiert, dann sind fiir jedes ¢ > 0 alle bis auf endlich viele Fol-
genglieder vom Betrag < ¢, somit auch das Mittel iiber gentigend
viele Folgenglieder < 2¢. Daher konvergiert das Mittel gegen 0.

Fiir die zweite Aussage iiberlegen wir uns, dassaus der Definition
von schwachem Mischen folgt, dass eine Teilfolge aus dem Mittel in
der Definition gegen 0 konvergiert:

klim w(ANT " B) — pu(A)u(B) = 0.

(Die Existenz einer solchen Teilfolge ist sogar dquivalent zu schwa-
chem Mischen.) Aus der Existenz einer solchen Teilfolge folgt sofort
Ergodizitdt: Wenn A eine T-invariante Menge ist und B := X \ 4,
dannist y(ANT " B) = u(AN B) = () und somit gilt

0= lim u(ANT™"B) — p(A)u(B) = u(A)u(B).
Alsoist (A) = 0 oder u(X \ A) = 0. O

4. KONSTRUKTIONSPRINZIPIEN FUR MASSERHALTENDE
ABBILDUNGEN; EINFACHE SATZE

4.1. Produktabbildung. Fiir Abbildungen7 : X — Xund S:Y —
Y ist die Produktabbildung 7" x S definiert durch

(T'x 8)(x,y) = (T(x), 5(y)).

Fiir ein Maf$ i auf einem Raum X und ein Maf3 v auf einem Raum Y
gibt es das bekannte Produktmaf$ auf X x Y.

Wenn 1 vollstandig ist (d.h. die zugehorige Sigma-Algebra enthalt
alle Teilmengen von allen Nullmengen) und v auch, dann ist das Pro-
dukt der Sigma-Algebren zwar im Allgemeinen nicht vollstandig.
Aber wir konnen es natiirlich einfach vervollstindigen, und deswe-
gen konnen wir auch gleich annehmen, dass ;» x v dann auch voll-
standig ist.
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Lemma4.1. Wenn T : (X, p) — (X, pu) und S : (Y,v) — (Y,v) mafler-
haltend sind, dann ist auch die Produktabbildung

TxS: (XxY,uxv)— (X xY,uxv)
mafSerhaltend beziiglich dem Produktmaps.

4.2. Fluss unter einem Graphen. Sei 7' : X — X eine Abbildung
(im folgenden Lemma maflerhaltend) und f : X — (0, co) eine Funk-
tion (im folgenden Lemma messbar). Dann ist auf der Menge

(X x [0, 20)lyunterhalb Graph( f)) [~

(d.h. auf ((z,y) € X x [0,00) : y < f(x))/ ~) mit der Aquivalenzre-
lation (z, f(z)) ~ (T'(z),0) ein Fluss, ndmlich der Fluss unter dem
Graphen von f, definiert durch

d
Gy = (0.1,

Der Fluss funktioniert also so, dass an jedem Punkt (z,y) die Fluss-
linien senkrecht nach oben gehen, bis der Graph von f erreicht ist,
und dann springt die Flusslinie zu (7'(z), 0).

Lemma 4.2. Wenn T : (X, pu) — (X, p) maferhaltend und f : X —
(0, 00) messbar ist, dann ist der Fluss unter dem Graphen von f mafSerhal-
tend.

4.3. Induzierte Abbildung auf einer Untermenge. Sei 7' : X — X
maflerhaltend und A C X eine Teilmenge mit x(Y) > 0, fiir die gelte,
dass es fiir fast alle Punkte « € A einn = n(a) € N, n(a) > 0, gebe
mit 7@ (a) € A. Dann ist die induzierte Abbildung definiert durch

Th:A— A a—T" ).

Lemma 4.3. Diese induzierte Abbildung ist wieder maflerhaltend (bzgl.
demselben Mafs 11).

Die Existenz von n(a) fiir fast alle a € A gilt tibrigens immer fiir
mafSerhaltendes T'; dieses Faktum heifst Poincaré’scher Rekurrenzsatz.

4.4. Induzierte Abbildung auf einer Obermenge. Sei 7' : X — X
mafierhaltend und X =Y, DY, D ... eine verschachtelte Folge von
Teilmengen. Wir bauen uns nun ein Objekt, das aus verschiedenen
Schichten besteht: in der ersten Schicht steht Y;, dartiber in der zwei-
ten Schicht Y5, usw. Dazu definieren wir

1€EN
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wobei X; eine Kopie von Y; ist und alle X; disjunkt sind. X heift (je
nach Autor bzw. Vorlesung) skyscraper, Rokhlin tower, Buhné’sche
mesepotamische Pyramide oder Kaltner’sche Torte.

Auf jedem X gibt es ein Maf$ (ndmlich die Einschrankung von dem

auf X), und somit gibt es auch eins auf X, das nicht notwendiger-
weise endlich sein muss.

Dazu gibt es die induzierte Abbildung
T:X—X
die definiert ist wie folgt: Das Bild vom Punkt = im Stockwerk i ist

derselbe Punkt x im Stockwerk dariiber, sofern er im Stockwerk dar-
tiber enthalten ist, und ansonsten 7'(z) im untersten Stockwerk:

T(w,m) = (r,n+1) fallsx € X, 4,
" 1 (T(x),1) sonst.

Lemma 4.4. Wenn T mafSerhaltend ist und die Folge Y; wie oben, dann ist
auch die induzierte Abbildung T' maflerhaltend.

Nun koénnen wir ein wichtiges Problem der Ergodentheorie formu-
lieren:

5. DAS ISOMORPHISMUSPROBLEM

Zwei mafierhaltende Systeme 7" : (X, p) — (X,p) und S : (Y,v) —
(Y, v) heilen isomorph (und zwar mafi-theoretisch isomorph — an-
dere Strukturen als das Mafs gibt es ja bisher nicht), wenn gilt: Es
gibt einen Maf3-Isomorphismus ¥ : (X, ) — (Y,v), der das Mafs
in das Maf v tiberfiihrt, d.h. fiir alle A gilt u(V~'(A)) = v (4), und
der dabei die Abbildung 7" in die Abbildung S tiberfiihrt, d.h.

VoT =50

Das folgende Diagramm kommutiert also:

IS

<
S

X
vl
Y —
S
Das Isomorphismusproblem lautet nun: Gegeben zwei Systeme T’

und S, sind sie isomorph? Gegeben 7', welche S sind dazu iso-
morph?
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Analoge Fragestellungen gibt es in der Mathematik haufig. Z.B. in
der linearen Algebra: Wann sind zwei reelle Vektorraume (mit end-
licher Dimension) linear isomorph? Antwort: Genau dann, wenn die
Dimensionen gleich sind. Die Dimension ist in der linearen Algebra
somit eine Invariante (d.h. eine Grofle, die fiir isomorphe Vektor-
rdaume gleich ist) und sogar eine vollstindige Invariante (d.h. wenn
diese Grofle fiir verschiedene Vektorrdume gleich sind, dann folgt
daraus, dass diese isomorph sind).

Analog in der Topologie: Wann sind die Rdume R" und R™ iso-
morph? Wobei ,isomorph” hier bedeutet: homdomorph. Antwort:
Genau dann, wenn m = n. Wieder ist die Dimension eine Invarian-
te, und zwar wieder eine vollstandige.

Analog in der Differentialgeometrie: Wann sind zwei Flachen (zwei-
dimensional), die kompakt, randfrei und orientierbar sind, iso-
morph? Wobei ,isomorph” hier bedeutet: diffeomorph (bijektiv und
differenzierbar in beiden Richtungen). Antwort: Wenn sie dieselbe
Zahl von Henkeln haben. Hier ist also die Zahl der Henkel eine (voll-
standige) Invariante.

So, und was ist die entsprechende Grofse in der Ergodentheorie?

Invarianten gibt es in der Tat, insbesondere die Entropie, die wir
noch kennenlernen werden. Diese ist keine vollstindige Invariante,
d.h. es gibt nicht-isomorphe Systeme mit gleicher Entropie. Beson-
ders haufig ist das der Fall, wenn die Entropie 0 ist.

Und welche Grofie ist nun eine vollstindige Invariante fiir das (ergo-
dentheoretische) Isomorphismusproblem? Niemand weiss es.

Es gibt in der Ergodentheorie zwei wesentliche Denkrichtungen:
Die einen meinen, das Isomorphismusproblem sei das wichtigste
(oder sogar das einzig wichtige) Thema in der Ergodentheorie. Die-
se Denkweise beschreibt die theoretische Ergodentheorie. Die ande-
ren (z.B. wir in dieser Vorlesung) interessieren sich fiir Anwendun-
gen der Ergodentheorie in anderen Bereichen der Mathematik. Diese
Denkweise heifit angewandte Ergodentheorie.

6. ERGODIZITAT: AQUIVALENTE BEDINUGUNGEN

Hier betrachten wir ein paar dquivalente Charakterisierungen von
Ergodizitat:

Theorem 6.1. Sei (X, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum (im folgenden W-
Raum genannt). T : (X, pn) — (X, p) sei maflerhaltend. Dann sind dqui-
valent:
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(1) T istergodisch, d.h. die einzigen T-invarianten Mengen haben Maf3
0 oder 1.
(2) Alle messbaren reellen Funktionen f, die T-invariant sind

(das heifit foT = f),

sind konstant.
(3) Alle reellen Funktionen f in L*(u), die T-invariant sind

(das heifit foT = f),

sind konstant.

Diese Bedingungen sind dquivalent zu den Bedingungen, die wir erhalten,
wenn wir die Invarianzbedingung

foT=f
ersetzen durch die ,,Halbinvarianz”-Bedingung
foT > f.

Alle diese Bedingungen sind iiquivalent zu denselben Bedingungen mit den
Worten ,invariant” und , konstant” ersetzt durch ,fast iiberall invariant™
und , fast iiberall konstant”.

Somit haben wir genaugenommen 10 dquivalente Bedingungen fiir
Ergodizitdt angegeben. Wobei wir bei solchen Aussagen ohnehin
nicht zwischen ,,Menge von Mafs 0“ und , leerer Menge” unterschei-
den, da wir immer mod 0 rechnen, also sind die letzten 5 Bedingun-
gen fiir uns ohnehin dasselbe wie die ersten 5.

Beweis. Wir zeigen gleichzeitig (2) = (1) und (3) = (1). Wenn E
invariant ist, dann setze f = xg. Da dies invariant ist, ist es konstant.
Also konstant 0 oder 1, somit E = () oder F = X (mod 0).

Jetzt zeigen wir gleichzeitig (1) = (2) und (1) = (3). Sei f invariant
und nicht konstant, dann gibt es ¢ € R mit

A={z: f(z) <c}
und

B=A{z:f(z) = c},
so dass 1(A) > 0, u(B) > 0. Wegen der Invarianz von f sind auch die
Mengen A und B invariant. Wegen Ergodizitdt haben sie also Mafs 0
oder 1, im Widerspruch zu p(A) > 0, u(B) > 0.

Als néchstes iiberlegen wir uns, warum die bisherigen Argumente in
diesem Beweis giiltig bleiben, wenn die Invarianzbedingung foT =
f durch

foT=f
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ersetzt wird:

Beim Schritt (2) = (1) und (3) = (1) ist f = xg invariant und somit
insbesondere halbinvariant, also erst recht konstant.

Beim Schritt (1) = (2) und (1) = (3) gilt jetzt
reB=T(x)eB

und
r€A=T )€ A

Hier ist die Menge A immer noch enthalten in 77'(A), und B ist
enthalten in 7'(B). Da wir voraussetzen, dass 7' mafSerhaltend ist,
gilt u (A) = p(T1A) . Somit ist

u (T7(4)\ A) =0,

also A in Wirklichkeit schon invariant unter 7. Wegen Ergodizitat hat
A also Maf3 0 oder 1, im Widerspruch zu p(A) > 0,u(X \ A) > 0. Wir
haben also gezeigt: Jede reelle Funktion, die unter einer mafierhal-
tenden Abbildung halbinvariant ist, ist bis auf eine Nullmenge auch
invariant. O

7. ERGODENSATZE

Hier betrachten wir die zwei wichtigsten Ergodensdtze. Das sind
zwei der wichtigsten Sétze aus der ganzen Ergodentheorie.

7.1. Birkhoffs Ergodensatz (oder: Wie wir die Zukunft vorhersa-
gen). In Anwendungen ist es hdufig so, dass auf X (dem gesamten
Raum) eine reelle Funktion f vorgegeben ist — ndmlich eine Mess-
grofie, welche in einem konkreten physikalischen Modell gemessen
werden kann — und der Mittelwert dieser Funktion f langs des Or-
bits von 7' ist zu bestimmen. Dies kénnen wir auch wirklich tun -
und zwar in den wichtigen Féllen sogar dann, wenn wir fast nichts
wissen tiber f, tiber 7' und iiber das Orbit. Kurz: Wir wissen prak-
tisch nichts und schlussfolgern trotzdem praktisch alles!

Theorem 7.1. Birkhoffs Ergodensatz: Sei (1) ein maferhaltendes
System, ju ein W-Map. Sei f : X — R eine reelle Funktion und in L*(u),
d.h. integrabel. Dann existiert fiir fast alle x € X die Funktion

Fr@) = lim -3 F(T(@),

Die Funktion f* ist wieder in L*(p). Die Funktion f* ist T-invariant, d.h.
fr(@) = f(T(x))
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fiir fast alle v € X. Auflerdem gilt:

/X fdp = /X fdp.

Der Beweis steht am Ende dieses Abschnitts {iber Ergodensitze. Zu-
néichst sollten wir verstehen, warum dieser Satz so wichtig ist. Dazu
zundchst eine wichtige Schlussfolgerung fiir den Fall, dass (7', ;1) er-
godisch ist. Diese Schlussfolgerung ist das wichtigste tiberhaupt an
diesem Satz, und ist auch der Grund, warum dieser iiberhaupt Er-
godensatz heifist. Wenn namlich das System ergodisch ist, dann muss
die invariante Funktion f* konstant sein (bis auf eine y-Nullmenge).
Es gilt also

Corollary 7.2. Sei T', u, f wie vorhin, und auflerdem sei (T, j1) ergodisch.
Dann existiert fiir fast alle v € X das Mittel

und hat fiir fast alle x € X denselben Wert, nimlich

1 n—1 4
lim — T (z)) = dp.
Jim 53T | s
Remark 7.3. Das ist nun ein reichlich erstaunliches Ergebnis! Es be-
sagt Folgendes: Wir wollen den Wert einer Funktion (Messgrofie) f
langs Orbits einer Transformation 7" vorhersagen. Dabei wissen wir
praktisch nichts iiber die Funktion f (denn L' ist eine Messgrofien ei-
gentlich immer), wir wissen sehr wenig iiber die Transformation 7'
(denn Ergodizitit ist eine schwache Bedingung), und wir wisssen
iiberhaupt nichts tiber das (moglicherweise extrem komplizierte) Or-
bit von z, ja wir kennen nicht einmal den Startwert des Orbits. Und
trotz alledem konnen wir mit hundertprozentiger Wahrscheinlichkeit

und ganz exakt vorhersagen, wie der Wert von f im Mittel iiber das
Orbit ist!

Beweis. Dass die (invariante) Funktion f* konstant sein muss, folgt
aus der Ergodizitit. Diese Konstante hat die Eigenschaft [, fdu =
Jx f*dp, und weil 1 ein W-MaS8 ist, muss die Konstante gleich [, fdu
sein. U

Als Nachstes betrachten wir eine weitere Anwendung des Birk-
hoff’schen Ergodensatzes. Im Prinzip ist es meist schwer, iiber ei-
ne gegebene Zahl (z.B. 7 = 3.14...) Aussagen {iiber die Haufigkeit
der einzelnen Ziffern zu machen. Es sieht so aus, als wiren diese al-
le gleich haufig, doch weifs niemand, wie das fiir eine konkrete Zahl



15

zu beweisen ist. Fiir einige Zahlen sind die Ziffern sicher nicht gleich
hiufig, z.B. &5 = 0.141414.... Daher ist folgender Satz besonders in-
teressant:

Theorem 7.4. Borels Satz iiber normale Zahlen: Fiir fast alle x € [0, 1]
(beziiglich Lebesgue-Maf3) gilt: Die Hiufigkeit der Ziffern 0 und 1 in der
Bindirdarstellung von x ist gleich, d.h.

1 . 1
lim — (#Einsen in den ersten n Nachkommastellen) = 3

n—oo M,

Beweis. Betrachte die Funktion f : [0,1) — R, f = x[1/2,1). Dann gilt:

(@) 0 erste Nachkommastelle ist 0
xTr) = .
1 erste Nachkommastelle ist 1

Betrachte T'(z) = 2z (mod 1). Dann gilt:

0 i-te Nachkommastelle ist 0
1 i-te Nachkommastelle ist 1

Somit ist

#Einsen in den ersten n Nachkommastellen = Z (T ()
i=1

und

1
lim — (#Einsen in den ersten n Nachkommastellen)

n—oo M

— lm > (7).

Letzteres ist gleich lim,, . 2 3" f(T%(x)), d.h. dieselbe Summe mit
verschobenen Indexgrenzen.

Da die Abbildung T ergodisch ist (Beweis spiter in Satz 7.5), gilt: fiir
fast alle x € X ist

1~ 1
lim — Ti(z)) = S
im ;—0 f(T'(x)) fdr= 3

n—oo 1, © [0’1)
l

Aufgabe: Gilt dies auch beziiglich anderer Basen, z.B. im Dezimal-
system?
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Theorem 7.5. Die Abbildung
T:00,1) —[0,1), z+2x (mod1)

ist mischend.

Beweis. Sei Q = {0, 1}Y,
T:0—Q, T(xo,xl,xQ,...) = (z1,%2,...).
Dann sind 7' und 7' maf-theoretisch konjugiert mittels
x = 0.xor12o . .. — (20, T1, Ta, . . .)

wobei z; die i-te Bindrziffer von x ist. Hierbei ist das Maf$ auf [0,1)
das Lebesguemafs, und das Mafs v auf ) ist gegeben durch die Regel,
dass ein Zylinder

{(xo, w1, 0, ...) | iy = a1, iy = G2y ..., Ty, = Qi)

mit k vorgeschriebenen Stellen das Maf 27" hat.

Wir zeigen sogar: 7" ist mischend. Daraus folgt Ergodizitat von 7'.

Wir benutzen den Satz (Satz 9.9), dass es gentigt, die Mischen-
Eigenschaft nicht auf der ganzen o-Algebra zu zeigen, sondern nur
auf einer erzeugenden Semi-Algebra, d.h. einer Menge, fiir die der
Durchschnitt zweier Elemente wieder in ihr liegt und fiir die das
Komplement jedes Elements endliche Vereinigung von Elementen
der Menge ist. Z.B. ist die Menge aller Zylinder eine Semi-Algebra,
die die o-Algebra fiir v erzeugt.

Wenn Z ein Zylinder ist, der k vorgeschriebene Stellen unter den ers-
ten Nz (= i) Stellen hat, und W ein Zylinder mit [ vorgeschriebenen
Stellen, dann ist

und fiir n > N ist W NT~"(Z) ein Zylinder mit k + [ vorgeschriebe-
nen Stellen, also

v (W NT(2)) = 270+,

Somit gilt natiirlich

lim v (W N T‘"(Z)) = v(W)v(2).

n—~0o0
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7.2. Der Ergodensatz von von Neumann. (kein Tippfehler, da steht
wirklich zweimal ,,von“!)

Etwa zeitgleich mit Birkhoff hat von Neumann einen Ergodensatz
bewiesen (1932-33). Die Beweise von Birkhoff und von von Neu-
mann waren unabhédngig; es ist aber leicht, einen Satz aus dem an-
deren zu folgern. Das tun wir hier.

Corollary 7.6. von Neumanns Ergodensatz: Sei (T, i) ein maflerhal-
tendes System, p ein W-Maf. Sei p € [0,00) und sei f € LP(u). Dann
existiert fiir fast alle x € X die Funktion

-ﬁ%anT

Die Funktion f* ist in LP(u). Die Funktion f* ist T-invariant, d.h.
f*(x) = f*(T(x)) fiir fast alle x € X, und es gilt [, fdu= [, f*dpu.

Weiterhin gilt: Das Mittel konvergiert in L?, d.h.
n—1

LS H(@T ) - £(@)

1=0

— 0.

p

Die letzte Behauptung (Konvergenz in L?) ist die wichtigste Behaup-
tung, und es ist die Stelle, an der sich dieser Ergodensatz von Birk-
hoffs unterscheidet.

Beweis. Zunédchst einmal beweisen wir die Behauptungen fiir Funk-
tionen g € L*(u). Das ist zwar nicht ausreichend (denn L*> impli-
ziert zwar L?, jedenfalls bei W-Maf3, aber nicht umgekehrt), aber wir
verfahren so wie oft in der Analysis: Zuerst ersetzen wir alle Gro-
3en (hier die Funktion) durch solche, mit denen wir besser umgehen
konnen, und dann zeigen wir, dass die entstandenen Fehlerterme
harmlos sind.

Nach dem Birkhoff’schen Ergodensatz existiert fiir eine L*-
Funktion g der Mittelwert ¢g* fast tiberall. Wenn ¢ in L* ist, also
lg| < K bis auf einer Nullmenge, dann gilt dies auch fiir g o T, es
gilt auch fiir

n—1
1 .
- E go TZ)
n-
1=0
und es gilt auch fiir

n—1

1 .
* = lim oT"
S Wi
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mit derselben Konstante K. Also ist die Differenz
n—1
1 .
=Y goT' —g'
n 4
=0

eine beschriankte Funktionenfolge (mit Schranke 2K), die wegen
Birkhoffs Ergodensatz punktweise fast tiberall gegen 0 konvergiert,

also
1 n—1

=3 9(T @) — () 0

und somit )

— 0.

LY @) - @)

Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz gilt dann: Die punkt-
weise (f.1i.) Konvergenz von

p

[y

n—

— 0.

9(T'(z)) — g"(2)

ay, =

S|
]
o

i

ist auch beziiglich der L'-Norm, d.h.

/ apdp — 0
X

(und wir diirfen Grenziibergang und Integration vertauschen). Also

gilt

Insbesondere ist
n—1
1 .
Spg = — E oT"
g n 2 g

eine Cauchy-Folge in L?, d.h. fiir alle ¢ > 0 gibt es N(¢, g), so dass
fur allen > N(e, g) und alle k € N gilt

1S9 — Snargll, < e.
p

Sei jezt f die urspriinglich betrachtete LP-Funktion. Es gilt wegen
der Maferhaltung, dass

1fll, = [IfoT],
und deshalb

1n—1 4
15ufll, < SN, =Iifll,-
=0
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Wir wollen zeigen, dass S, f eine Cauchyfolge in L? ist. Fiir ¢ > 0
wihlen wir ein g € L mit || f — g[|, < e. Dann gilt

und deshalb
[Snf — Sniwfll,
< HSnf - Snng + ||Sng - Sn-i-kng + ||Sn+kg - Sn-i-kf”p
<3e.

Alsoist S, f Cauchy und somit konvergent in L” gegen einen Grenz-
wert f*.

f* ist invariant, da gilt

n-+1

Snyrf = Su(foT) = %f

und die linke Seite konvergiert gegen f* — f* o T, die rechte gegen
0. O

Diese Sitze sind ein wichtiger Teil der Ergodentheorie. Wie der Na-
me vermuten lafst, sind sie auch wichtig fiir das Verstandnis von
ergodischen Abbildungen. Dazu noch eine (weitere) Charakterisie-
rung von ergodischen Abbildungen:

Theorem 7.7. Sei T : (X, u) — (X, ) eine maflerhaltende Abbildung.
Dann sind dquivalent:

(1) T ist ergodisch.
(2) Fiir alle A, B aus der o-Algebra von i gilt:

n—1

lim 3" (ANT(B) — u(4) a(B) =

Beweis. (1) = (2) : Sei T ergodisch. Sei f = x5, was eine L'-Funktion
ist. Nach Birkhoff gilt dann

%ixB(T"m)H/XdeuzfxxB(y)du(y)zu(B)-

Multiplikation mit x 4 gibt

Y wTona) = [ xp@na@)dnls) = u(B)xato)
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Der Term
1 n—1 1 n—1
- > xp(Tiz)xa(z) = XA(f)E > xs(T'z)
i=0 i=0

konvergiert nach Birkhoff punktweise gegen eine L'-Funktion. Die
konnen wir integrieren und (wieder nach Birkhoff) Integral und Li-
mes vertauschen. Also:

n—1

S WANTIB) = p(B)(A).

(2) = (1) : Sei umgekehrt die Gleichung in (2) erfiillt. Sei £ eine
invariante Menge. Setze A = E = B in (2). Dann ist die linke Seite
gleich

n—1
—ZuEﬂT"E Z“

und die rechte Selte gleich u(E)?. Die Aussage w(E) — p(E)? impli-
ziert u(E) € {0,1}. O

8. BEWEIS DES BIRKHOFF'SCHEN ERGODENSATZES

8.1. Der fundamentale Ergodensatz. Zunichst ein harmlos ausse-
hender Satz, aus dem aber direkt die wichtigsten Ergodensitze fol-
gen. Dieser fundamentale Ergodensatz besagt etwas iiber die rela-
tive Haufigkeit, mit welcher ein Orbit einer Abbildung 7" in eine be-
stimmte Menge trifft.

Theorem 8.1. Fundamentaler Ergodensatz: Sei (X, ) ein MafSraum
mit endlichem GesamtmafS, T : X — X eine messbare Abbildung, welche
T invariant liaft, d.h. fiir alle messbaren B gilt n(T~*(B)) = u(B), und
sei B C X eine (messbare) Teilmenge. Definiere

Sp(z) :=#{i €{0,...,n—1}|T"(x) € B},

(also die Zahl der ,, Treffer” in B unter dem Orbitsegment der Linge n mit
Startpunkt x), und

1
Ap(x) = ESH(x)’
(also die relative Hiufigkeit, die dieses Orbitsegment in B zubringt).

Dann gilt fiir p-fast alle x € X : Der Limes
lim A,(x)

existiert.
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Beweis. Definiere
A(x) := limsup A4, (),

n—oo

A(z) :=liminf A, (z).

Die Funktion A ist T-invariant, d.h. A(T(z)) = A(z), und das gilt
nattirlich auch fiir A.

Wihle € > 0 beliebig (klein) und definiere
7(z) == min{n € N| A, (x) > A(z) — €}.

7 hdngt natiirlich auch von ¢ ab, aber wir d&ndern € bis ganz am Ende
von diesem Beweis nicht.

Fall 1: 7 ist essentiell beschrankt durch M < oo, d.h. fiir u-fast alle
re Xgiltr(x) < M.

Wir betrachten fiir n € N (grofs) das Orbitsegment von Lange n ab
einem beliebigen x € X, d.h.
,Tx,..., T" 'z

und stellen fest, dass es m; < M gibt, so dass A, (z) > A(z) —
e, denn wir kénnen m; = 7(z) wiahlen. Dann betrachten wir das
Orbitsegment von Lange M ab Tz, d.h.

T Tx,. .., T™+HM-1,
und stellen analog fest, dass es my < M gibt, so dass A,,,(T™'z) >
A(z) — €, denn wir kénnen my = 7(T™'z) wihlen und es gilt (wie
vorhin erwidhnt) A(T™.x) = A(z). Wir kénnen mit diesem Verfahren
fortfahren und das Orbitsegment von Lange n ab z, d.h.

v, Tz,....,T" 'z

mit Teilsegmenten iiberdecken, auf denen A,,, > A(x) — ¢ ist; das
konnen wir mindestens solange tun, bis das verbleibende Stiick

Tty T
Lange < M hat. Wir haben also vom Orbitsegment der Lange n ein

Teil der Lange mindestens n — M abgedeckt. Damit haben wir ge-
zeigt, dass gilt:

Wenn wir das Integral von S, beziiglich p tiber ganz X berechnen,
erhalten wir nu(B), denn es gilt S; = x5 (die Indikatorfunktion der
Menge B) und somit

/X S (2)dp(z) = u(B),
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Sy = xB + Xr-1p und wegen T-Invarianz von p gilt somit
[y Sa(z)dp(z) = 2u(B), und analog [, S, (z)du(zx) = nu(B). Wir er-
halten also die Gleichung

w(B) > (1 /X A(x)dp() — <.

n

Hierbei haben wir {ibrigens verwendet, dass (X) < oo ist. Durch
Grenziibergang n — oo folgt

u(B) > /X A(w)dp() — <.

Fall 2: 7 ist nicht essentiell beschrankt. Dann nehmen wir die
,schlechte Menge” von Punkten z, auf denen 7(x) > M ist, noch
zu B dazu, definieren also eine Menge

B':=BU{z e X|7(z) > M}
und darauf
S (z) :=#{i €{0,...,n—1}|T'(x) € B'}.

Dann schliefSen wir: Es gilt analog zu vorhin
Su(@) = (n— M)(A(z) —¢),
denn fiir x € X gilt: Entweder ist 7(x) < M, und dann ist
A, (z) > A(x) — ¢

fur my = 7(z) < M. Oder es ist 7(z) > M, und dann ist « schon in
der ,schlechten Menge”, also auch in B’, und deshalb ist S;(z) = 1,
also sicherlich

Ap(z)=1>A(z) —¢
mit m; = 1. In beiden Fallen fahren wir dann mit 7"z anstelle von x
fort, wiederholen und erhalten schliefdlich die gewiinschte Abschét-
zung S’ (z) > (n — M)(A(z) — €). Daraus schliefen wir wieder

n(B) 2 [ Awduta) .
und daraus folgt

u(B) > /X Alw)dpu(x) — 2.

Letztere Gleichung gilt also immer, egal ob Fall 1 oder Fall 2 vorliegt.

Durch Vertauschen von B mit X \ B erhalten wir

WX\ B) > / (1 — A(2))dp(x) — 2.

X
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also

u(B) < /X A(x)dpu(z) + 2.

Da ¢ > 0 beliebig war, stellen wir durch Grenzwertiibergang ¢ — 0
jetzt fest,dass

/X Alw)dpu(x) < u(B) < / A(z)dp(z),

X

somit

/X (A(x) — A(2))dpu(x) > 0.

Da aber offensichtlich A(z) — A(z) < 0 fiir alle z gilt, muss gelten:

A(z) = A(z) fur p-fast alle x € X. Also existiert der Limes
lim A,(x)

n—~o0

fir p-fast alle x € X, wie gefordert. O

8.2. Folgerung von Birkhoffs Ergodensatz aus dem fundamenta-
len Ergodensatz. Der fundamentale Ergodensatz besagt etwas tiber
die relative Haufigkeit, mit welcher ein Orbit einer Abbildung 7" in
eine bestimmte Menge trifft. Der Ergodensatz von Birkhoff iibersetzt
den fundamentalen Ergodensatz in die Sprache von reellen Funktio-
nen auf X. Hier in passender Notation:

Birkhoffs Ergodensatz: Wenn (X, ;1) ein Wahrscheinlichkeitsraum
ist, T : X — X maferhaltend beziiglich p, und f € L'(u) (d.h. f :
X — Rintegrierbar), dann existiert der Limes

Ag(a) = lim L3 F(Ti ()

n—oo 1, 4

tir fast alle (beziiglich 1) Punkte € X, und der Limes existiert in
L ().

Den Fall f = xp kennen wir schon, denn da ist die Behauptung
gerade die Aussage des fundamentalen Ergodensatzes. Der Term,
der beim fundamentalen Ergodensatz S, hief3, ist gerade unser
Term Y. f(T"(z)). AuBerdem gilt die Behauptung sicherlich auch
tiir eine endliche Linearkombination von solchen charakteristischen
Funktionen ist, also f = 22\; agxc, mit a;, € R und C}, disjunkte
messbare Mengen.
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Wir wissen aus der Analysis, dass es zu jeder L'-Funktion f und fiir
alle ¢ > 0 eine Funktion f. gibt, deren Werte eine diskrete Menge in
R sind und so dass | f(x) — f.(z)| < ¢ fur alle z € X gilt, also

fo=) " axe,-
k

Fiir den Fall, dass f essentiell beschrankt ist, gilt dann, dass f.

nur endlich viele Werte annimmt, also f. = Zsz1 axXc, wie vor-
hin, also existiert Ay (z) fiir fast alle . Wegen der Abschdtzung
|f(z) — fo(x)] < e gilt dann

Ag(x) :=limsup % Z_: f(TH(x)) < Ap(x) +¢

n—oo

und

n—1

Agla) = liminf 3™ J(7(0)) 2 Af(a) -2,

also existiert der Limes A (z). Fiir den Fall, dass f nicht essentiell be-
schrankt ist, iberlegen wir uns erst, dass wegen der Integrierbarkeit
von f gilt, dass ), axu(Cy) endlich ist, denn

aplp(Cr) = R )
OITYTEN /X|f\du<6+/x|f\du<oo

Deswegen gilt
Ap(x) <Y Ay, (o) +e
k

und
Ap(z) > arAy, () — ¢,
k

also existiert auch hier der Limes A (x) fiir fast alle z € X. Das zeigt
die erste Behauptung.

Nun zeigen wir, dass A; in L'(p) liegt. Der Einfachheit halber neh-
men wir an, dass f > 0 ist; ansonsten ersetzen wir f durch |f|, und
wenn Ay € L'(p) gilt, dann gilt wegen |A;| < A auch Ay € L ().

/ Apdp < / Aypdp
X X
< Zak/ Ay, dp+e
B X
< Z api(Cr) + €

k
< 0o,

Es gilt
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also Ay € L'(p1) wie behauptet.

Ubrigens benutzen wir hierbei die Notation f € L!(x) und verstehen
damit, dass f automatisch eine Funktion auf X ist; dies ist gerecht-
fertigt, denn wenn wir ein Maf$ i haben, dann haben wir automa-
tisch auch dessen Definitionsbereich (eine o-Algebra) gegeben, da
diese Information in . enthalten ist, und natiirlich ist die Menge X
durch die o-Algebra bestimmt, weil X das grofite Element davon ist.

Bei diesem Beweis sehen wir: In Beweisen der Ergodentheorie be-
notigt es oft geraume Zeit, um ganz elementare (und nicht beson-
ders interessant klingende) Dinge zu zeigen, z.B. dass das Zeitmittel
Ay tiberhaupt definiert ist. Dagegen sind diejenigen Fakten, die uns
brennend interessieren, z.B. dass das Zeitmittel fast tiberall von x
unabhéngig ist und gleich dem Raummittel ist, im Beweis ganz ein-
tache Folgerungen aus den vorher langwierig gezeigten elementaren
Dingen. Hier nun diese wichtige und einfache Folgerung:

Wenn (7, i) eine ergodische Transformation auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (X, i) ist (somit p invariant unter 7 : X — X), und
f € L'(p) ist, dann existiert fiir y-fast alle z € X der Limes

n—oo 1 4

Ag(e) = tim L3 F(Tia)),

genannt das Zeitmittel von f (Iangs dem Orbit von z), und fiir p-fast
alle z € X ist das Zeitmittel von f langs dem Orbit von z gleich und
hat den (konstanten) Wert
| fan.
X

genannt das Raummittel von f (iiber den gesamten Raum X).

Die Funktion Ay ist T-invariant, also wegen der Ergodizitidt von
(T, pu) essentiell konstant beztiglich 4.

Als nichstes untersuchen wir schwach mischende und mischende Ab-
bildungen.

9. SCHWACHES MISCHEN: AQUIVALENTE BEDINUGUNGEN

Zur Erinnerung: T heifst schwach mischend, wenn fiir alle Mengen
A, B gilt:

n—1

lim S [W(ANTB) — w(A)yu(B)| =0,
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Theorem 9.1. (Alternative Charakterisierungen von schwachem Mi-
schen.) Sei T : (X, A, n) — (X, A, u) eine maflerhaltende Abbildung. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) T erfiillt: fiir alle Mengen A, B € A gilt:
n—1

lim =3 [(ANTB) - u(A)u(B)| = 0.

n—oo N

(2) Fiiralle A, B € A gibt es eine Menge J C N der Dichte 0 (Defini-
tion folgt), so dass gilt

lim p(ANTB) = u(A)u(B).

n&J
(3) T erfiillt: fiir alle Mengen A, B € A gilt:
‘ 1 n—1 B
Jim = [u(ANTTB) — p(A)u(B)[ = 0.
i=0

Hierbei kann der Exponent statt 2 auch eine beliebige Zahl p €
(0, 00) sein.

Definition 9.2. Fiir eine Menge I C N definiere
a(l,n) = #(I N[0,n])
und die Dichte p von I bis n als

p(I,n) = %a([,n).

Eine Menge J C N hat Dichte 0, wenn gilt
lim p(J,n) =0.

n—oo

Mittels a; := p(ANT'B) — u(A)u(B) (was immer im Intervall [—1, 1]
liegt) reduziert sich der Beweis auf folgenden Satz:

Theorem 9.3. Sei (a;),. eine beschriinkte Folge von reellen Zahlen. Dann
sind dquivalent:

ey
1 n—1
lim —~ ; |ai] = 0.
(2) Es gibt eine Menge J C N der Dichte 0 (Definition folgt), so dass
Qilt

lim a,, = 0.
n—o0

ngJ
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)
1 n—1 )
fim, 22l =0

Hierbei kann der Exponent statt 2 auch eine beliebige Zahl p €
(0, 00) sein.

Beweis. (1) = (2) : Sei J;, := {n | a, > 1/k}. Dann ist jedes J) eine

Menge der Dichte 0, denn
n—1
n—oo 1 1 1 1
0<—EZ|%|25 Z E:EP(Jimn—l)
i=0 i€ J,N[0n)

und fiir k fest, n — oo muss somit gelten p(.Jy, n) — 0.

Finde eine Folge 0 = I, < [; < Iy < ... in N, so dass fiir alle n > [,
gilt, dass p(Jy, n) < 1.

Setze
T = (kO [k Ingr)) -

keN

Wir werden zeigen, dass J Dichte 0 hat.

Zuerst stellen wir fest, dass die J;, geschachtelt sind:
J1CJ2CJ3C....

Deswegen diirfen wir in der folgenden Teilmengenrelation und Un-

gleichung das £ vergrofiern.

Fir n € [, lp41) gilt J N[0, n] C Jiy1 N[0, n], und daher gﬂtl

1
J,n) < p(J —.
p( >n) —p( k+1>n) < k+1
Da k beliebig ist, gilt somit
lim p(J,n) =0.

Nun zeigen wir, dass a, auf N \ J gegen 0 konvergiert: Fiir n €
[l lg+1) ist entweder n € J oder es gilt a,, < ;. Somit gilt fiir alle
n € [ly, 00) dass a, < 7 ist. Somit

lima, = 0.

(2) = (1) : Es gilt allgemein: Wenn «,, gegen 0 konvergiert, dann
auch die Mittelwerte

ISchauer’sche Vereinfachung



28

Denn alle Werte mit gentigend grofsem n (n > ng) sind < ¢, und im
Mittelwert haben n, Werte beliebig wenig Einfluss fiir n — oo und
die verbleibenden sind < ¢, somit der Mittelwert irgendwann < 2e.
Also konvergiert auch so ein Mittelwert gegen 0.

Jetzt ist

SRS
£
Il

S
£
_I_

SRS
£

da beide Summanden gegen 0 konvergieren.

(2) < (3) : Die Bedingung a,, — 0 in Aussage (2) dndert sich nicht,
wenn wir a,, durch b, = |a,|" ersetzen. Einsetzen von b, statt a, in
Aussage (1) liefert Aussage (3). O

Die Menge J = J(A, B) in obigem Beweis kann im Allgemeinen
von A, B abhiangen. Folgender Satz sagt, dass wir in wichtigen Fal-
len auch ein J finden konnen, das fiir alle A, B funktioniert, also
unabhéngig von diesen ist.

Definition 9.4. Eine o-Algebra A hat eine abzdhlbare Basis (5;),
(mit B; € A), wenn fiir alle A € A4 und alle ¢ > 0 ein i € N existiert
mit u (AA B;) < e.

Theorem 9.5. Sei T : (X, A, u) — (X, A, u) eine maferhaltende Ab-
bildung, und die o-Algebra habe zusitzlich eine abzihlbare Basis. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent (und dquivalent zu schwachem Mi-
schen):

(1) Fiiralle A, B € A gibt es eine Menge J = J(A, B) C Nder Dichte

0, so dass gilt
lim u(ANT™"B) = u(A)u(B).
ngJ
(2) Es gibt eine Menge J C N der Dichte 0, so dass fiir alle A, B € A
gilt

lim u(ANT"B) = pu(A)u(B).

n— oo

ngJ
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Beweis. (2) = (1) ist klar. (1) = (2): Fiir je zwei Basiselemente A =
By, B = B, gibt es ein J = J},; der Dichte 0 mit

lim (B, NT7"By) = p(Bi)(By)-

ngJx
Fiir festes k,l ist (B, N T7"B;) — p(Ax)u(B;) € [—1,1] als Funktion
von n eine beschrankte Folge. Wegen dem schwachen Mischen gilt

n—1

lim =3 |u(Be 0T By — p(Adu(Br)| = 0.

n—oo M
=0

Sei
_1 -n
=3 g (B T B) = (A (B
k,leN
Dann konvergiert

1 n—1 1 n—1
oD = ladl
n =0 n =0

gegen 0, denn fiir jedes ¢ > 0 ist fiir geniigend grofSes N, die Summe

1
> o
k+1EN, k+1>No
kleiner als ¢, und die ersten N, (somit endlich vielen) Folgen
ao, . . .,an,—1konvergieren gleichmaflig gegen 0, d.h. sind ab einem

no € Nauch < ¢.

Wir wissen schon, dass die Bedingung
1 n—1
lim — nl =0
Jim 22 lanl
dquivalent dazu ist, dass es eine Menge J C N der Dichte 0 gibt, so
dass gilt
lim a, = 0.

n—o0

néJ

Deswegen muss fiir jedes &, [ gelten:

lim p(Be N T7"By) — p(Aw)p(By) = 0.

n&J
D.h. wir haben ein J gefunden, das fiir alle Basiselemente funktio-
niert.

Um die Behauptung fiir beliebige A, B € A zu zeigen, finden wir
Basiselemente By, B; mit u (A A By) < e, u(B A B;) < € und stellen
fest, dass alle Behauptungen in diesem Beweis bis auf einen Fehler-
term < 4e gelten. O
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In der Praxis ist es lastig, die Eigenschaften von Ergodizitat, schwa-
chem Mischen und starkem Mischen fiir alle A, B der o-Algebra A
tiberpriifen zu miissen. Besser ist es, dies nur fiir eine bestimmte,
leicht handhabbare Untermenge tun zu miissen. Dies leistet folgen-
der Satz. Zuvor noch ein paar Definitionen.

Definition 9.6. Eine Menge L von Teilmengen von X heifst Algebra,
wenn gilt:

e el
e A, B e Limpliziertt ANB €L,
o Ac Limpliziert X \ A€ L.

Das ist natiirlich weniger als eine o-Algebra. Es geht noch besser:

Definition 9.7. Eine L von Teilmengen von X heifst Semi-Algebra,
wenn gilt:

e e,

e A, B e Limpliziertt ANB €L,

e A € L impliziert, dass X \ A endliche Vereinigung von Ele-
menten in L ist.

Beispielsweise ist die Menge der Zylinder eine Semi-Algebra in der
o-Algebra von allen Mengen in {0, 1}".

Definition 9.8. Die Semi-Algebra L erzeugt die o-Algebra A beziig-
lich dem Maf y, wenn es fiir jedes A € A und jedesc > 0ein B € L
gibt mit

w(AAB) <e.

Beispiel wie vorhin: Die Menge der Zylinder erzeugt alle Mengen in
{0, 1} beziiglich Bernoulli-Mag.

Theorem 9.9. Sei T : (X, A, u) — (X, A, u) eine maferhaltende Ab-
bildung. Sei L eine Semi-Algebra, welche A erzeugt. Dann geniigt es, die
Eigenschaften fiir

o Ergodizitiit:

n—1

1 »
lim =3 (u(ANT™'B) — p(A)u(B)) =0,
=0
e schwachem Mischen:
n—1
o1 i
lim = [u(ANT™'B) = p(A)u(B)| =0
=0
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o und starkem Mischen:
lim p(ANT"B) — u(A)u(B) =0

n—oo

fiir alle A, B in L zu iiberpriifen.

Der Beweis geht durch einfache Approximation.

10. WIE ,, TYPISCH” I1IST SCHWACHES MISCHEN UND STARKES
MISCHEN?

In diesem Abschnitt werden wir verstehen, warum eine mafserhal-
tende Abbildung ,typischerweise” (Erkldarung folgt) schwach mi-
schend und gleichzeitig nicht stark mischend ist.

Definition 10.1. Ein topologischer Raum heifst Baire-Raum, wenn
eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften zutrifft:

e Jeder abzédhlbare Durchschnitt von offenen dichten Mengen
ist dicht.

e Jede abzidhlbare Vereinigung von nirgends dichten Mengen
(das sind solche, deren Abschluss ein leeres Inneres hat) ist
nirgends dicht.

In einem Baire-Raum heifit eine Menge diinn oder mager oder ers-
te Baire-Kategorie, wenn sie abzdhlbare Vereinigung von nirgends
dichten Mengen ist. Ansonsten heifst sie dick oder fett oder zweite
Baire-Kategorie.

Remark 10.2. Die Baire’schen Kategorien haben in Wirklichkeit nichts
mit Kategorientheorie zu tun.

Definition 10.3. Sei (X, A, ;1) ein W-Raum. Die schwache Topologie
auf der Menge M aller mafierhaltenden Abbildugen 7": (X, A, 1) —
(X, A, i) ist definiert wie folgt: Eine Folge (7;), . von Abbildungen
T; € M ist konvergent und hat einen Limes 7" € M, also
lm 7T, =T,
genau dann, wenn fiir alle £ € A gilt, dass
lim 4 (T; (E) AT (E)) = 0.

Theorem 10.4. Sei (X, A, p) ein W-Raum. In der Menge aller mafSer-
haltenden Abbildungen auf (X, A, p) ist die Menge der schwach mischen-
den Abbildungen eine dicke Menge (zweite Baire-Kategorie), und die Men-
ge der stark mischenden Abbiludngen ist eine diinne Menge (erste Baire-
Kategorie).
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10.1. Eine Abbildung, die ergodisch und nicht schwach mischend.
Sei (X, ) = ([0,1),\) das Einheitsintervall mit Lebesgue-Mafi und
R, : ([0,1),A) — ([0,1), \) die Kreisrotation

R,(z) =2+ a (mod1).

(Die Bezeichnungen , Kreis”, ,Rotation” erschliefien sich besser in
der multiplikativen Darstellung.) R, ist fiir o ¢ Q ergodisch. Wir
zeigen jetzt, dass R, nicht schwach mischend ist. Fiir « € Q ist das
ohnehin klar, also betrachten wir a ¢ Q. Sei A = [0,e) und B =
[1,1+¢). Dann ist fiir jedes n € N entweder ANT "B = ) oder
ANT~"A = (. Also gilt mindestens eine der folgenden beiden Zeilen:

n—1

IS (ANT " B) — p(Au(B)| >

1=0

n—1

3 (AN T A) - (Al 4)] 2

Also kann in keiner dieser beiden Zeilen die linke Seite fiir n — oo
gegen 0 konvergieren, was fiir schwaches Mischen erforderlich wé-
re.

10.2. Konstruktion von schwach mischenden Abbildungen. Wir
kennen schon Abbildungen, die ergodisch sind und nicht schwach
mischend. Es gibt Konstruktionen fiir Abbildungen, die schwach mi-
schend sind und nicht stark mischend (z.B. von Katok und Stepin),
und es gibt solche sogar auf jeder Mannigfaltigkeit mit Kreisope-
ration (Gunesch und Katok). Diese Konstruktionen sind aber nicht
allzu explizit, denn sie haben viele frei wéahlbare Parameter, und da-
her braucht es viel ,Platz zum Schreiben”, um Abbildungen mit ge-
wiinschten Eigenschaften zu erzeugen. Der Vorteil dabei ist aller-
dings ebenfalls, dass die Konstruktionen viele frei wihlbare Para-
meter hat und somit viele verschiedene gewiinschte Eigenschaften
eingebaut werden konnen.

11. L?>-CHARAKTERISIERUNG VON ERGODIZITAT, SCHWACHEM
UND STARKEM MISCHEN

Zur Erinnerung: Auf L? (11) (als Raum von reellen Funktionen) ist ein
reelles Skalarprodukt definiert durch

(f.g) = /X f - gdu = /X F(@)g(@)dp (z).
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Dadurch erhalten wir auch eine Norm ||| = [[||, = ||| ., - Fiir kom-

plexe Funktionen wiirden wir [, f - gdu nehmen. Im Folgenden be-
schreiben wir nur den reellen Fall; der komplexe ergibt sich durch
offensichtliche Modifkation.

Theorem 11.1. Sei T : (X, ) — (X, p) eine maflerhaltende Abbildung.
Dann gelten folgende Aquivalenzen.

(1) Es sind dquivalent:
(@) (T, p) ist ergodisch.
(b) Fiiralle f,g € L*(u) gilt:

n—1
lim ~ 3" (Uhfg) = (1.1 (1,9).
1=0

(c) Fiiralle f € L*(u )gilt:

lim — Z (ULf, f) =

(2) Es sind dquivalent:
(@) (T, p) ist schwach mischend.
(b) Fiiralle f,g € L*(u) gilt:

lim — Z }<UTf,g> (l,g)‘ = 0.

n—oo N,

(c) Fiiralle f € L*(u) gilt:

n—1

lim — Z (ULT, ) — (£, 1)?].

n—oo n,

(d) Fiiralle f,g € L2( ) gilt:

lim — Z}<UTf,g> <1,g)‘2:0.

n—oo M

Ebenso mit dem Exponenten 2 ersetzt durch beliebiges p &
(0, 00).
(3) Es sind dquivalent:
(@) (T, p) ist mischend.
(b) Fiiralle f,g € L*(u) gilt:

(c) Fiiralle f € L*(u) gilt:
lim (UZf, f) = (f.1)".
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Beweis. Wir beweisen (3) . Die anderen Aussagen folgen durch Hin-
zuftigen von Summenzeichen und Mittelwerten; bei (2)(d) wird die
schon bekannte Beschreibung von schwach mischenden Abbildun-
gen in Satz 9.1 benutzt.

(b)=-(a): Einsetzen von f = x4, g = x liefert
Tim p (T(A) N B) = 1 (4) i (B).

(a)=(c): Die Aussage (a), also
lim o (T7"(A) N B) = p(A) p(B),

n—~0o0

zeigt die Gleichung
lim (U7 f, 9) = (f;1) - (1, g) ()

fiir charakteristische Funktionen f, g.

Durch endliche Summenbildung und Ausnutzung der Bilinearitit
von (,) folgt, dass die Gleichung (*) fiir einfache Funktionen ¢ gilt.
(Zur Erinnerung: Eine Funktion heifst einfach, wenn sie nur end-
lich viele Werte annimmt.) Summenbildung angewendet auf f zeigt,
dass Gleichung (*) immer noch gilt, wenn f auch eine einfache Funk-
tion ist. Insbesondere haben wir

lim (U7 f, f) = (f.1)°
fiir einfache Funktionen f gezeigt.

Sei nun f € L*(u) beliebig. Wihle eine einfache Funktion h mit
|f = h|l < e. Dann gilt

(U0 = (L0 - (LA < KOS f) = (Urf,h)l
+{Urf, h) = (Urh, h)|
+[{UFh, h) = (b, 1) - (1, )|
(k1) - (1, h) = (f, 1) - (L, b))
HI(LD) - (LR = (£1) - (LA
Der mittlere Summand ist beliebig klein, da lim, .., (Uh,h) =
(h,1)? fiir einfache Funktionen & schon gilt. Alle anderen Summan-

den sind < ||f — hl| - const., wobei const< 2 ||f|| ist. Da ||f — h|| < ¢
ist, folgt die Behauptung.

(c)=(b): Zuerst iiberlegen wir uns, dass es einen eindeutigen linea-
ren Unterraum

Inv(f) C L* (1)
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gibt, der f enthdlt, alle konstanten Funktionen enthilt, der abge-
schlossen ist in L? un der die Eigenschaft hat, dass

Ur (Inv (f)) C Inv(f)

ist: Sei R die konvexen Hiille aller Uz f und aller Konstanten. Dann
ist der Abschluss R von R ein wohldefinierter Unterraum. Es gilt
UrR C R, denn fiir r € R gilt r = limyen 1 mit

k
1 .
Tk:k—H<a0+;ai'Ujbﬂzf>,

wobei a; reelle Konstanten und b; € N, und es folgt

k
: 1 bi+1
UTT:}JEIII\%UTT]Q:]{;—H<CLQ+;CL¢‘UT f),
also Urr € R. Weiterhin gilt Ur R C R, denn fiir r € R giltr = lim,, r,,
mit r, € Rund deswegen Urr = lim,, Urr,. Deswegen hat der Raum
Raum Inv(f) := R die gewiinschte Invarianzeigenschaft.

Weiterhin definieren wir den Raum Misch(f) der Funktionen g, die
mit f korrekt mischen:

Misch(f) := {g € L* (u) : lim (Urf.0) —{£,1) - (1.9) = 0}

Wir wollen zeigen, dass Misch(f) gleich dem ganzen Raum L? ()
ist.

Zundchst zeigen wir Inv(f) C Misch(f) : Es gilt U f € Misch(f),
und sicherlich liegen die Konstanten in Misch(f). Da die Gleichung
in der Definition von Misch(f) linear ist, liegt auch jede endliche
konvexe Kombination von {U}f}, .y U {Konstanten} in Misch(f).
Da die Gleichung in der Definition von Misch(f) stetig in ¢ ist,
liegt auch jede unendliche konvexe Kombination von {Uzf}, .y U
{Konstanten} in Misch(f), also die Menge R. Aus demselben Stetig-
keitsgrund liegt auch R in Misch(f).

Weiterhin zeigen wir, dass (Inv(f))" (das orthogonale Komplement

im Hilbertraum L? (1)) auch in Misch(f) liegt: Wenn g € (Inv(f))",
dann gilt (1, g) = 0 und

(Urf.g) =0
fir allen € N. Also ist

(Urf,g)—(f,1)-(1,9) = 0.

Somit ist die Behauptung Misch(f) = L? (u) gezeigt. O
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Nun interessieren wir uns fiir Ergodizitdt, schwaches und starkes
Mischen von Produktabbildungen. Zur Erinnerung: Das Produkt-
maf p x v ist definiert durch (¢ x v) (A x B) = pu(A) v (B) auf Pro-
duktmengen A x B, und auf der Produkt-o-Algebra, die durch A x B
erzeugt wird, ist das Produktmaf$ definiert durch Approximation ei-
ner beliebigen Menge durch abzédhlbare Vereinigung von Produkt-
mengen.

Remark 11.2. Das heifst (und dies ist sehr interessant und praktisch),
dass wir Eigenschaften wie Ergodizitat, schwaches und starkes Mi-
schen beweisen konnen, indem wir sie nur fiir Mengen beweisen,
welche Produktmengen sind.

Theorem 11.3. Es sind dquivalent:

(1) (T, p) ist stark mischend.
(2) (T x T, u x ) ist stark mischend.

Beweis. Wie in der Bemerkung eben gesagt, reicht es, Mengen der
Produktform A x A’, B x B’ zu priifen.
(1)=(2): Es gilt
(uxp) (Ax AYN (T xT)™" (B x B'))
=u(ANT " (B)) p(AnT™(B")
= (A) p(B) p (A))  (B')
= (nx ) (Ax A) - (px p) (B x BY).

@)=(1)
<AxT (B))
x 1) (A% X) N (T x T)™ (B x X))
< X 1) (A x )(uxu)(BxX)
1 (A) u(B).

Theorem 11.4. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) (T, p) ist schwach mischend.
(2) (T x T, u x p) ist schwach mischend.
(B) (T x T, u x p) ist ergodisch.

Theorem 11.5. Weiterhin gilt: Wenn (T' x T, u x ) ergodisch ist, dann
ist auch (T, ) ergodisch.
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Remark 11.6. Die Umkehrung des letzten Satzes gilt nicht: Dar-
aus, dass (7, p) ergodisch ist, folgt im Allgemeinen nicht, dass
(T'x T, x ) ergodisch ist.

Wir beweisen die beiden vorigen Sitze auf einmal.

Beweis. (2) = (3) ist klar.

(1) = (2) : Fiir alle Mengen A, B € Agibtes J (A, B) C N der Dichte
0 mit
lim p(ANT"(B)) = () e (B)
n¢J(A,B)
und analog J(A', B') fur A', B'. Sei
J=J(AxA,BxB):=JA B UJA,B).
Dann hat J immer noch Dichte 0, und es gilt
lim (p x ) (A x A)NT™"(B x B'))
n&J
— lim p(ANT ™ (B)) (XN T (B)
ngJ
=p(A)u(B)p (A') u(B')
= (e x ) (Ax AY) - (ux p) (B x B).

(3) = (1) : Ergodizitat von (1" x T, i x ) heiflt, dass die Mittelwer-
te der Abweichungen (ohne Absolutbetrdge) gegen 0 konvergieren,
d.h.

T S () (4 A) O T ) (B x B)

= (uxp) (AxA) - (uxp)(BxDB).

Einsetzen von A’ = X = B’ liefert

n—1

lim =S W(ANT(B))
= m L3 (e ) (4 X) N (@ X T) 7 (B x X))
= (px ) (Ax X) - (px p)(BxX)
i (A) e (B).

Womit nebenbei Satz 11.5 bewiesen ist.
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Einsetzen von A = A’, B = B’ liefert

n—1

lim = 3" u(ANT M (B))
= m L3 (ux ) (4 4) 0 (1 T) 7 (B x B))
=(uxp) (AxA)-(uxp)(BxDB)
(A (B)?.

Nun beweisen wir schwaches Mischen:
n—1
.1 n
lim = (u(ANT"(B)) = p(A)u(B))?
i=0

n—1

— 1im ~ 3 (AN T(B))?

AT B u(AY(B)
+ u(APu(B))

= (A)?*(B)?* = 2u(A)°u(B)? + p(A)*p(B)?
0.



