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VORWORT

—_

Dieses Skript entsteht wiahrend der Vorlesung ,Gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen und Dynamische Systeme II” im Wintersemes-
ter 2008-2009 an der Universitdt Hamburg. Dieser Veranstaltung vor-
ausgegangen sind verschiedene Vorlesungen in verwandten Gebie-
ten, insbesondere , Einfiihrung in Dynamische Systeme”, ,Dynami-
sche Systeme”, ,, Gewohnliche Differentialgleichungen”, , Geometri-
sche Theorie von Differentialgleichungen”. Zu , Einfiithrung in Dy-
namische Systeme” gibt es auch ein Skript auf meiner Homepage,

welches sich als Einstieg eignet.
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Allerdings ist eine solche Vorbereitung nicht wirklich erforderlich
fiir diese Vorlesung. Formale Voraussetzungen fiir diese Veranstal-
tung sind lediglich die Vorlesungen Lineare Algebra 1+2 und Ana-
lysis 1-3. Wer vorher eine der o.g. Veranstaltungen besucht hat, ist
bestens vorbereitet.

Es gibt sehr viel mehr Material in jedem der Themenbereiche , Dif-
ferentialgleichungen” und , Dynamische Systeme”, als in ein oder
zwei Semestern vermittelt werden kann. Daher wird hier nicht ver-
sucht, das gesamte enorme Wissen dieses Gebiets vollstandig zu
tibermitteln. Dafiir wird hier versucht, die Darstellung besonders
einfach und klar zu halten und ausgewahlte wichtige Themen sorg-
faltig darzustellen.

LITERATUR

Folgende Biicher sind empfehlenswert.

e Hasselblatt, B. & Katok, A.: A First Course in Dynamics. With a
panorama of recent developments. Cambridge University Press

e Katok, A. & Hasselblatt, B.: Introduction to the Modern Theory
of Dynamical Systems. Cambridge University Press

e Denker, M: Einfiihrung in die Analysis dynamischer Systeme.
Springer

e Arrowsmith, D.K. & Place, C. M.: An introduction to Dynamical
Systems. Cambridge University Press

e Pollicott, M. & Yuri, M.: Dynamical systems and ergodic theory.
Cambridge University Press

e Brin, M. & Stuck, G.: Introduction to Dynamical Systems.
Cambridge University Press

o Ott, E.: Chaos in Dynamical Systems, 2nd edition. Cambridge
University Press

Im Laufe des Semesters kommen noch ein paar Eintrdge zu dieser
Liste dazu. Dennoch bleibt eine Literaturliste in diesem Gebiet stets
unvollstindig.

EINLEITUNG: WAS SIND DYNAMISCHE SYSTEME UND
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN?

Dynamische Systeme und Differentialgleichungen sind die Lehre
von allen Dingen, die sich mit der Zeit &ndern. Das beinhaltet das
Universum, das Leben und den ganzen Rest. Folgendes sind typi-
sche Beispiele, die untersucht werden:

e Himmelsmechanik (Ist das Sonnensystem stabil?),
e biologische Populationen,

e das Wetter,

e physikalische Pendel,



e Computersimulationen wie ,game of life” oder Computer
selbst,

e mathematische Iterationsverfahren, z.B. das Newton-
Verfahren.

Allgemein werden hier insbesondere folgende zwei wichtige mathe-
matische Objekte behandelt:

(1) Losungen von Differentialgleichungen

dx
E - (.CL’),

(2) Iteration von Abbildungen
[ X=X,
also
Tpt1 = f(n).

Hier werden einige typische Konzepte erklrt, z.B.

e Chaos,

e Ordnung,

e Vorhersagbarkeit,

e Stabilitdat und

e Instabilitit,

e Attraktoren,

e Schmetterlingseffekt,
e Information und

e Entropie.

Diese Vorlesung erwartet die folgenden Vorkenntnisse:

e Analysis: Satz tiber implizite Funktionen, Differenzieren im
R™, elementare Mafstheorie.

e Lineare Algebra: Konjugation und Aquivalenz von Matrizen,
Jordan-Normalform

Wie verstehen wir gewdhnliche Differentialgleichungen?

GRUNDBEGRIFFE

Definition. Fiir eine Abbildung f : X — X auf einer Menge X
schreiben wir f2 := fo f, f3:= fo fo f,

f¥i=fo---of (k-malige Verkettung von f).

Denn wir werden die k-malige Verkettung von Abbildungen oft
brauchen, die Multiplikation von Werten dagegen selten (und fiir
letztere kann man ohnehin problemlos f(z)* schreiben, da dies
kaum mit f(2*) zu verwechseln ist).
Wir nennen f* auch die k-fache Iteration von f.
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Definition. Das Orbit von z € X einer Abbildung f ist die Folge
(z, f(x), fA(x)....) = (f*(2) e,

Dabei muss f nicht invertierbar sein; ist das aber der Fall, so ist f*

fir alle & € Z definiert und wir konnen das Orbit von z unter der
invertierbaren Abbildung f definieren als

(f*(2))rez-
In diesem Fall heifit (f*(x))en, das positive Semiorbit von x unter
f.

Definition. Ein Fixpunkt von f ist ein Punkt x € X mit

flz) ==
Ein Punkt 2 heifit periodisch mit Periode %, wenn gilt
M) = .

Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn z ein Fixpunkt von
f* ist. Es ist nicht notig, dass k den kleinsten moglichen Wert hat;
wenn doch, heifst £ die minimale Periode von z.

Es gilt also:

Lemma. Wenn ein Punkt periodisch ist mit Periode k € N, dann auch mit
-k fiirallel € N.

Definition. Ein Fluss ¢ auf einer Menge X ist eine Abbildung X x
R — X, (z,t) — ¢i(x),s0 dass gilt:

* ¢ =id,
o fiir alle s,t € R gilt s 0 o = gy
Ublicherweise wird gefordert, dass ¢ mindestens C* ist (in (z, t), also
beiden Variablen); in vielen Fallen ist ¢ glatt. Sinn macht die Defini-
tion auch, wenn ¢ nur C° ist.
Fliisse treten auf natiirliche Weise auf, wenn wir Differentialglei-
chungen untersuchen:

Example. Wenn # = f(z) eine Differentialgleichung auf dem R™ ist
mit der Eigenschaft, dass jede Losung = = x(t) sich auf ganz R fort-
setzen lafst, also fiir alle Zeiten ¢ definiert ist, dann konnen wir einen
Fluss definieren durch

pi(o) == (1),
wobei z = z(t) diejenige Losung von & = f(x) ist mit z(0) = .

Definition. Fiir einen Fluss ¢ heif3it ¢; die Zeit-t-Abbildung von ¢.

Lemma. Wenn ¢ ein C*-Fluss ist, dann ist die Zeit-t-Abbildung ¢, ein
C*-Diffeomorphismus fiir alle t.

Beweis. ¢ ist invertierbar mit Umkehrabbildung ¢_;, da ¢_; o ¢, =
11t = po = id . Mit p ist auch ¢; und _, eine C*-Abbildung. [
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Die Begriffe von Fixpunkt und periodischem Orbit lassen sich so-
fort fiir Fliisse definieren:

Definition. Das Orbit von = € X eines Flusses ¢ ist die (iiberabz&hl-
bare) Sequenz

(2(2)) e
Statt Orbit sagt man auch die Bahn oder die Trajektorie von .

Definition. Ein Fixpunkt von ¢ ist ein Punkt 2 € X, so dass fiir alle
t € Rgilt:

oi(z) = 2.
Ein Punkt x heifst periodisch mit Periode 7, wenn gilt
or(z) = .

Wie vorhin ist es in dieser Definition nicht nétig, dass 7 den kleinsten
moglichen Wert hat; wenn doch, heifst 7 die minimale Periode von z.
Es gilt also wieder: Wenn ein Punkt periodisch ist mit Periode 7 € R,
dann auch mit [ - 7 fiir alle [ € N.

Definition. Sei X metrischer (oder topologischer) Raum. Ein Fix-
punkt z, einer Abbildung f : X — X oder eines Flusses ¢ : X xR —
X heifit stabil, wenn fiir jede Umgebung U von z, eine offene Um-
gebung V von x, existiert, so dass fiir alle z € V gilt: Fiir allen > 0
ist f"(z) € U, bzw. fur alle t > 0 ist p;(z) € U.

Example. Der Fluss der linearen Differentialgleichung 7 = Auim R"
hat einen Fixpunkt z, = 0. Dieser ist stabil, wenn die Realteile aller
Eigenwerte von A negativ oder 0 sind.

Definition. Sei X metrischer (oder topologischer) Raum. Ein Fix-
punkt z einer Abbildung f : X — X oder eines Flusses ¢ : X xR —
X heifit anziehend bzw. attrahierend, wenn es eine offene Umge-
bung U von x, gibt, so dass fiir alle z € U gilt:

ff(x) = x9 fir n— +oo bzw.
oi(r) == far t— +oo.

Der Fixpunkt z, einer Abbildung, die aufSerdem invertierbar ist,
heifst abstofiend, wenn er bei Zeitumkehr anziehend ist, d.h. wenn
es eine offene Umgebung U von z, gibt, so dass fiir alle x € U gilt:

f"(x) = xy fir n— —oco bzw.
o) = x fur t— —o0.

Example. Der Fixpunkt 2y = 0 des Flusses der linearen Differenti-
algleichung @ = Au im R" ist anziehend, wenn alle Eigenwerte von
A strikt negativen Realteil haben. Der Fixpunkt ist abstoflend, wenn
die Realteile aller Eigenwerte positiv sind. Wenn Eigenwerte mit Re-
alteilen verschiedener Vorzeichen exisieren, ist der Fixpunkt weder

anziehend noch abstofiend.
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DAS VERHALTEN DER LOSUNGEN VON EINDIMENSIONALEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Mit dem folgenden Satz konnen wir das Verhalten von eindimen-
sionalen Differentialgleichungen komplett verstehen:

Theorem. Sei f : R — R Lipschitz. Dann existiert ein Fluss o fiir die
Differentialgleichung @ = f(u). Wenn f(x) > 0 ist, dann gilt

tlgi-noo oi(z) = inf{xg >z | f(xo) =0} und

Jim @i (x) = sup{zo < | f(xo) = 0}.
Wenn f(x) < 0ist, dann gilt

Jm @(x) = supizo <@ | f(wo) =0} und

Jim oi(x) = inf{xy > x| f(x) = 0}.

D.h. die Losung des Anfangswertproblems v = f(u), u(0) = = konver-
giert fiir t — oo gegen die niichste Ruhelage rechts von x oder links von
x (abhiingig vom Vorzeichen von f(x) und dem von £00).

Beweis. Der Fluss existiert wegen der globalen Lipschitz-Bedingung.
Wir betrachten den Fall f(z) > 0 und ¢ — +o0; die anderen Félle
sind analog. Der Wert ¢,(x) ist wachsend, solange f(¢:(z)) positiv
ist. Wir zeigen, dass dies fiir alle ¢ € R der Fall ist.

Wire f(py,(z)) = 0 fur irgendein ¢, € R, dann ware ¢y, (z) ein
Fixpunkt, und damit = ein Fixpunkt, was f(xz) > 0 widersprache
und somit nicht sein kann. Ware f(¢y,(z)) < 0 fiir irgendein ¢, € R,
dann miisste wegen der Stetigkeit von f und des Flusses ¢ ein ¢; €
(0, t9) exisieren mit f (¢, (x)) = 0. Also konnen wir diesen Fall auch
ausschliefien.

Wir haben gezeigt, dass f(¢:(x)) > 0 fiir alle t € R. Somit ist
f(¢+(z)) monoton wachsend in ¢ und hat entweder einen endlichen
Grenzwert x; > x( oder ist unbeschrankt. Wenn z; endlich ist, gilt:
Fiir jedes ¢ > 0 ist fiir t grof§ genug die Zahl ¢;(x) in der e-Umgebung
von z; und monoton wachsend. Daher ist notwendigerweise die Ge-
schwindigkeit f(¢;(z)) = 4¢,(x) beliebig klein. Deshalb gilt wegen
der Stetigkeit von f, dass

flan) = f(lim @(2))
= lim f(p,(2)) = 0.

Also ist in diesem Fall z; ein Fixpunkt. Wie bereits gezeigt, kann
¢¢(z) keinen weiteren Fixpunkt tiberquert haben, also ist 21 der erste
Fixpunkt rechts von z. O

Der eben bewiesene Satz ist deshalb beachtlich, weil im mehrdi-
mensionalen Fall Aussagen iiber das Verhalten von Losungen einer



Differentialgleichung sehr viel schwieriger zu machen sind. Es gibt
dort auch aufler Fixpunkten noch weitere Moglichkeiten fiir das Ver-
halten im Grenzwert.

KREISABBILDUNGEN

Im Folgenden sehen wir uns eine ganz spezielle Klasse von dyna-
mischen Systemen an: Abbildungen auf dem Kreis. Diese sind ein-
fach genug, so dass wir sie noch recht leicht analysieren konnen, ha-
ben aber andererseits schon viele interessante Eigenschaften, die zu
untersuchen sich lohnt.

Zur Erinnerung: diskrete dynamische Systeme sind vom Typ

fiX =X,

wobei X typischerweise ein metrischer (oder zumindest topologi-
scher) Raum ist, oft mit , glatter Struktur” (d.h. wir kénnen differe-
nizeren), und f ist typischerweise mindestens stetig, oft glatt und
umkehrbar, d.h. Diffeomorphismus.

Fiir Kreisabbildungen untersuchen wir Abbildungen f : X — X
auf

X =R/Z,

d.h. [0, 1) mit Addition modulo 1, dem sogenannten , Einheitskreis”
St
Remark. Genausogut konnten wir Abbildungen g : Y — Y studieren
auf dem Raum Y = {z € C : |¢| = 1}, der verwirrenderweise eben-
talls , Einheitskreis” heifit, diesen Namen eigentlich eher verdient,
und in anderen Biichern ebenfalls mit dem Symbol S' bezeichnet
wird. Ob wir auf X oder Y arbeiten, macht keinen Unterschied, denn
die Abbildung h : X — Y, h(x) = exp(2miz) konjugiert jedes solche
g:Y — Y miteinem f = hogoh™!: X — X. Wir verwenden stets
X und nicht Y; somit kann die Gruppenoperation additiv geschrie-
ben werden (statt multiplikativ) und der Kreis hat Periode 1 (statt
Periode 27).

Seialso f : S' — S! ein Homdomorphismus (d.h. umkehrbar mit
fund f~! stetig) und orientierungserhaltend.

Definition. Eine stetige Funktion F' : R — R heift ein Lift von f,
wenn gilt:
fom=molkF,
wobei 7 : R — S!, 7(z) = [z] die Projektion von z € R auf seine
Aquivalenzklasse [7] in S! ist. Das heifit, folgendes Diagramm kom-
mutiert:

R £ R

Wl lw
gl +} gl



Beispiele:

(1) f=id, F =id,

(2 f=id, F=id+k, k€ Z,

B) f=id+a(modl), F=id+a+k aceR, keZ.

Lemma. Fiir jeden Homdomorphismus f auf S* ist der Lift F von f ein-
deutig bestimmt bis auf Addition von konstanten Funktionen k € 7.

Beweis. Fiir konkretes [x] € S ist klar, dass F'(z) eindeutig bestimmt
ist bis auf Addition von k € Z, denn dies trifft fiir  zu und wegen
der Kommutativitdt von obigem Diagramm ist [F(z)] gleich f([z]),
also ist F'(x) eindeutig bestimmt bis auf Addition von &k € Z.

Wir wahlen nun = € R fest. Wegen der Forderung, dass der Lift
stetig sein muss, gibt es nur eine Fortsetzung von F'(z) zu einer auf
ganz R stetigen Funktion. O

Remark. So ein Lift existiert immer.

Remark. Wegen Homoomorphie von f gilt dass F(z + 1) = F'(z) + 1
fur alle x € R gilt oder F(z + 1) = F(z) — 1 fur alle x € R gilt. Da f
orientierungserhaltend ist, scheidet der zweite Fall aus. Daraus folgt
sofort:

Flx+k)=F(x)+k fur alle z € Rund allek € Z.
Lemma. Wenn fiir x,y € R gilt, dass
|z —y| <k € Ny,
dann gilt auch
[F(z) = F(y)] < k.

Beweis. Wegen Bijektivitdt von f gilt die Behauptung fiir £ = 1 :
Der Graph von F kann auf jedem Intervall der Liange 1 nur um 1
wachsen, d.h. das Bild des Intervalls (x, z 4+ 1) unter F' ist enthalten
im Intervall (F(z), F(x) + 1). Jetzt nutzen wir die Gleichung

Flx4+m)=F(z)+m (firzeR, me?Z)
aus: Aus
le—y|<keZ
folgt
[z —m—y[<1

fur geeignetes m € Z, und zwar m € [0,k — 1] fur z > yund m €
[—(k —1),0] fur x < y. Weil 2/ = x — m die Abschdtzung |2’ —y| <1
erfiillt, gilt

IF(SC—m)—F(y)\E\F(fﬂ')—F(y)\Sl



und deshalb

|F(z) = F(y)| = |F(z) = F(z —m) + F(z —m) - F(y)|
= |F(@') = F(y) +m|
< 14 |m|
= k.

Durch wiederholte Anwendung erhalten wir:

Corollary. Wenn fiir z,y € R gilt, dass
|r — y| < k € Ny,
dann gilt auch fiir allen € N, dass
[E"(2) = F"(y)| < k.

ROTATIONSZAHLEN VON KREIS-HOMOOMORPHISMEN

Definition. Sei f : S — S! ein orientierungserhaltender Kreisho-
moomorphismus. Die Rotationszahl von f ist definiert durch

F'(z) —x

p(f) := limsup (mod 1)

n—oo

fiir einen (beliebigen) Lift F' von f und fiir ein (beliebiges) z € S*.

Dieser Wert p(f) hdngt nicht von der Wahl von F' ab, da sich ver-
schiedene Lifts von f nur um Konstanten unterscheiden, und hingt
auch nicht von = ab wegen vorigem Korollar.

Die Rotationszahl p(f) misst die , durchschnittliche Verschie-
bung” von z auf dem Kreis, wenn f darauf oft angewendet wird.
Wobei diese ,, Zahl” in Wirklichkeit ein Element von S ist.

Aus der Definition folgt sofort:

Remark. p(f") = np(f) fir allen € N.

Wir werden jetzt sehen, dass f genau dann periodische Orbits hat,
wenn die Rotationszahl Aquivalenzklasse von rationalen Zahlen ist.

Definition. Wir nennen s € S rational, wenn s = [t] mit¢ € Q ist,
ansonsten irrational.

Theorem. Wenn ein orientierungserhaltender Kreishomdomorphismus f
ein periodisches Orbit hat, dann ist die Rotationszahl p(f) rational.
Genauer gilt: Wenn es ¢ € Z und x € S* gibt mit f9(x) = x, dann ist

p(f) € (%Z) /7., das heif3t



Beweis. Setze fiir x dieses periodische Orbit ein: fi(x) = =z, also
Fi(x) =z +k, k € Z. Es folgt also

Fi(z) =241k firallel € Z.

Somit gilt
Flaz)—a 1k _k
lq lg q
Fiir beliebiges m € Nist m = ¢l + r mitr € {0,...,¢ — 1}. Also gilt
F(z)—z  Flt(z)—uz
m N lg+r
_ F(a+lk) -2
B lg+r
 Fr(o)+lk—2z
B lg+r
oo K
[zoo 1
q
wie behauptet. O
Die Umkehrung gilt auch:

Theorem. Wenn ein orientierungserhaltender Kreishomdomorphismus f
keine periodischen Orbits hat, dann ist seine Rotationszahl p( f) irrational.
D.h., wenn die Rotationszahl rational ist, dann hat f ein periodisches Orbit.

Beweis. Wir nehmen also Rationalitidt der Rotationszahl an und fol-
gern, dass es ein periodisches Orbit gibt. Wenn

0=,
dann gilt
p(f1) = qp(f) = [0].
Definiere

g:=fr
Ein periodisches Orbit von f mit Periode ¢ ist ein Fixpunkt von g.
Wir wissen also, dass g Rotationzahl Null hat, und suchen einen Fix-
punkt von g. Sei G ein Lift von g mit G(0) € [0,1). Wegen der Be-
dingung G(0) € [0, 1) ist ein Fixpunkt von g auch ein Fixpunkt von

Annahme: g hat keinen Fixpunkt. Dann gilt endweder
G(zr)—x >0 furallez e R
oder
G(zr) —x <0 furallez € R.

Letztere Moglichkeit scheidet aus wegen der Bedingung G(0) €
0,1).
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Da z — G(z) — z eine periodische stetige Funktion ist, also einer
stetigen Funktion auf dem (kompakten) Kreis entspricht, wird das
Minimum angenommen und ist positiv (wegen G(z) — = > 0 und
Kompaktheit). Ebenso wird das Maximum angenommen und ist <
1. Also gibt es ein € > 0, so dass fiir alle x € R gilt:

G(zr)—x € (e,1—¢).

Deswegen gilt
‘ G*zx)—x 1 - i i
hgl—igp — = hgl—igp - ZZ:; G(G'(x)) — G'(x)
1 n—1
= h?—igp - ZZ:; G(y:) — yi (mit y; := G*(x))
€ (5,1—¢)
# 0 (mod1).

Dies ist ein Widerspruch dazu, dass g die Rotationszahl Null hat.
U

Um die Notation zu vereinfachen, unterscheiden wir hierbei nach
Moglichkeit nicht mehr zwischen = und [z] und schreiben fiir [z] ent-
weder ,,x (mod 1)” oder einfach x. Dabei miissen wir nur aufpassen,
dass ein solches z nur bis auf Addition von ganzen Zahlen bestimmt
ist; z.B. durfen wir nicht aus z,, > y, + % versehentlich schliefSen,
dass lim,, z,, # lim, y, sei, denn es kann ja lim,, ,, = lim,, y,, + 1 sein,
und nattrlich ist lim,, y, + 1 = lim,, y,, (mod 1).

VERHALTEN DER ROTATIONSZAHL BEI KONJUGATION

Wir wollen natiirlich moglichst viele Abbildungen auf S' unter-
suchen. Welche konkreten Beispiele verstehen wir gut genug, um
die Rotationszahl leicht berechnen zu kdnnen? Bis jetzt eigentlich
recht wenige, denn die direkte Verwendung der Definition ist nur

in wenigen Fallen leicht. Leicht ist es zum Beispiel bei der Rotation
R, : St — SY

R,(z) =z +a (mod1l)

(bzw. R, ([z]) = [z + «]). Hier sehen wir sofort, dass p(R,) = « ist.
Was wir brauchen, ist ein Mechanismus, um grofiere Klassen von
Abbildungen auf einmal zu untersuchen. Hier ist einer: Wir unter-
suchen die Verdnderung (oder deren Ausbleiben) der Rotationszahl

bei Konjugation. Zur Erinnerung;:
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Definition. Fiir zwei diskrete dynamische Systeme f : X — X und
g : Z — Z auf topologischen Raumen X, Z heifSen f und g zueinan-
der konjugiert, wenn gilt

g=hltofoh
mit einem Homdomorphismus A : X — Z.
Theorem. (,,Konjugation dindert die Rotationszahl nicht.”) Sei f wie

bisher ein orientierungserhaltender Kreishomdomorphismus, h ebenfalls.
Dann gilt:

p(h™ o f o h) = p(h).
Mit anderen Worten, wenn f : S — S'und g : S* — S! zueinan-
der konjugiert sind, dann haben f und g dieselbe Rotationszahl.

Beweis. Sei F'ein Lift von f und sei H ein Lift von h. Dann gilt o H =
h o und damit

7oH' = hlohowroH™!
= hlogoHoH!

htor,

also ist H~! ein Lift von h~1.
AufSerdem ist H~! o F'o H ein Lift von h™' o f o h, denn

noH 'oFoH = hlomoFoH
= hlofomoH
h™'o fohon.
Wir miissen nun zeigen, dass der Term
‘(H‘loFoH)n—F”‘

,nicht allzu grofs” ist, denn dies ist die Differenz der Terme, die in die
Berechnung der Rotationszahl von Ao foh und der von f eingehen.
Dazu wéhlen wir zuerst den Lift H von h so, dass H(0) € [0, 1) ist.
Damit schidtzen wir ab, dass fiir alle x € R gilt, dass

H(z) -2 <2 und |y—H'(y)] <2
(und somit). Somit gilt auch
|F"(H (x)) — F"(2)] < 2.

Dadurch sehen wir, dass

(H™ o Fo H)"(z) — F'(z)| = |H™(F"(H(x))) — F"(x))|
=|[H N (F"(H(x))) — F"(H(x)) + F"(H(z) — F"(z)|

< 4.
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Folgerung:

—1 n _
p(h"!ofoh) = limsup (H™ o FoH)"(x) =
n—oo n

= p(f)

Dieses Argument funktioniert mit beliebigem z, obwohl ein einziges
x fiir die Rotationszahl schon genug ware. O

ROTATIONSZAHL ALS LIMES

Nachdem wir schon wissen, dass p(f) weder von = noch von der
Wahl des Lifts F' von f abhdngt, zeigen wir nun, dass der lim sup
auch nicht von der Folge n — oo abhéngt, also der Limes existiert.
Dies rechtfertigt auch die Bezeichnung ,,Rotations-Zah!” (im Gegen-
satz zu ,Rotations-Menge” oder ,Rotations-Intervall”).

Theorem. Die Rotationszahl von f ist gleich

F'(z) —x

p(f) = lim (mod 1)

n—oo

fiir einen beliebigen Lift F von f und einen beliebigen Punkt x € R. D.h.,
der Limes existiert immer.

Beweis. Fiur rationales p( f) haben wir dies bereits bewiesen, denn wir
haben gezeigt, dass in diesem Fall ein periodisches Orbit [z] von f
existiert. Also ist

FMz)=z+k mitkeZ

Genau wie im Beweis der Existenz eines periodischen Orbits von f
gilt wieder

Fm(z) = Flo7"(2) = F"(x + 1k) = F"(x) + 1k

und wieder gilt

F(z)—x Flt(z)—ux
m B lg+1r
 F(a) k-2
N lg+r
I—oo Kk
[zoo IV

Also existiert hier der Limes.
Bleibt noch der Fall, dass die Rotationszahl irrational ist, also keine
periodischen Orbits existieren. Sei k,, € Z so, dass

F'(z) — x € [ky, k, + 2]
13



fiir ein x € R gilt. OBdA gilt dies auch fiir alle z € R gleichzeitig,
denn F™ — id ist eine periodische Funktion, die jedes Intervall der
Lange 1 in ein Intervall von Lange hochstens 1 abbildet. Dann gilt:
‘F 0 -0 k| _2
n n n

Also gilt fiir alle m € N, dass
an(o) —0 = (Fn(Fn(m—l)(O)) . Fn(m—l)(o))

+(F"(0) = F7(0))
€ [mky,, m(k, + 2)].

Also ist
‘F”m(O) -0 k.| 2
- 7 <
mn n n
Somit gilt
Fm0) =0  F"(0) =0 < Fm0) =0 Ky
m n o m m
kp, — F™™(0) =0
|t 0
m mn
Fm(0) -0 k,
Lm0k,
mn n
k., F"(0)—-0
PO
n n
1 1
<43+
nom
Dies ist eine Cauchy-Folge, also konvergent. O

ORDNUNGSERHALTUNG VON KREISABBILDUNGEN

Sei f wie bisher ein orientierungserhaltender Kreishomoéomor-
phismus. Wir wissen schon: Wenn die Rotationszahl p(f) irratio-
nal ist, dann gibt es kein periodisches Orbit. Also ist jedes Orbit
(f'(x));cz, von der Art, dass jedes f'(x) zwischen anderen Punkten
des Orbits liegt.

Der Kreis ist (im Gegensatz zu R) keine total geordnete Men-
ge. Dennoch konnen wir von einer Ordnung von Punkten auf dem
Kreis sprechen: 3 Punkte a, b, c auf dem Kreis konnen namlich entwe-
der in dieser Reihenfolge a, b, c oder in der Reihenfolge a, c, b liegen;

im letzteren Fall hitten sie nicht dieselbe Ordnung auf dem Kreis.
14



Entsprechend gilt der Begriff der Ordnung auch fiir mehr als 3 Punk-
te, besonders fiir unendlich viele:

Definition. Wenn f, g : S* — S! Kreisabbildungen sind, dann sagen
wir, das Orbit von z € S! unter f habe dieselbe Ordnung wie das
Orbit von y € S* unter g, wenn fiir alle 4, j, k € Z gilt: Die Ordnung
der 3 Punkte

fi(x), f (@), fH(x)

(in dieser Reihenfolge) auf dem Kreis ist gleich der Ordnung von
9'W), 9 (v). 9" (v)

(in dieser Reihenfolge).

Theorem. Wenn ein orientierungserhaltender Kreishomdomorphismus f
irrationale Rotationszahl p(f) hat, dann ist die Ordnung von jedem Orbit
von f gleich der Ordnung eines Orbits der Rotation R,y.

Hierbei ist die Rotation R, gegeben durch R, (z) := z+ « (mod 1).
Fiir das im Satz erwédhnte Orbit der Rotation R, ist es egal, von wel-
chem Startwert aus es beginnt, denn alle Orbits von R, sind gleich
bis auf Verschiebung.

Fiir den Beweis brauchen wir noch folgendes Lemma:

Lemma. Sei p(f) irrational und F wie bisher ein Lift von f. Dann gilt:
(1) Wenn fiir irgendein x € R, my, mg, ny,ny € Z gilt, dass
F™(x) +my < F™(x) + mg
ist, dann gilt auch fiir alle anderen y € R, dass
F™"(y) 4+ mq < F™(y) + ma.
(2) Die Abbildung H : Q@ — A mit
Q:={m+nplmneZ},  p=p(f),
A= {F"(0)+m|m,n € Z},
die definiert ist durch
H(m +np) := F"(0) +m,

erhilt die Ordnung auf R. (H ist wohldefiniert wegen der Irratio-
nalitit von p.)

Beweis. Zu (1): Wenn dies nicht gilt, dann gibt es y € R mit "™ (y) +
my > F™(y) + mo, und wegen dem Zwischenwertsatz gibt es dann
auch ein y € R mit

F™ (y) +my = F"(y) + my.

Alsoist F™' (y) = F"*(y)+k, k € Z. Damit hat f™ ~"* einen Fixpunkt,
und damit wére p( f) rational. Widerspruch zur Annahme.
15



Zu (2): H ist bijektiv, weil aus [ (0) = F"2(0) + mq — my wieder
folgt, dass 0 ein Fixpunkt von f™~"2 ist. Also ist H invertierbar. Es
geniigt zu zeigen: Die Umkehrfunktion ! ist monoton steigend.

Sei also my, mg, ny, ny € Z gegeben mit

F™(0) +my < F2(0) + mo.

Zu zeigen ist nun, dass my + nyp < mg + ngp gilt.
Zunidchst nehmen wir an, dass n; > n,. Es gilt:

Frm=m2(Fm2(0)) — F™2(0) < ma — my.

Wegen (1) gilt diese Aussage auch, wenn wir z := F"?(0) ersetzen
durch y = 0, d.h.

Fm7™(0) — 0 < mg — my.
Hier konnen wir wieder (1) anwenden und 0 ersetzen durch
Fm=2(0). Dann erhalten wir

FAM=m2)(0) — F720 < gy — my.
Addition der letzten 2 Gleichungen gibt
FAm=m2)(0) — 0 < 2 (mg — myq) .
Per Induktion kénnen wir genauso zeigen:
FFm=m2)(0) — 0 < k (mg —my) Vk € Z.
Deshalb gilt

p(f) = fim 210 =0

n— 00 n

Fhm=n2)(0) — 0

= lim
k—o0 k (n1 — TLQ)
mg — My

< = -
ny —na

und weil die linke Seite irrational ist, gilt strikte Ungleichung. Dar-
aus folgt

p(ng —ng) < mg —my,
also
my +n1p < Mo + Nagp
wie gewiinscht.
Wenn andererseits n; < n; gilt, dann folgt aus
Fnl(O) +my < FnQ(O) + mao,
dass
FnQ_nl(Fnl(O)) — Fnl(O) > 1my — Me
gilt. Per Induktion gilt damit

FFr2=m)(0) — 0 > k (my — my) .
16



Dann folgt wie vorhin

Fhnz=m) () — 0

= i
o(f) ook (ne —ny)
my1p — Mo
o — N

und damit wieder p (n; — ns) < ms — my und
my +n1p < Mo + Nagp

wie behauptet. O
Damit konnen wir auch leicht den Satz beweisen:

Beweis. Die Ordnung der Orbits von f wird durch A beschrieben und
die Ordnung der Orbits von R,y durch Q. Nun folgt die Behaup-
tung aus dem Lemma. O

HYPERBOLIZITAT
SPEZIFIKATION

Wir wissen schon, dass wir Pseudo-Orbits nahe einer hyperbo-
lischen Menge durch ein naheliegendes echtes Orbit ,beschatten”
konnen. Allerdings setzte das bislang voraus, dass wir in jedem
Schritt nur eine kleine Abweichung zulassen zwischen dem néchs-
ten Punkt auf dem Pseudo-Orbit und dem Bild des aktuellen Punk-
tes.

Jetzt sehen wir eine Methode, die es zuldfsit, dass die vorgegebe-
nen Punkte beliebig weit von Bildern der vorigen Punkte entfernt
sind, und dennoch eine Beschattungseigenschaft herauskommt: Wir
werden sehen, dass wir mehrere endliche Orbitstuecke beliebig vor-
geben konnen und dennoch ein echtes Orbit finden, dass beiden na-
hekommt. Und welches auch noch eine genau vorgeschriebene Zeit
zwischen diesen Segmenten zubringt.

Definition. Fiir eine bijektive Abbildung f : X — X ist eine Spe-
zifikation eine endliche Sammlung endlicher Teilmengen von Z,
dh. I = {a1,...,b1},....In = {an,...,by}, sowie eine Abbildung
P UZ]\L . Ii — X, welche jedes I; auf ein Orbitsegment abbildet, d.h.
fir k,1 € I, gilt P(k) = f=8(P(1)).

Die Spezifikation heifst L-separiert, wenn a;; > b, + L fiir alle
i=1,...,N —1gilt.

Theorem. Sei A eine lokal maximale hyperbolische Menge fiir einen topo-

logisch mischenden Diffeomorphismus f : U — M auf einer Mannigfal-

tigkeit M. Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein L = L(c) < o0, so dass jede
17



L-separierte Spezifikation auf M von einem echten Orbit e-beschattet wird,
d.h. es gibt ein v € M, so dass fiir allen € \J*, I, gilt:

d(f*(x), P(n)) < e

und so dass fiir alle k > S | Linge(I;) + N L ein periodisches Orbit mit
Periode k existiert mit derselben Eigenschaft (d(f™(x), P(n)) < ¢ fiir alle

Remark. Das heifst, wir konnen zu mehreren vorgegebenen Orbitseg-
menten ein Orbit finden, welches diese Segmente c-genau approxi-
miert, und welches auch noch exakt eine vorher festgelegte Zeit zwischen
den Orbits zubringt. Dies ist ein wichtiges globales Ergebnis (wahrend
Beschattung dagegen lokal erfolgt).

Beweis. Sei x1 := P(b;) der letzte Punkt der ersten Orbitsegments
und y; := P(ay) der erste Punkt des zweiten Segments. Wegen topo-
logischem Mischen schneiden sich W*(z) und W*(y) in einem Punkt
z. Fiir k, 1 grof genug ist f*(z), f~!(z) beliebig nahe an y;,z; Wah-
le v := f~=(1=a)(3). Dann sind die ersten b, — a, Iterationen von
x wegen Stetigkeit nahe an P(ay), ..., P(b;) und wegen dem Schnitt
von W*(z) und W*(y) und der Wahl von k, [ ist f*2(z) auch nahe an
P(ay). Somit auch auf dem zweiten Intervall I5.

Nun wiederholen wir die Prozedur: Sei xo := P(by),y2 := P(as3).
Finde = € W"(zy) N W*(y2), finde entsprechende k',!’, und sei
x = fV-emaz)=l=k=(ti-a1) Dijeses x unterscheidet sich beliebig we-
nig vom vorigen. Nach endlich vielen Schritten ist das Verfahren ab-

geschlossen und das gefundene x hat ein allen Orbitsegmenten na-
hes Orbit. 0

MARKOV-PARTITIONEN

Die Idee hinter Markov-Partitionen ist es, ein dynamisches Sys-
tem auf einer Mannigfaltigkeit (also einem Raum mit iiberabzihl-
bar vielen Punkten) zu reduzieren auf einen Shift auf endlich vielen
Symbolen, d.h. den Raum in eine endliche Zahl Stiicke zu zerlegen,
die schon gentigen, um die Dynamik zu verstehen. Eine Markov-
Partition von A ist eine endliche ,Partition” von A durch Mengen
Ry, ..., Ry, die sich nur am Rand {iiberlappen und die die Markov-
Eigenschaft haben, dass die Abbildung f bestimmte Rédnder von R;
wieder auf Rander abbildet.

Zunichst etwas Wiederholung elementarer Topologie: Fiir eine
Menge A C M heifst eine Menge B C M offen relativ zu A, wenn es
eine in M offene Menge O gibt mit B = A N O. Notation: Das Innere
einer Menge B relativ zu A bezeichnen wir mit

Inn(B),
18



den Rand mit
OusB.

Erinnerung: Es gibt ein 7 < oo, so dass gilt: Fiir alle z,y € A schnei-
den sich W}'(x) und W;(y) hochstens in einem Punkt. Wenn auch
noch d(z,y) < § gilt, dann schneiden sie sich in genau einem Punkt,
welcher dann mit

[, y]

bezeichnet wird.

Definition. Sei f : U — M ein Diffeomorphismus mit lokal maxima-
ler hyperbolischer Menge A. Eine Menge R C A heifst ein Rechteck,
wenn R Durchmesser < 7/10 hat und fiir alle z, y € R gilt, dass

[z,y] € R.
Wir benutzen die Notation
Wg(z) = RONW(z)

und analog fiir W(x).
Eine Markov-Partition von A ist eine endliche , Partition” von A
durch Mengen R, ..., Ry, welche:

e Abschluss Ihres Inneren beztiglich A sind, d.h. R; = Inn, (R;),
e Rechtecke sind, d.h. abgeschlossen unter [., .|,
e die Bedingung Inn, (R;) NInny (R ,;) = () erfillen,
e die Eigenschaft haben, dass wenn = € Inn(R;) und f(z) €
Inn(R;), dann gilt
@D
Wi (F()) € FOVR()),
2)
f(Wg,(z)) € Wg,(f(2)).

Remark. Die Bedingung Inn, (R;) N Inna(R;;) = () ist schwécher als
das, was bei der Definition einer Partition normalerweise gefordert
wird, ndmlich Disjunktheit der Elemente der Partition. Wir benutzen
diese schwéchere Forderung, damit wir fiir alle R; abgeschlossene
(somit kompakte) Mengen zulassen kénnen.

Example. Sei f der Anosov-Automorphismus auf dem 2-Torus, ge-
geben durch Multiplikation mit < ? 1 ) . Wir wissen schon, dass f

Eigenwerte % hat und orthogonale Eigenvektoren. Im folgenden

Diagramm ist eine Partition von 7” in 2 Rechtecke eingezeichnet:
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Remark. Fiir die Vorstellung ist es niitzlich, sich Markov-Partitionen
als euklidische Rechtecke wie in vorigem Beispiel vorzustellen. Dies
ist allerdings nur ein vereinfachtes Bild. In Wirklichkeit ist es schon
bei sehr einfachen Abbildungen, z.B. Automorphismen auf dem 3-
Torus — d.h. dasselbe wie oben mit einer 3 x 3-Matrix statt einer 2 x 2-
Matrix — so, dass die Elemente einer Markov-Partition keine glatten
Quader mehr sind, sondern fraktale Mengen.

Man kann zeigen:

Auf einer kompakten lokal maximalen hyperbolischen Menge gibt
es Markov-Partitionen von beliebig kleinem Durchmesser.

Damit sind wir nun in der Lage, zu verstehen, wozu Markov-
Partitionen wirklich niitzlich sind: Wie der folgende Satz sagt, lafit
sich die Dynamik von f beschreiben durch einen Shift auf einem
Symbolraum. Zunichst definieren wir den Symbolraum:

Definition. Fiir eine quadratische N x N Matrix A mit Eintragen 0
oder 1 ist der beziiglich A zugelassene Folgenraum gegeben durch

Qs ={wely, VneZ: w,=1iw,1 =jnurwenna; = 1}.
20



Hierbei ist
Oy ={w=_(..,w_1,wy,wi,...)|Vn€EZ: w, €{0,...,N —1}}.
Theorem. Wenn f eine lokal maximale hyperbolische Menge A hat und

R = (Ry,..., Ry) eine Markov-Partition von geniigend kleinem Durch-
messer ist, dann ist die Abbildung

w: Q= A
wobei A definiert ist durch

o {1 fiir f(R:) N\ R; # 0

0 sonst

die definiert ist durch
pw) =" (Rs,)
neL

wohldefiniert, stetig, surjektiv und erfiillt

fep=ypoo,
Auflerdem gilt: ¢ ist injektiv auf o~ (A \ A'), wobei A" = J,,o;, f*(OsR).

Beweis.

(1) Wohldefiniertheit von ¢: Jedes R; ist eine abgeschlossene Teil-
menge der kompakten Menge A. Wegen Definition von A ist
fiir alle n € N der Durchschnitt

f (an> ﬁ RWnJrl

nichtleer. Also ist

(ﬂ S (Rm)
[nl<k keN

eine monoton fallende Folge von nichtleeren Mengen (d.h. je-
de Menge ist nichtleere Teilmenge der vorigen). Deswegen ist
der Durchschnitt

(/" (Ro,)

neL

eine nichtleere geschlossene Menge. Wegen Expansivitit von
f kann diese Menge nicht mehr als einen Punkt enthalten,
denn wenn z,y € (), f™" (Rs,) und Durchmesser(R)<e,
dann ist d(f™(x), f*(y)) < € fur alle n € N, und Expansivi-
tat von f bedeutet, dass d(f"(x), f"(y)) < ¢ fur allen € N
nur moglich ist fiir x = y. Deswegen bendtigen wir auch eine

kleine Markov-Partition, um hier ¢ < § wiahlen zu konnen.
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(2) Injektivitat der Einschrankung von ¢ : Die Einschrankung
von ¢ garantiert, dass f"(x) Air kein n € N auf dem Rand
der Partition liegt. Da sich die Elemente der Partition nur am
Rand schneiden konnen, gibt es zu jedem n € N genau ein
i € {1,...,N} mit f*(z) € R;. Deswegen besteht o !(z) aus
genau dem einen w € {1y, fiir welches fiir alle n € N gilt, dass
wy, = i ist, wobei f"(z) € R;.

(3) Stetigkeit von ¢ : Fiir w,w’ € Q4 ist d(w,w’) klein nur dann,
wenn w,, w, auf {n € Z||n| < k} tibereinstimmen mit k gross.
Wir haben vorhin schon gesehen, dass

N (R,

[nl<k keN

fiir k — oo gegen einen Punkt konvergiert, also fiir £ gross ge-
nug einen beliebig kleinen Durchmesser hat. Da ¢(w), ¢(w’)
beide darin liegen, ist ihr Abstand auch beliebig klein fiir
d(w,w’) klein genug.

(4) perfillt fop = poo : Dies folgt direkt aus der Konstruktion:

flpw) = f (ﬂ f <an>>

= ﬂ f_n+1 (an)

ne”L

= ﬂ f_n (anJrl)

ne”L

= " (Roten)

nez

= plo(w)).

EIGENSCHAFTEN VON ANOSOV-DIFFEOMORPHISMEN

Ein Diffeomorphismus f : M — M heifst Anosov-
Diffeomorphismus, wenn ganz M eine hyperbolische Menge fiir f
ist.

Da unsere Definition von ,hyperbolische Menge” unter anderem
Kompaktheit fordert, setzen wir somit implizit voraus, dass M kom-
pakt ist. Die Sprechweise ,Sei f : X — X Anosov” impliziert also:
X ist kompakte Mannigfaltigkeit. Ein Anosov-Diffeomorphismus ist
auch auf der ganzen Mannigfaltigkeit definiert, wahrend bei allge-
meinen hyperbolischen Mengen ausgereicht hat, dass f : U — M

auf einer offenen Menge U C M definiert war.
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Theorem. Eigenschaften von Anosov-Diffeomorphismen:

Wenn f : M — M ein Anosov-Diffeomorphismus ist, existieren \ €
(0,1), C, < 00,e > 0,0 > 0 und fiir jedes x € M eine Spaltung von T,,M
in Unterridume E*(x) @ E*(x), so dass:

e die Familien E*° und E" sind f-invariant,

o fiiralle v € E* und n € N gilt ||df"v|| < A"||v]|,

e fiirallev € E* und n € N gilt ||df 7"v|| < A*||v]],

e Wi(z) ={y e M:d(f"(z),f"(y)) — 0furn — oo} erfillt
d*(f(x), f(y)) < Ad*(z,y) fur alley € W*(x),

o Wh(x)={ye M:d(f"(z), f"(y)) — 0fiirn — oo} erfiillt
d*(f~H(=), 7 (y)) < Ad*(=,y) fiir alley € W*(z),

e die Familien W* und W* sind invariant,

e E°(x) ist tangential an WW*(z),

e EY(z) ist tangential an W*(x),

e fiir d(z,y) < ¢ besteht der Durchschnitt W (xz) N W2(y) aus
genau einem Punkt, genannt [z, y],

e [z,y] hdngt stetig von x, y ab,

o d*([z,y],y) < Cpd(z,y) und d*(z, [z, y]) < Cpd(x,y).

Nun erforschen wir den Zusammenhang zwischen Dichtheit
von periodischen Punkten, Dichtheit von (in-)stabilen Mannig-
faltigkeiten und topologischem Mischungsverhalten bei Anosov-
Diffeomorphismen.

Zur Vorbereitung etwas zur Dichtheit von periodischen Punkten:

Theorem. Sei f : X — X ein Anosov-Diffeomorphismus. Dann sind
periodische Punkte dicht in der nichtwandernden Menge NW(f).

Beweis. Fiir beliebiges + € NW( f) gilt: Fiir allec > 0 gibtes N € N
mit fV(B.(z)) N B.(x) # (). Also gibt es ein y, das e-nahe an z liegt,
so dass fV(y) auch e-nahe an x liegt. Somit ist das Orbit-Segment

v, fW), ), N ()

ein geschlossenes 2e-Pseudoorbit. Nach dem Beschattungssatz gibt
es in einer Umgebung von y einen periodischen Punkt. Dieser kann
beliebig nahe an x gefunden werden, da ¢ beliebig klein gewahlt
werden kann. O

Bei diesem Beweis haben wir die Anosov-Eigenschaft, dass die
hyperbolische Menge der gesamte Raum ist, nur dazu verwendet,
um z beliebig wahlen zu konnen. Wenn wir statt eines Anosov-
Diffeomorphismus eine beliebige Abbildung mit hyperbolischer
Menge A nehmen, stimmt das Argument fiir x € A immer noch; al-
lerdings ist das periodische Orbit nun nicht mehr notwendigerweise
in A, sondern nur in einer kleinen Umgebung. Aus dieser Uberle-

gung heraus formulieren wir folgenden Satz:
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Theorem. Wenn A eine lokal maximale hyperbolische Menge von einem
Diffeomorphismus f : U — M ist, dann sind periodische Punkte von f|
dicht in der nichtwandernden Menge NW( f]).

Zur Erinnerung: Lokale Maximalitdt von f : U — M besagt, dass
es eine offene Umgebung V' C U von A gibt, so dass A gleich dem
Orbit vom Abschluss von V ist:

A=)

1€EZL

Aquivalent dazu ist, dass es eine offene Umgebung U’ von A gibt, so
dass fiir jede offene Umgebung V' C U’ von A gilt, dass A gleich dem
Orbit vom Abschluss von V ist, dh. A = ),, f (V).

Diese Bedingung heifit deswegen ,lokal maximal”, weil sie impli-
ziert, dass man lokal, also in einer kleinen Umgebung U von A, kei-
ne Punkte zu A dazutun kann (also A vergrofsern), so dass A immer
noch invariant ist.

Beweis. Ahnlich wie vorhin: Fiir z € NW(f|,) und alle ¢ > 0 gibt
es N € Nmit fN((B.(z) N A)) N (B:(x) N A) # (). Also gibt es ein v,
das e-nahe an z liegt, so dass " (y) auch e-nahe an z liegt. Wieder
ist das Orbit-Segment y, f(y), f*(y), ..., f¥(y) ein geschlossenes 2¢-
Pseudoorbit in X. Nach dem Beschattungssatz gibt es in einer Um-
gebung von y in X einen periodischen Punkt p beliebig nahe an .
Damit wissen wir schon, dass die periodischen Punkte von f dicht
sind in A; wir wissen aber noch nicht, ob auch die periodischen
Punkte von f|, schon dicht sind in A. Es bleibt also noch zu zeigen,
dass p auch in A liegt. Dazu benutzen wir die lokale Maximalitit:
p liegt schon beliebig nahe an A. Damit gilt das auch fiir die ersten
n Iterierten von p (wegen Stetigkeit von f). Wegen Periodizitat gilt
das fiir das ganze Orbit von p. Also liegt das Orbit von p in einer
Menge V in einer beliebig kleinen Umgebung von A. Somit liegt es
in ;. V. Diese Menge ist aber gleich A. O

Theorem. Sei f : X — X ein Anosov-Diffeomorphismus. Dann sind
dquivalent:

(1) NW(f) = X.

(2) Fiiralle x € X ist W*(z) dicht in X.
(3) Fiiralle x € X ist W*(z) dicht in X.
(4) f ist topologisch transitiv.

(5) f ist topologisch mischend.

Wihrend des Beweises werden noch ein paar Lemmata auftau-
chen (und bewiesen).

Beweis. Zuerst zeigen wir (1) = (3):
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Wihle in X eine ¢/4-dichte endliche Menge von periodischen
Punkten

Ti1yeeoy Tk

Fuar

k
N := H Periode(z;)
i=1
sind alle z; periodisch mit (derselben) Periode N. Wir definieren
g = fN. Statt f konnen wir auch g untersuchen, denn die stabile
Mannigfaltigkeit von f durch x ist genau die stabile Mannigfaltig-
keit von g durch z; genauso fiir die instabilen Mannigfaltigkeiten.

Lemma. Es gibt ein ¢ € N, so dass wenn d(x;,x;) < /2 und wenn fiir
einy € M gilt, dass d(z;, W*"(y)) < ¢/2, dann gilt fiir alle n € N, dass
d(z;, 9" (W"(y))) <e/2.

Beweis. Wihle z in W*(y) N W2 (z;). Dann gilt d(¢7 (2), z;) < /2 fiir
ein 7' € N (und auch fiir alle 7" > T3, mit 77 € N unabhéngig von z).
Da gilt, dass d(¢g7(z),z;) < ¢, existiert ein w € W"(g7(2)) N WZ(z;).
Also ist d(g”" (w), z;) < ¢/2 fiir ein T € N (und auch fiir alle 7" > T
mit 7, € N unabhdngig von w. Mit ¢ := T} +T5 folgt die Behauptung.

O

Damit konnen wir die Implikation (1) = (2) zeigen: Da die
Menge{z,...,z;} endlich ist, konnen wir in endlich vielen e-
Spriingen von jedem z; zu jedem z, gelangen. Bezeichnen wir mit
K die maximal notige Zahl. Dann ist wegen vorigem Lemma die
Menge ¢%9(W"(y)) eine e-dichte Menge, denn die Abschitzung
d(zj, 9™ (W"(y))) < e/2 gilt auch fiir j = 4, also d (z;, g™ (W*(y))) <
e/2.

Wenn wir f mit f~'vertauschen (was auch Anosov ist), vertau-
schen sich die Rollen von W*, W*. Also haben wir auch (1) = (3)
bewiesen.

Jetzt noch eine Vorbereitung fiir den Beweis von (2) = (5):

Lemma. Wenn fiir alle y € X gilt, dass W"(y) dicht ist in X, dann gibt
es zu jedem e > 0 ein R(e) < oo so dass fiir alle x € X gilt: Wy (x) ist
e-dicht in X.

Beweis. Wir wissen schon, dass fiir jedes = € X die Menge W*(x) in
X dicht ist, also e-dicht fiir jedes ¢ > 0. Da

W) = (J W),
reN
muss also fiir jedes ¢ > 0 ein (g, z) € N existieren, so dass W(_ ()
schon e-dicht ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass r unabhéngig von x

gewdhlt werden kann.
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Seien z und ¢ schon gewdhlt. Die instabilen Mannigfaltigkeiten
(W*(y)),cx bilden eine ,Blatterung” W*, die stetig ist, in dem Sinn,
dass festes r und fiir 2’ beliebig nahe bei = die Menge W;*(x) auch
beliebig nahe an der Menge W*(2’) ist. D.h., es gibt ein 6 > 0, so
dass fiir alle 2’ mit d(z,2’) < ¢ die Menge W_,, ,,(2') in X e-dicht
ist.

Wir finden nun zu jedem =z € X so eine §(x)-Umgebung. Alle
zusammen bilden sie eine Uberdeckung von X, also gibt es wegen
Kompaktheit eine endliche Teiliiberdeckung. Wir kénnen also das
Maximum der r(g/2, ;) tiber die Mittelpunkte Z; dieser endlich vie-
len Bélle nehmen und es R(c) nennen. Dann ist Wy () fiir alle z
eine e-dichte Menge. O

Nun zeigen wir (2) = (5):

Zu zeigen ist: Fiir alle U, V offen in X (und nichtleer) gibt es 7, so
dass fiir alle n > 7 gilt, dass U N f*(V') # 0. Da V offen ist, enthalt es
W(z) furein x € X und ein e > 0. Aulerdem enthilt U einen ¢'-Ball
(oBdA ¢’ = ¢). Wir wissen schon, dass Abstiande auf W*" sich unter
Anwendung von f exponentiell vergrofiern. Also gibt es n € N, so
dass f"(W2(z)) D Wy (f"(x)). Die Menge auf der rechten Seite ist
e-dicht, schneidet also U.

Genauso folgt (3) = (5), denn wenn alle W*(z) fir f dicht sind,
sind alle W*(z) fir f~! dicht, also gibt es fiir alle U,V offen und
nichtleer ein i € N, so dass fiir alle n > 7 gilt U N (f~1)" (V) # 0,
also VN f(U) # 0.

Die Implikation (5) = (4) folgt direkt aus der Definition von to-
pologischem Mischen und topologischer Transitivitat.

Die Folgerung (4) = (1) ist ebenfalls einfach, denn wenn f ein
dichtes Orbit hat und z ein Punkt darauf, dann gilt fiir alle y € X
und jede offene Umgebung U von y, dassesn € N, m € N,m > n
gibt mit f"(z) € U, f™(x) € Bay,fr@),2(y) C U, und somit auch
fNEmTUYNU £ 0. O

ERGODENTHEORIE

Zunichst ein harmlos aussehender Satz, aus dem aber direkt die
wichtigsten Ergodensitze folgen:

Theorem. Fundamentaler Ergodensatz: Sei (X, 1) ein MafSraum mit
endlichem Gesamtmaf$, T : X — X eine messbare Abbildung, welche T
invariant Lifst, d.h. fiir alle messbaren B gilt n(T~(B)) = p(B), und sei
B C X eine (messbare) Teilmenge. Definiere

S,(x) :=#{i €{0,...,n—1}|T"(x) € B},
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(also die Zahl der , Treffer” in B unter dem Orbitsegment der Linge n mit
Startpunkt x), und

Ay (z) = %Sn(x),

(also die relative Hiufigkeit, die dieses Orbitsegment in B zubringt).
Dann gilt fiir p-fast alle x € X : Der Limes
lim A,(x)

existiert.

Beweis. Definiere B
A(z) == limsup A, (x),

n—~o0

A(z) :=liminf A, (z).

Die Funktion A ist T-invariant, d.h. A(T(z)) = A(z), und das gilt
nattirlich auch fiir A.
Wihle € > 0 beliebig (klein) und definiere

7(z) ;== min{n € N| A,(z) > A(z) — ¢}

7 hdngt natiirlich auch von ¢ ab, aber wir d&ndern ¢ bis ganz am Ende
von diesem Beweis nicht.

Fall 1: 7 ist essentiell beschrankt durch M < oo, d.h. fiir u-fast alle
re Xgiltr(x) < M.

Wir betrachten fiir n € N (grof3) das Orbitsegment von Lange n ab
einem beliebigen x € X, d.h.

x,Tx,...., T" 'z

und stellen fest, dass es m; < M gibt, so dass A, (z) > A(z) —
e, denn wir kénnen m; = 7(z) wiahlen. Dann betrachten wir das
Orbitsegment von Lange M ab Tz, d.h.

T, Tx,..., T™ ™M1y

und stellen analog fest, dass es my < M gibt, so dass A,,,(T™'z) >
A(z) — €, denn wir kénnen my = 7(T™z) wihlen und es gilt (wie
vorhin erwidhnt) A(T™z) = A(z). Wir konnen mit diesem Verfahren
fortfahren und das Orbitsegment von Lange n ab z, d.h.

z,Tx,...,T"

mit Teilsegmenten iiberdecken, auf denen A,,, > A(x) — ¢ ist; das
konnen wir mindestens solange tun, bis das verbleibende Stiick

Tty T

Lange < M hat. Wir haben also vom Orbitsegment der Lange n ein
Teil der Lange mindestens n — M abgedeckt. Damit haben wir ge-
zeigt, dass gilt:

Sn(@) 2 (1 o J(A(w) —¢)



oder dquivalent A, (z) > (1 — ) (A(z) — e).

Wenn wir das Integral von S, beziiglich 1 tiber ganz X berechnen,
erhalten wir nu(B), denn es gilt S; = x5 (die Indikatorfunktion der
Menge B) und somit

/X Sy (x)dpu(x) = p(B),

Sy = xB + Xr-1p und wegen T-Invarianz von p gilt somit
Jx Sa(z)dp(z) = 2p(B), und analog [, Sy (z)du(z) = nu(B). Wir er-
halten also die Gleichung

wB) > (- /X Alw)dpu(z) .

n

Hierbei haben wir {ibrigens verwendet, dass x(X) < oo ist. Durch
Grenziibergang n — oo folgt

u(B) > /X A(w)dp(z) — <.

Fall 2: 7 ist nicht essentiell beschrankt. Dann nehmen wir die
,schlechte Menge” von Punkten z, auf denen 7(x) > M ist, noch
zu B dazu, definieren also eine Menge

B':=BU{re X|7(x) > M}
und darauf
S (x) :==#{i €{0,....,n—1}|T"(x) € B'}.
Dann schliefSen wir: Es gilt analog zu vorhin
Su(@) = (n— M)(A(z) —¢),
denn fiir x € X gilt: Entweder ist 7(x) < M, und dann ist
Ay () > A(x) — €

fir m; = 7(z) < M. Oder es ist 7(x) > M, und dann ist = schon in
der ,schlechten Menge”, also auch in B’, und deshalb ist S;(z) = 1,
also sicherlich

A () =1> A(z) — ¢
mit m; = 1. In beiden Fillen fahren wir dann mit 7" z anstelle von x
fort, wiederholen und erhalten schliefilich die gewiinschte Abscht-
zung S’ (z) > (n — M)(A(z) — €). Daraus schliefen wir wieder

W(B) > /X A(w)dp(z) - <,

und daraus folgt

u(B) > /X A(a)dp(x) — 2.
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Letztere Gleichung gilt also immer, egal ob Fall 1 oder Fall 2 vor-
liegt.
Durch Vertauschen von B mit X \ B erhalten wir

pX\B) 2 [ (1= Aw)du(o) - 22

X
also

mmsAAmwm+%

Da ¢ > 0 beliebig war, stellen wir durch Grenzwertiibergang ¢ — 0
jetzt fest,dass

AzmwmsmmsLAmwm,
somit
légmw—zwwm@>zo

Da aber offensichtlich A(z) — A(x) < 0 fiir alle z gilt, muss gelten:

A(z) = A(z) fur p-fast alle x € X. Also existiert der Limes
lim A,(x)

n—oo

fir p-fast alle x € X, wie gefordert. O

Nun wenden wir uns Sédtzen zu, die viel starker klingen — und
auch wirklich aussagekriftig sind — die aber eine direkte Folge aus
dem fundamentalen Ergodensatz sind.

Definition. Das System (7', ;1) heifst ergodisch, wenn fiir alle (mess-
baren) und T-invarianten Mengen B C X gilt, dass B beziiglich 1
Maf3 0 hat oder das Komplement von B Maf 0 hat, also x(B) = 0
oder (X \ B) = 0 ist. In diesem Fall benutzen wir auch die Sprech-
weise ,, 1" ist ergodisch beziiglich .

In der Literatur sieht man oft die Formulierung , T ist ergodisch”
ohne Angabe eines Mafles, aber das ist etwas verwirrend und macht
nur Sinn, wenn ein ganz bestimmtes Maf} dazugedacht ist. Denn Er-
godizitdt hangt von dem Mafs ab; wenn 7' ergodisch ist beziiglich
eines Mafles j1;, dann muss 7" nicht ergodisch sein beziiglich eines
anderen Maf3es ji5. Ebenso findet man haufig die Formulierung ,, s ist
ergodisch”; offensichtlich macht das auch nur Sinn, wenn ein ganz
bestimmtes 7" dazugedacht ist.

Lemma. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) (T, ) ist ergodisch, d.h. aus T~'(B) = B folgt u(B) = 0 oder
u(X \ B) =0.
(2) Wenn f : X — R invariant ist unter T, d.h. wenn f(T(x)) = f(x)

fiir alle x € X gilt, dann ist f essentiell konstant.
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(3) Der durch T gegebene lineare Operator
T: L' () — L' (p),
der definiert ist durch
(T(N)(@) = f(T(x)),

also A
T(f):=[foT,

hat keine Eigenfunktionen aufSer Konstanten.

Die Aquivalenzen sind ganz leicht zu zeigen. Interessant ist hier-
bei zu bemerken, dass in (2) von ,essentiell konstanten” Funktio-
nen und in (3) von , konstanten” Funktionen geredet wird; dies liegt
daran, dass eine essentiell konstante Funktion, die in L' liegt, in L'
genau gleich einer konstanten Funktion ist, denn L' ist ja gerade die
Menge von Aquivalenzklassen unter solchen Identifizierungen.

BIRKHOFFS ERGODENSATZ (ODER: WIE WIR DIE ZUKUNFT
VORHERSAGEN)

Der fundamentale Ergodensatz besagt etwas iiber die relative
Haufigkeit, mit welcher ein Orbit einer Abbildung 7" in eine be-
stimmte Menge trifft. In Anwendungen ist es hadufig eher so, dass
auf X (dem gesamten Raum) eine reelle Funktion f vorgegeben ist —
ndmlich eine Messgrofie, welche in einem konkreten physikalischen
Modell gemessen werden kann — und der Mittelwert dieser Funkti-
on f langs des Orbits von 7" ist zu bestimmen. Dies konnen wir auch
wirklich tun — und zwar in den wichtigen Fillen sogar dann, wenn
wir fast nichts wissen tiber f, tiber 7" und tiber das Orbit. Kurz: Wir
wissen praktisch nichts und schlussfolgern trotzdem praktisch alles!

Der folgende Ergodensatz von Birkhoff iibersetzt den fundamen-
talen Ergodensatz in die Sprache von reellen Funktionen auf X:

Theorem. Birkhoff-Ergodensatz: Wenn (X, 1) ein Wahrscheinlichkeits-
raum ist, T : X — X maferhaltend beziiglich yi, und f € L'(p) (d.h.
f: X — Rintegrierbar), dann existiert der Limes

n—oo N, 4

Ag(a) = lim L3 F(Ti ()

fiir fast alle (beziiglich p) Punkte x € X, und der Limes existiert in L*(p1).

Beweis. Den Fall f = yp kennen wir schon, denn da ist die Behaup-
tung gerade die Aussage des fundamentalen Ergodensatzes. Der
Term, der beim fundamentalen Ergodensatz S,, hief3, ist gerade unser
Term 3" f(T'(z)). AuBerdem gilt die Behauptung sicherlich auch

fiir eine endliche Linearkombination von solchen charakteristischen
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Funktionen ist, also f = fo:l apXc, mit a;, € R und C}, disjunkte
messbare Mengen.

Wir wissen aus der Analysis, dass es zu jeder L'-Funktion f und
tiir alle e > 0 eine Funktion f, gibt, deren Werte eine diskrete Menge
in R sind und so dass | f(x) — f-(z)| < ¢ fiir alle z € X gilt, also

fe= ZakXCk~
k

Fiir den Fall, dass f essentiell beschrankt ist, gilt dann, dass f.

nur endlich viele Werte annimmt, also f. = fozl axXc, wie vor-
hin, also existiert Ay (x) fiir fast alle . Wegen der Abschitzung
|f(z) — fo(x)] < e gilt dann

Aj(a) = limsup - S F(T(w) < Ay(r) + <

n—oo =0

und o
Ag(e) = Timint 3" (T (2)) > Ay(a) —

=0

also existiert der Limes A (z). Fiir den Fall, dass f nicht essentiell be-
schrankt ist, tiberlegen wir uns erst, dass wegen der Integrierbarkeit
von f gilt, dass ), axu(Cy) endlich ist, denn

Ck) = ad d .
S leuln(@ /X|f| u<€+/X|f| < o0

Deswegen gilt
Ap(x) <Y Ay, (@) +e
k

und
Ap(x) = apAy, () — ¢,
k

also existiert auch hier der Limes A (x) fiir fast alle z € X. Das zeigt
die erste Behauptung.

Nun zeigen wir, dass Ay in L* (1) liegt. Der Einfachheit halber neh-
men wir an, dass f > 0 ist; ansonsten ersetzen wir f durch |f|, und
wenn Ay € L'(p) gilt, dann gilt wegen |A;| < Aj;jauch Ay € L ().

Es gilt
/ Ardp < / Ardp
X b's
< Zak/ Ay, dp+e
. X
< Z api(Cr) + €

k
< 0o,
1



also Ay € L'(p1) wie behauptet. O

Ubrigens benutzen wir hierbei die Notation f € L'(x) und ver-
stehen damit, dass f automatisch eine Funktion auf X ist; dies ist
gerechtfertigt, denn wenn wir ein Maf3 i« haben, dann haben wir au-
tomatisch auch dessen Definitionsbereich (eine o-Algebra) gegeben,
da diese Information in ;1 enthalten ist, und natiirlich ist die Menge
X durch die o-Algebra bestimmt, weil X das grofste Element davon
ist.

Bei diesem Beweis sehen wir: In Beweisen der Ergodentheorie be-
notigt es oft geraume Zeit, um ganz elementare (und nicht beson-
ders interessant klingende) Dinge zu zeigen, z.B. dass das Zeitmittel
Ay tiberhaupt definiert ist. Dagegen sind diejenigen Fakten, die uns
brennend interessieren, z.B. dass das Zeitmittel fast tiberall von =
unabhéngig ist und gleich dem Raummittel ist, im Beweis ganz ein-
fache Folgerungen aus den vorher langwierig gezeigten elementaren
Dingen. Hier nun diese wichtige und einfache Folgerung:

Theorem. Wenn (T, 1) eine ergodische Transformation auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (X, p) ist (somit p invariant unter T : X — X), und
[ € L*(u) ist, dann existiert fiir p-fast alle x € X der Limes

genannt das Zeitmittel von f (lings dem Orbit von x), und fiir p-fast alle
x € X ist das Zeitmittel von f lings dem Orbit von x gleich und hat den
(konstanten) Wert
/ fdp,
X

genannt das Raummittel von f (iiber den gesamten Raum X).

Beweis. Die Funktion A; ist T-invariant, also wegen der Ergodizitat
von (7, i) essentiell konstant beztiglich . O

Das ist nun ein reichlich erstaunliches Ergebnis! Es besagt Folgen-
des: Wir wollen den Wert einer Funktion (Messgrofle) f langs Or-
bits einer Transformation 7" vorhersagen. Dabei wissen wir praktisch
nichts iiber die Funktion f (denn L' ist eine Messgrofen eigentlich
immer), wir wissen sehr wenig iiber die Transformation 7" (denn Er-
godizitat ist eine schwache Bedingung), und wir wisssen iiberhaupt
nichts iiber das (moglicherweise extrem komplizierte) Orbit von z, ja
wir kennen nicht einmal den Startwert des Orbits. Und trotz alledem
konnen wir mit hundertprozentiger Wahrscheinlichkeit und ganz exakt

vorhersagen, wie der Wert von f im Mittel iiber das Orbit ist!
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MASS-THEORETISCHES MISCHEN

Bislang kennen wir topologisches Mischen, topologische Transiti-
vitdt (d.h. Dichtheit von einem Orbit) und Minimalitat (d.h. Dicht-
heit von jedem Orbit). All dies sind topologische Eigenschaften, han-
gen also nur von der Struktur der offenen Mengen ab. Wenn wir (wie
meist) auf einem metrischen Raum sind, dann hdngen diese Eigen-
schaften von der Distanzfunktion ab.

Wenn wir nun ein System untersuchen wollen, das auf einem
Mafraum definiert ist, dann stehen diese Begriffe nicht zur Verfii-
gung, denn zwischen Maf} und Topologie besteht erst einmal keine
Verbindung; wir haben nur das Maf}, um die Komplexitit der Trans-
formation zu bemessen.

Wir kennen schon Ergodizitit (eine schwache Bedingung). Jetzt
wenden wir uns dem Mischen zu, diesmal dem maf3-theoretischen.

Was stellen wir uns also unter ,,Mischen” vor? So etwas wie beim
Anriihren von Farbe im Eimer: Wenn wir z.B. in einen 10-Liter Eimer
9 Liter gelbe und 1 Liter rote Farbe hineinschiitten, dann nennen wir
das ganze gut gemischt, wenn beliebige Teilmengen des Eimervo-
lumens die Eigenschaft haben, dass darin 90% gelbe und 10% rote
Farbteilchen sind. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition. Sei 7" eine Transformation eines Raums mit Mafs ¢ und
sei p invariant unter 7. Das System (7', ;1) heifit (maf-theoretisch)
mischend, wenn fiir alle messbaren Mengen A, B gilt:

Tim p(ANT"B) = p(A)p (B) .

Der Zusatz ,mafs-theoretisch” bei Mischen wird oft nicht ausge-
schrieben. Wie bei Ergodizitit ist auch dies nicht eine Eigenschaft
von 7" oder p allein, sondern vom 2-Tupel (7', ) .

Mischen impliziert Ergodizitat:

Lemma. Wenn das System (T, j1) mischend ist, dann ist (T, ;u) ergodisch.
Beweis. Wenn (7', ;1) mischend ist und p(A) > 0, u(B) > 0, dann gilt
Tim p(ANT"B) = (A (B) > 0.

Nehmen wir an, (7, ;1) sei nicht ergodisch. Dann gibt es solche dis-

junkte A, B, beide T-invariant, so dass AU B = X gilt. Dann wire
w(ANT"B) =pu(ANB) = u(d) =0.
Widerspruch. O

Manchmal kénnen wir Topologie und Mafitheorie aber doch in
Verbindung bringen. Zum Beispiel dann, wenn das Mafs auf allen
offenen nichtleeren Mengen positiv ist. So etwas ist zum Beispiel

der Fall, wenn das System auf einem euklidischen Raum (endliche
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Teilmenge von R" oder n-Torus) definiert ist. Maf3-theoretisches Mi-
schen impliziert dann topologisches Mischen:

Lemma. Wenn (1 ein Maf$ auf einem topologischen Raum ist, fiir welches
alle nichtleeren offenen Mengen messbar sind und positives Maf$ haben,
und wenn (T, 1) mafS-theoretisch mischend ist, dann ist (T, j) auch topo-
logisch mischend.

Beweis. Wenn (7', ;1) mischend ist und p(A) > 0, u(B) > 0, dann gilt
wieder
lim u(ANT"B) = p(A)p (B) > 0,
also gibt esein N € N, so dass fiir n > N gilt
w(ANT"B) >0,
also ist A N'T™ B nichtleer. O

Als néchstes lernen wir ein Maf3 auf Symbolfolgen kennen. Dies
ist ein Beispiel fiir ein mischendes System.

Definition. Auf dem Raum
Oy ={(...,w_1,wp,w1,...) |[Vie N:w; € {0,...,N — 1}}
der (zweiseitigen) Symbolfolgen im Raum mit N Symbolen ist das
Bernoulli-Maf$ wie folgt definiert: Sei
p=(po,...,pn—1) €0, 1)V
ein Wahrscheinlichkeitsvektor, d.h. 3>~  p; = 1. Fiir einen Zylinder
Zptt i ={w e QVj e {l,... k} rwi;, = a5}

definieren wir
Qlyensy Ofk .
Z ..... Zk H p]

Damit haben wir ein Maf} auf der durch Zylinder erzeugten o-
Algebra. Dies ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs, denn der ganze Raum
Qy ist gleich dem Zylinder mit 0 Eintragen, hat also Maf3 [ | jeobi =1

Theorem. Das Bernoulli-Maf ist mischend beziiglich dem Shift o auf Q.
Beweis. Fiir zwei Zylinder
A=z B = ghueb

gilt, dass es N € N gibt, so dass fiir n > N die Zylinder A und ¢"B
keine gemeinsames Indices haben, also immer i; # ¢/, ist. Das gilt
namlich fiir

N =max {i},|j € {1,...,1}} —min{i;|j € {1,...,k}}.
Also gilt fiir solche n, dass
AHU"B ZOél ----- akﬁl ----- ﬁl

IR IR B R A



und daraus folgt sofort
p(ANo"B) = p(A)u(B).
Trivialerweise konvergiert also die linke Seite gegen ;1(A)u(B). O

BILLIARDS

Definition. Ein Billiard ist ein beschridnktes Gebiet G im R? mit glat-
tem Rand 0G (allgemeiner: mit stiickweise glattem Rand).

Definition. Auf der Menge der Einheitstangentialvektoren an G U
0G, bezeichnet mit 77(G U 0G) definieren wir einen Fluss, den
Billiard-Fluss ¢, wie folgt: Im Inneren von G besteht der Fluss aus
Geradeausgehen. Und eine Trajektorie, die am Rand anstof3t, wird so
reflektiert, dass eingehende und ausgehende Richtung die gleichen
Winkel mit der Tangente haben (die Regel ,Eingangswinkel gleich
Ausgangswinkel”), wobei Eingangs- und Ausgangswinkel geeignet
zu interpretieren sind. Formal haben wir folgende Definition

Fiir (p,v) € T1G (d.h. einen Vektor (p, v) mit FuSpunkt p im Inne-
ren von () definieren wir den Billiard-Fluss ¢ infinitesimal durch

o (p,0)) = (0,0),

d.h. der FuSpunkt p bewegt sich mit Geschwindigkeit v und der Vek-
tor v dndert sich infinitesimal nicht. Fiir kleine ¢ gilt dann, dass

pi((p,v) = (p + tv, v).

Fiir p € 0G und v derart, dass v ins Innere von G zeigt, definieren
wir ebenfalls

Sloai(p,) = (2,0).

Und fiir p € 9G und v derart, dass v ins Auflere von G zeigt, definie-
ren wir fiir kleine ¢ > 0 :

ei((p,v)) = (p + tw, w),

wobei w das Spiegelbild von v an der Tangente von 0G ist (und somit
in G hinein zeigt).

Fiir v tangential an den Rand ergeben die letzten beiden Formeln
dasselbe, und deswegen ist unerheblich, welche wir wahlen. Aller-
dings schliefst die Analyse von Billiards typischerweise ohnehin aus,
dass ein Orbit an einem Punkt tangential an den Rand ist, zumindest
fiir den Fall, dass der Rand (iiberall) differenzierbar ist. Denn sonst
lage das Orbit {iberall tangential an den Rand, wiirde also stets nur
G periodisch umkreisen, was keine besonders interessante Dynamik
ist.

Statt einem Fluss auf dem euklidischen Gebiet G' konnen wir all-

gemeiner auch eine offene Teilmenge einer 2-dimensionalen Flache
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nehmen. Das gibt auch eine sehr interessante Dynamik: Fiir den
Fluss im Inneren nehmen wir den geoditischen Fluss, den wir im
folgenden noch kennenlernen (und welcher so funktioniert, dass
Vektoren mit konstanter Geschwindigkeit wandern, und zwar auf
,geradestmoglichen” Kurven, sogenannten Geodiitischen). Am Rand
konnen wir Vektoren, die tangential an die Flache sind und aus G
heraus zeigen, wie bisher so reflektieren, dass sie immer noch tan-
gential an die Flache sind und in G hinein zeigen. Momentan be-
schrianken wir uns aber noch auf den euklidischen Fall, der nattirlich
leichter zu untersuchen ist.

Da der Rand glatt (oder zumindest stiickweise glatt ist), konnen
wir ihn parameterisieren mit einer Funktion « : R/(LZ) — 0G, die
definiert ist auf

R/(LZ)=[0,1) (modL),
d.h. dem Kreis der Lange L, mit L := Lange(9G).

Definition. Statt dem Billiard-Fluss untersuchen wir meist gleich die
Billiard-Abbildung, welche Punkten auf dem Rand des Gebiets G
sowie entsprechenden Richtungen (beschrieben durch den Winkel
mit der Tangente), also einem Tupel (p, #) den Punkt p’ zuordnet, an
welchem der Billiard-Fluss als ndchstes den Rand trifft, sowie den
entsprechenden Winkel ¢'. Wenn wir den Rand mit dem Parameter
s parametrisieren, konnen wir in die Billiard-Abbildung auch gleich
den Parameterwert s statt dem Punkt p einsetzen. Wir erhalten dann
eine Abbildung

f:([0, L) x (0,m)) — ([0, L) x (0, 7)),

wobei das Intervall [0, L) zu verstehen ist ,(mod L)”. Hierbei ist
0 € (0,7) der Winkel zwischen dem Orbit von ¢ am Rand mit der
,positiv orientierten Tangente” von JG.

f ist also auf einem Zylinder definiert. Dabei miissen wir uns mer-
ken, dass die Koordinate s fiir die zyklische und 6 fiir die lineare
Komponente steht, was anfangs etwas verwirrend scheint. (Wiirden
wir fiir § das ganze Intervall [0, 27) zulassen, dann wére das nattir-
lich auch eine zyklische Koordinate. Aber wir identifizieren 6 mit
21 — 0, und das macht den Kreis zum Intervall.)

Example. Fiir G= die Kreisscheibe von Radius p haben wir L = 27p
und f ist der lineare Twist
f(s,0) = (s +6,0),

denn der Winkel ¢ dndert sich nicht. Fiir diese Abbildung sind alle
Kreise
K.:={(s,0)]|s€[0,L),0=c}
f-invariante Mengen.
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Remark. Auch fiir jedes andere Billiard gilt, dass die Abbildung
[ eine Twist-Eigenschaft hat: Das Bild der senkrechten Linie
{(0,0) |6 € (0,7)} unter f ist eine Kurve, die (0,0) und (0, 7) ver-
bindet und dabei einmal in #-Richtung um den Zylinder herum-
geht.Variationsansatz und Erzeugendenfunktion

Sei G nun ein strikt konvexes Gebiet mit tiberall differenzierbarem
Rand.

Zuerst eine einfache Frage: Fiir welche Punkte p, p’ gibt es ein Or-
bit der Billiard-Abbildung, in welchem p und p’ hintereinander vor-
kommen?

Die Antwort ist natiirlich einfach: Fir alle p # p’. Das Orbit wird
einfach gebildet aus der geraden Strecke zwischen p und p’ (und
kann vorwarts und riickwaérts zu einem Orbit von unendlicher Lan-
ge fortgesetzt werden).

Als nichstes eine etwas schwierigere Frage: Wann liegen 3 Punkte
P—1, Po, p1 auf einem Orbit? Anders gefragt: Gegeben p_; und p,, fiir
welche py gilt, dass ein Orbit durch p_;, p, p1 geht (hintereinander
und in dieser Reihenfolge)?

Darauf gibt es zwei Antworten:

(1) (Die offensichtliche Antwort:) p, muss so liegen, dass der
Winkel der Linie von p_; nach p, mit 7,,,0G gleich dem Win-
kel von T,,,0G mit der Linie von py nach p; ist.

(2) (Die Variationsantwort:) p, muss so liegen, dass die Summe
d(p_1,p0) + d(po, p1) extremal wird.

Die zweite Antwort ist dquivalent zur ersten. Dies lafst sich zwar
auch durch geometrische Argumente zeigen, aber wir sehen gleich
einen Beweis mittels sog. Erzeugendenfunktionen.

Definition. Die Erzeugendenfunktion des Billiards ist
H(S7 S/) = _d(CL(S)? a(s/)).
Example. Fiir G = die Kreisscheibe mit Radius 1 ergibt sich

H(s,s) = —2sin <%(s/ - s)) |

Lemma. Es gelten:

1)

)

0
—H N = .
5 (s,s") = cosf

Beweis. Wir beweisen die erste Formel; die zweite kann analog be-

wiesen werden.
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8 , - d !
@H(S’ s) = —@d(a(s),a(s )
d , ;
_ _@ <a(3 ) — a(s), CL(S ) - CL(S)>
1
o _2\/(a(s’) —a(s),a(s") —a(s))

~2[a(s’) — a(s)]
_ d . a(s) —als)
= (") o = a0
= —cost,
da -£a(s') ein Vektor der Lange 1 ist. O
Abgesehen von diesem algebraischen Beweis gibt es noch einen
elementar—geometrischen.
Jetzt formulieren wir die Aussage von vorhin ,Wenn ein Orbit

durch p_1, po, p1 geht, muss pg so liegen, dass die Summe d(p_1, po) +
d(po, p1) extremal wird” erneut:

Theorem. Wenn ein Orbit der Billiard-Abbildung durch die 3 Punkte
p-1 = a(s-1), po = a(so), p1 = a(s1) geht, dann ist s = sy ein kriti-
scher Punkt des Funktionals

L(s) = H(s_1,8)+ H(s,s1),
d.h.

d

£|s=80£(5> =0.
Beweis. Dies folgt sofort durch Zusammensetzen der beiden For-
meln des Lemmas.Volumenerhaltung von Billiards O

Im Folgenden betrachten wir ein Orbitstiick, so dass der Punkt
(s,0) unter der Billiard-Abbildung f abgebildet wird auf (s, #’). Das
hat zur Auswirkung, dass s’ jetzt eine von (s, #) abhédngige Variable
ist.

Wenn wir die Koordinaten # umschreiben mittels

ri= —cosf

und analog

r' = —cos®,

dann vereinfachen sich die Gleichungen der Erzeugendenfunktion:
%H(s, s =1,
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0 N
&H(s,s)— r.

Wenn dann wie vorhin (s, §') das Bild unter f von (s, 6) ist, dann
konnen wir die erste Gleichung auch schreiben als

0 N
gH(s,s) =R = R(s,1).

In diesen Koordinaten kénnen wir ein wichtiges Faktum tiber die
Billiard-Abbildung zeigen:

Theorem. Die Billiard-Abbildung f ist volumenerhaltend in den Koordi-
naten (s, r). Priziser formuliert: Die Abbildung

g:(s,7) = (S, R) = (S(s,7), R(s,7)),
die gegeben ist durch die Konjugation
g=hofoh™!
von f mit der Abbildung
hi:{(s,0) € [0,L) x (0,m)} = {(s,r) € [0, L) x (=1, 1)},
h((s,8)) := (s, —cosf)

ist eine volumenerhaltende Abbildung (beziiglich des Standard-Volumens,
d.h. Fliicheninhalt, in R?. Die Abbildung ist auflerdem auch orientierungs-
erhaltend.

Beweis. Definiere

Dann folgt:
8ﬁ8(§,r) _ —r—l—R(s,r)ﬁSéi’T)
D(He0) P (e e
aﬁgi,r) _ R(Sjr)as(gj,r)
() - (M) e T
Gleichsetzen von
e g = S

liefert

(03{;, r) ) as{(;s, r) _gfzéz, r) ) as((;, N _y



mit anderen Worten, die Jacobi-Determinante von g ist

dg(s,r) det d(S(s,r), R(s,r)) 4L

det o(s,r) (s, )

O

Remark. Die Abbildung h ist ein Diffeomorphismus auf seinem (of-
fenen) Definitionsbereich, allerdings ist die Ableitung nach oben un-
beschrankt fiir ¢ — 0 oder § — 7. Deswegen lafit sich h nicht auf
¢ = 0 oder ¢ = 7 differenzierbar fortsetzen.

Auflerdem sehen f und g nahe dieses Randes 6 = 0, § = 7 ver-
schieden aus: Die Abbildung g ist eine Twistabbildung, welche die
Menge {(0,0) |6 € (0,7)} in eine Kurve abbildet, welche bei § = 0
und 6 = 7 eine senkrechte Tangente hat. Dagegen hat das Bild von
{(0,0)]0 € (0,7)} unter f endliche Steigung (welche gegeben ist
durch die Kriimmung von G bei s = 0).
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