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Kapitel 1

1) Nachweis mit vollstindiger Induktion

Induktionsanfang n = 2

(1+a1)(1+a2) =1+a; +az+ajax >1+a1+as, daajas > 0ist.

Induktionsschritt n =>n+1

Die Aussage gelte fiir festes n. Die Giiltigkeit fiir n + 1 ist zu zeigen.
(I+a)(I+ag)----- (I+an)>1+ (a1 +az+- +an) =

(I+a)(d+az)---- (T4 an)(I+ans1) > [T+ (a1 +az+ -+ an)l(1 + ang1) =

1+ (a1 +as+-+an+ant1) +ai16pp1 4+ -+ ananp1 > 1+ (a1 +a2+- -+ an +ant1),
daajant1 + -+ apnapyr > 0ist.

Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

2) Nachweis mit vollstindiger Induktion

Induktionsanfang n = 2

(1 — al)(l — CLQ) =1- (a1 + ag) +aja9 > 1— (a1 + ag), da ajags > Oist.
Induktionsschritt n =>n + 1

Die Aussage gelte fiir festes n. Die Giiltigkeit fiir n + 1 ist zu zeigen.

(I—a)(1l—ag) - lI—ap)>1—=(a14+az+- - +ay) =

(I-a)(I—az)---- (I=ap)(d = ang1) > [1 = (a1 +az + -+ +an)|/(1 — any1) =
1—(a14+as+--+an+ant1) +a1ap1+- -+ anangr > 1— (a1 + a2+ +an +any1),
daajant1 + -+ apnapyr > 0ist.

Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

3) Falls a > 0 ist, ergibt sich die Beziehung bei n = 2 als Spezialfallay = a, k=1,...,n,
von Aufgabe 1). Falls —1 < a < 0 gilt, erhdlt man die Ungleichung fiir n > 2 als
Spezialfall ay, = —a, k = 1,...,n, von Aufgabe 2). Die Fillen = 0,1 (¢ > —1)und a =0
(n =0,1,...) sind unmittelbar klar.

4) Nachweis mit vollstindiger Induktion
Induktionsanfang n = 0

_ 1=a’t' _
=150 =1,

Induktionsschritt n = n + 1
Die Aussage gelte fiir festes n. Die Giiltigkeit fiir n + 1 ist zu zeigen.

2 ... n n+l _ 1—a"*! n+l _
l+a+a°+ +a" +a H,— ta
N 1fan'+1+an+1(1fa) B 17an+1+an+17an+2) . 1—qgnt2

l—a

l-a l1—a
Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.
5) Losungsmenge der Ungleichung |z — 5| < 1, kritische Punkte z = 0, 2 = 5
Ar>hlz—5l<ie(z-5r=2-br<l<
22 —5r—1=(z— 5+§/E)(CL‘— 5*ﬁ)<0<:)% <5§x<%
b)0<z<bi|z—5<l<=—(z-5r=-a?+br<1<=
22 =5z 41 = (z — B (z - B=¥2L) 5 0 = 0 < o < 32y B2l < 5 < 5
Qu<0jz—5 <l —(z-5r=-2?+br>1
2 =5 +1< 0 (z— 5+5/ﬁ)(z— 5‘§/ﬁ) < 0 <= fiir kein z < 0 erfillt.




Aufgabenlésungen
Losungsmenge:

L:]075_2\/ﬁ[u]5+2\/ﬁ,5+2\/@[.

6) Die Ungleichung 2% + 6z + 2 > 0 ist wegen

2?46z +2=(x—(=3+VT)(z—(-3-V7)firz<-3-V7V-3+V7<z
erfillt. Die Ungleichung |x + 3| < 4 ist fur = € [—7,1] erfiillt.
Losungsmenge des Systems:

L= (]~ 00,3 V7U =3+ V7,00

ZE y . y T .
7) Gegeben z = 55351 esiste’s =i

N[-71]=[-7,-3 = V7[U] =3+ V7,1].

L _@+i+3-5) 1

. ) (249)(3—4i) 6+3i—8i+4 .
= Z[(2449)(3—40)] = = =24,
2—)(2+1) 5 [(2+0)(3—40) 5 5 !
8) Gegeben z = ¢! T + 2L esist ¢! T = cos(3%) + isin(3E) = —L2 + i}
z——§+¢1+2_3i_1—1_\/§
2 2 2 2

9) Gegeben z = 2 +2V/3i, || = VA + 12 = /16 = 4

2v/3 -
Argz = arctanT\/_ = arctan V3 = g = 2 =2+ 2V3i = 4¢'5

10) Zu 16sen ist z* =i, i = €'z = /(2 12h7) | € 7.
zp = T2/ — pi(§HRE) 1 —01,23.

11) Man findet mit z = —2 eine Nullstelle von p(z). Die Nullstellen von p(z) bilden ein
regelmafliges Fiinfeck und liegen auf einem Kreis mit dem Radius 2 um den Ursprung.

Esist z° = —32 = 32" zu l6sen; mit der DE MOIVREschen Formel findet man
i(Z+k2E) & 2, . ., 27
2k = 2e"5 TS :QCos(g+k?)+z2sm(g+k?) , k=0,1,2,34,

und damit die Linearfaktoren (z — z), & = 0,1,2,3,4, mit p(z) = Hizo(z — z1). Konkret
ergeben sich die Linearfaktoren

3 3 )
2cos—7r+i251n—7r)), i

)
3 7 (zf(2cos%+i251n?)),
(z — (2(‘,05’7?7T +i251n%r)) , (22— (2(:039?7r +i25m9_7r)) 7

)
wobei der dritte Linearfaktor (z — (—2)) = z + 2 die Nullstelle z = —2 enthilt.

(zf(2cos%+i2sin%)), (z—
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12) Es gilt €™ = cosx + i sinz und damit

(cosz +isinz)® = (") = €"* = cos 3z + isin3z .

Man erhilt nun

cosx +1smx)’ = (cos“x + 21cosxrsinx — sin” x)(cosx + ¢sinx
. . 3 2 2% . .92 . .

= cosPx+ 2icos’zrsinz —sin® xcosx +icosZrsinz — 2cosxsin®z — isin®

cos® - — sin? z cos & — 2 cos zsin® x + (2 cos? xsin x + cos® xsinz — sin® z)

4cos® & — 3cos® & — 3coswsin® x + i(3 cos? xsinx + 3sin® x — 4sin® )

= 4cos®x —3cosx +i(3sinz — 4sin®z) |

und damit durch Vergleich von Real- und Imaginérteil die zu beweisenden Beziehun-
gen.
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Kapitel 2
1) Fir die Folge (a,,) ergibt sich
4 V3 4
lim a, = Ii =_.
A = T TS a3

o 3
Esgilt —1 < %n") < L und damit wegen lim,, .o = = 0 auch lim,, . ¢, = 0. Fiir die

Folge (d,,) gilt !
n n

0<d, = - <
Tl a4 14+

und aus lim,, oo —2— = 0 folgt lim,, . d,, = 0.
1+n+5¢

Zur Berechnung des Grenzwertes der Folge (b,,) berechnen wir hilfsweise den Grenz-
wert der Funktion f(x) = {/z + 4, also

lim Va+4= lim (z+ 4)1/:’3 — lim es @+ — plime—co 3 ln(@+4) _ 0 _ 7

r—00 r—00 xr—00

Dabei haben wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion und lim, . = In(z + 4) = 0
(Regel von BERNOULLI-L"HOSPITAL) genutzt. Damit folgt lim,, .o b, = 1.

2) Mit der Regel von BERNOULLI-L’"HOSPITAL ergibt sich

1 1 1 : 3 3 2 3
i POV L L gy S0 327 cos@?)
T—00 x T—00 I 2\/5 z—0 12 z—0 20
. cosz —sinz
lim — = lim =
z—7 3~ r—% —

3) Fur die Ableitungen (in den jeweiligen Definitionsbereichen) ergibt sich

, cos
filz) = 2sing
fx) = @) = ") = (") (22 Inz) =2 2z +2),
. (e + ze®) arctanx — % e’ (1+x) xe®
f5(z) = arctan® x = Tarctanz (1+ 22)arctan®z ’

3
fi(z) = gVrcosz —x rsing .

4) Fur die Ableitungen von f(z) = V1 + 22 erhélt man

/ € / " 1422 - 1I+2:62 2\—2 "

f(x) = =3x(1+22)7"3
Daraus ergibt sich das TAYLOR-Polynom

2 r:r3

To(z) =1+ % und das Restglied Ry(z) = —3£(14¢%)72
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Fiir z € [0, 1] gilt die Abschitzung

3 111 1
= |&(1 2-3% < - -
[Ro@)l =180+ )72 51 = 59555 = Ta50
5) Fur die Kriimmung erhélt man
62~ 6
k(z) = 5 = 3
1+% o4/1+ 5%

3
Die Kriimmung wird maximal, wenn der Nenner n(z) = z*y/1+ - minimal wird.
Fiir die Ableitung ergibt sich

3
/ 4 4 4 3/ 4 24 / 4 20
/ _ 4 / 3 4 3

mit der nichttrivialen Nullstelle 2o = /5. Fiir die 2. Ableitung des Nenners errechnet
man

4 20 1 24 4 60
n(z) = | 1'*‘;(4333—;)]':74(—?)4- L+ —(122° + =)
2,/1+ 4
= -12 ‘H%(N 20y 1 e+ 9 2
B (14 Z)a” T S Y

4 60 240 4822
A1+ —=[122% + = — .
+x6[ x +x4+z10+4z4 $6+4]

Fiir x = x( ergibt sich

4
n’(zo) = \/1+ g20\3/5 >0,

also wird die Kriimmung an der Stelle zg = ¥/5 maximal.
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6) Es ergeben sich folgende Stammfunktionen
23 Sr — 2
" dr= ) DT e
/x2+2x71dm /[:Ij +£E2+2I71]dm

2 5 2+ 2 7
S YOS i M S /R
2 m+2/z2+2z71 v /x2+29:—1 v

7

x? 5)
:——2:z:+—1n|x2+2z—1|—/ dx
2 2 (z = (-1+ V2))(z — (-1 - V2))
x? 5 7 1 1
= 2%+ _-Inj2®+2x 1| - / — dz
2 2 | | 2\/5[ [x7(71+\/§) :Ef(flf\/ﬁ)]
z? 5 7 z— (—1++2)
= 2%+ -Inj2®+2x—1| - In + const. .
2 T | 22 |x—(—1—\/§)|
/6395 cosx dx = e3* sinxf/?)egx sinx dx
= e singx — 3[—e*” cosa:f/3egx(f cos x) dz]
= egmsinx+363$cosx79/e3zcosazdx ==
3x 1 3z 3 3x
e** cosx dr = 1—0[6 sin & + 3e”* cos x] + const.
Die Substitution ¢ = tan § ergibt
1 2 T
— —dx = dt =In |t + 1] 4+ const. = In | tan — + 1| + const.
cosx +sinx + 1 2t +2 2

7) Die Funktion f(z) = 2® hat im Intervall [0, 7] die auf dem Intervall [0, 73] definierte
Umkehrfunktion g(y) = ¢, so dass sich das Volumen des Rotationskorpers zu

Ver [T (=gl = 3
o 5 5

ergibt.
8) Fur die Mantelfldche ergibt sich

2 2 2
F:27r/ Vi— g2 1+4z—das:27r/ 2de = 87
0 - 0

x2

und zusammen mit der Deckfldche D = 227 erhélt man fiir die gesamte Oberfliche den
Wert von 127 (hier kann man den Wert auch direkt durch Kenntnis der Oberfldche einer

Halbkugel angeben, sofern man die Formel parat hat).

9) Das Integral [, 1= dx konvergiert, da wir die Konvergenz des Integrals [ 1=~ da
nachgewiesen haben und ﬁ fir x > 1 eine konvergente Majorante von ﬁ ist.
Den Wert des Integrals kann man iiber die Stammfunktionsberechnung mit einer Par-

tialbruchzerlegung erhalten. Moglich ist aber die Nutzung der Residuensatzes (s. dazu
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Kapitel 10). Fiir das Integral ff — dz ergibt sich mit 0 < e (< 1)

2 2
1 1 1 1 1 -1 1.1 1
/ ———dr = —/ [—— - ——]dzr = —ln|$—| 3pe ==In< e P
14e 2 —1 2 Jiger—1 x+1 2 z+1 2 3 2 2+4e€
Wegen lim¢_ In 3 = —oo konvergiert das Integral nicht.
Das Integral

* cos? x L cos? ® cos?x
dr = d —d
/0 1+a3 " /0 1423 x+/1 1+a3 "

konvergiert, da

cos? x 1

T3 STy fr zefl oo

gilt, d.h. wir haben mit ﬁ eine konvergente Majorante gefunden (der Summand

fol Cl(fx? dx ist unkritisch, da es sich um ein bestimmtes Integral einer stetigen Funk-

tion handelt).
10) Zur Berechnung von /5 wird eine Nullstelle der Funktion f(z) = 2% — 5 gesucht.
Das NEWTON-Verfahren ergibt die Rekursionsfolge

_ x%—5_1( n )
Tnt1 = Tn 22, ~ g\ Tn

zur Bestimmung einer Nullstelle von f(z) = 2% — 5.
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Kapitel 3
1) Man findet aufgrund der Berechnungsformel fiir den Wert einer geometrischen Reihe
30 1 o=, 30 3.9, 27
- == = 4 — = 4 — 1 — _— ) = — .
(4) 3 und damit 2(4) ( +4+16) 16
k=0 4 k=3
2) Es gilt
— 1 —k+1—k i 1 1 .
27: .- [+ — ——]= lim s,
— k(k+1) — k(k+1) — E k+1 n—oo
mit s, = (1—3)+ (3 — %)+ + (£ — 737) = 1 — ;5. Damit ergibt sich

k=1
3) Man erhélt
L ag 2k k1
p= lim | | = ErYSSEREE = _ = s
k—oo Gp4+1 k—oo 2kT1E! k—o0

also konvergiert die Reihe fiir alle z €] — 0o, o[
4) Wegen

p= lim || = lim | Jim ¥

k—oo Gk41 k—oo 1 —

)

ax 2—i . V10 _ VIO
2

konvergiert die Reihe fiir alle z mit |z — i| < @. Der Konvergenzkreis ist ein Kreis mit
@
5) Fiir den Konvergenzradius p gilt 6 > p > 4, weil die Reihe fiir = —4 divergiert, also
| —4—2| =6 > p gilt, und weil die Reihe fiir z = —2 konvergiert, also | —2—-2| =4 < p
gilt. Deshalb liegt im Intervall [—2,6] Konvergenz, und in den Intervallen | — co, —4] und
18, o[ Divergenz vor.

6) Die arctan-Reihe

dem Radius und dem Mittelpunkt zy = 7 in der komplexen Zahlenebene.

o0 L a2
tanz = 3 (—1
arctan z Z( ) ST}
k=0
ist fiir # = 1 konvergent, so dass § = arctanl = 1 — £ + £ F ... gilt. Die geforderte

Genauigkeit erreicht man in jedem Fall, wenn

1 | 1
(n+1)+1

10° — 3
<107 also n>

—1)* -
(=073 2n + 3 2

gilt, also jedenfalls fiir n grofer als 50000.
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7) Die ungerade 27-periodische Fortsetzung ergibt

= {

Die Koeffizienten a; sind gleich Null und fiir die Koeffizienten by, k > 1, ergibt sich
b = 2 [ %(mx — 2?) sin kx dz. Mit den Stammfunktionen

/ sin ko d xcosk:a:Jrsinka:
rsinkzxdr = -—
k k2

(rx —2?%) x €[0,7]
(rz +2?) z € [-m,0]

EIISYIS

/ 2 Ginker d 2% cos kx " 2x sin kx n 2coskx
résinkrdxr = -—
k k2 k3

ergeben sich die Koeffizienten

b — §[7xcoska: sinkm]ﬂié[iﬁcoska: ansinkzach2coslm]7r

T ortk k20T g k k2 R
16

= 1 - (=D"

m2k3

und damit die FOURIER-Reihe

16 o= 1 — (—1)F . 32 = sin(2k — 1)z
f(l'):? - TSIHkI*—Qzl 2]{;—1

8) Mit der Stammfunktion [ zsinkzdz aus der vorigen Aufgabe erhilt man fiir die
FOURIER-Koeffizienten by, k > 1

2 2
b, = —/ zsinkx dx
TJ-3
_ 2[ x cos kx sinkm]g B 2[Sink§ sin(kz(f%))]_ 4 sink%
I k K2 73 opt k2 k2 o k2
Damit erhilt man die FOURIER-Reihe
4 & sink3
flx) = ;Z 2 sin kx
sin|[( g] ) 4 & )= 1
= —Z sin[(2n — 1)x ;; 2n—1 sin[(2n — 1)x] .

Fiir z = 7§ ergibt sich daraus
T 4 T 4= (=1)"! PR e 1
— == 2n—-1)=z]==) ———(-1)"t==) — —
2 W; 2 sinl2n = D3] 777;(271—1)2( ) ﬂ;(Qn—l)Q

bzw. >, W — =, Aus der PARSEVALschen Gleichung folgt mit

n 1
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die Beziehung

2 16 1 = 1 74
T 2%~ unddamit S
6 w2 (@n-nr O T; 2n— 1)1 96
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Kapitel 4

1) Die Determinanten der Matrizen A und B sind mit det(A) = 1und det(B) =1+ a +
b — 2ab mit der SARRUSschen Regel leicht zu berechnen. Bei der Matrix C erkennt man,
dass in den Spalten die O-te, 1-te, 2-te und 3-te Potenz der Zahlen w = 1,z = 2,y = 3,

z = 4 steht, also

1
4
9
16

C =

— = =
=W N

1
8
27
64

— = =
IS S

w2
22
2
Y
22

w3
23
3
Y
23

Die Determinanten solcher Matrizen nennt man VANDERMONDEsche Determinanten,
die die allgemeine Form

1 T
V = det T2
1 =z,

haben. Man findet nun
1

det(C) =

= (r-w)(y-w)(z-w)

= (z-w)(y-w)(z-w)

= (@—w)(y-w)(z-w)(y—)(z -2

-1
3 n—1
T35 ... T4
3 n—1
’LU2
1‘2 — ’LU2 ZCs —
2 2 3
Yy —w Yy =
2 2 3

Z5—w zZ5 =

D

3

w

3 r—w 2°—-w? 23—w
w _ 2 2 3 3
3| =|Yy-w Yy —-—w Yy —-w
w 2 2 3 3
w? z—w zF—w z°—w

1 z4w 2242w+ w?
1 y+w 3>+ yw+w?
1 z4w 224 zw+w?
1 z4+w 22 + zw + w?
0 y—z y?—2®+yw—zw
0 z—z 22—2242w—zW
y—z y?—a2?+yw—aw
z—x 22—2’+ 2w —aw
1 y+z+w
1 z4+zxz+w

= (@-w)(y-w)(z-w)(y-2)(z-2)(z-y)

und damit det(C) = (2—1)(3—1)(4—1)(3—2)(4 —2)(4 — 3) = 12. Fiir die Determinante
(1) erhélt man auf die gleiche Weise

V=] (-2

2) Es gilt

—0 fir beR\ {1} a=

b+1
2b—

1

det(B){ #0 fiir b=1, abeliebig, oderbe R\ {1}, a # 2tL
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3) Fiir das Gleichungssystem A;x = b, findet man nach 3 Schritten des GAUSSschen
Algorithmus

2 -2 0| 3 2 -2 0| 3
-1 2 -1]-3 |10 2 -2|-3 ,
1 0 —-1| 0 0 0 0] O

damit ist das Gleichungssystem losbar und die Losung hat die Form

T 0 1
y | =1 -2 |+t 1 |, teRr.
z 0 1

Fiir das Gleichungssystem Asx = by ergibt sich

2 —2 1 2| 3 29 —2 1 2| 3
1 2 -1 —2]|-3 0 2 -1 -2/|-3
1 0 -1 1|l 0|0 2 —2 —1]-3
o 1 3 2| 5 o 1 3 2| 5
2 —2 1 2| 3 2 —2 1 2| 3
0 2 -1 -2|-3 0 2 -1 -2|-3
= lo o -1 1] o] lo o0 -1 1] o0
0 0 8 5|13 0 0 0 13] 13

und damit die Lésung x = (0,0,1,1)7.

4) Die Matrix A hat das charakteristische Polynom x 4(A) = —A% + 4A? — 3)\ und man
findet die Eigenwerte A\; = 0, A2 = 1 und A3 = 3, wobei man den Eigenwert A\; = 0
aufgrund von det(A) = 0 sofort ohne Rechnung findet. Die zugehorigen Eigenvektoren
sind vi = #(1,1,1)T, vo = 5(1,0, —1)T und v3 = r(1, —2,1)7.

Die Matrix B hat das charakteristische Polynom xp(\) = -3 + 3)X% und damit den
doppelten Eigenwert A\; » = 0 und den einfachen Eigenwert A3 = 3. Zum Eigenwert A3
findet man die Eigenvektoren v = r(1,—1,1)” und fiir A, » erhdlt man die Eigenvekto-
ren vy 2 = s(1,1,0)7 + ¢(-1,0,1)T.

Die Matrix C' hat das charakteristische Polynom

xoN) = AT —4X3 £ 6X2 4N +1=(\—1)*

mit dem vierfachen Eigenwert A = 1. Man findet allerdings nur einen Eigenvektor v; =
t(1,1,1,1)T (X hat die geometrische Vielfachheit 1). Zur Berechnung der Hauptvektoren

At A

vk, k = 2,3,4, ist das Gleichungssystem
(C — E)4Vk =0

zu 16sen. Die kann man allerdings auch sukzessiv tun, indem man die Gleichungssys-
teme (C' — E)vk = vi_1, k = 2,3,4, 16st, wobei man ausgehend vom Eigenvektor v,
zuerst den Hauptvektor vy, daraus den Hauptvektor vs und schliefllich den Hauptvek-
tor v, bestimmt. Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, dass man explizit keine
Matrixpotenzen berechnen muss. Man erhalt

3 113 5 1 3 1 7

I e ¥ A (s _- _ 2 _=
ve=(-3 993 vs=(p—p 173
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5) Die Eigenrdume von A aus Aufgabe 4 sind Geraden im R?, die durch den Ursprung
gehen. Sei a ein zum Eigenwert A gehorender Eigenvektor von A, dann ist

E), ={x|x=sa, s €R}

der Eigenraum zu A. Sind x; und x; aus F), dann ist auch die Linearkombination x =
c1X1 + c2X2 = (c1851 + c252)a Element von E. die anderen Eigenschaften (neutrale
Elemente, inverse Elemente) sind offensichtlich. by = (1,1,1)7 ist eine Basis von E,,
by = (1,0,—1)7 und bs = (1, -2,1)7 sind Basen von E),, E,,.

6) Die Bedingung fiir eine Basis (x1, X2, x3) lautet
a1X1 + asXo +a3x3 =0<= a1 =a3 =a3=0.

Konkret fiir x; = (0,3,4)7,x2 = (0,4,2)7, x5 = (2,0,1)7 ist das Gleichungssystem

0 0 2 a1 0
340 az | =1 0
4 21 as 0

zu betrachten. Die Determinante der Koeffizientenmatrix hat den Wert —20, woraus die
eindeutige Losbarkeit mit der trivialen Losung a; = az = az = 0 folgt. Damit ist der
Nachweis, dass die Ortsvektoren eine Basis bilden, erbracht.

Den ersten Vektor der Orthonormalbasis erhdlt man mity; = I:i = £(0,3,4)T. Mit dem

ScHMIDTschen Orthogonalisierungverfahren findet man y, = £(0,—4,3)” und y3 =
(1,0,0)” und hat damit eine Orthonormalbasis (y1,y2, y3) konstruiert. Die Beziehungen
zwischen der Orthonormalbasis und der kanonischen Basis lauten

3 4 4

3
el =Yys3 92753’1*53’2 esfg)’1+g}’27

und damit hat der Vektor (1,1,1)7 die Darstellung

9 1
(1,171)T:1'91+1‘62+1'63:g'}’1*g')’2+1'}’37

also die Koordinaten 2, — und 1 beziiglich der Orthonormalbasis.

7) Die Gleichung a; + asx + asx® = 0 ist fiir beliebige = € R nur erfiillbar, wenn a; =
az = a3 = 0 ist. Z.B. kann man die Gleichung fiir die 3 z-Werte 1,2,3 betrachten. Es
ergibt sich das Gleichungssystem

1 11 ai 0
1 2 4 a | =1 0
139 as 0

mit der einzigen Losung a; = a; = az = 0.
Fiir py (z) = 1 gilt ||p1]|* = fol 12dz = 1. Mit dem Ansatz

g2(z) = p1(z) + Ap2(z) =1+ Az
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findet man nach skalarer Multiplikation mit p; und der Forderung (¢2,p1) =0

1 1
q2,p1) = 0= (p1,p1) + A(p2,p1) &= A = — = — = -2
(g2, 71) (p1, p1) (P2, 1) (p2,p1) folacd:c

und damit ¢2(x) = 1 — 2. Mit der Norm ||g2(x)|| = \/fol(l —2x)2dx = \/ig erhalten
wir mit ro(z) = V3 —2+/3z den zweiten Vektor der Orthonormalbasis. Der dritte Vektor
der Basis ergibt sich mit dem SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren zu r3(z) =

1(—% + 3z — 32?), wobei ¢ = |/ 3 gleich der Norm des Polynoms —1 + 3z — 327 ist.

8+9) Die Vektor- oder Parametergleichung fiir die Gerade g erhdlt man als Losung des
Gleichungssystems

Gai)ly)-6)

mit
T 1 -2 -2
y |=10 |+r| -2 , a=| -2 |, Ph=(1,0,0).
z 0 1 1

Fiir den kiirzesten Abstand des Punktes P’ = (1,4,8) ergibt sich

—
Py P’ V720
d|ax|a|0 |: \/g =18 :4\/5

Die HESSEsche Normalform der Ebene E erhilt man mit % 1,1,)7 - (z,y,2)T =n-x =
2

75 Fur die Parametergleichung der Ebene E ergibt sich

T 2 —1 —1
(y)(0)+8(1)+t(0), P, = (2,0,0).
z 0 0 1

Fur den kiirzesten Abstand des Punktes P’ von der Ebene ergibt sich
— 2 1 2 11
=|0P -n— —|=|148)". — -—|=—=.
al v T g NEUE

Der DurchstoSpunkt der Geraden g durch die Ebene E ergibt sich tiber die Gleichset-
zung
1 -2 2 -1 -1
O |+rl =2 | =10 ]+s 1 +t 0
0 1 0 0 1
2 -1 -1 -1
= 2 +s 1 +t 0 = 0
-1 0 1 0

(1,1,1)"
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mit der Lésung r = t = —%, s = 2. Man erhilt schlieflich mit der Geradengleichung
den DurchstofSpunkt
5
x 1 1 -2 3
z 0 1 -1

10) Mit dem Betrag des Vektorprodukts der Ortsvektoren von A und B erhilt man den
doppelten Flacheninhalt des Dreiecks

3v6
2F = 04 x 08| = (-6.3,~3)7| = V5i =36 = F = X0

11) Man findet mit (2, %x/g ,0) den FuBBpunkt des Punktes Ps, der zusammen mit P;, P»
und dem Ursprung 0 den Tetraeder aufspannt. Die z-Koordinate von P; ergibt sich aus
4 = \/22 +(3V3)32+22zuz = 4\/% da die Ortsvektoren von P; und P; gleich lang
sein miissen. Man {tiberlegt sich, dass das Volumen des Tetraeders gerade ein Sechstel
des Volumens des Spats ist, der von den Ortsvektoren von Py, P», P; aufgespannt wird.
Es ergibt sich

1 20 0 1 16v2
V=l 2 230 |- oaayao
2 23 4\@

Das Ergbnis kann man auch tiberpriifen, wenn man die bekannte Pyramidenvolumen-
Formel £Gh mit der Grundfldche G und der Hohe h benutzt.
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Kapitel 5
1) Fiir g und f erhidlt man die Ableitungen

L 0 0 cosT 0
/ 21‘1 0 0 ’ .
(21, m2,23) = g'(z,y) = 0 —siny | .
0 2z 0 L, s
0 0 2z ye re

Die Ableitung der Verkettung ergibt

! 0 0 cosT 0
’ ’ ’ 2sinx 0 0 .
(flg(z,v)) = f(9(z,9))g (x,y) = 0 —siny
0 2cosy O oy oy
0 0 2% ye e
cosT 0
. 2sinxcosx 0
o 0 —2cosysiny
2ye2ey 2xe?ry

2) Fiir den Gradienten und die Ableitung ergibt sich

ln(l‘gwg) + x3e$2+zlz3
Zr 4 eT2tT123

gradf = I_1Z2+ mlezg-i-zlzg bzw. f/(1'1,1'2,$3,$4) = (gradf(%1,1'2,$3,$4))T
z3

0
3) Fur die Ableitung ergibt sich

o o

, [ ysinz xsinz xycosz (00
f(X)—( 1 3y22 y3 ):>f(x)"’(1 0

4) Fiir den Gradienten und die HESSE-Matrix ergibt sich

yz3 0 23 3yz?
grad f= | 2° Hy=| 23 0 3z | .
3xyz> 3yz? 3222 6xyz

Damit erhilt man fiir das TAYLOR-Polynom 2. Grades um xo = (1,1,1)7

Tr(x) = f(xo)+grad f(xo) - (x —x0) + %(X —x0)" Hy(x0)(x — x0)
= 1+@x-1)4+@w-1)+3>z-1)
+z-Dy-D+3xz—-1)(z—1)+(y—1)(xz—1)
Hy—-1DE-1D)4+3-D-1)+3E=-1)(y—1)+6(z—1)(z—-1)
= 1+@x-1)4+@w-1)+3>z-1)
2 —1)(y—1)+6(x—1)(z—1)+6(y—1)(z—1) +6(z —1)?
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5) Die Funktion ist stetig partiell differenzierbar an der Stelle (1,1)”. Deshalb ergibt sich
fiir die Richtungsableitung

of _ A (2 () 2
s = () <7> v

6) Die Extrema der Funktion f(z,y, z) = xyz sind unter Beriicksichtigung der Neben-
bedingung g(z,y,2) =z +y + z = 105, x,y, z > 0 gesucht. Notwendige Bedingung:

yz+A=0
_ _ zz+A=0
gradL(mﬁy7Z7)\) - grad (f(x,y,:(;)+)\(g(a:,y7z)—105)) =0= xy+>\ =0

z+y+2z=105

Die Kandidaten fiir Extremalstellen sind K; = (z,y,2) = (0,0,105), K2 = (0,105,0),
K3 = (105,0,0) und K4 = (35,35,35). Die Nebenbedingungsmenge ist kompakt, deshalb
wird Maximum und Minimum angenommen, und zwar wird die Funktion an der Stelle
K, maximal und an den Stellen K1, K5, K3 minimal.

7) Zu minimieren ist die Funktion f(x,y,2) = (z — 5)2 4+ (y — 7)? + (¢ — 18)? unter
Berticksichtigung der Bedingung 2z? + % + 2z? = 1. Die LAGRANGE-Funktion lautet

2
Lia,y,z0) = (2 =5+ (y =77 + (= = 18) + M2a” + - + 27 1),
Aus der notwendigen Bedingung grad L = 0 folgt das Gleichungssystem

2
2z —5)+ Mz =0, 2(y77)+)\g =0, 2(z-18)+X2z=0, 2z2+yz+22:1
zur Bestimmung der Kandidaten fiir Extremalstellen. Aus den ersten 3 Gleichungen
folgt
) 28 18
TTira YT oy T aien
Einsetzen in die vierte Gleichung ergibt mit

50 N 196 N 324 B
144X +4X2 16 +8N+ X2 14+2X2+A2

bzw.

(16 48X + A2)(1 42X + A3) (1 +4X + 4X0?) — 50(16 + 8X + A?)(1 + 2X + \?) —
196(1 44X + 42%) (1 + 20 4+ A%) — 324(1 + 44X + 40?)(16 + 8\ + \?)
=48 £ 44)° — 1957\ — 1421403 — 353692 — 26400\ — 6164 = 0
ein Polynom 6. Grades fiir A. Die Bestimmung von X als Nullstelle (und den daraus fol-

genden kritischen Punkten (z, y, z)) ist nur numerisch moglich. Z.B. mit octave (freies,
mit matlab vergleichbares Programm unter linux) erhilt man die Nullstellen

A =—25312, Ay = 21,115, A3 4 = —2,883 41,4427 , A5 = —0,518 0,094 .
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Relevant sind nur \; 5. Als kritische Punkte erhdlt man schliefslich

5 28 18
Po= = =(-0,1 —1,3138, —0,74
1 (I,y,Z) (1+2)\174+)\17 1+)\1) ( 0? 00767 73 387 077 038)
5 28 18
P = (2,y,2) = ( ) = (0,11566, 1,1149, 0,81394) .

1+2)\274+)\271+)\2

Durch die Berechnung der Funktionswerte an den kritischen Punkten findet man bei P;
ein Maximum M = f(P;) = 446,34 und bei P, ein Minimum m = f(P,) = 353,85, da
die Nebenbedingungsmenge als Oberfliche eines Ellipsoids kompakt ist.

8) Fiir die Niveaus 1, 3, 1 ergibt sich

V1—4da? —9y2 =1= 42> +9° = 0= N; = {(0,0)}
1
V1—4z? —9y? = 3= 42° + 9y* = g = N1 = {(\/gcost7 %sint), t € [0,27]}

1
2

9) Fiir die Kritmmung der Kurve v ergibt sich

() O O] 12

Iy ()] (9cos?t + 16sin’t)3

Die Ableitung von  ergibt
K/ (t) = —252(9 cos® t + 16sin® )~ 3 costsint

mit den Nullstellen t; = 0,1y = 7, t3 = 5,t4 = 37“ Die Auswertung der 2. Ablei-
tung bzw. die Uberlegung, dass es sich bei der Kurve um den Rand einer Ellipse mit
den Halbachsen a = /3 und b = 2 handelt, ergibt die maximale Kriimmung bei t3, t4
und die minimale Kriimmung bei ¢, t. Der maximale Kriimmungsradius ist demnach

—_1 _ 2t _9
Riar = 55y = 12 = 10

10) Man kann die Untersuchung des Verhaltens der Funktion f aufgrund der Rotations-
symmetrie auf die Untersuchung von f(r) = sinr r €]0,1], £(0) = 1, zuriickfiihren. f
ist stetig im Punkt r = 0. Aufierdem ist f fiir 7 €]0,1] monoton fallend, da r schneller
wichst als sin r."Daraus folgt, dass die Funktion f fir » = 0 maximal wird, und fiir
r = 1 minimal. Ubersetzt auf die Funktion f heif8st das, dass f auf D im Punkt (0,0) das
globale Maximum 1 annimmt, und auf der Kreislinie 22 + y*> = 1 das globale Minimum

sin 1 annimmt.
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Kapitel 6

1) Auf die erforderlichen Integrationen wird nicht ausfiihrlich eingegangen. Es ergibt
sich fiir die nichttrivialen (y # 0) Losungen der Differentialgleichungen

dy 2r dx 1 ) i
2 = _ :}——:_1 -1 — R S
(a) y? /$2,1 Y H|3? |+C y ln|z271|7c
dy dx A
(b) yh’ly = — ?:>ln|ln|y||:*ln‘$‘+00:>y:61
d 22d
(C) /Cosgy :/J};S——i-xl :>tanyzln(;pQ+I)Jrc:}y:arctan(ln(x2+1)+c)
dy Vrdz 1 1
d A B SN ) NS S
(@) /y2 / x y Vate Y SN
dy dx
(6) Sinhy - 241 = 1n|tanh | = arctanx + ¢
— Y= Qartanh(cearctang;)
dy/ dx , ) y/ — esing — 1
(f) V1 7/tang: = In[y’ + 1| =In|sinz| 4+ co = Y= —cCcosT — T +cy
dy dx .
) / yly—1) /sinz nly—1| —Infy| =In| an2|+co
y—1 1
:>—*ctan—:>yiix
Yy 2 1—ctanZ

2
2) Mit u = £ findet man

U 1

du dx 1 ~ Inzte
(@) I~vu=utav' = [ —5 = | — = - =hetc={ y= i
u x u
yl)=1=c=1
3—u 2u du dx 1
(b) 50 *qu:Eu :>/3—3u2: ?:>f§1n|u271|:1n|z|+co

u=+/clz|3+1
= y=a/clz|3+1

y(l):2:>c:3

3) Die Transformation u(z) = y~! fiihrt in beiden Fillen auf lineare Differentialglei-
chungen. Es ergibt sich fiir die Gleichung (a)

, 1 Inx
u——u=—-——
x x

mit der homogenen Losung (Separation) uj(x) = cz. Die Variation der Konstanten er-
gibt

Inz Inz+1 1
() — — — _
c(ar:)——$2 = c(x) = . :>u(a:)—cx+lnx+1:>y(ac)—CerlnIJrl .
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Im Fall der Gleichung (b) erhdlt man

1 c 1 T
wr J:u u(@) T + 2 y(@) c+ %J:

4) Fiir die homogene Losung von (a) ergibt sich das charakteristische Polynom A?+2X+5
mit den Nullstellen Ay = —1 + 24, Ay = —1 — 2¢, und damit die homogene Losung
yn = c1e” ¥ cos 2z + coe” * sin 2. Der Ansatz nach Art der rechten Seite lautet

yp = Acos2x + Bsin 2z, y; = —2Asin 2z + 2B cos 2z, y;’ = —4Acos2zx —4Bsin2x

also

1
—4Acos2x —4Bsin2x — 4Asin 2z + 4B cos2x + 5A cos 2x + 5B sin 2x = 777 cos2x .

Der Koeffizientenvergleich ergibt die Gleichungen 4B + A = — 1T und B — 44 = 0 mit
den Losungen A = —1, B = —2, so dass sich die allgemeine Lésung

1
y(x) = c1e7" cos 22 + coe” ¥ sin 2 — 5 €08 27 — 2sin 22

ergibt. Fiir (b) erhélt man mit den Nullstellen \; » = 3+£2 von A? — 6\ + 5 die homogene
Losung yr, = 1 €%® 4+ coe®. Der Ansatz nach Art der rechten Seite lautet aufgrund der
Resonanzsituation

Yp = Awe®, y, = Ae” 4 Axe®, y = Ae® + Ae” + Axe”
also
24" + Azxe® — 6Ae” — 6Axe” + bAxe” =4e” = —4A =4, A=-1.

Damit ergibt sich die allgemeine Losung y(z) = ¢1€° + cpe” — ze®.
5) Fiir (a) ergibt sich das charakteristische Polynom A\? — 4\? + 5\ mit den Nullstellen

A1 = 0, Ay 3 = 2 £ 4. Damit erhdlt man das reelle Fundamentalsystem y; = 1, y» =
e** cosz, y3 = e** sinz und die allgemeine Losung

y(x) = c1 + c2e®” cosx + cze* sinx .

Fiir (b) ergibt sich das charakteristische Polynom \* — 4\? 4+ 9 — 10 mit den Nullstellen
A1 = 2, A23 = 1424, 50 dass man das reelle Fundamentalsystem y; = e2® 4y = e” cos 2z,
y3 = €* sin 2z erhélt. Die allgemeine Losung lautet

y(x) = c16*® + coe” cos 2z + c3e” sin 2z .

6) Die Fundamentallosungen implizieren die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms A\ = 2, A2 = 0 und A3 = 24, wobei die Nullstelle \» eine doppelte Nullstelle
sein muss, und mit A3 auch A3 Nullstelle sein muss. Damit muss das charakteristische
Polynom in jedem Fall die Faktoren (A —2), A2, (A — 2i) und () + 2i) haben, so dass sich

(A= 2)A2(A% +4) = A5 — 20% 4423 — 8)\?
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ergibt: Die 3 vorgegebenen Funktionen gehoren zu den Fundamentallosungen der Dif-
ferentialgleichung

y(5) - 2y(4) + 4y/// o 8y" —-0.

7) Mit der Definition von y; := y, y2 := ¢/, y3 := " erhidlt man das dquivalente Diffe-
rentialgleichungssystem

/

hn Y2
vo | = Y3
yh 3y, — 22y, — sin® zy3 + cosx
8) Fiir das homogene System (a) erhilt man die Eigenwerte Ay = —1 und Ay 3 = —2. Fiir

A ergibt sich der Eigenvektor vi = (1,0,0)7 und fiir A2 3 findet man die Eigenvektoren
vo = (—=1,0,1)T, v = (—1,1,0)”. Damit lautet die allgemeine Lésung
y(z) =cre” vy + coe vy + c5e” vy .

Zur Losung des inhomogenen Systems (b) berechnet man zuerst die allgemeine Losung
des homogenen Systems. Man erhalt mit dem doppelten Eigenwert A; » = 1 nur den
Eigenvektor vi = (1,1)7, weil die geometrische Vielfachheit von A; » gleich 1 ist. Als
Losung von (A — 1E)vy = v bestimmt man mit vy = (1,2)7 einen Hauptvektor. Damit
ergibt sich fiir das homogene System die allgemeine Losung

Vi(x) = c1e®vy + c2e®(vy + avy) .

Die partikuldre Losung erhélt man mit der Variation der Konstanten, man erhélt das
Gleichungssystem

e e*(L+a) ) (@) _ (e* PN o () — o
( e €$(2+$) ) (0/2(1‘) - 0 :>Cl(1')—€ (2+I)a C2($)* e .
Nach Integration ergibt sich ¢1(x) = (z 4+ 1)e”, ca(z) = —e”. Damit erhélt man die
allgemeine Losung

y(@) = (c1 + (. + 1)e®)e"vi + (ca — e¥)e” (Vo + xvy) .

9) Mit den Eigenwerten A; = 5, A = —1 und den dazugehorigen Eigenvektoren v, =
(1,2)T, vo = (—1,1)T erhalt man fiir das homogene System die Losung y, = c1€5% vy +
cae”“vy. Die partikuldre Losung erhdlt man mit der Variation der Konstanten aus dem
Gleichungssystem

€5I —e " Cll ($) 2 / 2 —5x / 4 T
( 2e5% e~ % ) (012(1‘) - 0 = Cl(z) - ge ) C2(1') - 756 .
Nach Integration ergibt sich ci(z) = —&e™, cz(x) = —3e”. Damit erhilt man die
allgemeine Losung
2

y(l') = (Cl - 1—56_5I)€5IV1 + (62 — gez)e_IVQ .
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Zur Bestimmung der Losung des Anfangswertproblems erhélt man das Gleichungssys-

tem
(2 1)()-()
2 1 ¢ g
mit der Losung ¢; = 5, c; = 2. Damit erhdlt man die Losung des Anfangswertpro-
blems mit

10) Die Losung des Gleichungssystem (_, %2 ) = (g) ergibt mit x,, = ("{7), n € Z, die

Gleichgewichtspunkte. Zur Untersuchung des Stabilitdtsverhaltens sind die Eigenwerte
der Ableitungsmatrix des Systems, also der Matrix

, B 0 1
F(w1,22) = < —kcosxzy O >

zu untersuchen. Fiir die Gleichgewichtspunkte x, = (")) findet man die Eigenwerte
An = £V —k cos nm. Man erkennt, dass die Eigenwerte 2,1 reell sind, wobei immer ein
positiver reeller Eigenwert auftritt. Damit sind die Gleichgewichtspunkte x2,,41, n € Z,
instabil. Die Eigenwerte Ay, = £ivk cos2nm, n € Z sind rein imaginar und damit sind
die Gleichgewichtspunkte x2,,, n € Z, stabil.
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Kapitel 7

1) Unter der Vorausetzung, dass das Vektorfeld v dreimal stetig partiell differenzierbar
ist, kann man die Ableitungsreihenfolge vertauschen, und unter Nutzung der Bezie-
hung divv = 0 und div (grad v) = Av erhélt man

& ov ) = odiv v
ot ot
und damit ergibt sich

div

=0 ,divAv =Adivv =0 und div(gradp) =Ap,

—Ap=div[(v-V)v].

2) Fiir die Lange der Kurve y gilt L = [;} /1 + €% dt. Mit der Substitution u = v/T + ¢
erhilt man dt = i

4 1+e8 ’LL2
L = /\/1+62tdt=/ 5 du
1+e8
11 1 uw—1. e
= 1+ = - du = 1 +e
/ﬂ b+ 5G g o) du= [“+2 NI

il 1 (VI+eE-D)(V2+1)
Vit+e Vit+y 1(\/1+68+1)(\/§*1)]

3) Die Parametrisierung des Nordpolarkreises ergibt v(t) = (pcost, psint, z,)T, t €
[0,27], wobei 2z, = rsin¢, und p = rcos ¢, ist. Mit 4(t) = (—psint, pcost,0)” erhilt
man fiir das Kurvenintegral

27 2 .
t— t
/f(a:,y,z) ds = / plpcos i = p_/ (pcos®t —sint) dt
Y 0 Zn Zn
p_

2 3 a2
= p—[£(costsint+ t) 4 cost]i™ = :M
Zn 2 rsin ¢,

~ 0,190567% = 7,8-10%%km? .

4) Es ergibt sich rotw = V x w = 0. Da der R? als natiirlicher Definitionsbereich einfach
zusammenhédngend ist, handelt es sich bei w um ein Potentialfeld. Als Stammfunktion
erhilt man mit der Ansatzmethode aus f, = wi, d.h. f, = yzcos(zyz) + 2xz durch
Integration

flz,y,2) = /(yz cos(zyz) + 2x2) dx = sin(zyz) + 2?2 + C(y, 2)

und damit f, = xzcos(zyz) + Cy(y,z) = wzcos(xyz) + 2yz? = ws. Daraus folgt C =
y?22 + D(z). Aus f, = w3, d.h.

zycos(xyz) + 22 + 2y%2 + D, = zycos(zyz) + 2° + 2y2>

folgt D = const., so dass sich letztendlich die Stammfunktion f(xz,y,z) = sin(zyz) +
22z + y?22 + const. ergibt.
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5) Fuir (a) bzw. (b) erhdlt man die symmetrischen JACOBI-Matrizen
22y e :
224 y2)2 22 +y2)2 . 2zy z°—y
v =c¢ (1/2—yﬂc2 ( 2211/) 0 bzw. w' = < (ﬂc%gyz); (ac2+yz)2 +1 ) )

22 2)2 T (z2 2)2 2zy
R S tommye o

Die Integration des Vektorfeldes v entlang der Kreislinie v(t) = (cost,sint,0)T, ¢ €
[0,27] ergibt mit z? + y* = 1 auf y

2m 27
/v -ds = c/ (—sint,cost,0)T - (—sint,cost,0)T dt = c/ dt = 2mc .
¥y 0 0

Ebenso erhilt man fiir f7 w-ds einen von Null verschiedenen Wert. D.h. weder v noch w
sind in ihren Definitionsbereichen Potentialfelder, obwohl die Integrabilitdtsbedingung
erfiillt ist, da die Integrale tiber geschlossenen Kurven ungleich Null sind. Das liegt
daran, dass in beiden Fallen die Definitionsbereiche nicht einfach zusammenhéngend
sind.

6) Nach Definition des Arbeitsintegrals ergibt sich

/v-dx:/lv(w(t))-ﬁ(t)dt:/1[2t(1—t)+1—t2]dt:1.

Andererseits ist rotv = 0 und als Stammfunktion findet man f(x,y,2) = 2%y + xz>.
Damit ergibt sich aus dem ersten Hauptsatz fiir Potentialfelder

[ vedx= 1600 - 160) = £10.0) - FOL) =1-0=1,
N

7) Fiir die Beschleunigung erhilt man ¢ = 29km
vernachlassigen, erhilt man als Kraftfeld k = (75 kgt

Parametrisierung des Weges ergibt v(¢) = (¢ 10m,0,0)",
de Arbeit ergibt sich

= 22 Wenn wir die Erdschwere
ﬂz 0,0)7 = (250 £220,0)T. Die
t € [0,1]. Fiir die zu verrichten-

ﬂwlca

1
k
/k-ds:/ 250 ~L 210 m dt = 2500 Nm .
gl 0 s

Anmerkung: Die in der Aufgabe vorgegebe Beschleunigung von 0 auf 120 km/h ist
fiir einen deutschen Personenzug nicht realistisch. Bei der Aufgabenstellung haben wir
moglicherweise etwas getraumt und an die Zukunft gedacht. Deutsche Personenziige
brauchen normalerweise etwa 95 s von 0 auf 120 km/h, was einer Beschleunigung von
a = 0,35 73 entspricht.

8) Die Rechnung V x v = 0 zeigt, dass v ein Potentialfeld ist. Die Ansatzmethode ergibt

mit f(x,y,z) = e + é eine Stammfunktion. Fiir das vektorielle Kurvenintegral erhalt
man damit

/ v-ds = f(7(2m) - £(7(0)) =0,
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da es sich bei v um eine geschlossenen Kurve handelt.

9) Es gilt divv = 0, d.h. es existiert ein Vektorpotential w. Wir setzen ws = const. = cs.
Fiir w = (wy, w2, w3)T muss

Ows _ Ows _ Ows

oy 0z 0z Yy
61111 _ 6’[1)3 _ a’LUl — z
gwi cws = v =

68752 o 8%1 Jway _Z owy T
ox oy ox oy

gelten. Daraus folgt wes = —yz + C(z,y) und wy = 22—2 + D(x,y). Aus der 3. Gleichung

folgt C, = Dy, so dass w = (% + 1, —yz + co,c3)T mit reellen Konstanten cy, co, c3 ein
Vektorpotential von v ist.

10) Die Berechnung des Arbeitsintegrals entlang der Schraubenlinie ergibt

2 2m
/v~ds:/ (fsint,cost,2)T~(fsint,cost,l)Tdt:/ (14+2)dt =67 .
vy 0 0
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1) Um die Halbachsen der Ellipse zu ermitteln, muss die Gleichung auf Normalform
gebracht werden. Es gilt

1 2
(z,y)< 5 6 > <Z> = 2” + 6y* + day ,

mit den Eigenwerten A\; o = 7ig/ﬁ der Matrix (} 2) kann man die Ellipse in der Form

Mz 4+ Xag? =1

beschreiben, wobei Z, § die Koordinaten in einem transformierten kartesischen Koordi-

natensystem sind. Als Halbachsen findet man damit a = \/%—\/H und b = \/f—\/ﬁ. Mit

der Flicheninhaltsformel ergibt sich mit der Parametrisierung x(t) = (acost, bsint)”, t €
[0,27] des Ellipsenrandes

2m 2

b

FE:§/ [~bsint(—asint) + acostbcost] dt = %/ dt = abr .
0 0

Damit erhilt man Fp = ———2— 7 = i

(7+\/H)(77\/H)
2) Es ergibt sich fiir die Integrale

2—z?
// dyda:*// dasdy+// dmdy:g,
/ / dxdy = / / dydr = — |

24 V4

2 y2 V2—z2
/ / dxdy—/ / dydm—&—/ / dydx

=42 — - — = =t
3 [ 171 arcsm \/5] G + 1
Beim letzten Integral wurde fiir /2 — 22 mit der Substitution = v/2sinu, dz = V2 cosu du
die Stammfunktion % 1-— + arcsin % berechnet

3) Beim Integral (a) ist der Integratlonsberelch ein Kreissektor. Daher bietet sich eine
Transformation in Polarkoordinaten an. Es ergibt sich mit der Transformationsformel

V8—az? V8 r
————dydz =
// 5+:1:2+ 2V /, /0 5+72

4

[N

drde

8
3

v

13

_ [ VB gs— [tz L _ T, 13
/%[2111(5+7’)]0 d¢/%(21n13 21n5)dq5 81115.

Beim Integral (b) ist {iber den oberen Halbkreis mit dem Radius 3 zu integrieren. Mit
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der Transformation auf Polarkoordinaten und der Transformationsformel ergibt sich
V2 +y?dydy = / / \/7’2 cos? ¢ + r2 sin? ¢r drdd

//r drd¢ = /—|Od¢)—97r

4) Mit 4(t) = (—3cos? tsint, 3sin® t cost)” und der Fliacheninhaltsformel ergibt sich

(b) / ﬁ

1 27
F(B) = 3 / [— sin® t(—3 cos? t sin t) + cos® t 3sin? ¢ cos t] dt
0

3 2m 3 2m
= 3 / [sin® t cos? t + cos® tsin? t] dt = B / sin? t cos? ¢ dt
0 0

3 [ 3[4 3 1
= g/o sin2(2t)dt:E ; sin22dz:1—6[5——sinzcosz]g’r:

|
3

2 2
5) Im Fall (a) ergibt sich die Parametrisierung des Randes des Dreiecks zu

i (t) = <é> t 0], ya(t) = (3115) te 0,1, ya(t) = (31_;), te0].

Damit erhilt man

/v~ds:/v~ds+/ V~ds+/v~ds
Y Y1 Y2 Y3
e 1 Lr1— 3¢ 0 L/1—t—3+3t -1
:/ . dt+/ . dt+/ . dt
o \0 0 o 3t 3 o \(1—=1)3(1—1) -3
1 1
:/ (t+9t—1+t+373t79+18t79t2)dt:/ (=7 +26t —9t*)dt = 3.
0 0

Mit dem Satz von GREEN erhélt man das Integral tiber das Dreieck D

/D(erl)dF //3zy+1 dydx—/[ + )3 da

= /(—+3 e = 22 +3; J5=3.
0

2 2

Fiir das Integral (b) erhédlt man das Kurvenintegral tiber die Kreislinie /& mit dem Radius

3
2w s s 2 2
/ v~ds:/ ( 9511; t> < 3s1nt> i@t
K 0 9cos*t 3cost
27 2m
= 27/ (sin® ¢ + cos® t) dt = 27/ [(1 —cos?t)sint + (1 — sin®t) cost] dt
0 0

3 3
sin” .o

165 =0.

t
= 27[—cost + O L L sint—
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Mit dem Satz von GREEN ergibt sich das Integral

V9—z2
/ / (2 4 2y) dydz
9— 12

das ebenfalls den Wert Null hat.
6) Fur das Integral (a) erhdlt man

T2 vt oy, /2y’ .
/ / / cos — dzdzdy = / / [z cos =]§ dady
Yy Yy
w/2 T w/2
/ / y cos — dxdy = / [y sin ] dy
Y 0 Y

/2
:/ y?siny dy = [—y* cos y]g /2 +2/ ycosy dy
0

/2
,0+2[ys1ny}7r/ 2/ sinydy:w+2[cosy]g/2:7rf2.
0

Fiir das Integral (b) ergibt sich

1 1 p2—z2—y? 1,1 s o
I:/ / / Tye” dzda:dy:/ / [xyez]gfm Y dxdy
o Jo Jo 0o Jo
1,1
:/ / (mye2_lz_yz—xy) dzdy .
0o Jo

Mit der Substitution v = 2 — 22 — %2, du = —2xdz erhilt man
1 1 1
3(;ye2_352_y2 der=—= | ye"du= —=ye" = ——yeQ_IQ_y2 +c.
2 2 2
Damit ergibt sich

1 1 1
1 2 2 .Z‘y 1 2 1 2 1
I= ——“yld—/ d—/——ly —“d——/d.
/0[2y6 Jody 0[219 O(2ye +5ye )yQOyy

Mit der Substitution v = a — 32, du = —2ydy erhilt man
1 1 1
/yea_y2 dy = -3 /e“ du = —56“ +c= —56’1_3’2 +c.

Daraus folgt schlieflich
1 1, 2y 1 1 1 1 1, 1 1, 1

[Zel_y Jo + [*162_1’ Jo — 5%l = 7 76167 162 —71=2¢ 3¢

7) Im Fall (a) ergibt sich fiir das Volumen des Korpers

[ = [ [of e [ f s

/0[4Z]z dx —/(32—496)6[:1:—[3295—954]8:48.

0

I=
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Man kann natiirlich auch die Integrationsreihenfolge dndern, d.h.

/dV ///dzdx]d

zur Berechnung des Volumens von B benutzen.
Das Volumen im Fall (b) ergibt sich zu

\/5 47y2 3 \/5 47y2 \/5 5
/ dv = / / [/ dz] dedy = / / 3dxdy = / 32)25Y" dy
B —~valy o V3 g2 vz

V]
/f(12—6y)dy—[l2y 2y] —24\/_—4\/_—16\/_

Auch in diesem Fall kann man eine andere Integrationsreihenfolge verwenden:

/de _ AB[/Z(/;yZ da)dy]d=

fiihrt ebenso auf das Ergebnis f pdV = 16+/2.

8) Mit den Steigungsparametern u, v findet many = ur—1, u € [1,2],y = 1-2,v € [1,2],
und damit die Transformation

2v (u, ) uv — 1
u,v) = .
14+wuv’ vt 14+ uv

x:[1,2] x [1,2] = B, z(u,v) =

Fiir die Funktionaldeterminante ergibt sich

20 2 _
0(z,y) — det 7(u21}1j_1)2 (uUQ—Zl)Z _ M"‘:) _ _4% ,
O(u,v) Wi D?  GtD? (uv + 1) (uv+1)

so dass man mit der Transformationsformel

1
/ — dzdy
B

erhalt.
9) Fiir die Masse erhilt man

/ / / ae” “* dzdydr = / / e~ %] dyda:
L 2
/ / —(1 — e dydx—(l — efCL)/ / dydx = ﬂ(1 —e by,
o Jo € c o Jo c

X z _. 1 _. z _., 1 )
/ze_(‘z dz=——e “ + / —e Pdz=—-e" - Se “+k
c c c c

M

Mit Hilfe von
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ergibt sich fiir die z-Koordinate des Schwerpunktes

1 L oL a (L r
z = M/ / / zae dzdydx:M/ / [—Ee _0_2 218 dyda
1
M/ / ——e —el eiCL )dydr
= M( Le ¢l — —e=cb 4 //dydx
¢
L

_ aLQ( Le—cL B 1e_c 1 7CL lech +% _ l N Le—cL
cM c c 1—ecL c el 1"

Fiir die z- und y-Koordinaten des Schwerpunktes findet man mit Rechnung oder durch
bloSe Uberlegung z = j = £
10) Fiir den Auftrieb erhélt man mit v = (0,0, 2)7, div v = 1 und dem Satz von GAUSS

4
pwg/ v~d0:pwg/ divvdV:pwg/ dV = —7R3pug ,
OB B B 3

da die Kugel mit dem Radius R das Volumen 37R?® hat. Da nirgends benutzt wurde,

dass der Korper kugelformig ist, ist der Auftrieb eines Korpers K allein durch sein
Volumen |- dV und seine Dichte p,, (und natiirlich die jeweilige Erdbeschleunigung)
bestimmt.

11) Es ist div v = 2z — 2, damit ergibt sich im Fall (a) nach dem Satz von GAUSS fiir das
Flussintegral

/an-doz/B(zz—Q)dv.

Mit Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) € [0,4] x [0,27] x [1,5] und der Transformationsformel
ftir Volumenintegrale erhélt man

/3(2272)dv = //%/ 2z — 2 rdzd¢>dr//27r r[z% — 223 dedr

27
/ / 167 dpdr = / 32rm dr = [16r°7] = 2567 .

0

Mit Kugelkoordinaten (r, ¢, 6) € [0, R]x[0,27]x [0, 7], der Funktionaldeterminate
r2 sin @ und dem Satz von GAUSS erhilt man im Fall (b)

/ v-dO = /2x+3y +32%)dV = / 2%+ y? + 2%) + 22 — 32°]dV

2m
/ / / 372 12 sin 0 dOdpdr

2
+ / / / [2r cos ¢ sin O — 312 cos? ¢ sin? O]r? sin O dOdpdr .
o Jo Jo

O(z,y,2) _
o(r,$,0)
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Fiir den ersten Summanden der rechten Seite erhilt man

R 2m T
/ / / 312 12 sin 0 dOdédr
o Jo Jo

R 27 R 2 7“5 12
= / / [—3r* cos 0]F dpdr = / / 6rt dpdr = [12n—]8 = —7R° .
o Jo o Jo 5 5

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich
R 27w pm
/ / / [2r cos ¢ sin 6 — 312 cos? ¢ sin? 0]r? sin 6 dfdpdr
o Jo Jo
R 2m 0 1
= 2/ r3/ cos p[= — = cosOsinb|] dodr
0 0 2 2
R 2 39
73/ r4/ cos? ¢p[— cos O + cos 16 dodr
0 0 3
R 27 4 R &
= 73/ r4/ cos? = dpdr = 74/ [ cos ¢sin ¢ + = |37 dr
0 0 3 0 2
R

2
4
= —477/ rddr=—=7R®.
0 5

Damit erhdlt man insgesamt das Resultat

12 4 8
/ v-dO = —"7R?— Z7R° = —7R° .
oB 5 5 5
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Kapitel 9

1) Fiir die Gleichung (a) ergibt der Ansatz u(z,y) = X ()Y (y) nach dem Einsetzen in
die Differentialgleichung und der Voraussetzung u(z,y) = X (z)Y (y) # 0

X"(2)Y (y) = 4X (2)Y"(y), X(0) = X () =0,
x v "

X"(2)Y (y) = 4X (2)Y'(y) <=

mit einer freien Konstanten j:. Die Losung der Gleichung 473// = pist Y (y) = ke, Fur
die Differentialgleichung X" — uX = 0 erhélt man als Losung im Fall

p>0 X (z) = creVh® + e V%, aus X (0) = X (7) = 0 folgt ¢; = ¢z = 0, also die triviale
Losung,

w=0X(z)=c1+ caz, aus X(0) = X (7) = 0 folgt ¢; = c2 = 0, also die triviale Losung,

w<0X(x) = cqcos(y/—pzx) + cosin(y/—px), aus X(0) = 0 folgt ¢1 = 0; aus X (w) =
co sin(y/—pum) = 0 ergibt sich \/—pum = mn, n € Z, p = —n?, so dass sich die Losungen
Xn(x) = cosinnx ergeben.

Fur die Losung des Randwertproblems (a) erhilt man schliefllich die Losungen u,, (x,y) =

n? . _n? . S . . . ..
kcpsinnxe™ 7Y =: b, sinnx e” Y. Das Superpositionsprinzip ergibt die allgemeine Lo-
sung

- _n2
u(z,y) = E bysinnre” €Y.
— 00

Fir die Gleichung (b) ergibt der Ansatz u(x,t) = X (x)T'(t)
a?X"(x)T(t) = T(t)X (2) <= a’X"(z) = pX (), T(t) = pT(t)

mit einer freien Konstanten . Als Losungen X (z) und T'(¢) findet man durch Integrati-
on

JE

X(x)=cre = *+ CQ@igI T(t) = dieVPt 4 dye= Vit

so dass sich die Lésung u(z,t) = (cre T + coe= T 7)(dyeVPt + dye~VAt) mit den freien
reellen Konstanten p, ¢1, ¢2, d1, d2 ergibt. Bei 4 > 0 erhélt man die Produkte von Expo-
nentialfunktionen als Losung und bei ;1 < 0 ergeben sich mit der EULERschen Formel
Produkte von trigonometrischen Funktionen als Losung.

2) Mit dem Ansatz u(z,t) = X (x)T'(t) erhalt man durch Einsetzen fiir XT' # 0 in die
Differentialgleichung

eX'T+TX =2XT = X' - (1-Ex =0, T-5T=0.
X

Durch Variablenseparation erhilt man die Losungen X und T’

X(x) =cre®a™" T(t) = cot” und damit w(z,t) = ce®z Mt .
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Die Auswertung der Bedingung u(z,1) = z?¢® ergibt ¢ = 1 und p = —2. Die Losung
lautet damit u(z, t) = e”(£)%

3) Fiir die Hyperbelkoordinaten gilt ¢ = arctanh¥, p = /22 — y? und damit

d¢ sinh¢p 0¢ cosh¢ Op ap )
g b ay » o cosh ¢, 3y sinh ¢

Damit erhalt man mit u(z,y) = v(p(z, y), ¢(x, y)) und der Kettenregel

sinh . cosh
Uy = VpPz +VpPz = Vp coshqﬁf%Td) s Uy = VpPy +VpPy = —v,sinh @ +vy ¢ .

Fiir die 2. Ableitungen ergibt sich dann

9 sinh ¢ cosh ¢ sinh? ¢ sinh ¢ cosh ¢
Uge = Vppcosh” @ — vpg —Vp — Vgp
P P P
sinh? ¢ sinh ¢ cosh ¢
+v + 2y —— |
ol] p2 [ P2
. .9 sinh ¢ cosh ¢ cosh? ¢ sinh ¢ cosh ¢
Uyy = Vppsinh™ o —vpy ~Yp ~ Ugp
P P P
cosh? ¢ sinh ¢ cosh ¢

+’U¢¢ p2 —+ 21}¢ p2

Damit ergibt sich nach Addition die Differentialgleichung in Hyperbelkoordinaten
1
Uz — Uyy = Upp + ;vp - qug(b =0 fur |p|<1

mit den Randbedingungen v(+1, ¢) = cosh? ¢ + sinh? ¢.

4) Der Produktansatz v(p, ¢) = R(p)®(¢) fithrt nach Einsetzen in die Differentialglei-
chung v,, + %vp - p%”dxb = 0 auf die gewohnlichen Differentialgleichungen

" —u®=0  p*R"+pR —uR=0.

5) Parallelstromung bedeutet v = 0. Damit ergibt sich aus den Differentialgleichung mit
dem vorgegebenen Ansatz fiir den Druck p

u@—_( _ )+i@+i@
or PV PUT R T Re oy?

Wegen der Voraussetzung einer Parallelstromung mit v = 0 folgt aus der geforderten

Divergenzfreiheit $% = — gz = 0. Damit ergibt sich die Gleichung
1 9%u
=—(p; — — . 2
0 (p1 — po) + Re 02 ()

Die Integration der Gleichung (2) in y-Richtung ergibt

2

’LL(ZE,y) = Re(pl 71’0)% +cy+ d )
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und die Berticksichtigung der Haftbedingung u = 0 an den Wandeny = Ound y = H
ergibt mit

2

H H
0=u(z,0)=d 0 = Re(p1 —po)T + cH <= ¢= —Re(p1 —po)?

die Losung u(z,y) = (Re(p1 — po)[— — y4Z1,0)7 des Randwertproblems.

6) Die Anwendung des Divergenzoperators auf das Vektorfeld (2%, 92)7 ergibt

du .
div <%> = 8d(;:u = —div (grad p) + édiv <i:j) =—-Ap— éAdivu =0

und daraus folgt A p = 0 wegen divu = 0.

7) Die Multiplikation der Differentialgleichung mit einer integrierbaren Funktion h, die
auf I'y verschwindet, und die anschlieffende Integration {iiber (2 ergibt

—/AuhdF:/fhdF
Q Q

und die Anwendung der 1. GREENschen Integralformel in der Ebene ergibt

/Vu VhdF — /h—d —/Vu-VhdF— h@ds— h—ds-/fhdF
Q Ta

on r,

Die Berticksichtigung der Randbedingungen ergibt schlieslich

/[Vu~Vh—fh]dF—/ qghds=0.
Q T
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Kapitel 10

1) Die komplexen Hyperbelfunktionen sind wie im Reellen durch die Beziehungen

sinhz = £(e* — e™?), coshz = 1 (e* + e ?) erkldrt, und deshalb gilt

1
—[e** —24+e %] =1.

1
cosh? z — sinh? z = ~[e®* + 2 4 %] — 4[

4
Weiter gilt mit der 3. binomischen Formel
: 1 2z —2z 1 z —z z —z :
smh2z:§(e —e )15(6 +e ?)(e* —e ®) =2coshzsinh z .
Fir cosh(z + w) gilt nach Definition
1 z+w —z—w 1 z _w —z —w
cosh(z+w):§(e +e )25(66 +e eV

Fiir cosh z cosh w + sinh z sinh w errechnet man

T ) 4 (e e (e e ) =

1
Z(ezew +e eV tefeT e FeT Hefe —e FeW —efeT e FeTY)
1 1
= Z(Qezew +2e ") = §(ez+“’ + e 77") = cosh(z + w) .
2) Fiir die Ableitungen von ¢ = arctan £ findet man

y2x z 2y

Y T by = y Qyy = — ’
(1.2 + y2)2 IL'2 + yQ (ZEQ + y2)2

_z2+y2’

¢$ = ¢zz =

woraus A ¢ = 0 folgt.
3) Fiir die Ableitungen von ® ergibt sich

D, =e”cosy+xze®cosy—yeTsiny , Ppp = €e” cosy+ e cosy + xe® cosy —ye’ siny ,
O, = —ze”siny—e”siny—ye® cosy , ®yy = —xe” cosy—e” cosy—e” cosy+ye’siny

woraus ®,, + ®,, = 0 folgt. Als konjugiert harmonische Funktion ¥ findet man als
Stammfunktion des Vektorfeldes

(—fby) _ ((x + 1)e”siny + ye® cosy

die Funktion ¥ = ye® Tsiny .
D, (14 z)e® cosy — ye® sin y) ye' cosy + zeTsiny

4+5) Mitder Wahlvon z; = —1+14,20 =1+ 3i,23 =3 +iund wy; = —1, ws =4, w3 =1
ergibt sich fiir die Transformation der Kreise mit der Transformationsformel

z+1—-914+3i—-3—-79 w+1li—1 z—1—1
- - . = - —_— W= .
z—3—114+31+1—1 w—1++1 2
Fiir die Transformation des Kreises auf die Gerade wahlen wir z1 = 1, 20 = 3i, 23 = —1

und w; = 2, we = 2 — i, w3 = 2 + ¢ und erhalten

z—130+41 w—2 2—-1—2—1 —2iz+8—2i

= = - = .
stidi—-1 w-2—i 2—i—2 [ Gy
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6) Fiir die Ableitung gilt F'(z) = uy + v, so dass sich
F'(z) = F'(z+iy)=(InV22+y?2), + i(arctan Q)z
T

1 T Y —y T — iy z
7 = = — =
N R e R e S T e -

ergibt.
7) Mit einer Partialbruchzerlegung und der Formel (10.31) erhdlt man
sinz  sinz 1sinz 1 sinz
2(22-1) =z 2241 2z-1

und damit die Residuen

i 1 Lginz
M2 0) = Ssin0=0, Res(Z——

11 1
Res( Fl) = 03 sin(F1) = F5 sinl.

8) Fiir die Parametrisierung der Kreislinie erhélt man z(¢) = e + i = cost + i(sint +
1), t € [0,27] und damit 2(¢) = i e’ = —sint + i cost. Es ergibt sich

2m
/ zZdz = / (e +4)(e™ —d)ie dt
K 0
2 ) ) )
= / [ie + e —14ie"dt
0

27
_ / (¢ + i dt = —2r .
0

9) Man findet durch partielle Integration die Stammfunktion f(z) = (¢ — 1)e*. Damit
erhélt man fiir das Integral

_ . 24
/ se*dz = f(144) — f(=1—i) = ie"H — (=2 — §)e 1= = jeet 4 211
K

eet ’

und, sortiert nach Real- und Imaginérteil

/ B 2cosl +sinl —e?sinl . e2cosl+cosl—2sinl
ze*dz = +1 .
K e €

2
z°+1
241 m

10) Fiir das Integral (a) erhdlt man mit den Singularititen der Funktion f(z) =
der oberen Halbebene z; = % + i%, 29 = —% + z% die Residuen

I (22+1 ) 241 V2 1+ V2.
es(—/——,21) = == =Y
A1 473 4 —1+i 4"
2241 241 V21— V2.
Res(———,2z) = — = M
24+ 1 423 4 1+1 4

Mit der Berechnungsformel (10.32) ergibt sich
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Fiir das Integral (b) erhdlt man mit der Formel (10.35)
S| 2
—dt=2 Res(———— .
/0 2+ cost 7T|z|;1 S rmyr
Zk

Man erhilt die Singularitdten z; o = —2 £ V3 von m, von denen z; im Inneren des
Einheitskreises liegt. Damit ergibt sich

27
1 2 9 9
—— dt =27Res(5———, -2+ V3) = 2n —— — 23
/0 2+ cost i 68(,22+4,z+17 +v3) 7722+4|z:_2+\/§ 3\/_7T

11) Fiir das komplexe Stromungspotential findet man f(z) = (1 — 2i)z + 3£, Mit

e =2 - 28 e U TT) - 4= %)ZTZ@ Ursz

findet man fiir das komplexe Geschwindigkeitsfeld

D]zt — (4 — 8i)22
EECELI ML

v(z) =

~

—4(2% — y?) — 162y
=1 )12
R

8(a* — y?) — Say
(IEQ +y2)2

].
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Kapitel 11

1) Das uneigentliche Integral ist definiert als

r— 00 r—00
—0 R—oo VT -r

) R a R
/ 22 dr = lim 22 dr = lim 22 dx + lim 22 dx .
R—o0 a
Weder lim, _, o f fT 23 dz noch limp_, o faR x3 dx existiert, und damit konvergiert das In-
tegral nicht. Fiir den CAUCHYschen Hauptwert findet man

A 4
C’H/ 22 dx = hm 22 dr = lim [%]AA:().

A—oo _A A—oo -

2) Man erhélt mit der EULERschen Formel

oS} —iwt
FIOW) = o [ Smd

_ 1 /Oo cos(wt) /Oo sinwt) 0 1 /00 cos(wt)

27 a? + t? a?+t? 2 J_o a® +t?

— 00

oo cos(wt)

da die Funktion % ungerade ist. Fiir das Integral f e dt erhilt man mit der
Substitution ¢ = wt, dt = €2, und wegen F|[f (t)](w) = F[f()](—w)

°° cos(wt) e coso *  |w|coso
—— dt = gy do = e d
[ /,oo MRy B
Mit dem Residuensatz bzw. den daraus folgenden Beziehungen fiir reelle Integrale er-
gibt sich

/ _lwlcosa do = Re[27i Z Res(%, o)

oo |w]?a? + 02 oo o2 + |w|?a
k

—alw]|
Jialwl|)] = Re[2ﬂ'i%] = ge—a\w\ .

|w|ei0'

= RemiRes (o Lon (o + ialw]

Damit erhilt man schliefSlich

1 1
- —alw|
]:[aQ—i—tQ]( w) = 24° ’
3) Es sei darauf hingewiesen, dass das in der Aufgabenstellung erfragte Faltungspro-
dukt sich um den Faktor 5= von dem im Kapitel 11 definierten Faltungsprodukt unter-
scheidet. Nichtsdestotrotz ist das erfragte Integral ein Faltungsprodukt. Man erhalt

(f*g)) = /jo eIt cos(wr) dr

t o]
= / e~ e cos(wT) dr + / e Tt cos(wT) dT .
t

— 00
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Fiir das Integral [ ™ cos(wT) dr ergibt sich durch partielle Integration

.
/e‘” cos(wt) dr = e‘”M . /e‘” sin(wT) dr
w w
_ ,aT Sln(w’]—) _ ﬂ[eaT*COS(WT) _ o /ea‘r(i COS(wT)) dT]
w w w w
: 2
= %7 s1nww’r) + %e” cos(wt) — % /e‘” cos(wT) dT ,
also
we™ a
/e‘” cos(wt) dr = m[sm(uﬁ) + " cos(wT)] .

Damit erhélt man fiir (f * g)(¢t)

ct cr
ot Tll,moo[uﬂLqLcQ(Sin(Wt) + icos(wt)) - WQLW(Sin(wT) + %cos(wr))]
—cr _ —ct _
tect Tlggo[c;eiw(sin(wr) + UC cos(wr)) — L:;eiw(sin(wt) + Uc cos(wt))]

ct
—et ¢ _° cos(wt) = p cos(wt) ,

= 2e
w2+ 2w w? 4 ¢2

also (f * g)(t) = 2= cos(wt).
4) Fiir die FOURIERtransformierte von f gilt

FIOw) = 5 /Oo F(t)e= " dt

= 27T/ f(t) cos(—wt) dt+/ f)isin(—wt) dt]

= isin(—wt) d ) sin(wt) d
/0 w0

da die Funktion f(t) cos(—wt) ungerade ist. Da f(¢) sin(wt) eine gerade Funktion ist, gilt
schliefdlich

IO =2 [ $0)sinfer)d

5) Es ergibt sich fiir die Differentialgleichung

2

Fly" + 2y — 6y)(w) = (iw)*Flyl(w) + 2iwFy](w) — 6F[y](w) = Fle~"(w) .

Fiir die FOURIERtransformierte von e~ findet man

w2

42 . 1 _% . N 1 e T
Fle7" (w) = —=e und damit Flyl(w) = Sr o+ 26




42 Aufgabenlésungen

6) Im Falle (a) gilt e cos(at) = Re(e*T®)?), so dass man

e - 1 z—b+1ia
)] =R (bFia)t =2t gp) — R =R
CLF(0) = Re( | ePH0te ) = Re(——j—) = Re( ")
also L[f(t)] = (Z_Zb)% erhélt, wobei Re z > b gefordert werden muss. Im Fall (b) gilt

e’ sinh(at) = 1[e(*+®)t — e(®=9)] 50 dass man mit der LAPLACE-Transformierten der
Exponentialfunktion e fiir Re z > max{b — a,b + a} das Ergebnis

1 1 1 a
Llg®)] = 51— (b+a) z-— (b—a)] T (z-bP-a?
erhalt.
7) Fir F(z) ergibt sich
P = ot em Tt

z2—4z+3:(z—1)(z—3) z2—1 2-3’
und man findet A = 1 und B = 2. Damit gilt

F(z) = LIf(0)] = - i Tt 3 5= Lle'] + 2L[e%] = L[e! + 263,

so dass aus dem Eindeutigkeitssatz f(t) = e + 2¢3! folgt. Fiir G(z) erhilt man
1, . b 1 . 1
G(z) = —L[sin2t] = L[| sin27d7] = E[f§ cos 27)g] = E[§(1 — cos2t)] .
z 0

Damit erhdlt man g(t) = 1(1 — cos 2t).
8) Die Transformation der Differentialgleichung ergibt

27Y (2) — 2y(0) — ¢/(0) +4(2Y (2) — (0)) + 6Y (2) = % + - Jlr 1
22+1 22 +1

— (22 +42+6)Y(2) = D) Y(z)= .

Eine Partialbruchzerlegung ergibt

(z4+1)(22 +42+6)

Y(z) = 2z+1 _é+ B n Cz+D
: 2z 4+ 1)(224+424+6) 2z z+1 224+42+6

ergibt nach Koeffizientenvergleich A = }, B=1,C = —3,D = -3,
1 1 —1z-32 1 1 —3(z+2)-2
Y(z) = —+ + 52— ==+ 1l 2) :
6z 3(z+1) 22442z+6 62 3(z+1) (z+2)2+2
1 1 1 z+2 2 V2

6z "3:+1) 2(:12°+2 3va(zi22i2’

woraus y(t) = & + 2e~ — 27 cos(v/2t) — @e‘” sin(v/2t) folgt.
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9) Die Transformation des Differentialgleichungssystems ergibt unter Beriicksichtigung
der Anfangsbedingungen

W) +g = U4V +y | (L-2UE+4V(E) = 5o
2V(z) =1 = U(z)+V(z)+ = U)+(1-2)V(z) = —-1—--—="
mit den Losungen
1,216, _3
Uz) = gz #6275 _ 1 1 31
(z=1)(z+1)(z—3) z—1 z+4+1 2z-3
2_3 3
Vi) = P83 11 1131

(z=1)(z+1)(z—3) 4z—1 " 2241 4z-3°

Die Riicktransformation ergibt die Losungen

3 1 1 3
_ ot -t 2 3t _ ottt P 3t
u(t) =—€"—e +2e v(t) 1€ +2€ —|—4e .
10) Nach dem Faltungssatz gilt
LleosILIF ()] = Lltsint] = = LIF(1)] = 5oy <= LUB)] = =5
o it 2241 (224 1)2 2241

d.h. f(t) = 2sint.
11) Mit der Substitution v(r) = y(r + ) erhdlt man statt der zu losenden Differential-
gleichung die Differentialgleichung
v (r) — 20" (r) + v(r) = sin(2r + 27) + cos(r + 7) = sin2r — cosr ,
wobei v'(0) = 0 und v(0) = 1 gilt (also LAPLACE-geméfle Anfangsbedingungen). Die
Transformation des Anfangswertproblems ergibt
2 z

22V (2) — 20(0) — v/ (0) — 22V (2) + 20(0) + V(2) = o + poa
2 z
2 _
<:>V(Z)(Z 722+1)—272+Z2—+4+z2—+1 .

Es ergibt sich weiter

(2—2)22+4) 22+ 1) +2(z2 +1) + 2(22 + 4)

Vi) = G- D2+ (R 1)

A B Cz+D Ez+F
R S PR ) TRy w

21 1 1 1 4 z 6 1 1 1
- %z—l_1_0(271)2+2_522+4_%z2+4_522+1
211 1 1 4 z 3 2 1 1
B %,2—1_1_0(271)2—‘_2_522+4_%ZQjLZL_§zQ+17

und damit

21, 1 4
Llv(r)] = £[2—5e7 - 1—0rer + %5 cos 2r — 2—35 sin 2r — B sinr]| .
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An dieser Stelle sei der Fairness halber darauf hingewiesen, dass wir das beim Koef-
fizientenvergleich entstehende lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der 6 Koef-

fizienten A, B, ..., F mit dem Programm octave gelost haben. Damit erhélt man die
Losung
21 1 4
v(r) = —e" — —re" + — cos2r — 3 sin2r — —sinr .
25 10 25 25 2
Die Riicksubstitution y(z) = v(x — 7) ergibt
21 r—T 1 xr—T
ylx) = v(a?—7r)—2—5e —1—0(1‘—7‘1’)6
+ o cos(2e — 2m) — % sin(2z — 27) — 2 sin(z — 7)
— cos(2z — ——s - - =5 -
o5 X ™ 25 1IN 27 Y 9 1IN(T i
(z) 19”*”[42 5( )}+4 2 3'2+1'
= — - - — coS2x — — S =5 .
y\x 506 xr i o5 xr o5 1M 2T 5 maox
12) Die GREENsche Funktion erhilt man tiber das Urbild der LAPLACE-Transformierten
m. Es gl].t nun
1 1 t2et

P —32+32-1 (2-1)3

so dass man die GREENsche Funktion
t— 2, t—7
K(t,7)=gt—-7)= %

findet. Als Losung des Anfangswertproblems erhilt man mit der GREENschen Funktion

t t 2 t—1 3
t— t
y(t):/ K(t,7)e" dr :/ t=r)f e e"dr =e'— .
0 0 2 6

13)Mit U(z, z) := Llu(x,t)](z) erhdlt man fiir Re z > 0 die gewohnliche Differentialglei-
chung mit z als Parameter

1
zU—mU$:£<:>Uz+EU=—7
22 T 22

mit der homogenen Losung Uy, (z, z) = ¢(z)xz~%. Die Variation der Konstanten U (x, z) =
ez, z)x~* ergibt

1
22(z+1)
Aus der Transformation der Randbedingung lim,_.o U(x,2) = 0 folgt k(z) = 0. Eine
Partialbruchzerlegung ergibt

1 1 1 1
[ e T T = i —t

Uz, z) = x+k(z)z™7.

Uz, z) =

und damit die Losung u(z,t) = x(—1+t + e~ t).
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Kapitel 12

1) Fur die Differenz f(u + h) — f(u) ergibt sich unter Nutzung des Additionstheorems
fiir die Kosinusfunktion

f(u : B~ f(u) = /0 cos(u(6) + h(g)) d — /0 cosu(@) do
= /0 * lcos u(e) cos h(d) — sinu(e) sin h(¢) — cos u(e)] do

— /07 [cosu(@)(cos h(p) — 1) — sinu(@)h(¢) + sinu(p)(h(¢) — sin h(¢))] do

- _ /O7 sinu(@)h(¢) do + /O2 [cos u(¢)(cos h(¢) — 1) + sinu(g)(h(p) — sin h(¢))] do

jus
2

_ /0 sinu(@)h(g) do + r(u(), h(3)) -

Aufgrund einfacher Abschitzungen geht mvw(q’)), h(¢))| gegen Null fiir ||h|] — 0,
so dass man die FRECHET-Ableitung

Flul(h) = - / * sinu(6)h(o) dé

erhalt.

2) Da F(t, z, &) nicht von ¢ abhangt, ergibt sich aus der EULER-LAGRANGE-Differential-
gleichung

. . _ 2
ﬂf\/x(1+i2):clzconst.:>fx:clx/x(1+:t2):>j:: i 261.

x(1+ 22) 51

Als Losung erhélt man nach Integration

t 1, ¢
2 _ _ = _ 2 2
2y/x cl——\/g co:>x(t)—4(—|61| co)” +cy .
3) Man erhilt die EULER-LAGRANGE-Differentialgleichung

d
F, — EFQ'E =1 — (& + &) = 0 mit der Losung z(t) = c1t + ¢z .

Die Auswertung der Bedingungen x(0) = 1 und z(2) = 2 ergibt die Losung z(t) =
st+1.

4) Da F(t,z, &) nicht von z abhingt, ergibt sich aus der EULER-LAGRANGE-Differen-
tialgleichung & = const.. Damit ergibt sich die Losung z(t) = c1t + ¢2 und mit der
Randbedingung x(0) = 0 folgt ¢ = 0. Aus der Forderung z(T) = r(T) folgt c; = 5.
Die Transversalitdtsbedingung lautet

11

HTHT) + 1= g +1=0
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mit der positiven Losung 7' = 1 und damit =(t) = ¢t. Man tiberlegt sich mit einer Skizze
der Funktionen r(t) und z(t), dass die Funktion x(¢) = t die kiirzeste Verbindung zwi-
schen dem Ursprung und dem Graphen der Funktion r(¢) ist, und damit das Funktional
J(x) minimiert.
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Kapitel 13
1) Esist
1 1 1
my = E(X):(—q)2—q2+0'(1—q—2)+q2—q2:0
2 _ 21 oy _ o 2 1 2 1 2 1
oc® = E[X-EX))]=EX")=(-q) 2q2+0 (1 q2)+q 2q2—1
Also ist

0 fur k > q

P{XZC]}"‘FP{X:_Q}:L? fir0 < k <gq

P{|X—m1|2kzo}:P{X|2k}:{ q

Far k > qist
1
P{|Xfm1| Zk0}< ﬁ y
die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung also mit ”<” erfiillt. Fiir k = ¢ ist

1
P{|X —mq| > ko} = e

die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung also mit =" erfiillt; sie kann also nicht verscharft
werden, wenn man die Verteilungen der Zufallsgroie X nicht einschréanken will. Fiir
k < qist

1 1
P{|X—m1| de}:q—2 < ﬁ’
also die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung mit ”<” erfiillt.
2a) Es ist
P{d—10/>04} = 1—P{|d—10]<04}=1—-P{9,6<d <104}
10,4 — 10 9,6 — 10
= 1-[®(— — o=
@55 — ()
0,4 -0,4
= 1-[0(=)-d(—)]=1—[P P -1
[9(55) — B2 = 1= [8(08) + 2(08) ~ 1]

2. (1—®(0,8)) =2- (1 —0,788) = 0,424.
42,4 % der Kugeln werden abgelehnt.
2b) Es muss P{|d — 10| < 0,4} > 0,8 sein.

P{-04<d-10<04} = P{9,6<d<104}=P{ld—10<04}
10,4 — 10 9,6 — 10
= ¥(——)-0(=
(———) (=)
0,4 —-0,4 0,4 0,4
= U(Z)\-U ) = g (2= U(Z22) -1
() —w(—5) = v(Z) + (L)
= 2\11(0’4)7120,87
o
0,4 1
P (= > —-18=
() = 518=09,
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also 07;4 > 1,29bzw. 0 < % < 0,31. Somit darf die Standardabweichung nicht grofier

als 0,31 sein, um das Ziel der ”80 %-Akzeptanz” zu erreichen.

3) Wir setzen

2

pPOXOY Oy

2 2 2 2
E k:jlcjcl = 0xC|+poxoycicy + poyoxcacy + 0y Cy
J.k=1,2

2 2 2 2
= oxc]+2poxoycica + oyc

= (c1ox + copoy)? — cap’ol 4 ciod

= (c1ox +copoy)? + (1= p*)c50%
also ist kjicje; > 0 fiir alle ¢q, co mit ¢ +¢3 > 0 genau dann, wenn 1 — p? > 0 bzw. p? < 1
ist.

4a) Ausmultiplizieren ergibt

oomyx 4 1P(y;mY)
1—p2)o? —pT)oxo
Q2 = —(x—mx,y—my) < (p(zjm)i() ( py)_wfyy )
(1-p?oxoy ' (1-p2)o3
1 T —mx. o T—mxy—my Y —my. 9
- — —2 + .
i) I (S

4b) Die Inverse der Matrix K ist die Transponierte der Matrix der algebraischen Kom-
plemente von K dividiert durch det(K), also wegen det(K) = 0% 0% (1 — p?)

T
k-1 _ 1 0y poxoy
0202 (1—p? oxO o3
o%oy(1—p?) \ poxoy e

_ 1 o2 pPOXOy
o%o3(1—p2) \ poxoy ok

1 P
o2 — 2oxo
- < (1—Pp)<7X @ p%XY>:A,
(1-p?)oxoy (1-p?)o3

Esist det(K) = 0% 0% (1 — p?), also gilt (fiir den in p(x, y) auftretenden Vorfaktor)

1 1
2roxoyy/1— p? B 2m/det(K) .

Voraussetzung fiir die Existenz von K ~! = A ist det(K) # 0. Diese Voraussetzung ist
fiir p? < 1 erfiillt.

5) Die Zufallsgrofe (Y| X = z) ist gemdf Satz 13.11 nach

N(my + p 25 (@ —mx), oy /T~ p?) = N(u,0)

ox
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verteilt, d.h.
E(Y|X =2) = 2+06(z—2)=06z+08
Var(Y|X =z) = (0,25)%(1 —0,36) = 0,04
und
Plyy <Y <yl X =z}
_ P{yl —EBEY|X =2) < YIX=2)—EY|X=2) yp—-EY|X= x)}

VVarY| X =z) VVar(YX = x) Var(Y[X =z)
wobei WX=2)_PYIX=2) gje standardisierte Zufallsgrofe von Y|X = z ist. Fiir die

\/Var(Y\X:x)
Wabhrscheinlichkeit ergibt sich fiir y = 0,6z + 0,8, 0 = 0,2

y2 — 0,6 — 0,8
0,2

y1 — 0,6z — 0,8

Plyi <Y < yalX = o} = 8 =

) — & ) -

Beiy; = 1,9, y2 = 2,1 erhdlt man firz = 1,5

0,4 0,2

P <Y X =15} =?(— —
(i Y <plX =15} = 8(5) — ¥

) — ®(=2) = ®(2) — (1) = 0,97725 — 0,841345 ~ 0,136 .

Fiir r = 2 und = = 2,5 ergibt sich entsprechend
P{y1 <Y <yl X =2} = 0,382 und P{y: <Y <X =25} ~0,136.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auf Grundstiick B zwischen 1,9 und 2,1 m3 Wasser
verbraucht wird, ist (unter den 3 betrachteten Féllen X = 1,5;2,0; 2,5) am grofiten, wenn
auf Grundstiick A 2m? verbraucht wird. Das ist wegen p = 0,6 ganz plausibel.
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Kapitel 14

1a,b) Empirische Haufigkeitsverteilung H,, (X = i) und Summenhdufigkeiten s; (empi-
rische Wahrscheinlichkeitsverteilung f(x), sieche Abb. 1)

i n; H,(X =1) si  P{Y =i}=2%e?
0 57 0,022 0,022 0,021
1 203 0,078 0,100 0,081
2 383 0,147 0,247 0,156
3 525 0,201 0,448 0,201
4 532 0,204 0,652 0,194
5 408 0,156 0,808 0,150
6 273 0,105 0,913 0,097
7 139 0,053 0,966 0,054
8 45 0,017 0,983 0,026
9 27 0,010 0,993 0,011
10 16 0,006 0,999 0,004
n=2608 . % =0,999 0,995%)

1c) Gesucht i 5 mit ;2% n; = 2 - 2608 = 1304, was “am besten” fiir i 5 = 3 erfiillt ist.
im = 4 ist der empirische Modalwert.

1d) A = 3,87, P{Y = i} siehe Tabelle.

*) Die Differenz zu 1,000 hat zwei Griinde

- Rundungsfehler, aber insbesondere:

- die Ereignisse {X = ¢} fiir ¢ > 10 haben in der POISSON-Verteilung auch noch eine
positive Wahrscheinlichkeit.

00

1.0 -

0.5

01 e

012345678 910Kx,i

Abbildung 1:
Empirische Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion f(z) nach (14.1) und Histogramm



Kapitel 14 51

1le) x?-Anpassungstest
a = 0,05 wird gewdhlt, Stichprobenumfang n = 2608, Wahl der Klassen A ;:

Ap=({X =0}), A =({X=1}), ..., Ao = ({X > 10})

(ni—npi)?

i i np; o

0 57 0021 548 230,5

1 203 0,081 211,2 830,1

2 383 0,156 406,8 3631,0

3 525 0,201 5242 3,2

4 532 0,194 5060 34845

5 408 0,150 391,2 18816

6 273 0,097 2530 @ 4123.7

7 139 0,054 1408 60,0

8 45 0,026 67,8 19993,8

9 27 0,011 287 262,7

10 16 0,009 235 62500
1,000 2608,0 40751,1

Testgrofse nach (14.43):
40751,1
= St = 1 .
2608 58

Wegen x3.0.95 = 18,31 wird Hy nicht abgelehnt. Das Stichprobenergebnis (i, n;) spricht
bei a = 0,05 nicht gegen die Annahme, dass die Stichprobe aus einer POISSON-verteilten
Gesamtheit stammt.

2) Mit n = 24000, Ha4000(A) = 0,5005, za = 1,64 erhélt man aus (14.35), (14.36) p., =
0,4952, p, = 0,5058. Also ist

P{0,4952 < p(A) < 0,5058} ~ 0,90 .

Das gesuchte Intervall ist also [0,4952, 0,5058].

3a) Schatzwerte b, by fiir 3y, 31 nach (14.53): by = 1,04, by = 1,99. Schitzwert s? fiir o>
nach (14.54): s? = 0,066.

3b) Nach (14.55) ist
1 (1,55)?
2 P — l . = =
sg = (11 + 5473 ) - 0,066 = 0,0089, so = 0,094,
0,066
2 —, = =
87 5473 0,0012, s; = 0,035 .

Konfidenzintervalle fiir 5y, 81 folgen aus (14.56) mit t9.9 025 = 2,262:

Bo:  [1,99—2,262-0,094, 1,99 + 2,262 - 0,094] = [1,78 , 2,20]
Br:  [1,04—2,262-0,035, 1,04 +2,262-0,035] = [0,96, 1,12] .
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3c) Hypothesentests
Hy: 1 =1gegen Hy : 81 # 1;: Wegen

|b1 — 1] = 0,04 < tg.0,025 - 51 = 2,262 - 0,035 = 0,079

wird Hy nicht abgelehnt.
Hy: By =2gegen Hy : By # 2; Wegen

|b0 — 2| =0,01 < t9;0,025 - So = 2,262 - 0,094 = 0,21

kann H, anhand der Stichprobe nicht abgelehnt werden.

Abbildung 2:
Messwerte und Regressionskurve y = 1,99 + 1,04 « fiir die Aufgabe 4

4) Es ist

_ Yo (@i — %) (yi — 9) 2 _ Do (@ — &) (yi — 9))
V@i =22/ (i — 9 Y (@ = 2)2 300 (v — )2

Mit a; = z; — &, b; = y; — g folgt r? < 1 aus der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung.

5a) Aus (14.17) folgt

r
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also o’ < aund 1—a’ > 1—q; die Sicherheitswahrscheinlichkeit wichst. Bei 1 —a = 0,90
ist § = 0,05, 20,05 = 1,64. Aus (*) ergibt sich 2., = V220,05 = 2,32; ©(2,32) = 0,9898 =

1 — 2" Daraus folgt o = 0,0204 und 1 — o/ & 0,98.
5b) Aus (14.17) folgt: Der Stichprobenumfang muss vervierfacht werden.
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Formeln zur Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wahscheinlichkeit P(A) zufilliger Ereignisse A

Additionsaxiom P(U, Ax) = >, P(Ax) (A1, Az, ... paarweise unvereinbar)
Multiplikationstheorem P(A(\B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) (A, B beliebig)

P(AUB)=P(A)P(B) (A, Bunabhingig)

Zufallsgroen X (Verteilungsfunktion F'(z), Wahrscheinlichkeitsdichte p(x))

a-Quantil z,, Flo)=P{X<zo=a (0<a<l)
Erwartungswert E(X) = [7_&p(€)de
Rechenregeln E(aX +b) =aE(X) +b; E[(aX)*] = d"E(XF);

Elg1(X) + g2(X)] = E[g1(X)] + E[g2(X)] (a,b €R, k € N)

Varianz (Streuung, Dispersion) ~ Var(X) = [ [¢ — E(X)]?p(§) d¢ (= 0% = D(X))

Standardabweichung ox =+/Var(X) = /D(X)

Momente k-ter Ordnung my = B(X*F) = [7_&*p(€)d¢ (keN)

Zentrale Momente k-ter Ordnung px = E{[X — E(X)]F} = [* (£ —ma)*p(€) d¢

Schiefe 3, Exzess 4 Y3 = ﬁT; , va =Lt

- 4
Ix

_(z=w?
L_ 7757 (0 > 0, u Parameter)

dg

Normalverteilung N (i1, o) Dichte p(x; p,0) = ——
z  _E=w?
Verteilungsfunktion ®(z; u,0) = —= [*_ e o

oV2m

BE(X) = p, Var(X) = 0% pag—1 =0,

por =1-3-...(2k—1)o?* (k€N),

v3 =" =0,

p(z) = p(x;0,1) GAUSssche Glockenkurve,
®(z) = ®(x;0,1) GAUSSsches Fehlerintegral,

P(z) + P(—z) =1, ®(0) = 5.
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Zufallsvektoren (X1, X5,..., X,,)

Verteilungsfunktion F(x1,22,...,2n) = P{X1 <21,X2 < x2,...,Xn <Zp}

Dichte p(x1, 22, ..., xy) F(z1,xa,...,x,) = f;o ffio e ffgop(fl,fg, coy&n)d&y .. dEadEy,
Momente (n = 2) Mpg = B(XPY?) = [ [% &Pnip(¢,n) dnd (p,q > 0, ganzzahlig)
Erwartungswerte mio = E(X), mopn = E(Y)

Zentrale Momente (n = 2) Upqg = E{[X — E(X)]P[Y — E(Y)]?}

Varianzen, Kovarianz poo = 0% » po2 = 0%, p11 = E{[X — E(X)][Y — E(Y)]} = cov(X,Y)
Varianzvon X +Y x4y = 0% + 0% +2cov(X,Y)
Kovarianzmatrix (kj;) kj = cov(X;, X)) = E{[X; — E(X;)][X: — E(X))]} (1 < 4,1 <n)
(kj;) symmetrisch, positiv semidefinit
Korrelationskoeffizienten Pl = %, —1<pi<1(1<4jl<n)
J l

Fur Zufallsvektoren (X,Y) mit unabhingigen Komponenten gilt:
E(XY)=EX)E(Y), p(X,Y)=0, 0§(+Y =o0% + 0%

1 xr— TYIX 2 xr— mxy TYIY Yy— ’VTLY
o () —2p e vy (v 2y

1

2noxoyy/1—p?

(mx,my,ox,0y,p Parameter mitox > 0,0y > 0, |p| < 1)
E(X)=mx, E(Y)=my, Var(X) = 0%, Var(Y) = 0%,
cov(X,Y) = poxoy, p =0 <= X,Y unabhingig.

(X,Y) normalverteilt p(z,y) =
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Formeln

Formeln zur Statistik

(x1,22,...,x,) konkrete Stichprobe aus X, (y1,¥2, - . ., yn) konkrete Stichprobe aus YV’
Punktschitzungen
Parameter Schétzwert Bemerkung
E(X) T= % Dkt Th
o% 83 = 77 D (@0 — T)?
p(X,Y) T::;—;, Soy = 707 2okt (@6 — ) (Yk — )

Regressionskoeffizienten

50161

Szy
2
61‘

bo =9y —bix, by =

Regressionsgerade

y=EY|X =2) =00+ bz

Konfidenzintervalle

X  N(p,o)-verteilt; Konfidenzniveau 1 — «

Parameter Konfidenzintervall Bemerkung
1 (0 bekannt) [T —za T T+ 2g %] +2z2 Quantile von N(0,1):

tip_1;2 Quantile der ¢-Verteilung

mit (n — 1) Frejheitsgraden

2 2
o2 [X(zn*1 Sfa ) (X"[l)i“] szfmf%’ X%A;% Quantile der
‘n,fl‘l—? n—1;%
x?-Verteilung
mit (n — 1) Freiheitsgraden
Parametertests
Voraussetzung Test Testgrofse Ablehnungsbereich
X N(p,o0)-verteilt, Hy: p = po, Hy : p # po t= i_-g&\/ﬁ t| > za
o bekannt
X N(u,o)-verteilt, Ho: = po, Hy : it # po t=ke/n [t] > tn_1;,2

o unbekannt

(X,Y)

normalverteilt

Ho:p(X,Y) =0, Hi:p(X,Y)#0 t=rms\/n=2 [t| >ty 23
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Tabelle 1: Werte der Verteilungsfunktion

d(x)

1

einer N (0,1)-verteilten Zufallsgroie X

" 1,2
- e 2N dn
V 2w /700

P(z)

®(x)

®(z)

P(z)

d(z)

xT

d(x)

0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45

0,500000
0,519939
0,539828
0,559618
0,579260
0,589706
0,617911
0,636831
0,655422
0,673045

0.50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95

0,691463
0,708840
0,725747
0,742154
0,758036
0,773373
0,788145
0,802338
0,815940
0,828944

1,00
1,05
1,10
1,15
1,20
1,25
1,30
1,35
1,40
1,45

0,841345
0,853141
0,864334
0,874928
0,884930
0,894350
0,903200
0,911492
0,919243
0,926471

1,50
1,55
1,60
1,65
1,70
1,75
1,80
1,85
1,90
1,95

0,933193
0,939429
0,945201
0,950528
0,955434
0,959941
0,964070
0,967843
0,971283
0,974412

2,00
2,05
2,10
2,15
2,20
2,25
2,30
2,35
2,40
2,45

0,977250
0,979818
0,982136
0,984222
0,986097
0,987776
0,989276
0,990613
0,991802
0,992857

2,50
2,55
2,60
2,65
2,70
2,75
2,80
2,85
2,90
2,95
3,00

0,993790
0,994614
0,995339
0,995975
0,996533
0,997020
0,997445
0,997814
0,998134
0,998411
0,998650

Tabelle 2: (1—a)-Quantile z, einer N (0,1)-verteilten ZufallsgréBle X fiir oo = 0,005; 0,01; 0,025; 0,05;

P{X <z} =P(zq)=1—a, P{X < =24} =P(—24) =«

0,005

0,01

0,025

0,05

0,1

Za

2,576

2,326

1,960

1, 645

1,282

0,1:



58 Formeln

Tabelle 3: (1 — a)-Quantile ¢,,., einer ¢-verteilten Zufallsgrofe T, mit n Freiheitsgraden
fiir « = 0,005; 0,01; 0,025; 0,05; 0,1:

P{Tn < 7tn?0‘} = Q, P{Tn < tn;a} = 1 —

a | 0,005 0,01 0,025 | 0,05 0,1

63,697 | 31,821 | 12,706 | 6,314 | 3,078
9,924 | 6,966 | 4,303 | 2,921 | 1,836
5841 | 4,542 | 3,183 | 2,353 | 1,638
4,604 | 3,747 | 2,775 | 2,131 | 1,533
4,032 | 3,365 | 2,570 | 2,015 | 1,476
3,707 | 3,143 | 2,447 | 1,943 | 1,440
3,500 | 2,997 | 2,365 | 1,895 | 1,415
3,355 | 2,896 | 2,306 | 1,860 | 1,397
3,250 | 2,821 | 2,262 | 1,832 | 1,383
10 3,170 | 2,764 | 2,228 | 1,812 | 1,371
15 2,948 | 2,601 | 2,131 | 1,753 | 1,341
20 2,846 | 2,528 | 2,086 | 1,725 | 1,325
25 2,787 | 2485 | 2,060 | 1,708 | 1,316
30 2,750 | 2457 | 2,042 | 1,698 | 1,311
40 2,704 | 2,423 | 2,021 | 1,684 | 1,303
50 2,678 | 2,404 | 2,009 | 1,676 | 1,299
100 2,626 | 2,364 | 1,984 | 1,660 | 1,290

200 2,600 | 2,345 | 1,972 | 1,653 | 1,286

500 2,585 | 2,334 | 1,965 | 1,647 | 1,283
00 2,576 | 2,326 | 1,960 | 1,645 | 1,282

O XU WN P33
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Tabelle 4: o- und (1 — o)-Quantile x}., und X7, , einer Chi-Quadrat-verteilten Zu-
fallsgrofse X2 mitn Freiheitsgraden fiir o = 0,01; 0,025; 0,05; 0,1:

P{x; < Xoat = P{X; <Xpn_ o} =1-«

X filr o = Xoq_ o firl—a=
n 001 [ 0025 [ 005 ] 01 090 [ 095 | 0975 [ 0,99
1 | <0,001 | <0,001 | 0,004 | 0,016 | 2,71 3,84 5,02 6,63
2 0,02 0,05 0,10 | 0,21 4,61 5,99 7,38 9,21
3 0,12 0,22 035 | 058 | 6,25 7,81 9,35 11,34
4 0,30 0,49 0,71 | 1,06 7,78 9,49 11,14 | 13,28
5 0,56 0,83 1,15 | 1,61 9,24 11,07 | 12,83 | 15,08
6 0,87 1,24 1,64 | 220 | 10,64 | 12,59 | 1445 | 16,81
7 1,24 1,69 2,17 | 2,83 | 12,02 | 14,07 | 16,01 | 18,48
8 1,65 2,18 2,73 | 349 | 13,36 | 1551 | 17,53 | 20,09
9 2,10 2,70 333 | 417 | 14,68 | 16,92 | 19,02 | 21,67
10 2,56 3,25 394 | 487 | 16,00 | 18,31 | 20,48 | 23,21
15 5,23 6,26 726 | 855 | 22,31 | 25,09 | 27,49 | 30,58
20 8,27 959 |10,85 | 1244 | 2841 | 3141 | 34,17 | 37,57
25 | 11,52 13,12 | 14,60 | 16,47 | 34,38 | 37,65 | 40,65 | 44,31
30 | 14,95 16,80 | 18,49 | 20,60 | 40,26 | 43,77 | 46,98 | 50,89
35 | 18,51 20,57 | 22,47 | 24,80 | 46,06 | 49,80 | 53,20 | 57,34
40 | 22,16 | 24,43 | 26,51 | 2905 | 51,81 | 55,76 | 59,34 | 63,69
45 | 2590 | 28,37 | 30,61 |3335| 57,51 | 61,67 | 6541 | 69,96
50 | 29,71 32,36 | 34,76 | 37,69 | 63,17 | 67,50 | 7142 | 76,15
75 | 4948 | 5294 | 56,05 | 59,79 | 91,06 | 96,22 | 100,84 | 106,39
100 | 70,06 74,22 | 7793 | 82,36 | 118,50 | 124,34 | 129,56 | 135,81
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errata

Errata

Seite Zeile Text im Buch zu ersetzen durch

25 4 verZny Z—k € vy Zm—m, Z—k €

42 Abb. 1.27 y=a/b y=>b/a ((zweimal))

45 Abb. 1.31 1 auf reeller Achse durch /12 zu ersetzen

52 4 =z(...(z(z(z((xan = x(...z(x(z(zay

63 13 von unten  x betrachten z (0 <z < 8a) betrachten

63 lvonunten  f:[0,8a] — [0, 7] J:[0,8a[— [0, T]

64 5 ...Winkel ¢ und « ...Winkel ¥ und ¢ + «

64 5 ...Intervall [0, ] ...Intervall [0, F|

66 2 (aa + (1 — ab))? (aa + (1 — a)b)?

322 4 XX WXy

322 5 XX WXy

3225 WX, X ..X,y ((zweimal))

364 14 ...3. Grades ...2. Grades

364 7vonunten ..Aufgabe6 ...Aufgabe 8

437 2 ..p(x, q(z) seinen ..p(x), q(z) seien

544 10vonunten ..(7.2) ...(7.2) (bei v = const.)

604 8 ...sind hier ...sind hier positive

604 17 ..auf die ...auf die Flacheneinheit der

604 17 ..durch f(z,y, z) = (0,0, 2)T ..durch f(z,y, 2) = pug(0,0,2)T

604 18 ...Wassertiefe. ...Wassertiefe, p,, die Dichte des Wassers,
g der Betrag der Erdbeschleunigung.

604 19 faB(O,O,Z)T-dO:faB flz,y,2)dO pwgfaB(O,O,z)T~dO:pwgfaB flz,y,2)dO

631 14 = u(m,y) w=u(my) =0

631 16 x>0, x>0,t>0,

632 4 P1 > Po P1 <Dpo

632 7 wy=1L y=H

632 3vonunten ..wobei f,g,h gegebene ...wobei f, g gegebene

632  2vonunten  ..ist. ...ist. h sei stetig differenzierbar
und auf Iy gleich Null.

750  10von unten ..Funktionen ...Funktionen u(¢)

788 7 von unten (0 E<2), fuir0<z<a w(0<E<2)fir0 < z<a und

796  6vonunten .. gilt allgemein fiir ... gilt auch fiir

797 16 —-1<p<1 -l<p<1

800 9 -1<p<1 -l1<p<l1

801 1 Wegen [*°_e=37" dn Wegen [*° e 27" dif = /2

806 5 ...sich, das ...sich, dass

823  1(Abb.14.6) .. furdie ... fiir den Erwartungswert der

827 1vonunten (n—1)? (n—1) ((zweimal in (14.29)))

828 2undé6 (n—1)2 (n—1) ((je zweimal in (14.30),(14.31)))

851 6vonunten ..Hypothesen ...Hypothesen (a = 0,05)




