Lineare Algebra
Studienjahr 2023/24

Julian Holstein
Fachbereich Mathematik

(Stand: 1. August 2024)

Inhaltsverzeichnis

(1 Vorbereitung|

(1.1~ Was ist lineare Algebra?| . . . . . . . . ... ... oo
[L.2  Geometrie von Geraden in der Ebenel . . . . . . . . ... o000 0oL
(1.3 Lineare Gleichungssysteme, Gauly'scher Algorithmus|. . . . . . . ... ... ...
(1.4 Aussagen und Logikl . . . . . . . . . ...
1.5 Mengen| . . . . . .
(1.6 Relationen und Abbildungen|. . . . . . . .. ..o
2 Algebraische Grundbegrifie
2.1 Gruppen|. . . . . . . e
2.2  Homomorphismen|. . . . . . . . . . ...
2.3 Korper| . . . . ..
2.4 Die komplexen Zahlen| . . . . . . . ... oo
2.5 Ringel . . . . ..
[3__Vektorraume
[3.1 Vektorraumel. . . . . . . . ..
[3.2  Untervektorraumel. . . . . . . . . . ..
[3.3  Lineare Abbildungen| . . . . . . . .. ... oo
[3.4  Quotientenvektorraume|. . . . . . . ...
4_Basen
4.1 Tinearkombinationen| . . . . . . . . . . .. .
4.2 Basis und Dimension| . . . . . . . . . ...
[4.3  Abbildungen und Dimension| . . . . . . . . . ... oL
[> Lineare Abbildungen und Basen|
[>.1 Lineare Abbildungen und Matrizen| . . . . . . . .. ... ... L.
[H.2  Mehr iiber Matrizenl . . . . . . . . .. ..
(5.3  Der Gaufische Algorithmus und Elementarmatrizen| . . . . . . . . . .. .. ...
b.4 Koordinatentranstormationen| . . . . . . . . . . . ...
[5.5 Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen| . . . . .. . . ... ... ... . ...

[6 Intermezzo: Basen fiir beliebige Vektorraume)




(7__Determinanten|
[7.1 Voriiberlegungen| . . . . . . . . . . ...
[7.2  Die Determinantenabbildung/. . . . . . ... ... ... ... .. 0.
7.3 Existenz der Determinante . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... .......
[7.4  Eigenschaften der Determinante] . . . . . . . .. .. ... ... L.
(7.5 Permutationen und Determinanten| . . . . . . ... ... ..o 0oL

[7.6  Orientierungen| . . . . . . . . . . . L

[8  Intermezzo: Kodierungstheorie|

[9 Eigenwerte|
9.1 Ein Beispiel| . . . . . .o
9.2  Definitionenl . . . . . . . . L
9.3 Polynome| . . . . . . ..
[9.4  Diagonalisierbarkeit|. . . . . . . . ...
[9.5 'Trigonalisierbarkeit| . . . . . . . ... oo oL
[9.6  Minimalpolynom und Satz von Cayley-Hamilton| . . . . . . . .. ... ... ...

(10 Die jordansche Normalform|
(10.1 Einfihrungl . . . . . . . . .
(10.2 Die Hauptraumzerlegung| . . . . . . . . . . . . ... ...
(10.3 Nilpotente Endomorphismen und Beweis| . . . . . . . . . ... ... ... ....
[10.4 Beispiele und Anwendungen| . . . . . . . . . ... L

(11 Intermezzo: Universelle Eigenschaften|

(12 Bilineare Algebral

[12.3 Symmetrische und Schiefsymmetrische Bilinearformen|. . . . . . . . . . . . . ..
[12.4 Quadratische Formen| . . . . . . . . . . ... oo o
[12.5 Vektorraume mit innerem Produkt| . . . . . ... ... ... ... ... ...
[12.6 Adjungierte Abbildungen|. . . . . . . . ..o
[12.7 Selbstadjungierte und normale Endomorphismen{. . . . . . . .. ... ... ...

[A_Leere Summen und Produkte

(B Alternativer Beweis fiir Cayley-Hamailton|

[C Was bisher geschah: Kurzzusammenfassung der Kapitel [2| bis [5]

[D Was noch geschah: Kurzzusammenfassung der Kapitel [7H12|

Literatur:

i

120

123
123
124
130
135
140
145

148
148
149
152
155

160

165
165
171
175
177
183
188
191
194
201

207

209

211

214



Dieses Skript basiert auf Christoph Schweigerts Skript zur Linearen Algebra, erhéltlich auf
https://www.math.uni-hamburg.de/home/schweigert/skripten/laskript.pdf.
Niitzliche ergénzende Literatur:

e Christian Bér: Lineare Algebra und analytische Geometrie Springer Fachmedien Wiesba-
den, 2018. Volltextzugang Campus
https://doi.org/10.1007/978-3-658-22620-6

e Gerd Fischer: Lineare Algebra : eine Einfithrung fiir Studienanfanger. Springer Spektrum,
18. Auflage 2014. Volltextzugang Campus
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-658-03945-5

Die aktuelle Version dieses Skriptes finden Sie unter
http://www.math.uni-hamburg.de/home/holstein/lehre/1ina23/LASkript.pdf
als pdf-Datei.

Bitte schicken Sie Korrekturen und Bemerkungen an julian.holstein@uni-hamburg.de!



1

1.1

Vorbereitung

Was ist lineare Algebra?

Zur Einfiihrung mochte ich etwas dazu sagen, womit wir uns in den néchsten beiden Semestern
gemeinsam beschéftigen. Was ist lineare Algebra, warum studieren wir sie?
Ein paar Gedanken dazu.

1.

Geometrisch: Lineare Algebra beschreibt und abstrahiert die Anschauung des linearen
Raums: Gerade, Ebene, drei-dimensionaler Raum, mehr-dimensionaler Hyperraum. Keine
komplizierten Kurven, nur Geraden, Ebenen usw. aber in beliebigier Dimension. [

. Lineare Algebra beschreibt und abstrahiert die Losung von linearen Gleichungen wie

axr +b = ¢, in der Praxis ist dies das Rechnen mit Reihen und Rechtecken voll von
Zahlen.

. Wenn ihnen diese etwas vagen Aussagen nicht allzu viel sagen ist das vollig in Ordnung,

am FEnde des Kurses werden Sie Thre eigenen, konkreten Vorstellung haben, was lineare
Algebra ist.

. Lineare Algebra wird ihnnen in nahezu jedem Kurs, den Sie wiahrend des Mathematik-

studiums belegen wieder begegnen, Statistik, Differenzialgleichungen, komplexe Mannig-
faltigkeiten, Quantenfeldtheorie ... Mathematik geht nicht ohne lineare Algebra.

. Als ich in ihrem Alter war, war die coole Anwendung von Mathematik, mit der man

Nichtmathematiker beeindrucken konnte der PageRank-Algorithmus von Google. Unter
der Haube steckte darin eine Menge lineare Algebra. Heutzutage wirkt der PageRank-
Algorithmus vielleicht schon etwas antiquiert, in den Nachrichten geht es um genera-
tive kiinstliche Intelligenz wie ChatGPT, Bard, Dall-E etc. Unter der Haube steckt
wieder lineare Algebra. Wenn Sie in meinem Alter sind und vielleicht auch eine
Anfingervorlesung halten, werden Sie vielleicht auch eine aktuelle, beeindruckende ma-
thematische Anwendung présentieren wollen. Niemand hier weif}; welche das sein wird.
Aber hochstwahrscheinlich benutzt sie lineare Algebra.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns nun mit einigen vorbereitenden Betrachtungen: wir
betrachten etwas elementare Geometrie der Ebene, dann werden wir lineare Gleichungssysteme
systematische 16sen. Anschliefend fiithren wir etwas Handwerkszeug ein, ndmlich die Sprache
von Mengen und Abbildungen, Aussagen und deren Verkniipfungen.

1.2 Geometrie von Geraden in der Ebene

Wir setzen in diesem einleitenden Kapitel voraus, dass Sie Folgendes wissen:

e Sie haben eine Vorstellung, was reelle Zahlen sind. In der Analysis wird dies noch einmal

prézise eingefiihrt werden. Wir bezeichnen die Gesamtheit der reellen Zahlen mit R. Wir
sprechen auch von der Menge der reellen Zahlen.

e Reelle Zahlen kénnen addiert und subtrahiert werden. Fiir Addition und Multiplikation

beliebiger reeller Zahlen gelten Assoziativ- und Kommutativgesetze. Es gibt eine reelle
Zahl 0 € R, so dass fiir alle reellen Zahlen, also alle a € R, gilt 0 4+ a = a + 0 = a; fir die

Tm zweiten Semester begegnen uns auch ein paar qudratische geometrische Objekte.



Zahl 1 € R gilt bei Multiplikation 1-a = a -1 = a fiir alle a € R. Sie wissen sicher auch,
welche Eigenschaften fiir eine gegebene reelle Zahl a € R die Zahlen —a und, falls a # 0
gilt, 1/a haben.

e Wir setzen voraus, dass sie die Veranschaulichung der reellen Zahlen als Punkte auf der
Zahlengerade kennen.

T

Wir kénnen nun die Menge R? := (x
2

) ) r1,r3 € R} von geordneten Paaren reeller

Zahlen betrachten. Durch die Einfithrung kartesischer Koordinaten kénnen wir diese als ma-

thematisches Model fiir die Ebene unserer Anschauung sehen:
A

T fx — \ 2o

I

\ 4

Wir wollen auf die Menge R2 noch andere Struktur aufpragen: Je zwei Elementen x = (il),
2

Yy = <y1> € R? kénnen wir durch komponentenweise Addition ihre Summe

Y2
T+ 2
Tty = cR
Y ($2 + 92)

zuordnen. Wir nennen dies Vektoraddition oder einfach Addition.

Bemerkung 1.2.1. Doppelpunkte := werden immer anzeigen, dass ein Ausdruck auf der linken
Seite durch den Ausdruck auf der rechten Seite definiert wird. Das Gleichheitszeichen = dagegen
macht eine Aussage iiber schon definierte Groflen. (Wenn wir einfach eine Variable definieren

wo_»

benutzen wir in der Regel kein “:=".)

Wir stellen den Vektor x = <i1> durch einen Pfeil vom Ursprung mit Spitze im Punkt mit
2

Koordinaten (zy,z2) dar. Die Summe wird dann so veranschaulicht:

A

r+y

-
-7

\/

Fiir jede reelle Zahl t € R konnen wir durch Multiplikation aller Komponenten den Vektor
um einen Faktor ¢ strecken,
L tﬂfl
t-x = ( m2> .

3



Wir schreiben auch kurz tx und bezeichnen dies als Skalarmultiplikation. Bildlich fiir ¢ > 0:

A

tx

A\

Wie sieht das Bild fiir t < 0 aus?
In konkreten Beispielen sieht das so aus:

() ()= o (0) =)

Es wird in der Vorlesung zahlreiche Beispiele fiir die neu eingefithrten Konzepte geben, aber
oft bleibt es auch Thnen iiberlassen, sich Beispiele zu iiberlegen. Daher empfehle ich (wie fast
alle meiner Kolleg*innen) mathematische Literatur immer mit Papier und Stift zur Hand zu
lesen, so dass Sie einfache Beispiele ergénzen oder veraunschaulichende Bilder selbst zeichnen
koénnen.

Bemerkung 1.2.2. Es gilt fiir alle x,y, z € R? und fiir alle t,t’ € R:

1.

(x4+y)+z=z+ (y+2). [Assoziativitét]

Sei 0 := (8) € R? der sogenannten Nullvektor. Dann gilt:

O+z=a2=2+0 [Neutrales Element)].

Man beachte, dass wir mit dem gleichen Symbol die reelle Zahl 0 € R und den Nullvektor
0 € R? bezeichnen. Die Terme in mathematische Formeln erschliefen sich oft nur aus dem
Kontext.

Zu jedem z € R? gibt es ein —x € R?, so dass

r+(—x)=(—x)+2=0,

namlich —z = (_Il). [Additives Inverses]

x4+ y=y+a [Kommutativitét]

Die ersten vier Rechenregeln entsprechen genau denen fiir die Addition von reellen Zahlen.

(tt")x = t(t'z). (Hier bezeichnet tt’ die Multplikation in R und #'z die Skalarmultiplikation,
also komponenntenweise Multiplikation in R?!)

lr ==«
tlx+y) =tr+ty

(t + ")z = tx + t'z. (Uberlegen Sie sich genau, welche Verkniipfung bei ¢ 4 #' und welche
bei tz + t'x gemeint ist!)



All diese Gleichungen werden gezeigt, in dem man sie durch Betrachtung von Komponenten
auf die entsprechenden Gesetze fiir die reellen Zahlen zuriickfiihrt. Ein Beispiel:

T Y1 r1+ Y1+ Y1 1
y (932) <y2> (332 + y2> (yz + 372) (yz) (-732) Y

Solche kleinen Argumente werden im Skript oder in der Vorlesung gelegentlich iibersprungen,
aber fragen Sie ruhig nach, wenn etwas unklar ist!

Diese Rechnungen zeigen die Aussagen fiir alle moglichen Werte von z, y, z, t, t'. Zum Beispiel
hiingt die Aussage (a) von den drei Elementen z,y, z € R? ab, aber fiir jede Wahl der Elemente
ist die Rechnung giiltig und die Aussage wahr.

Bemerkung 1.2.3. Statt R? koénnen (und werden) wir allgemeiner fiir beliebiges n € N die
Menge aller geordneten n-Tupel reeller Zahlen R™. Insbesondere ist R! einfach die Zahlengerade
der reellen Zahlen und R? ist ein Modell fiir den dreidimensionalen Raum. (Was ist R?) Wir
nennen auch ein Element v = (vy,...,v,) € R" einen Vektor (in R") und fiiri = 1,2,...,n die
reelle Zahl v; die i-te Komponente oder Koordinate.

Der R™ ist zentrales Beispiel eines Vektorraums — die genaue Definition folgt spéter. R”
tritt in vielen Anwendungen auf; unsere Methoden werden so beschaffen sein, dass sie nicht
vom Wert von n abhéngen, und auch nicht von der Wahl der reellen Zahlen als Komponenten.
Dies ist ein Beispiel fiir Abstraktion in der Mathematik, die sehr oft zu groflerer Anwendbarkeit
in konkreten Problemen fiihrt.

Durch Definitionen schafft man sich neue mathematische Begriffe. R? ist eine Menge und hat
eine Klasse interessanter Teilmengen. Die folgenden Uberlegungen funktionieren fiir allgemeines
R" genauso gut wie fiir R?, also schreiben wir einfach R™.

Definition 1.2.4. Seien p,v € R™ v # 0. Dies definiert fiir jedes t € R einen Vektor p+tv € R".
Dann heiit die Teilmenge G, all dieser p+tv € R” fiir verschiedene ¢ € R die (affine) Gerade
durch den Fufipunkt p mit Richtungsvektor v. Wir schreiben kurz

Gow={p+tv|teR}CR"

oder
Gpv =D+ Ro.

A

»
T

Gp7’U

N}

In einer Definition heben wir die Begriffe hervor, die definiert werden.

Der Ausdruck {p + tv|t € R} ist so zu lesen: wir betrachten die Teilmenge von R”, die aus
den Elementen besteht, fiir die es ein t € R gibt, so dass sich das Element als p + tv schreiben
lésst.

Den Ausdruck p+Ruv verstehen wir nur als verkiirzte Schreibweise, wir definieren keine neue
Additionsoperation.

Diese Darstellung einer Gerade heifit Parameterdarstellung , wir werden spéter andere Dar-
stellungen treffen.



Beispiel 1.2.5. Gy 1) ist die Winkelhalbierende des ersten und dritten Quadranten.

Unsere Definition verlangt v # 0, und Sie sollten sich fragen, warum v = 0 nicht zugelassen
wurde! (Wie sdhe denn G, aus?) Jede Bedingung in einer mathematischen Definition oder
Aussage hat eine Bedeutung.

Wir beweisen nun unsere erste Aussage, genauer gesagt beweisen wir ein Lemma, also eine
Hilfsaussage.

Lemma 1.2.6. Seien v,w,p,q € R" mit v # 0 und w # 0. Es qilt G, = Gg. genau dann,
wenn q € Gy, und es ein s € R gibt mit w = sv.

Beachten Sie, dass der Skalar s nicht 0 sein kann, denn sonst wire w = sv =0-v = 0, und
wir nehemen ja gerade an, dass w # 0.

Insbesondere ist die Parameterdarstellung einer gegebenen Geraden G' C R" nicht eindeutig.
Es gibt mehrere Wahlen von (p, v), die die gleiche Gerade (also die gleiche Teilmenge von R")
beschreiben.

Eine mathematische Aussage erfordert immer einen Beweis, in dem diese Aussage auf be-
kannte Aussagen zuriickgefiithrt wird. Der Verweis auf ein Bild, auch wenn er fiir die Anschauung
hilfreich ist, ist kein Beweis.

Dies ist der erste Beweis in unserem Kurs, und wir werden entsprechend sehr sorgfaltig sein.
In diesem Beweis geschieht einiges und wir werden schon einige Techniken treffen, die spéter
eine Rolle spielen.

Beweis:. Schauen wir uns genau an, was wir beweisen wollen. Es gibt zwei Aussagen, die von
v, w € R" mit v # 0 und w # 0 und p, ¢ € R™ abhéngen:

“Aussage 17 es gilt G}, = Gy, das heifit G, und G, enthalten die gleichen Vektoren in
R".

“Aussage 2”7 es ist ¢ € G, und es gibt ein s € R\ {0} mit w = sv.

e Fiir eine gegebene Wahl von v,w € R” mit v # 0 und w # 0 und p,q € R" ist jede der
Aussagen entweder wahr oder falsch. Andere Wahrheitswerte als “wahr” oder “falsch”
werden wir nicht betrachten.

e In Aussage 2 werden zwei Teilaussage durch das Wort “und” zu einer neuen Aussage ver-
kniipft. Diese neue Aussage ist nur dann wahr, wenn die beiden urspriinglichen Aussagen
wahr sind. Dies ist die Definition der Verkniipfung “und”.

e Wir behaupten, dass die Aussagen fiir jede erlaubte Wahl von v, w, p, ¢ entweder beide
wahr oder beide falsch sind. Wir schreiben dann

“Aussage 17 &  “Aussage 27

und sagen, die beiden Aussagen sind dquivalent.

Dazu zeigen wir (fiir jede v, w, p, ¢ wie oben) zweierlei: zum einen: ist Aussage 1 wahr, dann
ist auch Aussage 2 wahr. Man schreibt dann °

‘Aussage 17 = “Aussage 2”.

Zum anderen zeigen wir: ist Aussage 2 wahr, so ist auch Aussage 1 wahr. Von den vier méglichen
Kombinationen



Aussage 1 | Aussage 2
wahr wahr
wahr falsch
falsch wahr
falsch falsch

eliminiert der erste Teil des Beweises, den wir mit 7 = 7 bezeichnen, die zweite Zeile; der
zweite Teil 7 <= 7 eliminiert die dritte Zeile. Damit ist die Aquivalenz gezeigt.

<<Es erscheint, dass wir nun mehr Arbeit haben, weil wir zwei statt einer Aussage zeigen
wollen. Aber jede der beiden Richtungen ist viel leichter, als direkt eine Aquivalenz zeigen zu
Wollen.>>

7 = 7. Es soll also fiir eine gewisse Wahl von v, w € R" mit v # 0 und w # 0 und p,q € R"
Aussage 1 gelten. Wir nehmen also an, dass G, = G, gilt. Aus ¢ € Gy, folgt mit Aussage 1
Ggw = Gp, direkt die Aussage ¢ € G ,,. Also gibt es nach Definition von G, , ein s; € R mit
q=7p+ s10. <<Die Definition besagt, dass es eine Zahl gibt, die die Gleichung erfiillt, und wir
geben dieser Zahl sofort einen Namen!>>

Ferner gilt auch ¢ +w € G, = Gy, also gibt auch es ein sy € R mit ¢ +w = p + sov. Es
folgt

w=(g+w)—q=(s2—1)v.

Beachten Sie: Wir haben im Beweis keine weiteren Annahmen iiber v, w, p, ¢ verwendet, als
die, dass dies Elemente in R" sind und v und w nicht Null sind. Damit haben wir die Aussage
fiir alle v,w € R™ mit v # 0 und w # 0 und p,q € R" gezeigt.

7 <7 folgt am Mittwoch.

7 <7, Es soll also fiir eine gewisse erlaubte Wahl von v, w € R” mit v # 0 und w # 0 und
p,q € R™ Aussage 2 gelten. Zu zeigen ist die Gleichheit der zwei Teilmengen G,,,, und Gy, von
R2. Damit wir diese Aussage fiir alle Wahlen zeigen, diirfen wir auch wieder nichts anderes fiir
v, w, p,q verwenden, als dass dies Elemente im R" sind und v # 0 und w # 0 gilt.

Zwei Teilmengen T}, T einer Menge M, in Zeichen T} C M und T, C M, sind genau dann
gleich, wenn sie die gleichen Elemente von M enthalten. <<Das ist die Definition von Gleichheit
von Teilmengen einer Menge, und es entspricht unserer Anschaung.>> Ist jedes Element von T}
auch in Ty, so gilt T} C Ts. Es gilt also genau dann T} = T,, wenn die Aussagen T} C T und
T, C Ty beide gelten.

Wir wollen zuerst die Inklusion G,,, C G, zeigen. Wegen unserer Annahme haben wir
q € Gp,. Also gibt es ein ty € R, so dass ¢ = p + tov gilt. Sei r € Gy, beliebig, also gilt
r = q + t;w mit einem geeigneten t; € RE] Einsetzen liefert

r=p+tov + tisv = p+ (to + t1s)v

woraus r € G, folgt. Wir hatten {iber r keine weiteren Annahmen gemacht, als dass r € G,
gilt. Dann ist aber auch r € G, ,. Alle Elemente von Gy, sind somit auch Elemente von G,
und wir haben die Inklusion Gy, C G}, gezeigt.

Wir miissen noch die umgekehrte Inklusion G, C G, zeigen.

Sei u € G, beliebig. Nach Definition kénnen wir also v = p + tov schreiben mit einem
geeigneten ty € R.

Wir haben immer noch ¢ = p + tov € G,,. Durch Umstellen folgt p = ¢ — tov mit ¢, € R.
Weiterhin gilt s # 0. Denn wenn wir annehmen, dass s = 0 dann folgt aus w = sv sofort
w = 0v = 0. Aber wir betrachten ja nur w # 0 in diesem Lemma, dies ist also ein Widerspruch

”

2Das ist mathematischer Slang: “mit einem geeigneten. ..” ist eine Existenzaussage und gleichbedeutend mit

“es gibt ein ...".



und die Annahme s = 0 muss falsch sein. <<Dieses Argument ist ein einfaches Beispiel fiir einen
Widerspruchsbeweis oder indirekten Beweis.>> Also

u=p+tov=q—tov+tov=q+ (ts —to)s w.

Man beachte, dass wir hier die Annahme s # 0 ausgenutzt haben. Hieraus folgt u € G ,,. Jedes
u € Gy, liegt also auch in G, und wir haben die Inklusion G, , C G,., gezeigt.
Zusammen mit der Inklusion Gy ., C G), folgt dass G4, = Gp0- O

Lemma 1.2.7. Sei G C R" eine Gerade und seien a,b € G und a # b. Dann ist G = Ggp_q.
Fine Gerade wird also durch zwei verschiedene Punkte, die auf ihr liegen, festgelegt.

Beweis:. Aus Lemma folgt, dass wir einen beliebigen Punkt auf G, also insbesondere a,
als FuBpunkt wihlen kénnen. (Denn G hat die Form G, ,, fiir geeignete Vektoren p, v und wenn
a in G, ist dann gilt G, , = G,..)

Es ist also G = G, mit einem geeignetem Richtungsvektor v € R™ \ {0}, den wir noch
nicht kennen. Aus b € G, folgt, dass es ¢y € R gibt mit b = a + tv.

Damit ist b — a = tgv. Weiterhin gilt b — a # 0 nach Annahme, also kénnen wir Lemma
1.2.6{anwenden und es gilt G, , = Gy p—q- O

Man kann Geraden auch anders darstellen:

aj
a2
Variablen. Wenn a # 0 dann ist die Menge aller Lisungen L, . = {(z1,72) € R* | ayz;+asze =
c} eine Gerade.

Lemma 1.2.8. Sei a = € R? und sei a1x1 + asws = c eine lineare Gleichung in zwei

Beweis:. Fiir den Vektor a bedeutet a # 0 dass a; # 0 oder ay # 0. Wir kénnen annehmen,
dass a; # 0, denn der Beweis fiir as # 0 geht genauso, nur ein paar Indizes sind anders. <<Wir
sagen auch dass wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) annehmen, dass a; # 0.
Fiihren Sie den Beweis ruhig als Ubung fiir den Fall a, # O!>>

C

Dann ist b = (%) ein Punkt in der Losungsmenge L, .. Wir betrachten weiterhin den Vek-

)
—ay
Gleichung in Beispielen bestimmen und versuchen, die Parametrisierung zu erraten. Oder wir
kénnten einen beliebigen Vektor herannehmen und dann sehen, ob unsere weiteren Rechnungen
die Koordinaten einschriinken. In einem mathematischen Beweis werden die Uberlegungen, die
zu solchen Annahmen fiihren oft ausgelassen, denn der Beweis funktioniert auch wenn die Form
vom Himmel féllt. Ich werde aber oft versuchen, solche Ideen in Beweisen zu begrﬁnden.>>

Wir wollen zeigen Gy, = L, .. Zuerst gilt dass b+tv die Gleichung erfiillt, womit wir meinen,
dass (b + tvy, bs + tvy) die Gleichung erfiillt. Wir rechnen nédmlich: a1(by + tvy) + az(by 4 tve) =
al(ﬁ +tas) + az(0 + t(—a1)) = ¢ + tayas — tajas = c. Also gilt Gy, C Lg.

tor v = . <<Wieso betrachten wir diesen Vektor? Wir konnten die Losungsmenge unserer

Wenn umgekehrt x die Gleichung erfiillt, dann betrachten wir x — b. Es gilt x; = S
und damit (v —b); = <22 — £ = — %z, Aufierdem haben wir (z —b); = 2 — 0. Damit is

r—b=2 (—aaz) = 2—?1}. Damit liegt * € Gy, und da « € L, . beliebig war ist L, . C Gp,. U
1

Wir betrachten nun zwei einfache geometrische Anwendungen.

Definition 1.2.9. Gegeben zwei Punkte a, b € R?, so heifit der Punkt %(a—i— b) Mittelpunkt von
a und b.



Der Mittelpunkt m erfiillt dass m —a = b — m und damit ist b — a = 2m. So erklért sich
der Name.

Definition 1.2.10. Ein Parallelogramm ist ein 4-Tupel (a, b, ¢, d) von Punkten in R?, so dass

c—a=d—bgilt:

c d

Ein Parallelogramm heifit nicht-ausgeartet, falls keine drei Punkte auf einer Geraden liegen.

In einem Parallelogramm gilt immer auch b — a = d — ¢. (Rechnen Sie das nach und
veranschaulichen Sie es sich geometrisch.)

Satz 1.2.11 (Diagonalensatz). In einem Parallelogramm treffen sich die Diagonalen in ihren
Mittelpunkten.

Man beachte, dass mit dieser Formulierung eine Aussage fiir alle Parallelogramme gemacht
wird.
Fiir allgemeine Vierecke ist die Aussage nicht unbedingt richtig, etwa:

<<Im Allgemeinen ist es eine gute Idee sich bei einem mathematischen Satz zu iiberlegen,
wozu alle Annahmen gebraucht werden und sich gegebenenfalls ein Gegenbeispiel zu iiberlegen,
falls die Annahmen verletzt sind. Das ist manchmal recht einfach, manchmal aber auch sehr
kompliziert! Ich empfehle, es immer zu versuchen, aber nicht zu frustiert zu werden, wenn es
nicht gelingt.>>

Auch fiir ausgeartete Parallelogramme treffen sich die Diagonalen in ihren Mittelpunkten,
aber nicht nur dort!

Beweis:. Der Mittelpunkt der Diagonale von a nach d ist %(a + d), der Mittelpunkt der Dia-
gonale von b nach c ist 2(b+ c).

Wir rechnen: . |
§(a+d)—§(b+c) = §(a+d—b—c) =0.

Also sind die Mittelpunkte gleich und sind ein Schnittpunkt der beiden Diagonalen. [

Definition 1.2.12. 1. Ein Dreieck ist ein Tripel (a, b, ¢) von Punkten in R?. Es heifit nicht-

ausgeartet, falls die Eckpunkte a, b, ¢ nicht auf einer Geraden liegen.

1

2. Sei (a, b, c) ein nicht-ausgeartetes Dreieck. Eine Seitenhalbierende ist eine Gerade durch
eine der Ecken und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite:




Satz 1.2.13 (Schwerpunktsatz). In einem nicht-ausgearteten Dreieck (a,b,c) schneiden sich
die Seitenhalbierenden genau in dem Punkt %(a + b+ ¢), dem Schwerpunkt des Dreiecks.

Dies ist wieder ein Satz iiber alle nicht-ausgearteten Dreiecke.

Beweis:. Die Seitenhalbierende durch a enthélt ¢ und den Seitenmittelpunkt b%c Nach Lemma
ist sie in Parameterform wegen Lemma [1.2.7) gegeben durch

a+R<%(b+c)—a>

Wahle den Parameter ¢ = % und finde auf dieser Geraden den Punkt

211 1 1 1
= —| =(b — = — —b+ —c.
q a+3<2( +¢) a> 3a—|—3 —|—3c

Der Ausdruck ist symmetrisch in a, b, ¢, man kann also die Rollen von a,b und ¢ vertauschen.
Also liegt ¢ auch auf den anderen beiden Seitenhalbierenden.

Wir miissen noch zeigen, dass es genau einen Schnittpunkt gibt. Wenn sich die Seitenhal-
bierenden in zwei Punkten schneiden, dann liegen alle Seitenhalbierenden nach Lemma [1.2.7]
auf einer Geraden, und damit liegen alle Eckpunkte auf einer Geraden und das Dreieck ist
ausgeartet, im Widerspruch zu unserer Annahme.

Der Ausdruck “+§+C erklart auch die Benennung des Schnittpunkts als Schwerpunkt. O]

1.3 Lineare Gleichungssysteme, Gauf3’scher Algorithmus

Ein einzelnes lineare Gleichung ist einfach zu 16sen, in zahllosen Anwendungen méchten wir
Werte finden, die gleichzeitig mehrere lineare Gleichungen in mehreren Variablen 16sen.

Definition 1.3.1. 1. Ein (reelles) lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System von Glei-
chungen der Form

a1 + a12T9 “+...+ A1nTy — bl

a21T1 + Q222 + ...+ QopnT, = b2

Am1T1 + QmaXot ... + Q= bm

mit gegebenen a;; € R und b; € R. Gesucht sind alle reelle Losungen 1, . . ., x,, also relle
Zahlen, die alle Gleichungen gleichzeitig erfiillen.

2. Gilt by = ... = b, = 0, so heif}it das lineare Gleichungssystem homogen; sonst inhomogen.

Ersetzt man bei einem inhomogenen linearen Gleichungssystem alle b; durch 0, so erhélt
man das zugehdrige homogene lineare Gleichungssystem.

3. Wir nennen die rechteckige Anordnung reeller Zahlen

ay; ... Qip

A:

am1 --- Amn
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die Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems. Allgemein ist jede rechteckige
Anordnung von Zahlen eine Matrix, wir werden in diesem Kurs noch viel Zeit mit ihnen

Verbringeen.

In einer Matrix heiBen die horizontalen Abschnitte (a;; --- a;,) Zeilen und die vertikalen
ai;

Abschnitte : Spalten.
Ay

Die reellen Zahlen auf der rechten Seite fassen wir zu dem Vektor b = (by...,b,,) € R™

zusammen. Die Matrix

aijr ... Qin bl
(A,b) :=

Amn -+ Gmn | b
heifit erweiterte Koeffizientenmatriz des inhomogenen linearen Gleichungssystems.

4. Die Losungsmenge des Gleichungssystems bezeichnen wir Lsg(A, b). Dies ist eine Teil-
menge von R”.

Fiir Matrizen von gewisser Form ist der Losungsraum einfach zu bestimmen:

Definition 1.3.2. 1. Eine Matrix A ist in Zeilenstufenform, falls fiir alle 1 = 2, ..., m gilt:
sind die ersten (k — 1) Eintrdge der (i — 1)—ten Zeile gleich Null, so sind die ersten k
Eintrdge der i—ten Zeile gleich Null, wobei k =1,...,n.

2. Eine Matrix ist in spezieller Zeilenstufenform, wenn sie in Zeilenstufenform ist und falls
firallet =1...m gilt: ist ay = a2 = ... = a;4-1 = 0 und a;; # 0, so ist a;; = 1. In
Worten: der erste Eintrag ungleich 0 in jeder Zeile ist 1.

Wenn Sie eine neue abstrakte Definition treffen empfehle ich immer zuerst, sich Beispiele
und Nichtbeispiele zu suchen:

o ' . _ ) 000 1 59
Beispiele 1.3.3. e Matrizen in spezieller Zeilenstufenform: (O 0 0) (0 0 O)

e Matrizen in Zeilenstufenform, aber nicht spezieller Zeilenstufenform: ( L 0)

0 0 5

e Matrizen, die nicht in Zeilenstufenform sind:

0 01 0 0O 3 5 7
010/)" 00 1)”" 1 2 4

Wir zeigen nun, wie man ein inhomogenes lineares Gleichungssystem 16st, dessen Koeffizien-
tenmatrix in Zeilenstufenform ist. Wir demonstieren den Algorithmus, also das Rechenrezept,
an einem Beispiel. Spater im Kurs erfolgt eine allgemeine Betrachtun.

Beispiel 1.3.4. Betrachte

12 44
Abh=[00 1]5
0000
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Das steht fiir das Gleichungssystem

xr, + 2(132 + 4133 = 4
T3 = 5}
0 = 0.

Wir lesen und rechnen von unten nach oben: Die dritte Gleichung ist immer erfiillt, die
zweite legt x3 = 5 fest. Die erste Gleichung ergibt nach Substitution von z3 = 5 die Gleichung

xr1 + 2x9 = —16. Wahlt man x5 als Parameter, so ist der Losungsraum
—16 -2
Lsg(A,b) = {x € R® | 23 = 5, x5 beliebig, 11 = —16 — 2x2} o |+r[ 1
5 0

Die Losungsmenge hat die Geometrie einer Geraden in R3.
Nicht jedes Gleichungssystem ist losbar:

Bemerkung 1.3.5. Sei A eine Matrix in Zeilenstufenform. Wenn es einen Index i € {1,...,m}
gibt, so dass a;; = 0 fiir alle 7, aber b; # 0 gilt, dann ist die Losungsmenge leer.
Denn dann ist die i—te Gleichung

O:ai1$1+...+amxn:bi7é0,
was offensichtlich keine Losung hat.

Wir wollen nun jedes lineare Gleichungssystem in Zeilenstufenform iiberfithren. Dafiir brau-
chen wir Umformungen unseres Gleichungssystems, die die Lésungsmenge nicht verdndern.

Satz 1.3.6. Es gibt die folgenden elementaren Zeilenumformungen:

1. Multiplikation einer Zeile mit A € R\ {0}
2. Vertauschung zweier Zeilen

3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Entsteht das lineare Gleichungssystem (A, b) aus (A,b) durch eine Folge elementarer Zeilenum-
formungen, so dndert sich die Lisungsmenge nicht, Lsg(A, b) = Lsg(A,b).

Beweis:. Es kommt offensichtlich nicht auf die die Reihenfolge der Gleichungen an; damit ist
2. klar. Auch 1. sieht man sofort.

Beim dritten Typ kommt es auf nur zwei Zeilen 4, k an. Es reicht also aus zu zeigen, dass
die Gleichungssysteme

11 + QipTo+ . .. + ATy = b (1)
a1 + apaTot .. . + QppTp= by (2)
und
a1 + AT + ...+ aipnT, =D, (3)
(ag1 + Aai)xy + (age + Aai2)Tat . .. + (Qhp + Ain ) Tn=bj, + \b; (4)
gleiche Losungsraume haben. Erfiillt © = (z4,...,x,) das erste Gleichungssystem, so auch die

erste Gleichung des zweiten Systems. Wenn = Gleichung (2) erfiillt erfiillt es auch das A-fache

der Gleichung, und dann erfiillt x Gleichung (4) als Summe von zwei wahren Gleichungen.
Umgekehrt subtrahiert man das A-fache von (3) von (4) und sieht, dass jede Losung des

zweiten Gleichungssystems auch (2) erfiillt (und (1) sowieso). O
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Betrachtung 1.3.7. Rezept zur Uberfithrung einer beliebigen Matrix in spezielle Zeilenstu-
fenform durch elementare Zeilenumformungen:

1. Vertausche Zeilen so, dass in der ersten Zeile das erste von Null verschiedene Element
nicht weiter rechts steht als bei allen anderen Zeilen.

2. Multipliziere alle Zeilen, bei denen der erste nicht verschwindende Eintrag in der gleichen
Spalte wie bei der ersten Zeile steht, mit A € R\ {0}, so dass dieser Eintrag gleich 1 wird.

3. Subtrahiere die erste Zeile von genau diesen Zeilen.

4. Ist spezielle Zeilenstufenform noch nicht erreicht, so wende die Schritte a)-c) auf die
Untermatrix an, die durch Streichung der ersten Zeile entsteht.

Bemerkung 1.3.8. Wir kénnen den Algorithmus etwas variieren, zum Beispiel haben wir in
der Vorlesung in 2. direkt ein Vielfaches der ersten Zeile subtrahiert, anstatt die Zeilen erst zu
skalieren.

Beispiel 1.3.9. Wir betrachten das inhomogene lineare Gleichungssystem von drei Gleichun-

o1 1 1
gen in drei Variablen mit erweiterter Koeffizientenmatrix [ 5 10 —20 |5 |. Vertauschen
2 8 4 |14
5 10 =20 |5
der ersten beiden Zeilen liefert das dquivalente System [0 1 1 |1 |. Wir teilen die
2 8 4 |14
1 2 -4 |1
erste Zeile durch 5 und die zweite durch 2 und erhalten [0 1 1 |1 ]. Nun ziehen wir
14 2 |7
1 2 -4 1
die erste Zeile von der dritten ab: |0 1 1 |1 | und dividieren die dritte Zeile durch 2:
02 6 |6
1 2 -4 1 1 2 -4 1
0 1 1 |1]. Wir ziehen nun die zweite Zeile von der dritten Zeile ab: {0 1 1 |1
01 3 |3 00 2 |2
und dividieren schliefSlich die dritte Zeile durch 2, um spezielle Zeilenstufenform zu erhalten:
1 2 -4 1
01 1 |1
00 1 1

Insgesamt finden wir wegen Satz , dass die beiden inhomogenen linearen Gleichungs-
systeme

To+x3 = 1 r1+ 20, —4x3 = 1
51 + 10z — 2023 = 5 und To+x3 = 1
2I1 + 8(172 —|— 4{23'3 = 14 r3 = ]_

die gleichen Losungsmengen haben. Das rechte System losen wir direkt von unten nach oben:
aus x3 = 1 folgt durch Einsetzen x5 = 0 und durch weiteres Einsetzen xy — 4 = 1, also x1 = 5.

Wir fassen den Gauf$’schen Algorithmus zur Losung inhomogener linearer Gleichungssyste-
me zusamimen:

1. Stelle die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) auf.

2. Uberfiihre diese Matrix (A, b) durch die elementaren Zeilenumformungen aus Satz m

in Zeilenstufenform (A, b).
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3. Lose das lineare Gleichungssystem Az = b in Zeilenstufenform sukzessive von unten
nach oben. Wenn dabei eine unlésbare Gleichung auftritt ist das System nicht losbar.
Wenn dabei Variablen unbestimmt bleiben, dann parametrisieren sie eine unendliche
Losungsmenge.

1.4 Awussagen und Logik

Wir werden jetzt einige der Vorgehensweisen in der Meta-Sprache der Mathematik zusam-
menfassen. Konkrete Beispiele fiir diese Konzepte haben wir schon in den vorhergehenden
Abschnitten gesehen.

Definition 1.4.1. Unter einer Aussage A verstehen wir ein sprachliches Gebilde, von dem es
sinnvoll ist, zu fragen, ob es wahr (w) oder falsch (f) ist.

Beispiele 1.4.2. 1. Die Aussage: “Die Geraden G und G’ im R™ schneiden sich” ist entweder
wahr oder falsch.

2. Die Aussage “Es gibt Tafeln im Horsaal H2” hat Wahrheitswert w.
3. Die Ausssage 3 -4 = 4 hat Wahrheitswert f.
4. Die Ausdriicke “5 + 77, “Moin” und “Wie heiflen Sie?” sind keine Aussagen.

5. Der Satz “Dieser Satz ist falsch.” ist keine Aussage! Denn wire er wahr, so wére er falsch
und umgekehrt. Man kann hier (wegen der Selbstbeziiglichkeit) keinen Wahrheitswert
wahr oder falsch zuordnen.

Wir bauen nun aus Aussagen neue Aussagen:

Definition 1.4.3. Fiirn € {1,2,3,...} ist eine n-stellige Verknipfung von gegebenen Aussagen
Ay, Ag, ..., A, eine Aussage V (A, ..., A,), deren Wahrheitswert durch die Wahrheitswerte der
gegebenen Aussagen Aj,... A, eindeutig bestimmt ist. Sie wird durch eine Wahrheitstafel be-
schrieben, die die Wahrheitswerte in Abhéngigkeit der Wahrheitswerte der gegebenen Aussagen
angibt.

Insbesondere definieren wir fiir zwei Aussagen A und B:

1. Konjunktion: A und B, in Zeichen A A B.

A B|ANANB
W W | w
w f |f
f w|f
f f |f

2. Disjunktion: A oder B, in Zeichen AV B.

A B|AVB
w oW |w
w f |w
f wlw
f f |f

Es handelt sich also um ein nicht ausschlielendes “oder”.
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3. Implikation: aus A folgt B, auch “Wenn A, dann B”, in Zeichen A = B

A B|A=1B
W W | w
w f |f
f w|w
f f |w

Dies ist fiir viele die verwirrendste Wahrheitstafel, deshalb ein paar Kommentare. Es ist
einleuchtend, dass gilt, dass aus einer wahren Aussage eine wahre Aussage folgt, aber nicht
gilt, dass aus einer wahren Aussage eine falsche Aussage folgt. (Das wire verheerend.)

Aber wenn wir mit einer falschen Aussage beginnen, dann ist jedes Schlussfolgerung rich-
tig. (Ex falso quodlibet.) “Wenn meine Oma Réder hat, ist sie ein Omnibus.” ist eine
wahre Aussage ist, obwohl meine Grofimutter keine Réder hat. Die Aussage “Wenn es
regnet, ist die Strafle nass.” wiére nur falsch, wenn es regnet, aber die Strafle trocken
ist. Dazu steht nicht im Widerspruch, dass eine Strafle auch durch den Einsatz eines
Reinigungsfahrzeugs nafl sein kann.

Es ist auBlerdem wichtig zu beachten, dass die Implikation nur von den Wahrheitswerten
von A und B abhéngt, nicht davon, ob irgendeine Kausalitéit oder sonst ein Zusammen-
hang besteht. Also: “Wenn St. Pauli deutscher Fulballmeister ist, gibt es unendlich viele
Primzahlen.” oder “Wenn Bayern deutscher Fufballmeister ist, gibt es unendlich viele
Primzahlen.” sind beide wahr.

4. Aquivalenz: A #quivalent zu B, auch “A genau dann, wenn B”, in Zeichen A < B

A B|A& B
w W | w
w f |f
f w|f
f f |w

Man vergleiche hierzu auch noch einmal mit dem Beweis von Lemma [1.2.6

5. Negation: nicht A, in Zeichen —A

Al -A
w | f
f |w

Bemerkung 1.4.4. 1. Aus einer Wahrheitstafel folgt sofort, dass AV = A immer wahr ist.
Es gilt also der Satz vom ausgeschlossenen Dritten. Das ist mathematisch sehr niitzlich
und erméglicht insbesondere Widerspruchsbeweise.

2. Manchmal sind auch die Symbole T und L niitzlich. Es hat T immer den Wahrheitswert
“wahr” und 1 das immer den Wahrheitswert “falsch”.

Wir konnen verschiedene Verkniipfugen miteinander verkniipfen und vereinbaren die Rei-
henfolge, &hnlich wie “Punkt vor Strich” in der normalen Arithmetik, — vor A vor V vor = vor
=

Beispiel 1.4.5. Seien A und B zwei Aussagen. Die Aussage

-AV B := (—\A)\/B
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hat die folgende Wahrheitstafel:

A B|-A|-AVB
w w | f w
w f|f f
f wlw w
f flw w

Dies ist dieselbe Wahrheitstafel wie die der Verkniipfung A = B. Die beiden verkniipften
Aussagen =AV B und A = B sind also durch die Wahrheitstafel nicht zu unterscheiden; sie
unterscheiden sich nur darin, wie sie aus elementaren Verkniipfungen aufgebaut sind.

Beispiel 1.4.6. Aus Wahrheitstafeln folgt auch, dass A < B den gleichen Wahrheistwert hat
wie (A <= B) A (B = A). Das haben wir schon benutzt!

Definition 1.4.7. Gegeben seien mehrere Aussagen A, B, C, ... und zwei Aussagen X und Y,
die durch die Verkniipfung dieser Aussagen entstanden sind. Wenn die Aussage

X&Y

fiir alle moglichen Wahrheitswerte der Aussagen A, B, C, ... den Wahrheitswert w annimmt, so
sagt man, X und Y sind logisch gleichwertig. Die Aussage X < Y heifit dann eine Tautologie.

Satz 1.4.8. Wenn A, B,C' Aussagen sind, dann sind die folgenden Aussagen Tautologien:

~

. (Doppelnegationsgesetz) =(—A) < A

2. (Kommutativgesetze) ANB < BANA und AV B < BV A

3. (Assoziativgesetze) (ANB)ANC < AN(BAC) und (AVB)VC < AV (BV Q)

4. (Distributivgesetze) AN(BVC) < (ANB)V(AANC) und AV (BAC) < (AVB)A(AVC)
5. (de Morgansche Gesetze) ~(AN B) < (—A) V (=B) und -(AV B) < -AN-B

6. (Kontrapositionsgesetz) (A = B) < ((-B) = (-A))

Beweis:. Der Beweis dieser Aussagen geschieht durch die Betrachtung der relevanten Wahr-
heitstafeln. Wir fithren dies am Beispiel der ersten Aussage in 5., der de Morganschen Regel,
VOr':

A B AANB|—-(AAB) -A =B (=A)V(=B) | (5.1)
wow o w f [ f f w
w f f w f w w w
f w f w w f w w
f f f w woow w w

]

Bemerkungen 1.4.9. 1. Die Tautologie[1.4.8|6 liegt der Beweistechnik des “indirekten Be-
weises” zugrunde. Wir wollen zeigen, dass mit unserer Annahme A auch die Aussage B
gilt. Nehmen wir also das Gegenteil von B an und zeigen, dass dann A nicht gilt. Da wir
aber A annehmen, ist das ein Widerspruch, und B muss gelten.

Man beachte, dass sich die Richtung der Implikation umkehrt. Wir haben dies im Beweis
von Lemma gesehen. Um indirekte Beweise zu fithren, sollte man also die relevanten
Aussagen sorgfiltig verneinen.
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2. Man kann alle n-stelligen Verkniipfungen als verschachtelte Verkniipfung dieser elementa-
ren Verkniipfungen darstellen. Dafiir reichen sogar die Negation — sowie die Konjunktion
A.

Wir wollen abschliefend noch Aussagen betrachten, deren Wahrheitswert von einem Ele-
ment (oder mehreren Elementen) einer gewissen Menge M abhéngt. Solche Aussagen waren
schon im Beweis von Lemma [1.2.6] aufgetreten. Sei zum Beispiel M die Menge aller Giraffen
im Tierpark Hageback und fir z € M die Aussage C'(z) “z ist mehr als 4 Meter hoch”. Wir
werden uns im néachsten Abschnitt ndher mit dem Mengenbegriff befassen.

Definition 1.4.10. Eine Aussageform oder Pradikat ist eine Vorschrift P die jedem Element
x der Menge M einen Aussage P(x) und damit einen Wahrheitswert zuweist. Wir haben also

eine Aussage fiir jedes x € M. Wenn wir den Wahrheitswert der Aussagen betrachten erhalten
wir eine Abbildung P: M — {w, f}.

Bemerkungen 1.4.11. 1. Zum Beispiel sei M = N die Menge der natiirlichen Zahlen
{0,1,2,...}. Betrachte das Priadikat P, das n € N die Aussage “Die Zahl n ist eine
Primzahl.” zuordnet. P(3) ist wahr und P(6) ist falsch.

2. Man kann Priadikate mit Negationen, Konjunktionen, Disjunktionen, Implikationen und
Aquivalenzen kombinieren und neue Pridikate erhalten. Zum Beispiel ordnet fiir ein ge-
gebenes Priadikat P : M — {w, f} das Pradikat =P : M — {w, f} m € M den Wahr-
heitswert —P(m) zu.

Seien M, N Mengen und seien A(x), B(z) und C(z,y) Pradikate, also Aussagen, deren
Wahrheitswert davon abhéngt, welche Elemente x € M bzw. y € N man einsetzt. Dann
betrachten wir die folgenden Aussagen:

Ve € M : A(z) Die Aussage A(z) gilt fiir alle z € M .
Jr e M:A(x)  Esgibt ein z € M, fir das A(x) gilt.

Man nennt auch V den Allquantor und 3 den Ezistenzquantor.

Der Doppelpunkt gehort zur Aussage dazu, wird aber gelegetlich weggelassen.

Sie kénnen sich die Quantoren informell als unendliche Quantoren vorstellen: Vn € N : A(n)
heifit A(0) A A(1) A A(2)... und In € N : B(n) heifit B(0) vV B(1) V B(2)....

Eine andere informelle Interpretation von Vo € M : A(x) ist dass fiir alle z gilt = €
M = A(z). Wir miissen aber immer iiber eine Menge quantifizieren, Aussagen iiber alle x sind
gefahrlich, das sehen wir im néchsten Abschnitt iber Mengen.

Es gelten wieder “logische Rechenregeln”, insbesondere:

1. (Ve e M: A(z)) & (3z € M : -A(z)).
2. 2(Fwre M: Alx)) & (Vo € M : ~A(z)).

Die Verneinung der Aussage “Alle Schafe sind schwarz.” ist eben nicht “Kein einziges Schaf
ist schwarz.” sondern “Es gibt (wenigstens) ein nicht-schwarzes Schaf.” Das bedeutet insbeson-
dere: Wenn Sie eine Aussage der Form Vz : P(z) widerlegen wollen, bendtigen Sie (nur) ein
Gegenbeispiel.

Aussagen 1. und 2. sind &quivalent zueinander und &quivalent dazu , dass der Quantor
Vo € M : A(x) gleichbedeutend ist mit =3z € M : =A(z). In formaler Priadikatenlogik (die wir
hier nicht betreiben), kann man dies als Definition von 3 verwenden.

3.Vee M:Vye N:C(z,y) &VYye N:Ve e M : C(z,y)
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4. JxeM: yeN: Cla,y) & JyeN:JveM: Cz,y)
Gleiche Quantoren kénnen wir also vertauschen und schreiben dann z.B. Va,y € M.
5. IreM:VyeN: Clx,y) =V eN: e M: C@,y) .

Die Reihenfolge von unterschiedlichen Quantoren ist wichtig! Wenn es ein y gibt so dass fiir
alle y gilt C'(z,y) dann gibt es auch fiir alle ¢’ ein 2’ (ndmlich z!), sodass C(2, /) erfiillt ist.

Aber es gilt nicht “«<=": Um zu zeigen, dass dies nicht gilt miissen wir ein Beispiel finden, wo
die rechte Seite wahr ist, aber die linke falsch, denn —(A < B) ist dquivalent zu =(-BV A) &
B A -A.

Sei nun N die Menge aller natiirlichen Zahlen und C(z,y) die Aussage x > y. Dann sagt
die rechte Seite, dass es fiir jede Zahl eine groflere Zahl gibt (wahr), aber die linke Seite, dass
es eine Zahl gibt, die grofler als alle anderen ist (falsch).

6. (V:U eM: A(a:)) A (VI eM: B(J;)) & VreM: Alx) A B(z).
7.dxeM: A(z)V B(z) & (Elx eM: A(m)) \Y% (Elx eM: B(x))

Man kann sich leicht vergewissern, dass Aussage 6. stimmt: Angenommen die rechte Seite gilt,
dann gilt fir alle z € M die Aussage A(z) A B(x), dann gilt auch fiir alle x A(x), und damit
gilt der erste Teil der linken Seite. Mit dem gleichen Argument gilt auch Vo € M : B(x).

Sei umgekehrt x € M beliebig und wir nehmen die linke Seite an. Es gilt dann = € A(x)
und es gilt € B(x), was wir zeigen wollten.

Aussage 7. folgt genauso, wir konnen Sie aber auch aus Aussage 6. herleiten, indem wir
beide Seite negieren und bedenken, dass =V das gleiche ist wie 3—.

8. (Va: € M: A(x)) v (Va: eM: B(x)) =VreM: Alx)V B(x).
9. 3z € M : A(x)AB(z) = (Elx eM: A(x)) A (Elx eM: B(x))

Sie kénnen sich vergewissern, dass die Richtung = jeweils gilt. (Es ist auch 9. dquivalent zu 8.
indem wir das Kontropositionsgesetz verwenden.)

Wir machen uns klar, warum “<” jeweils nicht gilt: sei M die Menge aller lebenden Men-
schen. Sei A(z) die Aussage: “x mag Marmite.” und B(z) die Aussage: “x mag kein Marmite.”.
Dann gilt die rechte Seite von 8. weil jeder Mensch Marmite mag oder nicht; | die linke Seite
wiirde aber nur gelten, wenn entweder alle Menschen Marmite mogen oder niemand, es gibt
aber sowohl solche als auch solche.

Ahnlich gilt die rechte Seite von 9. weil mindestens ein Mensch Marmite mag und mindestens
ein Mensch Marmite nicht mag. Die linke Seite wiirden nur gelten, wenn es einen Menschen
gibe, der Marmite gleichzeitig mag und nicht mag, was widerspriichlich ist.

Bemerkung 1.4.12. Was passiert mit unseren Quantoren, wenn M die leere Menge ist? dx €
(0 : A(z) ist immer falsch, da () keine Elemente hat.

Dagegen ist Vo € ) : A(x) immer wahr, denn die Bedingung ist trivialerweise erfiillt: Die
Aussage “wenn x € (), dann A(x)” stimmt, da die linke Seite falsch ist.

7

3Marmite ist Hefeextrakt, den man zum Beispiel aufs Friihstiicksbrot schmieren kann. Wir arbeiten in einem
vereinfachten Modell der Wirklichkeit, in dem niemand indifferent gegeniiber Marmite ist. Anekdotisch ist dieses
Modell nicht unrealistisch.
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Etwas anschaulicher wird dies mit der Verneinung: Um zu zeigen dass Vo € ) : A(x) falsch
ist, miissten wir ein z € () finden, das A(x) nicht erfiillt. Aber es gibt gar kein = € ().

Also: “Alle runden Dreiecke sind blau.” “Aber es gibt doch gar keine runden Dreiecke.”
“Eben.”

Beispiel 1.4.13. Hier ist ein Beispiel zur Formalisierung einer Aussage mit Quantoren: “Jede
zwei Geraden in R? schneiden sich in genau einem Punkt.” Dafiir legen wir zuerst M als die
Menge aller Geraden in R? fest.

VG,G'e M : A cR?* 0 € GAr €GNV ER?: (yeGAryeG)=a=y)
Aber diese Aussage ist falsch! Betrachten wir also die Verneinung
-(VG,G'eM: Tz eR*:2cGAzeGANVYeER: (yc GAyeG) =2 =1))
die mithilfe von 1. und 2. dquivalent ist zu
3G, ' e M Ve eR*:w(z € GAzeGCANVYeER?*: (yc GAyeG) =2 =1))
und jetzt verwenden wir unsere Rechenregeln aus Satz
3G, G’ e M V2 eR?* 2 ¢ GVagG Va(VWeR : yc GAye G =1 =1))
und noch einmal 1.
Ip, g €R?: Jv,w e RA\{0} : V2 €R? : 1 € G,V & GV ER? 1 =(y € GpuAy € Gy = T =)
und schlieBlich verwenden wir die Verneinung von A = B: =(A — B) & —=(-=AV B) < AA B.
Ip, g €R?: Jv,w e RA\{0} :Vz € R* : 2 € G,V & GV ER? 1y € Gy Ay € GuuwAT # 1)

Wir interpretieren die Verneinung: Es gibt zwei Geraden in R?, die sich entweder nicht schneiden
oder in zwei verschiedenen Punkten schneiden.

Bemerkung 1.4.14. Es ist niitzlich, die gidngigsten sprachlichen Formulierungen zu kennen,

die die Erzeugung einer Aussage aus einem Pridikat mit Hilfe des Allquantors oder des Existenz-

quantors beschreiben. Sie werden héufig benutzt, um mathematische Texte lesbar zu machen.
Allquantor Vo € M : P(x)

e Fiir alle x € M gilt P(x).
e Fiir jedes Element x € M gilt P(z).

Fiir ein beliebiges Element x € M gilt P(z).

Sei x € M (beliebig). Dann gilt P(z).

Ist z € M, dann/so gilt P(x).
e Wenn z € M, dann folgt P(z).
Existenzquantor 3x € M : P(x)

e Es gibt (mindestens) ein x € M mit P(x).

Es existiert (mindestens) ein z € M mit P(z).

Ein Element von M erfullt P.

Fiir ein geeignetes Element x € M gilt P(z).

Man kann ein € M wéhlen, so dass P(z) gilt.
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1.5 Mengen

“Definition” 1.5.1 (Cantor). “Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlun-
terschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.”

Dazu ein paar Anmerkungen

e Eine Menge besteht aus Elementen — den “Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens.” Das konnen erst einmal alle mégliche Dinge sein, insbesondere auch andere
Mengen!

e Die Elemente sind wohlunterschieden, d.h. es kommt nicht mehrmals das gleiche Element
in einer Menge vor. Wir vereinbaren daher {z,z,y} = {z,y}. Auch kommt es nicht nicht
auf die Reihenfolge der Elemente an, also {y,z} = {z,y}.

e Fiir jedes solche Objekt ldsst sich entscheiden, ob es einer Menge ist oder nicht, und die
Menge (“das Ganze”) ist durch ihre Elemente eindeutig charakterisiert.

e Es war schon Cantor klar, dass es eine leere Menge geben sollte, die kein Element enthélt.
Wir formulieren unsere Definition etwas moderner zu unserer “Arbeitsdefinition”.

“Definition” 1.5.2. 1. Eine Menge ist etwas, das Elemente enthalten kann. Fiir ein Objekt
a schreiben wir a € M, wenn a Element von M ist. Fiir die Negation, dass a kein Element
der Menge M ist, schreibt man a ¢ M. Fiir eine endliche Menge M die genau die endlich
vielen Elemente ay, ay, ..., a, enthdlt, schreibt man auch M = {ay,as,...,a,}.

2. Es gibt eine ausgezeichnete Menge, die leere Menge (), die keine Elemente enthilt.

3. Eine Menge ist durch ihre Elemente eindeutig bestimmt. Zwei Mengen M, N sind gleich,
genau dann, wenn sie die gleichen Elemente enthalten, also wenn a € M < a € N. Man
schreibt dann M = N.

Insbesondere ist die Ordnung der Elemente in einer Menge, oder eine mogliche Wiederholung
von Elementen unerheblich.

Bemerkung 1.5.3. In diesem Kurs betreiben wir “naive Mengenlehre”, das heifit wir verwen-
den einen anschaulichen Begriff dessen, was eine Menge ist. Systematischer ist die sogenannte
“axiomatische Mengenlehre”, in der die gesamte Mengenlehre auf einer Liste von Axiomen auf-
baut, die Mengen erfiillen sollen. Insbesondere ist in diesem Axiomsystem nur die Existenz von
Mengen garantiert, die sich aus den Axiomen ableiten lassen und keine informell beschriebenen
Mengen wie die Menge aller Mengen oder die Menge aller Studierenden in diesem Raum.

Die Notwendigkeit fiir axiomatische Mengenlehre ergibt sich aus der Russelschen Antinomie:
sie betrachtet die (sogenannte) Menge R aller Mengen z, die sich nicht selbst als Element
enthalten, R = {z |z ¢ x} und fragt, ob R sich selbst als Element enthélt. Jede Antwort fiihrt
zum Widerspruch.

Der Vollstéandigkeit halber gebe ich die iiblichen Axiome der Mengenlehre. <<Sorgen Sie sich
nicht zu sehr, wenn einige der Axiome schwer zugénglich sind, wir werden sie gréfitenteils nicht
mehr gebrauchen.>>

Mengen und die Relation € sind genau jene Objekte, die die folgenden Axiome erfiillen:
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“Definition” 1.5.4 (Zermelo-Fraenkel Axiome). 1. Bestimmtheitsaxiom: Zwei Mengen
M, N sind gleich, wenn a« € M = a € N und a € N = a € M. Man schreibt dann
M = N und ansonsten M # N. Eine Menge N heisst Teilmenge einer Menge M, in
Zeichen N C M, wenn a € N = a € M gilt.

Das ist der entscheidende Grundsatz, dass die Menge durch ihre Elemente vollstindig
bestimmt ist. <<Da die einzigen Objekte in der Theorie Mengen sind ist ein Element a
einer Menge wieder eine Menge!>>

2. Axiom der leeren Menge: Es gibt eine ausgezeichnete Menge, die leere Menge, die keine
Elemente enthélt und mit () bezeichnet wird.

3. Paarungssaxiom: Zu zwei beliebigen Mengen M, N gibt es eine Menge X, die genau M
und N als Elemente enthélt. Man schreibt X = {M, N}, falls M # N und X = {M},
wenn M = N.

Beispiel: Wir haben schon die leere Menge und durch wiederholte Anwendung des Paa-

rungsaxioms konstruieren wir die Mengen 0, {0}, {{0}}, {0,{0}}, {0, {0}, {{0}}} ...

4. Vereinigungssaxiom: Zu jeder Menge M von Mengen gibt es eine Menge X, die genau
die Elemente der Elemente von M als Elemente enthilt. Falls M = {A;, As,..., Ay}
schreiben wir X = AU A, U...... UA,.

Achtung: Das ist kein Tippfehler! Da die Elemente aller Mengen hier selbst Mengen sind
ergibt es Sinn, die Elemente der Elemente zu betrachten.

5. Aussonderungsaxiom: Fiir jede Menge M und jedes Pradikat P : M — {w, f} gibt es

eine Menge X, die genau die Elemente von M mit P(m) = w enthélt. Man schreibt
X ={me M|P(m)}.
Warnung: Dies ist genau genommen nicht ein einzelnes Axiom sondern eine Axiomschema,

das fiir jedes Pradikat ein Axiom gibt.

6. Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge X, so dass () € X und fiir jedes Element x € X
auch {z} € X gilt.

7. Potenzmengenaxiom: Fiir jede Menge M gibt es eine Menge P (M), die Potenzmenge von
M, deren Elemente genau die Teilmengen von M sind.
Beispiel. Zum Beispiel ist die Potenzmenge von {0} die Menge {0, {0}}.

8. Ersetzungsaxiom: Ist A eine Menge und f eine definierbare Funktion dann formen die
Bilder aller Elemente von A wieder eine Menge.

Definierbare Funktionen lassen sich wieder iiber Pradikate definieren. Formal lautet unser
Ersetzungsaxiom: Fiir jedes Priadikat F(z,y), in dem die Variable M nicht vorkommt, gilt

Vr,y,z: (BE(z,y) NE(x,2) =>y=2)=VA: IM:Vy: (ye M < Jx: (r € AN E(z,y)))

Die erste Bedingung bedeutet das y von E(z,y) eindeutig bestimmt ist, das Pradikat F
definiert also eine Funktion.

Dieses Axiom ist wieder ein Axiomschema. Es enthélt das Aussonderungsaxiom als Spe-
zialfall.

9. Fundierungsaxiom: In jeder nichtleeren Menge M gibt es ein Element m € M, so dass m
und M keine Elemente gemeinsam haben.
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10. Auswahlaxiom: Ist M eine Menge, so dass alle Elemente von M nicht-leere Mengen sind
und je zwei Elemente von M keine gemeinsamen Elemente haben, dann gibt es eine Menge
X, die genau ein Element aus jedem Element m € M enthilt.

Warnung: Dieses Axiom hat einen besonderen Stellenwert, es scheint umstrittener zu sein,
als andere. Es bedeutet, dass wir aus einer beliebigen Menge von Mengen gleichzeitig je ein
Element auswihlen kénnen. Wenn diese Mengen keine Ordnung und keine bevorzugten
Elemente haben, dann ist diese Aussage moglicherweise nicht offensichtlich.

Bemerkung 1.5.5. Die Zermelo-Fraenkel-Axiome schlielen die Russelsche Antinomie aus.
Konkret geschieht das durch das Fundierungsaxiom und das Paarungsaxiom. Fiir jede Menge
M kann man mit dem Paarungsaxiom die Menge {M} bilden, die als einziges Element die
Menge M enthélt. Nach dem Fundierungsaxiom, muss dann gelten, dass die Menge M mit der
Menge {M} kein Element gemeinsam hat. Da M € {M} gilt, muss somit M ¢ M gelten. Keine
Menge kann sich also selbst enthalten.

Somit existieren die “Menge aller Mengen” oder die “Menge aller Mengen, die sich selbst als
Element enthalten” nicht, da sie jeweils sich selbst als Element enthalten wiirden. Die “Menge
aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten” kann es ebenfalls nicht geben, da
keine Menge sich selbst als Element enthalten kann, und somit diese Menge gleich der “Menge
aller Mengen” wére.

Wir werden die meisten Zermelo-Fraenkel Axiome im Verlauf der Vorlesung nicht explizit
benutzen. Es wird meist ausreichen, zu wissen, dass eine Menge nie Element von sich selbst
sein kann, und die grundlegenden Konstruktionen mit Mengen zu beherrschen.

Insbesondere verwenden wir die Konstruktion und Schreibweise {a € A |P(a)} fiir alle
Elemente in A, die P erfiillen aus dem Aussonderungsaxiom. Wir verwenden auch P(M), die
Menge aller Teilmengen in M, aus dem Potenzmengenaxiom.

Wir arbeiten also mit unserer “Definition” [1.5.2; “eine Menge ist etwas, das Elemente
enthélt”, und wenden uns nun einigen grundlegenden Definitionen und Konstruktionen zu.

Definition 1.5.6. 1. Seien A, B Mengen; dann heifit A Teilmenge von B bzw. B Obermenge
von A, falls jedes Element von A auch Element von B ist. Wir schreiben A C B oder
B D A genau dann, wenn fiir alle a € A auch a € B gilt, in Formeln a € A = a € B. Es
gilt zum Beispiel:
)cNCZcQcCR.

Aus z € A folgt {x} C A. Man sollte aber die Menge {z} nie mit dem Element z
verwechseln: eine Schachtel mit einem Hut ist eben etwas anderes als ein Hut.

Zweil Mengen sind genau dann gleich wenn sie Teilmengen voneinander sind:

A=B&ACBABCA.

2. Elementare Operationen auf Mengen konnen wir aus der Verkniipfung von Aussagen
definieren. Seien A, B Mengen.

(a) Die Schnittmenge oder der Durchschnitt
ANB={ala€ ANa€ B}.

ist die Menge aller Elemente die in A und B enthalten sind.

Wir konnen auch mehr als zwei Mengen schneiden. Sei I eine beliebige Menge und
sei fiir jedes i € I genau eine Menge A; gegeben. Wir definieren die Schnittmenge
NierA; als die Menge aller Elemente, die in jedem A; enthalten sind, symbolisch

UieIAi = {a |VZ cl:ac Al}
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(b) Wir definieren die Vereinigung als
AUB={a|a€ AVac B}.

Dies ist die Menge aller Elemente die in A oder B liegen. Wir definieren auch U;c;A;
als die Menge aller Elemente, die in mindestens einem A; enthalten sind, symbolisch

Nier={a|Fi el :ac A}
(c) Die Mengendifferenz ist
A\B={a|aec ANa & B}.

die Menge aller Elemente von A, die nicht in B sind. Zum Beispiel ist Z \ N =
{—1,—-2,-3,...} die Menge aller negative Zahlen.

Satz 1.5.7. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt
1. Kommutativgesetze: ANB=BNAund AUB=BUA
2. Assoziativititsgesetze: (AN B)NC =AN(BNC) und AU(BUC)=(AUB)UC
3. Distributivgesetze: AN(BUC) = (ANB)U(ANC) und AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

Beweis:. Alle Aussagen folgen aus den entsprechenden Aussagen in Satz[1.4.8] Wir fithren dies
am Beispiel des ersten Distributivgesetzes 2 vor:

re AN(BUC) & zxzeAANxze(BUQ)
sSreAN(reBVrel)

< (xreANzeB)V(re ANz e ()
284

SxeAnNB)V(re ANC)
sre(ANB)UANC).

Machen Sie sich diesen Sachverhalt auch am Beispiel eines Bildes klar. [

Vorsicht: man sollte die Operationen C, N, U fiir Mengen und die Verkniipfungen =, A, V
fiir Aussagen nicht verwechseln, auch wenn sie eng verwandt sind..

Beispiel 1.5.8. Die Menge N der natiirlichen Zahlen (mit 0) ist eine der wichtigsten Mengen
in der Mathematik.
Wir konnen ihre Elemente durch die Peano-Aziome charakterisieren.

1. 0 ist eine natiirliche Zahl.

2. Jede natiirliche Zahl n hat eine natiirliche Zahl n’ als Nachfolger.
3. 0 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

4. Natiirliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich.

5. Prinzip der wollstindigen Induktion:
Sei M C N eine Teilmenge mit den beiden Figenschaften, dass M die Null enthlt,
0 € M, und dass mit n auch der Nachfolger in M liegt, alson € M = n’ € M. Dann ist
M =N.
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Es ist wichtig zu verstehen, dass das Prinzip der vollstdndigen Induktion eine Eigenschaft
der natiirlichen Zahlen ist.

Wir koénnen die natiirlichen Zahlen auch axiomatisch im Zermelo-Frenkel Axiomsystem
konstruieren. Da wir Mengen dort aus anderen Mengen konstruieren, identifizieren wir die
natiirliche Zahl 0 mit () und fiir jede natiirliche Zahl n ihren Nachfolger mit n U {n}.
Das ist die von Neumannsche Zahlenreihe. Wir erhalten 0 = (0, 1 = {0}, 2 = {0,{0}},

3={0,{0},{0,{0}}}, ...

Bemerkung 1.5.9. Das Prinzip der vollstindigen Induktion liefertein Definitionsverfahren,
indem wir einen Begriff fiir 0 definieren und fiir jeden Nachfolger n’ definieren, wenn wir ihn
schon fiir n definiert haben, dann ist der Begriff fiir alle natiirlichen Zahlen definiert.

1. Die Fakultit n! von n ist induktiv definiert durch 0! = 1 und (n')! =n’ - nl.

2. Auch Addition und Multiplikation in N miissen erst definiert werden!

e Addition: m 4+ 0:=m und m +n’ := (m +n)".

e Multiplikation: m-0:=0und m-n':= (m-n)+m

Die Eins definiert man als Nachfolger der Null, 1 := (/. Aus dem Additionsaxiom folgt
n=n+1.

Man kann nun mit viel Geduld Kommutativiéit, Assoziativitdt und Destributivitéit von
dieser Definition ausgehend beweisen.

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion liefert natiirlich ein wichtiges Beweisverfahren, um
eine Aussage der Form Vx € N : P(z) zu beweisen.

Dabei geht man wie folgt vor. Man zeigt zunéchst, dass die Aussage fiir die Zahl n = 0 wahr
ist.

Dies bezeichnet man als den Induktionsanfang. Danach zeigt man, dass aus P(n) fiir eine
Zahl n folgt, dass auch P(n + 1) wahr ist. Dies nennt man den Induktionsschritt. Damit gilt
die Aussage nach dem Prinzip der vollsténdigen Indukton fiir alle natiirlichen Zahlen.

Man kann die Induktion auch statt 0 bei 1 beginnen. Dann zeigt man, dass die Aussage fiir
alle n > 1 (wir schreiben auch N* fiir N'\ {0}).

Beispiel 1.5.10. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt die Aussage 1+3+...+(2n—1) = n?
(Die Aussage gilt mit der richtigen Definition auch fir n = 0, aber der Einfachheit halber
beginnen wir unsere Induktion bei 1 und beweisen unsere Aussage nur fiir n > 1.)

1. Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir n = 1, denn 1 = 1%. (Die Aussage gilt auch schon
firn =0.)

2. Induktionsschritt: Angenommen die Aussage gilt fiir die natiirliche Zahl n. Dann ergibt
sich fiir die Zahl n + 1:

I1+3+...+2n—1)+(2(n+1)-1) (143+...42n—-1))+(2n+1)

= n*+2n+1=(n+1)>

Also gilt dann die Aussage auch fiir die natiirliche Zahl n+1. Sei M die Menge aller natiirlichen
Zahlen n € N| fiir die die Aussage wahr ist. Wegen der Induktionsannahme ist 1 € M. Wegen
des Induktionsschritts folgt aus n € M, dass n + 1 € M. Aus dem Prinzip der vollstdndigen
Induktion folgt, dass M alle natiirlichen Zahlen > 1 enthélt, also dass die Aussage fiir alle
n € N* wahr ist.
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Wir kénnen im Induktionsschritt nicht nur A(n — 1) verwenden, sondern A(k) fiir jedes
k < n. Das heifit manchmal starke Induktion: Wenn fiir jedes n aus Vk < n : A(k) folgt, dass
A(n) gilt, dann gilt A fiir alle natiirlich en Zahlen.

Der Induktionsanfang ist hier genau genommen ein Spezialfall des Induktionsschrittes: Sei
n = 0, dann miissen wir zeigen Vk < 0 : A(K) = A(0). Aber die linke Seite ist tautologisch
immer wahr, das heifit wir miissen A(0) zeigen.

Wenn wir die Induktion mit einem Widerspruchsbeweis kombinieren erhalten wir die Be-
weistechnik des kleinsten Gegenbeispiels.

Wir verwenden also die Kontraposition der starken Induktion. Statt

(Vk <n:A(k)) = A(n)

ist es dquivalent zu zeigen

—A(n) = (Fk < n:-A(k)),

siehe Satz[[.4.8]6 und die Regeln zur Negation von Quantoren.

Das heifit, wenn wir fiir jedes Gegenbeispiel n, fiir das die Aussage A(n) nicht gilt, ein
kleineres Gegenbeispiel k£ < n konstruieren kénnen, so dass A(k) auch nicht gilt, dann haben
wir unsere Aussage fiir alle n gezeigt!

Anders ausgedriickt: Wir nehmen an, dass m das kleinste Gegenbeispiel ist, also gilt A(k) fiir
alle k < m. Aber dann gilt nach der starken Induktion auch A(m), wir haben einen Widerspruch.

All diese Techniken (Induktion, starke Induktion, kleinstes Gegenbeispiel) sind logisch
aquivalent, aber oft macht eine der Techniken die Beweisfindung einfacher.

Beispiel 1.5.11. Einige von Thnen kennen das Beispiel aus dem Tutorium: Wir wollen zeigen,
dass jede natiirliche Zahle ein Produkt von endlich vielen Primfaktoren ist.

Angenommen das gilt nicht, dann gibt es eine kleinste Zahl n > 1, die nicht Produkt von
Primfaktoren ist. Aber n kann nicht prim sein, sonst wére n = n ein Produkt von Primfaktoren.
Wir kénnen also n = ab schreiben mit a, b natiirliche Zahlen kleiner als n.

Da n das kleinste Gegenbeispiel war sind a und b Produkte von Primzahlen, a = p1ps - - - px
und b = q1g2 - - - ¢o. Aber dann gilt n = pips - - - prq1 - - - ¢, und das ist in Widerspruch zu unserer
Annahme.

1.6 Relationen und Abbildungen

Definition 1.6.1. Seien Aq,..., A, Mengen. Dann ist das kartesische Produkt oder direkte
Produkt Ay x ... x A, die Menge der geordneten n-Tupel mit Elementen in Ay,...  A,, d.h.

ai

Alx...xAn:{ |a1€A1...an€An}.

Qn

Man schreibt im Fall 41 = A = ... A,, = A auch

ai
A{ ;
G,

fiir die geordneten n-Tupel von Elementen in A.

azeA,zzln}

Sie kennen das Konzept und die Schreibweise schon von R” =R x --- x R!
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Beispiel 1.6.2. Die Menge aller Karten in einem Kartenspiel erhalten wir als kartesischen

Produkt der Farben {, #, 0, &} mit den Werten {2,3.4,5,6,7,8,9, B, D, K, A}.

Beachte, dass alle Tupel geordnet sind, also ((1)) und (1

0) zwel verschiedene Elemente in
7, x 7, sind.

Definition 1.6.3. 1. Eine Relation ist ein Tripel (M, N, R), bestehend aus zwei Mengen
M, N und einer Teilmenge R C M x N. Gilt (m,n) € R, so schreiben wir m ~g n und
sagen, dass m in Relation R mit n steht. Gilt M = N, so sprechen wir von einer Relation

auf der Menge M.

2. Eine Relation auf einer Menge X heifit Aquivalenzrelation, wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

T~ (reflexiv)
T~Y=SYy~T (symmetrisch)

T~YANY~Z2=>T~ 2 (transitiv)

3. Gegeben eine Menge X mit Aquivalenzrelation ~, so heifit eine Teilmenge A C X
Aquivalenzklasse, falls gilt

A0
r,ye A=r~y
reAundye Xundoer~y=yecA.

Beispiele 1.6.4.

1. Sei X irgendeine Menge und Ax = {(z,z) |z € X} C X x X die sogenannte Diagonale.
Sie definiert als Relation die Gleichheit von Elementen in X. Dies ist eine Aquivalenzre-
lation.

2.X =Rund z ~ y & o < y. Diese Relation ist reflexiv und transitiv, aber nicht
symmetrisch (denn 1 < 2, aber 2 £ 1), also keine Aquivalenzrelation.

€ Y1

Z

3. X =R" und e a2+ ..+ a2 =y?+ ... +y? Dies ist eine Aquivalenz-

Tn Yn
relation. Die Aquivalenzklassen sind Kugeln um den Ursprung.

4. Sei X = Z; wir geben uns m € N\ {0} vor und setzen: z ~ y :< y —x ist durch m teilbar.
Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der ganzen Zahlen. Fiir m = 2 formen die
geraden und die ungeraden Zahlen jeweils eine Aquivalenzklasse.

Lemma 1.6.5. Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, so bilden die
Aquivalenzklassen eine Partition von X, das heifit

o keine Aquivalenzklasse ist leer
e jedes a gehort zu einer Aquivalenzklasse.
o zwei beliebige Aquivalenzklassen A, A" sind entweder gleich oder disjunkt, es gilt also

entweder A = A" oder AN A" = 0).

26



Beweis:. Fiir beliebiges a € X definieren wir
A, ={reX|x~a}.
Wir zeigen, dass dies eine Aquivalenzklasse ist.
e Wegen a € A, ist sie nicht leer.

e Seien z,y € A, so gilt x ~ a und y ~ a, also wegen der Symmetrie auch a ~ y. Somit
x ~ y wegen Transitivitéit.

e Seien x € A,, y € X und z ~ y. Dann gilt x ~ a und = ~ y, also auch y ~ x wegen
Symmetrie und somit wegen Transitivitédt y ~ a. Nach der Definition von A, folgt y € A,.

Wir haben schon gezeigt, dass diese Aquivalenzklassen nicht leer sind, auerdem ist jedes
xr € X in A, enthalten.

Es bleibt zu zeigen, dass zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt sind. Ange-
nommen AN A’ # ( fiir zwei Aquivalenzklassen A, A’. Dann gibt es a € AN A’ Ist z € A, folgt
aus der zweiten definierenden Eigenschaft der Aquivalenzklasse A, dass = ~ a. Zusammen mit
a € A’ folgt aus der dritten definierenden Eigenschaft der Aquivalenzklasse A, dass z € A'.
Also A C A’. Die umgekehrte Inklusion A" C A folgt analog und somit A = A’. m

Bemerkungen 1.6.6. 1. Die Aquivalenzklassen fasst man als Elemente einer neuen Menge
X/R auf. Deren Elemente sind also Teilmengen von X. Die Menge X/R heifit Quotien-
tenmenge von X nach R. {(Verwechseln Sie das nicht mit der Mengendifferenz X \ S!))

2. Es gibt eine kanonische (d.h. ausgezeichnete, ohne willkiirliche Auswahl bestimmte) Ab-
bildung, die jedem Element von X die Aquivalenzklasse zuweist, die es enthélt.

X — X/R
a— A,

3. Jedes a € A heiBt ein Reprisentant der Aquivalenzklasse A. Im Allgemeinen gibt es aber
keine ausgezeichneten Représentanten und keine kanonische Abbildung X/R — X.

Beispiele 1.6.7. 1. Wir betrachten auf der Menge X aller Schiiler einer Schule die Re-
lation R > (a,b) genau dann, wenn a und b in die gleiche Klasse gehen. Dies ist eine
Aquivalenzrelation. Die Quotientenmenge X /R ist dann genau die Menge aller Klassen
der Schule. Wenn Sie einen Stundenplan erstellen wollen, dann arbeiten Sie lieber mit der
Quotientenmenge als mit der Menge aller Schiiler!

Die kanonische Abbildung ordnet einem Schiiler seine Klasse zu. Sie wird bei der Beschrif-
tung von Schulheften oft benutzt. Der Klassensprecher oder die Klassensprecherin ist ein
Représentant der Klasse, aber es sind andere Reprédsentanten denkbar, zum Beispiel der
oder die erste im Alphabet.

2. Fiir jedes n € N ist & ~,, y genau dann, wenn n teilt  — y eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen sind die Restklassen [2] := {z+kn | k € Z}. Es gibt n Restklassen mit
Repréisentanten 0,1, ...n — 1. Die kanonische Abbildung ordnet einer Zahl die Restklasse
ihres Rests nach Division durch n zu, etwa fiir n = 12 haben wir 23 + [11] — das kennen
Sie von der Uhr!
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3. Rationale Zahlen werden als Aquivalenzklassen auf der Menge M := {(m,n) | m,n €
Z,n # 0} mit der Aquivalenzrelation (a,b) ~ (¢,d) < ad = be eingefithrt. Man be-

zeichnet die Aquivalenzklasse mit 7. Ein Bruch ist also eine Aquivalenzklasse, 7=

[(1,2),(2,4), (=3, —6), .. .]. Gekiirzte Briiche mit positivem Nenner bilden ein System von
Repréisentanten fiir die Aquivalenzklasse. Die rationalen Zahlen sind die Quotientenmen-
ge.

Wir haben Abbildungen schon verwendet, jetzt konnen wir sie formal definieren:

Definition 1.6.8. 1. Seien A, B Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von einer Menge
A in eine Menge B ist eine Relation R C A x B, so dass es zu jedem a € A genau ein
b € B mit (a,b) € R exisitert. Wir bezeichnen dieses b mit f(a) und betrachten es als
Bild von a.

Wir schreiben auch f: A — B oder A % Bund a— f(a).

Die Menge A heifit Definitionsbereich und B Bildbereich der Abbildung. Die Mengen A
und B gehoren zur Definition einer Abbildung.

2. Sei f: A — B eine Abbildung und A" C A eine Teilmenge. Dann heifit die Menge
f(A)={f(a) e B| a€ A’}

das Bild der Teilmenge A" unter f. Das Bild ist eine Teilmenge von B, also f(A’) C B.
Fiir eine Teilmenge B’ C B heifit die Menge

7B :={a€ Al f(a) € B'}
Urbild von B’ unter f. Das Urbild ist eine Teilmenge von A, also f~(B’) C A.

3. Seien f: A— Bund g: B — C zwei Abbildungen. Die Verkettung, Verkniipfung oder
Komposition g o f von g mit f ist die durch

gof: A—C
(9o f)la) = g(f(a))
definierte Abbildung.

Bemerkung 1.6.9. Formal definieren wir eine Abbildung also durch ihren Graph

{(a, f(a)) | a € A} C AX B.
Der folgende Satz ist sehr einfach zu beweisen, aber sehr wichtig:

Satz 1.6.10. Die Verkettung von Abbildungen ist assoziativ ist: sei h : C' — D eine weitere
Abbildung, dann gilt

(hog)of=ho(goef).

Beweis:. Sei a € A. Wir rechnen:

(hog)ofla) = (hog)(f(a)) = n(g(fa))
ho(gof)(a) = h((ge f)a)) = h(g(f(a))).

AuBlerdem sind Bildbereich und Definitionsbereich fiir (h o g) o f und ho (go f) gleich.
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Bemerkungen 1.6.11. 1. Eine besonders wichtige Abbildung ist f = idy : A — A mit

a + a, die Identitit von A. Ihr Graph ist die Diagonale in A C Ax A, ie. A = {(a,a)|a €
A}. Esgilt foid = f =ido f. (Dies ist die einzige Relation, die sowhol Aquivalenzrelation
als auch Funktion ist.)

. Fir gegebene Mengen M, N bilden die Abbildungen f : M — N eine Menge Abb(M, N),

denn sie sind eine Teilmenge der Potenzmenge P(M x N), die aus allen Teilmengen von
M x N besteht.

Zwei Vektoren p € R? und v € R?\ {0} definieren eine Funktion der Funktion f : R — R?
mit f(t) = p + tv. Die Gerade G,, C R? ist das Bild von f. Fiir verschiedene Werte von
p und v bekommen wir moglicherweise das gleiche Bild, aber verschiedene Funktionen.

. Eine Abbildung kann durch eine Rechenvorschrift gegeben sein, etwa f : Z — N mit

x +— 2%, aber auch durch eine Fallunterscheidung, etwa

' _J1 fallszeQ
fiR=N f(m)'_{o falls 2 ¢ Q

Zum Beispiel gibt es eine Abbildung, die jedem Tag des Jahres 2022 die Tageshtchsttem-
peratur in Hamburg zuordnet, auch wenn es keine Rechenvorschrift gibt.

oder auch durch eine Tafel.

Man sollte aber keinesfalls eine Abbildung mit einer Rechenvorschrift verwechseln; die
Angabe von Definitions- und Bildbereich ist sehr wichtig. Zum Beispiel gibt die Rechen-
vorschrift z — 2z eine Abbildung f : Q — @Q, die eine Umkehrabbildung g : Q — Q
besitzt, ndmlich die Rechenvorschrift x — %x Die Verkettungen f o g und g o f der bei-
den Abbildungen sind jeweils die Identitat auf Q. Die entsprechende Abbildung Z — Z
hat aber keine Umkehrabbildung.

Definition 1.6.12. Sei f: A — B eine Abbildung und C' C A eine Teilmenge. Wir schreiben
Lo : C'— A fiir die Inklusionsabbildung a — a. Die Finschrdinkung von f auf C' ist Abbildung
foiw:C — B.

Definition 1.6.13. 1. Eine Abbildung f : A — B heifit surjektiv, falls es zu jedem b € B

3.

ein a € A gibt mit f(a) = b, d.h. falls fir ihr Bild f(A) gilt f(A) = B.

. Eine Abbildung f: A — B heifit injektiv, falls aus f(a1) = f(az) folgt a; = as, d.h. aus

a; # ay folgt stets f(ay) # f(ag).

Eine Abbildung heifit bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist.

Bemerkungen 1.6.14. 1. Fiir jede Menge M ist die Identitdtsabbildung idy, : M — M

bijektiv.

. Fiir jede Teilmenge A C M ist die Inklusionsabbildung ¢4 : A — M injektiv. Fiir jede

Aquivalenzrelation R ist die kanonische Abbildung A — A/R surjektiv.

. Ist M eine endliche Menge, so gilt fiir alle Abbildungen f : M — M: f bijektiv <

f injektiv < f surjektiv. Ist aber M eine unendliche Menge, so gibt es Abbildungen
f: M — M, die injektiv, aber nicht surjektiv sind, und Abbildungen, die surjektiv, aber
nicht injektiv sind. Betrachte zum Beispiel die Abbildungen f : N — Nund ¢ : N — N

mit f(n) = 2n und g(m) = [%]. (Die Symbole bedeuten, dass wir % abrunden.) Dann

ist f injektiv aber nicht surjektiv und g surjektiv, aber nicht injektiv.
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Lemma 1.6.15. Eine bijektive Abbildung f : A — B hat eine eindeutige Umkehrabbildung
oder inverse Funktion f=%, die fo f~! =idg und f~'o f =idy erfiillt.
Umgekehrt ist jede Abbildung mit Umkehrabbildung bijektiv.

Beweis:. Wir definieren f~! wie folgt. Sei b € B. Da f surjektiv ist gibt es mindestens ein a
mit f(a) = b. Da f injektiv ist, gibt es nur ein solches a. Wir kénnen also ohne Ambiguitét
f7Y(b) = a definieren. Nach Konstruktion gilt f(f~')(b) = b. Es gilt auch f~'(f(a)) = a, da a

ja f(a) = f(a) erfiillt.
Wir zeigen Eindeutigkeit. Sei g : B — A eine weitere Umkehrabbildung. Es gilt g(b) =

g(f(f7HD))) = f~1(b) wegen der Assoziativitit, Satz[1.6.10
Sei nun f eine Abbildung mit Umkehrabbildung f~!. Es gilt f ist injektiv da aus f(a) =

() folgt [~ (f(a)) = [~ (f(a)) & a = a’. Des weiteren ist f surjcktiv, da b= f(f~(b)).
[]

Definition 1.6.16. 1. Eine Menge M heifit endlich, wenn es ein n € Ny und eine Bijektion
f:{0,1,....n -1} - M

gibt. Die linke Seite ist formal definiert als Menge aller natiirlichen Zahlen kleiner n. Fiir
n = 0 erhalten wir die leere Menge!

2. Die natiirliche Zahl
|M|:=n
heifit die Mdchtigkeit der Menge M. (Induktiv zeigt man, dass n € N eindeutig bestimmt
ist.)

3. Zwei Mengen (nicht unbedingt endlich) A, B heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: A — B gibt.

Beispiele 1.6.17. 1. N und Z sind gleichméchtig, obgleich N ; Z. Eine Bijektion f : N — Z
ist
falls a gerade

_J)3
/(@) {—% falls a ungerade

2. Die Mengen N und Q sind gleichméchtig, nicht aber N und R (das lernen Sie in Analysis).
Mengen, die die gleiche Machtigkeit wie N haben, heiflen abzdhlbar unendlich.

Bemerkung 1.6.18. Abbildungen sind eng mit dem kartesischen Produkt verbunden. Seien
A, B und C Mengen. Dann gibt es eine Bijektion von Mengen von Abbildungen

F : Abb(A x B,C) — Abb(A, Abb(B, C))

mit Umkehrabbildung G. Hierbei wird ¢ : Ax B — C' auf die Abbildung F'(¢) : A — Abb(B, ()
abgebildet, die a € A die Abbildung ¢(a,—) : b — ¢(a, b) zuordnet.

Umgekehrt wird einer Abbildung ¢ : A — Abb(B, C) die Abbildung G(¢)) : Ax B — C mit
G(¢)(a,b) = 1(a)(b) zugeordnet. Man rechne nach, dass man so eine Bijektion von Mengen
von Abbildungen erhélt.
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2 Algebraische Grundbegriffe

Die zentralen Begriffe der linearen Algebra sind die Begriffe des Vektorraums und der linearen
Abbildung. Der Vektorraums abstruhiert die Beispiele R? und R3, die wir schon betrachtet
haben. Wir werden aber zunéchst einige algebraische Grundbegriffe einfiihren.

Wir kénnen uns zum Beispiel erinnern, dass die ersten 4 Eigenschaften von R" in Bemerkung
nur mit der Addition und nicht mit der Skalarmultiplikation zu tun haben. Ist das nicht
auch schon eine interessante Struktur?

2.1 Gruppen

Wir betrachten zunichst die Eigenschaften der Addition von Elementen aus R2.

Definition 2.1.1. Eine Gruppe ist ein Paar (G, ), bestehend aus einer Menge G und einer
Abbildung

GxG—G,
(a,b) > a-b,

genannt Verkniipfung, so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(G1) Fir alle a,b,c € G gilt: (a-b)-c=a- (b-c) (Assoziativgesetz)
(G2) Es gibt ein Element e € G, so dass gilt

a) Firalleae Ggilte-a=a=a-e
b) Fiir jedes a € G gibt esein a™! € G, sodassa™'-a=e=a-a ! gilt.

Man nennt ein solches Element e auch ein neutrales Element und a~! ein inverses Element
zu a. Wir werden bald sehen, dass a~! eindeutig ist, weshalb die Benennung ' legitim ist.

<<In der Vorlesung habe ich das neutrale Element “Einheit” genannt, das ist aber nicht
iiblich! “Einheit” hat eine andere Bedeutung. Gelegentlich nennt man das neutrale Element
“Einheitselement” >>

Beispiele 2.1.2. 1. (Z, +) ist eine Gruppe mit e = 0 und ™! = —a.
2. Ebenso sind (Q, +), (R, +) Gruppen beziiglich der Addition.

3. (R?, +) ist eine Gruppe mit

e=0= (0) und 7' = —x = (_xl)
0 —XT9

4. (N, +) ist keine Gruppe, da es zu a # 0 kein Inverses in N gibt.

5. (Q\ {0}, -) ist eine Gruppe mit e = 1 und a™! = 1. Dagegen ist (Q, -) keine Gruppe, denn
zu 0 € Q gibt es kein (multiplikatives) Inverses.

6. Die Menge {e} mit Verkniipfung e - e = e ist eine Gruppe, die sogenannte triviale Gruppe
die nur aus einem neutralen Element besteht.

7. Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck. Es hat die folgenden Symmetrien:
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(a) Drei Spiegelungen Sy, Sy, S3 in den drei Mittelsenkrechten, numeriert im Uhrzeiger-

sinn.
(b) Zwei Rotationen Ry, Ry um & bzw. 4.

(c) Die triviale Symmetrie oder Identitét F.

Dann bildet die Menge {E, Ry, Ry, S1, S2, S3} eine Gruppe, denn wir kénnen zwei Sym-
metrien durch Hintereinanderausfithren o verkniipfen, F ist ein neutrales Element, und
jedes Element hat ein Inverses: S, '= G und R{* = R,.

Man kann zum Beispiel berechnen: Ry o Ry = Ry, 51 0.5, = Ry und Sy 0 S; = Ry. Die
Elemente der Gruppe kommutieren also nicht!

8. Die Symmetrien jedes mathematischen Objekts bilden eine Gruppe!

Bemerkungen 2.1.3. 1. Aus dem Assoziativgesetz (G1) folgt, dass alle moglichen Klam-
merungen eines mehrfachen Produkts das gleiche Ergebnis liefern. Daher koénnen wir
Klammern in mehrfachen Produkten weglassen. Wir kénnen sie aber auch setzen, um die
Lesbarkeit zu erhéhen.

2. Wir lassen auch den Multiplikationspunkt oft weg, also ab fiir a - b. Weiterhin schreiben
wir a? fiir aa = a - a und allgemein a' fiir a - a---a (i Faktoren) fiir ¢ > 0. Fiir i > 0
definieren wir auch a™* =a~'---a~! (i Faktoren). SchlieBlich gilt a° := e.

Damit gilt fiir alle a,b € Z ¢ - g* = ¢***.
3. Wegen (G2) gibt es wenigstens ein Element e € G; die Menge G kann also nicht leer sein.

4. Es reicht in einer Gruppe die Existenz eines linksneutralen Elementes und eines Links-
inversen zu forden, also nur e -a = a und a 'a = e. Ein linksneutrales Element erfiillt
automatisch auch a - ¢ = a (wenn es Linksinverse gibt!) und ein Linksinverses erfiillt
automatisch aa™! = e (wenn e linksneutral ist).

Satz 2.1.4. Sei (G,-) eine Gruppe. Dann gilt:
1. Das neutrale Element ist eindeutig.
2. Fiir jedes gegebene a € G gibt es ein eindeutiges Inverses Element a™! wie in (G2b).

Beweis:. e Sei € ein weiteres neutrales Element, also gelte fiir alle a € G die Gleichung
€-a = a. Setze a = e und erhalte ¢ - e = e. Aber da e neutral ist gilt auch ¢-e = €.

e Seien ¢/ und a” zwei Inverse fiir a. Es gilt

/

a ad-e=d-(a-d)=(da) d

p— P . a
G2a G2b G1 G2b G2a

durch Anwendung der Gruppenaxiome. n

Satz 2.1.5. [Liosbarkeit von Gleichungen in einer Gruppe] Sei (G,-) eine Gruppe und seien
a,b e G. Dann gilt

1. FEs gibt ein eindeutiges x € G, fiir das - a = b gilt.
2. Es gibt ein eindeutiges y € G, fiir das a-y = b gilt.

3. Fiir alle a € G gilt (a™)™' = a.
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4. (ab)"t=b"1a?
Beweis:. 1. Wenn es eine Losung x der Gleichung x - a = b gibt, so muss gelten
r=z-e=z-(a-a)=(x-a)-at=b-a".

Hierbei haben wir das neutrale Element, das Inverse von a und die Assoziativitiat benutzt,
bevor wir im letzten Schritt die Annahme verwendet haben, dass x eine Losung ist. Damit
ist die Losung eindeutig.

Umgekehrt ist 2 := b - a~! auch wirklich eine Losung, denn es gilt

b-a)-a=b-(a'-a)=b-e=b.

2. Analog folgt y = a=! - b. Man beachte die Reihenfolge von @ und b in 1. und 2.

1 1 1

3. (a71)71 ist ein Inverses von a~'; also gilt (a7!)"'a~! = e per Definition. Andererseits
gilt a-a™' = e, so dass auch a ein Inverses von a! ist. Da das Inverse nach Satz [2.1.4]
eindeutig ist, folgt a = (a™ 1)1

Beachten Sie, dass man aus Eindeutigkeitsaussagen algebraische Gleichungen folgern
kann!

4. Wir rechnen mit Hilfe des Assoziativgesetzes:
b taYH-(a-b)=bt-(ata)-b=bt-e-b=bl-b=¢c.

Also ist b=! - @' das eindeutige Inverse von a - b. Dies kennt man auch aus dem richtigen
Leben: zieht man morgens zuerst die Socken und dann die Schuhe an, so zieht man abends
zuerst die Schuhe aus und dann die Socken (und nicht umgekehrt). O

Wir betrachten noch zwei neue Beispiele:

Beispiel 2.1.6. Wir wihlen ein festes m € N. Betrachte auf der Menge Z wie in Beispiel [1.6.414
die Aquivalenzrelation

R, = {(a,b) | m teilt a —b} CZ X Z.

Die Quotientenmenge Z/R,, wird auch mit Z/mZ oder Z/m bezeichnet.

Eine Aquivalenzklasse besteht fiir m # 0 aus genau denjenigen ganzen Zahlen, die bei
Division durch m den gleichen Rest aus {0,1,...,m — 1} lassen. Eine Aquivalenzklasse wird
auch Restklasse modulo m genannt.

Fiir jedes 0 <r < m — 1 ist

Ti=r+mZ={x€Z|mteilt z—r}

eine Restklasse.

Wir schreiben @ = @’ mod m und sagen “a ist kongruent o’ modulo m”, wenn a und @’ in
der gleichen Restklasse liegen, also wenn m | a — b.

Fiir m = 0 ist die Aquivalenzrelation die Gleichheit und Z/0Z = Z.

Nun ist (Z,+) auch eine abelsche Gruppe. Wir wollen auch auf der Quotientenmenge eine
Gruppenstruktur definieren, die moglichst nah an der Gruppenstruktur in 7Z ist.
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Versuchsweise definieren wir also eine Addition auf der Restklassenmenge folgendermafen:
fiir zwei Restklassen wéhlen wir Repriasentanten a € @ und b € b. Dann setzen wir als Wert der
Verkniipfung die Restklasse von a + b, also

a+b:=a+0

Das ist nur sinnvoll, wenn die Addition nicht von der Auswahl der Repriasentanten abhéngt.
Man sagt dann, dass die Verkniipfung wohldefiniert ist.
Dass dies hier so ist, sieht man folgendermaBen: ist @ = o/ und b = ¥/, so ist a — a’ = mk
und b — b = ml mit k, [l € Z.
Dann ist
at+tb=d+V+mk+ml=d+b+mk+1),

alsoist a+b=a +10.
Die Assoziativitéit der Addition folgt aus der Assoziativitit der Addition in Z:

(@+b)+c=a+b+c=(a+b+c=a+(b+c)=a+btrc=a+ (b+7).

Man mache sich in diesen Gleichungen zur Ubung klar, welche Pluszeichen die Addition in Z
und welche die Addition in Z/mZ bezeichnen.
Das neutrale Element ist die Restklasse 0, denn

a+0=a+0=a=0+a

Das Inverse von @ ist —a = m — a. Auch die Kommutativitit vererbt sich von Z.
Also ist (Z/mZ,+) eine Gruppe, auch zyklische Gruppe genannt.

Beispiel 2.1.7. Sei M # () eine nichtleere Menge. Setze
Sym (M) ={f: M — M| f bijektiv}
Dann ist (Sym (M), o) eine Gruppe:
Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ wegen Satz

G1)
(G2a) e =

(G2b) Das zu f € Sym (M) inverse Element ist die Umkehrabbildung aus Lemma |1.6.15]

) D

(Sym (M), o) heifit die symmetrische Gruppe von M. Wir schreiben S, fir Sym ({1, 2,...n})
und nennen S,, die symmetrische Gruppe von Grad n. Wir nennen die Elemente von Sym (M)
Permutationen.

Bemerkung 2.1.8. Die symmetrischen Gruppen haben grofle praktische und theoretische Be-
deutung. Gruppen sind die mathematische Formalisierung von Symmetrie, immer wenn wir
ein symmetrisches Objekt betrachten, dann kénnen wir auch die Gruppe der Symmetrien be-
trachten. S,, ist die Symmetriegruppe einer endlichen Menge, und da Mengen grundlegende
mathematische Objekte sind, sind dies grundlegende Gruppen.

Bemerkenswerterweise tritt jede endliche Gruppe als Untergruppe (siehe Definition
einer symmetrischen Gruppe auf!

Definition 2.1.9. Eine Gruppe (G, -) heiit abelsch oder kommutativ, falls fir alle a, b € G gilt
a-b=">b-a.
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Abelsche Gruppen werden oft additiv geschrieben, also a + b fiir die Verkniipfung von a und
b, und 0 fiir das neutrale Element.

Beispiele 2.1.10. 1. Die Beispiele in [2.1.21-6 sowie Beispiel sind abelsche Gruppen.
2. Wir haben gesehen, das Beispiel [2.1.2/7 nicht abelsch ist.

3. Die symmetrische Gruppe ist im Allgemeinen (fiir n > 3) nicht abelsch. Um dies zu
testen, miissen wir ein Gegenbeispiel finden, also zwei Elemente f, g mit fog # go f. Sei
M =3 =1{1,2,3} und seien f, g die beiden bijektiven Abbildungen

z |1 2 3
flz) |2 1 3
glx) |1 3 2
Dann ist

also ist fog#go f.

Definition 2.1.11. Sei G eine Gruppe. Wenn die zugrunde liegende Menge G endlich ist, heif3t
G endliche Gruppe und |G| die Ordnung von G.

Beispiel 2.1.12. Man sieht leicht, dass die Ordnung von Z/mZ gleich m ist und die Ordnung
von S, gleich n!, denn die Anzahl der Permutationen einer Menge mit n Elementen ist n!.

Definition 2.1.13. Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heiit Untergruppe, falls sie
den folgenden Axiomen geniigt:

(UGL) e€ H .

(UG2) Fiir alle a,b € H gilt a-b € H. Wir sagen auch, dass H unter der Verkniipfung - von G
abgeschlossen ist.

(UG3) Fiir alle @ € H gilt a=! € H. Wir sagen auch, dass H unter der Inversenbildung abge-
schlossen ist.

Wir haben die folgenden wichtigen Eigenschaften.

Satz 2.1.14. 1. Auf einer Untergruppe H von G definiert die Multiplikation von G wieder
eine (assoziative) Multiplikation und H selbst ist eine Gruppe.

2. Eine Untergruppe einer Untergruppe von G ist selbst Untergruppe von G.
3. Untergruppen abelscher Gruppen sind abelsch.

Beweis:. In jedem Fall lassen sich die Axiome leicht priifen und wir iiberspringen den Beweis.

[]

Beispiele 2.1.15. 1. Sei (G,:) = (R, 4) die additive Gruppe der reellen Zahlen. Dann
haben wir eine Kette von Untergruppen Z C Q C R.

2. Sei (G,-) = (Z, +). Dann ist H = N keine Untergruppe, denn das Axiom (UG3) ist nicht
erfiillt.
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3. Sei (G, -) eine beliebige Gruppe.

e H = {e} ist eine Untergruppe, die sogenannte triviale Untergruppe.

e H = @ ist eine Untergruppe, in Worten: Jede Gruppe ist Untergruppe von sich
selbst.

e Jedes Element g € G erzeugt eine Untergruppe {e, 9,9 ', ¢% g 2,9°...} wobei wir
die Notation aus Bemerkung [2.1.3|1 verwenden.

Die Elemente ¢g° miissen nicht alle unterschiedlich sein! Da e = ¢° gilt (UG1), mit
gg® = g**° gilt (UG2) und mit (¢*)~! = ¢~ gilt (UG3).

4. Die Rotationen bilden eine Untergruppe der Symmetriegruppe D3 denn die Verkniipfung
von zwei Rotationen ist wieder eine Rotation. Die Spiegelungen sind keine Untergruppe,
denn die Verkniipfung von zwei verschiedenen Spiegelungen ist keine Spiegelung.

Die algebraische Struktur von Gruppen fiihrt zu vielen nicht-trivialen Eigenschaften. Wir
geben ein Beispiel:

Satz 2.1.16 (Satz von Lagrange). Sei H eine Untergruppe von G und G endlich. Dann teilt
|H| die Ordnung von G.

Beweis:. Wir fithren auf G die folgende Aquivalenzrelation ein: a ~ b wenn ab~' € H. Man
priift leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist: Reflexivitiiit folgt aus e € H, Symmetrie folgt,
da H die Inverse fiir alle Elemente von H enthélt, und Transitivitit folgt, da H abgeschlossen
unter Verkniipfung ist.

Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von a mit Ha, das ist sinvvoll denn b ~ @ genau wenn
ba~' € H, aber dann gilt b = ha fiir h = ba~". Also ist die Aquivalenzklasse von a genau die
Menge {ha | h € H} = Ha C G. Die Menge aller Aquivalenzklassen bezichnen wir mit H\G.

Wenn wir Représentanten ay, . .., a,, fiir jedes Element von H\G wihlen gilt G = U Ha;
und alle Ha; sind disjunkt, siche Lemma [1.6.5] Dann gilt |G| = Y, [Ha|.

Es reicht also zu zeigen, dass alle Ha; die gleiche Anzahl von Elementen haben, namlich
|H|. Aber die Abbildung f : H — Ha gegeben durch h — ha ist eine Bijektion fir jedes a € G.
Eine Umkehrfunktion Ha — H ist durch x — za™! gegeben.

Alternativ ist die Abbildung injektiv, dann aus ha = ha folgt h = haa™* = Naa™' = W
und surjektiv denn jedes Element in Ha hat ja per Definition die Form ha fiir h € H. O]

2.2 Homomorphismen

Wir wollen als néchstes Abbildungen von Gruppen betrachten, die kompatibel mit der Grup-
penstruktur sind.

Definition 2.2.1. Seien (G,-) und (H,*) Gruppen. Eine Abbildung
f: G—H
heifit Gruppenhomomorphismus oder Homomorphismus, falls fiir alle a,b € G gilt
fla-b) = f(a) = f(b) .

Beispiele 2.2.2. 1. G = H = Z mit Addition ganzer Zahlen. Wéhle ein festes m € Z und
betrachte die Abbildung

J— 7 — 7
mit i, (k) = mk. In der Tat gilt fiir alle k,[ € Z
L (K + 1) = m(k + 1) = mk +ml = pim (k) + (1)
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2. Betrachte die Abbildung
can : Z — Z]mZ

Y

die jeder ganzen Zahl a ihre Aquivalenzklasse
a=a+mZ=amodm

zuordnet. Dies heiflit auch die kanonische Abbildung, weil es die natiirlichste Abbildung
in die Quotientenmenge ist. Wir haben die Addition auf Z/mZ gerade so definiert, dass
can ein (surjektiver) Gruppenhomomorphismus ist: can(a +b) = a+ b =a+ b.

3. Sei G = (R,+) und H = (R, ). Wihle festes ein a € R und betrachte die Exponenti-
alabbildung
fa . R —> R>O

mit f,(z) = e**. Dann gilt mit den Rechenregeln fiir Exponentialfunktionen:
fala +y) = ) = %™ = f,(2) faly) -

4. Fiir eine beliebige Gruppe G und ein beliebiges Element g € G gibt es einen Homomor-
phismus f, : Z — G definiert durch i — ¢*. Da f,(¢)f,(j) = ¢'¢’ = ¢""7 = f,(i + j), vgl.
Bemerkung [2.1.3]2, ist dies tatsdchlich ein Homomorphismus.

Satz 2.2.3. Seien G und H Gruppen mit neutralen Elementen eg bzw. ey. Sei f: G — H ein
Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

1. f(eg) = €y
2. Fiir alle g € G gilt f(g7) = f(g9)7".

3. Ist f bijektiv, so ist
'y H-d

ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis:. 1. Wir rechnen zunéchst: f(eq) = f(eq - eq) = f(eq) - f(eq). Daraus folgt

en = fleq) ' flea) = fleq) ' [fleq)f(ec)]
= [flec) " fleq)] - flec) = en - flec) = fleq).

2. Fiir alle g € G gilt
Fla ) fg) = flg"9) = flec) = en .

Aus der Eindeutigkeit der Inversen f(g)~! von f(g) folgt f(g~') = f(g)~%
3. Seien h,h’ € H. Wir rechnen, da f bijektiv ist

PR SR = (e (7R - £
= (f(fl(h) - f1<h'>)>
=7 <f(f1(h>) - f(fl(h’>>>

=fYh-N). O
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wobei wir fiir (*) verwendet haben, dass f ein Gruppenhomoromorphismus ist. <<Wir
verwenden auch den typischen Trick, dass wir eine Identitit durch g=! o g ersetzen, was
wir dann weiter umformen konnen. “Alle wissen, dass 1 — 1 = 0 ist, Mathematiker*inen
wissen, dass 0 =1 —1 ist”.>>

Beispiele 2.2.4. Fiir den Gruppenhomomorphismus exp : R — R, exp(z) = €*, die Expo-
nentialfunktion aus Beispiel [2.2.2/2, bedeuten die Aussagen von Satz folgendes:

3. Die Umkehrfunktion
exp '=:log : Ryyg =R

ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. es gilt

log(zy) = log(z) +log(y) fiir 2,y € Ry .

Definition 2.2.5. Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heifit Gruppenisomorphismus.
Zwei Gruppen G, H heiflen isomorph, wenn es einen Gruppenisomorphismus f : G — H
gibt; in Zeichen: G = H.

“Isomorph sein” ist eine Aquivalenzrelation fiir Gruppen: die Relation ist reflexiv, weil die
Identitat ein Isomorphismus ist.

Wegen Satz [2.2.3]3 ist die Umkehrfunktion eines Isomorphismus auch ein Isomorphismus
und die Relation ist symmetrisch.

Sind f: G — H und g : H — K Gruppenisomorphismen, so ist auch go f : G — K ein
Gruppenisomorphismus (denn g(f(a - b)) = g(f(a)f(b)) = gf(a) - gf(b) und die Verkettung
von Bijektionen ist bijektiv); daher ist die Relation transitiv.

<<Da es keine Menge aller Gruppen gibt (so wie es keine Menge aller Mengen gibt) ist es
technisch nicht ganz korrekt von einer Aquivalenzrelation zu sprechen. Es gilt aber, dass der
Ausdruck “G ist isomorph zu H” reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.>>

Es kann fiir zwei gegebene Gruppen durchaus mehrere Gruppenisomorphismen geben, von
denen keiner ausgezeichnet ist. (Man sagt auch, die Gruppen sind nicht kanonisch isomorph.)

Beispiel 2.2.6. 1. Da e* fiir a # 0 eine Bijektion ist, sind (R, +) und (Rxq, -) isomorph.
Allerdings liefert jede der Abbildungen f, einen Isomorphismus; es gibt genau so wenig
eine ausgezeichnete Isomorphie der additiven Gruppe (R, +) auf die multiplikative Gruppe
(R, -) wie es fiir den Logarithmus eine ausgezeichnete Basis gibt.

2. Die Gruppe ({1, —1}, ) mit der iiblichen Multiplikation ist isomorph zu Z/2Z indem wir
1 — [0] und —1 + [1] abbilden.

3. Jede Bijektion von Mengen M und N induziert einen Isomorphismus Sym (M) =
Sym (N). Zum Beispiel ist Sym ({a,b,c}) = Sym ({1, 2,3}). Die Gruppen unterscheiden
sich nur in den Namen der Elemente.

4. Jede Symmetrie des gleichseitigen Dreiecks in D3 permutiert die drei Eckpunkte. Wenn
wir zwei Symmetrien verkniipfen, dann verketten wir auch die Abbildungen auf den Eck-
punkten. Wir erhalten einen Homomorphismus D3 — S3, der auch ein Isomorphismus
ist.
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5. Die Homomorphismen p,, : Z — Z k +— mk aus Beispiel [2.2.21 sind fiir jedes m # 0
injektiv, aber nur fiir m = +1 ein Gruppenisomorphismen.

Isomorphe Gruppen teilen all ihre wichtigen mathematischen Eigenschaften. Oft behandelt
man sie daher, als wéren Sie gleich, wir benennen nur die Elemente anders, vgl. Beispiel [2.2.6].3.
Aber unsere Intuition macht dennoch Unterscheidungen zwischen verschiedenen isomorphen

Gruppen, vgl. Beispiel [2.2.6] 1.
Wenn wir Homomorphismen zwischen Gruppen betrachten wollen, ist es oft dennoch sinn-

voll, isomorphe Gruppen nicht zu identifizieren, sondern ihnen ihren eigenen Namen zu belassen.

Definition 2.2.7. Seien G und H Gruppen und sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann heifit das Urbild des neutralen Elements ey € H

ker(f) := f~'(en) = {9 € G| f(9) = en}
der Kern von f und Im f := f(G) das Bild von f.
Satz 2.2.8. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
1. ker(f) ist eine Untergruppe von G.
2. [ ist injektiv < ker(f) = {eq}.
3. Im (f) ist eine Untergruppe von H.
4. f ist surjektiv < Im f = H.
Beweis:. 4. Klar nach der Definition von Surjektivitat. [

2. “=" Sei f injektiv. Sei g € ker f, d.h. f(g) = ey = f(eg). Die Injektivitiat von f impliziert
g = egq, also ker f = {eg}.
“<” Sei ker f = {eg}. Seien g, ¢’ € G mit f(g) = f(¢'). Zu zeigen ist g = ¢’. Wir rechnen

flald) ™) = F@)f(g) ™" = flo)f (o) =en.
Also g(¢')™! € ker f = {ec}. Das heiit g(¢g')~! = eg, also g = ¢’. Also ist f injektiv.

1. Wir iiberpriifen die Untergruppenaxiome aus Definition [2.1.13

(UG1) Wegen f(eq) = ey ist eg € ker f.
(UG2) Seien g, ¢’ € ker f. Dann folgt

flag) = f(9)f(g") =en-en =en,

also ist gg’ € ker f .
(UG3) Sei g € ker f. Dann folgt

Fla)=Fflo) " =eg =en,
also g~! € ker f.

3. Wir iiberpriifen die Kurzversion der Untergruppenaxiome aus Ubung 5.2: Im f ist nicht
leer, da f(eg) € Im f und fiir f(a), f(b) € Im f gilt f(a)f(b)™* = f(ab™!) € Im f mit
Satz [2.2.3]
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Bemerkung 2.2.9. Ein Wort noch zur (méglicherweise verwirrenden) Namensgebenug: Wir
nennen allgemein die Funktion - : G x G — G einer Gruppe Verkniipfung und das Element e
neutrales Element oder Einselement.

Gelegentlich behandeln wir die Verkniipfung wie die Multiplikation und schreiben ab fiir a-b
und a? fiir a-a-a. Wir sagen, dass wir die Gruppe multiplikativ schreiben. Ich spreche dann auch
gelegentlich (etwas ungenau) von Multiplikation in der Gruppe und nenne das neutrale Element
die Fins und lese gh als “g mal h” statt “g verkniipft mit A”. Im Gegensatz zur Multiplikation
in Q oder R nehmen wir aber nicht an, dass a-b=1"b- a ist.

In einer abelschen Gruppe, in der a-b = b-a gilt, schreiben wir die Verkniipfung oft additiv
als @ + b und nennen das neutrale Element Null.

Wir nenne auch die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen Verknipfung, alternativ
Verkettung oder Komposition. In der symmetrischen Gruppe zum Beispiel ist die Verkniipfung
von Gruppenelementen durch die Verkniipfung von Abbildungen gegeben. Aber im Allgemeinen
bilden Abbildungen keine Gruppe und die Verkniipfung von Gruppenelementen lésst sich nicht
als Verkniipfung von Abbildungen definieren! Wir bezeichnen also mit dem gleichen Wort zwei
verschieden Konzepte und miissen aus dem Kontext entscheiden, welches gemeint ist.

2.3 Korper

Es kommt oft vor, dass eine Menge zwei Operationen hat. Wir abstrahieren zuerst die Eigen-
schaften von R und Q. Sie formen eine kommutative Gruppe unter Addition und beinahe eine
additive Gruppe unter Multiplikation.

Definition 2.3.1. Ein Kdrper ist eine Menge K mit zwei assoziativen Verkniipfungen +, -
.0 KxK-oSK,
fiir die die folgenden Axiome gelten:
(K1) (K, +) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet.
(K2) (K \ {0}, ) ist eine abelsche Gruppe, deren neutrales Element wir mit 1 bezeichnen.
(K3) Es gilt das Distributivgesetz: fiir alle a,b,c € K gilt
(a+b)-c=a-c+b-c.

Beispiele 2.3.2. 1. (Q,+,-) und (R, +, ) sind Kérper

2. Auch die ganzes Zahlen haben Addition und Multiplikation, aber (Z, 4+, -) ist kein Korper,
da (Z\ {0}, ) keine Gruppe ist.

3. Ein Korper K muss mindestens zwei unterschiedliche Elemente haben, 0 und 1 € K\ {0}.
In der Tat gibt es einen Korper mit genau zwei Elementen, iiberlegen Sie sich die einzig
moglichen Regeln fiir Addition und Multiplikation!

Wir werden bald zwei weitere wichtige Beispiele von Korpern treffen.
Bemerkungen 2.3.3. 1. Es folgt aus der Rechnung
0-a=(040)-a=0-a+0-a,
dass 0-a=a-0=0 fir alle a € K.

Da 0-a = 0 fiir alle @ € K kann 0 kein Inverses haben, wenn wir zwei Verkniipfungen mit
Distributivgesetz haben. Es ist also notwendig, K \ {0} zu betrachten um eine Gruppen-
struktur fiir - zu finden.
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2. Es ist automatisch, dass die Multiplikation Werte in K \ {0} annimmt: Aus ab = 0 folgt
immer a = 0 oder b = 0, denn wenn @ und b Inverse haben ist 1 = a tabb~! = a=10b7 1,
was ein Widerspruch hat. Wir sagen ein Korper hat keine Nullteiler.

3. Wir nennen die Verkniipfung + Addition und die Verkniipfung - Multiplikation. Wir
lassen auch oft den Punkt “” weg, wenn wir die Multiplikation schreiben:

a-b=:ab

Das zu a € K beziiglich der Addition + inverse Element schreiben wir als —a. Das zu
a € K\ {0} beziiglich der Multiplikation - inverse Element schreiben wir als 1 = a~*. Wir
setzen wie von den rationalen Zahlen her vertraut

1 a
a+(=b)=:a und a (b) ;

Satz 2.3.4. Ser K ein Korper. Dann gilt fir alle a,b,c € K:
1. (-1)-a=—-aund (-1)-(—-1) = 1.

2. Ausb-a = c-a und a # 0 folgt b = c¢. Man kann also in Korpern durch von Null
verschiedene Elemente kiirzen.

Beweis:. 1. Aus der Distributivitét folgt a + (—1)a = (1 — 1)a = 0, also ist (—1) - a das
additive Inverse von a.

Insbesondere ist (—1) - (—1) das additive Inverse von —1 und damit 1 wegen Satz[2.1.5]3.

2. Da a # 0 gilt, gibt es ein multiplikatives Inverses a~!. Wir rechnen wie im Beweis von

Satz 2.1.5

b=>blaa" ') = (ba)a™' = (ca)a™ = claa™") = c.

Mit dem Satz konnen wir zum Beispiel rechnen a(—b) = a(—1)b = (—1)ab = —ab.

2.4 Die komplexen Zahlen

Wir fithren den Korper der komplexen Zahlen ein. Er hat zahllose theoretische und praktische
Anwendungen.

Wir wissen schon, dass (R?, +) eine abelsche Gruppe ist und wollen eine Multiplikation
definieren.

Fiir die Multiplikation kann man allerdings nicht die komponentenweise Multiplikation be-
nutzen, um einen Korper zu erhalten. Denn es gilt fiir die komponentenweise Multiplikation

() () =)

wir haben also Nullteiler und das macht es unmdoglich, Inverse zu finden.
Andererseits ist ein Argernis der rellen Zahlen, dass es fiir die Gleichung 2? = —1 keine
Losung gibt. Wir fithren also eine neue imagindre Zahl i ein mit i = —1.

Wir kénnen nun ein Element (a) € R? als a + bi mit unserem neuen Symbol i schreiben.

b
Die Addition ist weiterhin (a + bi) + (@’ + Vi) = (a +a’) + (b+¥')i. Ein Vektor in R? ist nichts
als ein Paar von reellen Zahlen, und wir schreiben unsere Zahlen einfach anders auf.

41



In dieser Schreibweise ist ¢ nichts als ein Name fiir den Vektor <O> wahrend wir den Vektor

1

einfach mit dem Symbol 1 schreiben (das wir sogleich als multiplikatives neutrales Element

1 0 . .
a(O)—l—b(l) =a-1+b-i=a-+bi

Das ist eine eindeutige Schreibweise,

1
0
weglassen). Also

Definition 2.4.1. Wir bezeichnen mit (C, +, -) die Menge der komplexen Zahlen {a+bi | a,b €
R} mit der komponentweisen Addition und der Multiplikation

(a+ bi)(a + Vi) = (aa’ — bb") + (ab' + ba')i

Woher kommt die Multiplikationsregel? Einerseits gilt (0 +1-4)(0+1-i) = —1, was wir
wiinschen.
Andererseits folgt notwendigerweise aus dem Distributivgesetz, dass

(a+bi)(a' + Vi) = (ad' + (ab + ba')i + b’ - i*
= (aa’" = bb') + (ab’ + ba')i

und mit i? = —1 ist die Multiplikation nun festgelegt!
Satz 2.4.2. (C,+,-) ist ein Korper.

Beweis:. (C,+) ist eine abelsche Gruppe, wir haben ja nur die Elemente der abelschen Gruppe
R? anders benannt.

Das Assoziativitatsgesetz fiir die Multiplikation iiberlassen wir als (langwierige aber einfa-
che) Ubung.

Das neutrale Element der Multiplikation ist 1 = 1 + 0 und und fiir jedes a + bi # 0 ist
a—bi

-\ —1
(CL+bZ) :m

ein multiplikatives Inverses, denn wir rechnen

a—bi  (a+bi)a—bi) a+b*+0
a+ bi - = — -1
a? + b2 al + b2 a? + b2

Auch Uberpriifung des Distributivgesetzes iiberlassen wir als Ubung. O

Fassen wir die Ebene R? dermafien als Korper der komplexen Zahlen auf, so sprechen wir
auch von der komplexen Zahlenebene. .

Die komplexe Zahl ¢ = 0 + 1 - ¢ heifit imagindre Finheit.

Die injektive Abbildung

R—C
A= A-14+0-4

erlaubt es, die reellen Zahlen mit einem Unterkdrper der komplexen Zahlen zu identifizieren,
also einer Teilmenge, die unter allen Korperoperationen abgeschlossen ist.

Gegeben eine beliebige komplexe Zahl x = 1 + x9i € C nennen wir x; = Re (z) € R den
Realteil und x5 = Im (x) € R den Imagindrteil von x:
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o (- ()

\ 4

Die reellen Zahlen liegen dann auf der horizontalen Achse, der sogenannten reellen Achse.
Vertikal durch 0 verlauft die imagindre Achse.

Definition 2.4.3. 1. Die Abbildung

C — C

T =21+ 2ol —T=2T — 1T

heifit komplexe Konjugation. Wir vertauschen i und —¢, denn algebraisch sind diese beiden
Losungen von i2 = —1 nicht zu unterscheiden!

Geometrisch ist komplexe Konjugation die Spiegelung an der reellen Achse.

2. Fiir eine komplexe Zahl z = 21 + 291 € C heifit

2] := /22 + 22

der Absolutbetrag von z. Geometrisch betrachtet ist dies der euklidische Abstand von 0
zum Punkt z in der Ebene.

Bemerkungen 2.4.4. Seien z,w € C beliebig.
1. Sofort aus der Definition folgt T=1,0=0,i = —i und z + w = Z + W sowie zZ = 2

W

I

2. Man kann auch nachrechnen z-w =
3. Man rechnet z - 2 = (21 + 291) (21 — 201) = 22 + 23 = |z|%.
4. Aus der Dreiecksungleichung in R? folgt |z + w| < |z| + |w|.

5. Aus 3. und 4. folgt |z - w| = |z||w]. Nun kénnen wir £ = Z schreiben. Dies ist eine

mogliche Herleitung unserer Formel aus dem Beweis von Satz [2.4.2]

IS
I

Wir kénnen eine komplexe Zahl auch geometrischer auffassen.

Definition 2.4.5. Sei z € C\ {0}; dann heiit der Winkel zwischen der reellen Achse und dem
Vektor z das Argument von z.

Zeichnung;:
R A
. \gu — a(z1) /ﬁw
-1 I 1
Im (2) > 0 : b () <0
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Anders ausgedriickt ist das Argument von z die eindeutig bestimmte reelle Zahl ¢ € [0, 27),
fiir die gilt
z= ]z|(cosgo +isin gp) = |z]e"®
Fiir die Multiplikation von z = |z|e?® und w = |w|e? gilt
i(p+0)

wz = |wl|zle

Mehr iiber diese Sichtweise lernen Sie in Analysis.

2.5 Ringe

Wir wéren nun bereit Vektorrdume iiber allgemeinen Korpern zu betrachten, aber ein weiteres
algebraisches Konstrukt werden wir spéter brauchen. Wir haben festgestellt, dass die ganzen
Zahlen mit Addition und Multiplikation kein Korper sind, sie sind aber ein hoch interessantes
mathematisches Objekt.

Definition 2.5.1. 1. Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen

+: RxR—R (a,b) — a+b
RxR— R (a,b) — a-b

heilt ein Ring, wenn gilt:

(R1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) Die Multiplikation ist assoziativ.
(R3) Es gelten die beiden Distributivgesetze: fiir alle a, b, c € R gilt

a-(b+c)=a-b+a-c (a+b)-c=a-c+b-c

2. Ein Element 1 € R heifit Finselement oder Fins, wenn fiir allea € Rgilt 1-a=a-1=
a . Ein Ring mit Einselement heifit auch wunitdrer Ring, oder einfach Ring, wenn man
annimmt, dass jeder Ring eine Eins hat. Das werden wir in diesem Kurs tun.

3. Ein Ring heifit kommutativ, wenn fiir alle a,b € R gilt a-b=10b"a.

Bemerkungen 2.5.2. 1. Man beachte, dass die Addition in einem Ring immer kommutativ
ist, die Multiplikation aber nicht kommutativ sein muss.

2. Wir vereinbaren fiir alle Ringe die Regel “Punkt vor Strich”.

3. Ist R ein Ring und 0 € R das neutrale Element der abelschen Gruppe (R, +), genannt
das Nullelement, so gilt fiir alle a € R wie in einem Korper

O-a=a-0=0.

Beispiele 2.5.3. 1. Die ganzen Zahlen mit Addition und Multiplikation sind ein kommu-
tativer Ring (Z, +, -).

2. Jeder Korper ist ein kommutativer Ring, insbesondere Q oder R.
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3. Ist I C R ein Intervall und
R:={f: I —-R}

die Menge der reellwertigen Funktionen, so definieren wir Verkniipfungen durch Operatio-
nen auf den Funktionswerten, wir nennen dies punktweise Addition und Multiplikation:

(f +9)(x) :=f(x) + g(x)

(f-9)(x) = f(z)-g(z)
Sie versehen R mit der Struktur eines kommutativen Rings. Wir priifen zum Beispiel
die Assoziativitdt der Multiplikation: (f(gh))(z) = f(z)(gh(z)) = f(x)(g(z)h(z)) =
(f(x)g(x))h(x) = ((fg)h)(x). Die Funktion — f schickt = nach — f(x), das additive neu-

trale Elemente ist die konstante Funktion z — 0 und das multplikative neutrale Element
ist die konstante Funktion x + 1.

Dieser Ring ist kein Korper, denn eine Funktion f, die den Wert 0 annimmt, aber nicht
konstant 0 ist, hat kein multiplikatives Inverses.

Allgemeiner sei M eine Menge und R ein Ring. Dann wird die Menge der Abbildungen
{f: M — R} mit der punktweisen Addition und Multiplikation zu einem Ring.

4. Auf der abelschen Gruppe Z/mZ mit m € N aus Beispiel kann man durch
@-b:=a-b
eine Multiplikation definieren. Sie ist wohldefiniert, denn fiir
a—a =mk und  b—0b =ml
mit k, [ € Z, so folgt
a-b=(a+mk) +ml)=dV +m(kb +dl+mkl) ,

so dass die Multiplikation nicht von der Wahl der Représentanten abhéngt. Die Assoziati-
vitdt der Multiplikation und die Distributivgesetze vererben sich von Z. Wir priifen zum
Beispiel

a-(b+é)=a-b+c=a-(b+c)=a-b+a-c=a-b+a-c=a-b+a-c.

Es liegt ein kommutativer Ring mit Eins 1 vor, den wir Restklassenring nennen.

Wir rechnen zum Beispiel in Z/4Z:

ol ol
w| |
[« N
o Ol

2.1=2 =6=

Die Menge (Z/mZ \ {0},-) ist also nicht immer eine Gruppe, denn fiir m = 4 hat die
Restklasse 2 offenbar kein (multiplikatives) Inverses.

Der Restklassenring Z/mZ aus Beispiel 4 gibt uns unser letztes Beispiel fiir Korper,
genau genommen eine unendliche Famile von Kérpern.

Satz 2.5.4. Der Restklassenring Z/mZ ist genau dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

Wir schreiben oft F, fiir eine Primzahl p um zu betonen, dass wir die Korperstruktur
betrachten, wihrend wir mit Z/pZ oft nur die zyklische Gruppe unter Addition meinen.
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Beweis:. Ist m keine Primzahl, so gibt es 1 < k, [ < m mit m = k- 1. Also ist k,1 # 0, aber
0=m=F-l=k-l. Wegen Bemerkung .1 kann Z/m kein Korper sein.

Sei umgekehrt m prim. Wir miissen zeigen, dass jedes k € Z/mZ ein multiplikatives Inverses
hat. Wir betrachten die additive Untergruppe H, die von k, erzeugt wird wie in Beispiel 2.1.15]3,
also ..., —2k,—k,0,k,2k,3k,... (additiv geschrieben).

Da Z/mZ endlich ist, ist auch |H| endlich. Nach dem Satz von Lagrange gilt
|H| | |Z/mZ| = m. Aber da m prim ist gilt |H| = 1 (unmoglich, da 0 # k) oder |H| = m. Mit
|H| = m gilt H = Z/mZ und insbesondere gibt es ¢ € Z mit ¢ -k = 1 € Z/mZ (hier schreiben
wir ¢ - k fiir die /-fache Summe von k mit sich selbst. Dies ist keine Ringmultiplikation, da ¢
und k in verschiedenen Ringen leben!)

Es gilt nun nach Definition ¢-k = ¢ - k = ¢+ k und damit ist ¢ das gesuchte Inverse fiir k. O

Eine besondere Eigenschaft von F,, ist, dass die p-fache Summe der 1 mit sich selbst gleich 0
ist, also 1+1+---+1 = 0. Im Gegensatz dazu ist jede Summe von einsen in Q oder R ungleich
null. Die Charakteristik eines Korpers K ist das kleinste msodass m-1=1+1+---4+1=0
ist, oder 0 wenn es kein solches m gibt.

Definition 2.5.5. Seien (R, +,-) und (S, ®,®) Ringe, so heifit eine Abbildung
0 R— S
Ringhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € R gilt

pla+0b) = p(a) ® »(b)
p(a) © p(b) = p(a-b)
¢(1r) = 1s

Beispiele 2.5.6. 1. Die kanonische Abbildung von Z auf Z/mZ aus Beispiel [2.2.2/2, die
durch a — a + mZ gegeben ist, ist nicht nur ein Gruppenhomomorphismus sondern auch
ein Ringhomomorphismus. Dies folgt sofort aus der Definition.

Umgekehrt ist die Abbildung e : Z/mZ — 7Z, die jede Restklasse zu ihrem kleinsten
nichtnegative Element schickt kein Ringhomomorphismus, da sie nicht einmal ein additi-
ver Gruppenhomomorphismus ist.

2. Wegen der Bemerkungen [2.4.4] respektiert die komplexe Konjugation Addition und Mul-
tiplikation in C, wir haben also einen bijektiven Ringhomomorphismus C — C.

Manchmal ist es aus dem Zusammenhang klar ob wir von einem Gruppenhomomorphismus
oder Ringhomomorphismus sprechen und wir sagen nur Homomorphismus, aber im Zweifelsfall
ist es besser, genauer zu sein.

Bemerkung 2.5.7. Wie schon erwédhnt ist jeder Kérper insbesondere ein kommutativer Ring.

Sei K ein Korper und E ein Ring, der nicht der triviale Ring {0} ist. Dann ist jeder
Ringhomomorphismus ¢ : K — FE injektiv: Da ¢ insbesondere ein Gruppenhomomorphismus
der additiven Gruppen ist, reicht es, den Kern von ¢ zu berechnen. Angenommen, es wire
¢(a) =0 fiir a # 0. Dann gilt

o(1) = plaa™) = pla)p(@) ™ = Op(a) =0
was nur gelten kann, wenn 0 = 1 in E, aber dann sind alle Elemente in E gleich 0 und £ = {0}.

Wir brauchen spéter noch eine spezielle Familie von Ringen, die Polynomringe. Sei K ein
Korper oder, allgemeiner, ein kommutativer Ring.
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Betrachtung 2.5.8. 1. Wir legen einen Kérper K fest (wir kénnten auch allgemeiner einen
kommutativen Ring R wéhlen).

Wir betrachten die Menge aller formalen Ausdriicke ag + a1t + ast? + ... a,t", wobei die
Koeffizienten (ag, ay, - - . ,a,) Elemente von K sind und die ¢ Symbole. Wir identifizieren
t° mit 1 und wir identifizieren Ausdriicke wie 1 +¢ und 1+ ¢+ 0¢2, indem wir Terme 0 - t"
weglassen. Diese formalen Ausdriicke formen die Menge der Polynome.

Der Grad eines Polynoms f = ag + ait + ast? + ... a,t" ist —oo, falls f = 0, sonst gleich
dem max;{i | a; # 0}. Zum Beispiel gilt grad(t® + 2t + 1) = 3.
2. Seien
fri=ag+ait+ast> +...ant" und g :=by+ bit +bot* + ... bpt™
Polynome. Wir addieren Polynome, indem wir die Koeffizienten addieren,
f+9=(ao+bo) + (a1 +bi)t + (az + bo)t* + ... (an + bw))t"
wobei N das Maximum von m und n ist und wir fehlende Koeffizienten gleich 0 setzen
kénnen.
Zum Beispiel ist (2 4 227) + (22 + 4x) = 2® + 32% + 4a.

Wir multiplizieren Polynome, indem wir “ausmultiplizieren”, also formal das Distributiv-
gesetz anwenden und die Regel t* - t* = t*** verwenden:

f g = (lob() + ((llbo + Cbobl)t + (a2b0 + (llbl + Qo + aobg)tQ —+ ...

Der Koeffizient von ¢ in f- g ist also Y _,_, agbn—g. Zum Beispiel ist (¢ —1)(t+1) = t*—1

Damit bildet die Menge Kt] der Polynome einen kommutativen Ring, den Polynomring
iiber K.

3. In einem Polynom f € K]Jt| konnen wir ¢ durch ein beliebiges A € K ersetzen und
erhalten einen Wert f()\) € K. Zum Beispiel erhalten wir fir K = R und f(t) = ¢* — 3
fiir A = V2 die Zuordnung V2 \/54 — 3 =4—3 = 1. Diese Auswertung bei \ ist ein
Ringhomomorphismus K[t] — K.

So liefert jedes Polynom f € K[t| eine Funktion K — K, in dieser Form haben Sie Poly-
nome schon getroffen. Ein Polynom ist aber nicht gleich der Funktion, die es beschreibt!
t + t* € Fy[t] nimmt als Funktion immer den Wert 0 an, es ist aber nicht das gleiche
Polynom wie 0 € Fyt].
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3 Vektorraume

3.1 Vektorraume

Nach unserer Vorarbeit in der Algebra kommen nun zum Begriff eines allgemeinen Vektorraums,
der fiir die lineare Algebra zentral ist. Genauer gesagt werden wir fiir jeden gegebenen Koérper
K den Begriff eines K-Vektorraums einfithren. Der Kérper K wird bei unseren Betrachtungen
(fast) immer festgehalten werden.

Wir haben abstrakte Korper eingefithrt um iiber beliebige Vektorrdume sprechen zu kénen.
Es gibt sehr viele interessante Korper in der Mathematik, aber in diesem Skript kann K nur
R,C,Q oder IF, sein. Wenn Sie an irgendeiner Stelle feststecken und die Ubersicht verlieren ist
es durchaus ratsam erst einmal zu sehen, ob Sie die Situation fiir K = R verstehen.

Definition 3.1.1. 1. Sei K ein Korper. Ein K—Vektorraum oder auch Vektorraum tiber K
ist ein Tripel (V,+,-) bestehend aus einer Menge V' und Abbildungen

+: VXV =V - KxV =V,
die den folgenden Axiomen geniigen:

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe
Fiir alle v,w € V und «, 8 € K gilt:
(V2a) (a+p)-v=a-v+-v
(V2b) a-(v+w)=a-v+a-w
(V2¢) (a-B)-v=a-(6-v)
(V2ad) 1-v=w

2. Die Elemente eines Vektorraums heilen Vektoren. Das neutrale Element 0 von (V,+)
heifit Nullvektor. Im Zusammenhang mit K-Vektorrdumen nennt man Elemente von K
auch Skalare. Die Verkniipfung - heif3t Skalarmultiplikation.

Das neutrale Element der Addition im Koérper K und die Inversen in K treten in der
Definition nicht auf, spielen aber in der Theorie der Vektorrdume eine grofie Rolle.

Um Verwechslungen zu vermeiden kénnen wir O fiir das neutrale Element von (K, +) und
Oy fiir das neutrale Element von (V, +4) schreiben. Meist ist aber aus dem Zusammenhang klar,
welche Null gemeint ist.

Beispiele 3.1.2. 1. Sei K ein beliebiger Korper. Definiere auf dem kartesischen Produkt

Ty
V::K”:{ : |xieK},
Tn

also den n-tupeln von Korperelementen, die Addition komponentenweise durch

x (1 Ti+
S Bl N B :
und die skalare Multiplikation - : K x V — V durch komponentenweise Multiplikation

T (e %]

Tn ax,
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0 —X1
Dann ist (K™, +, ) ein K—Vektorraum mit Og» := | : | und —z =
0 —Tn

Da Addition und Skalarmultiplikation komponentenweise definiert sind kénnen wir auch
alle Axiome komponentenweise priifen.

Zum Beispiel ist

T i T1+ alzy + 1) axy + ayy 1
- -+ = - . = . = = - 4+

Ty Yn Ty, —|— Yn alx, '—i— Yn) ax, + ayy,) Ty,
und das zeigt (V2b).
2. Setzen wir K = R erhalten wir unsere Beispiele R? und R™ vom Beginn des Kurses zuriick.
3. Setzt man speziell n = 1, so folgt, dass jeder Koérper K auch ein K—Vektorraum ist.

4. V = ({0}, +, ) heiBt der Nullvektorraum. Da jeder Vektorraum zumindest den Nullvektor
enthélt ist dies der kleinstmogliche Vektorraum. Wir schreiben den Nullvektorraum als
{0}. Wir erhalten den Nullvektorraum auch als K° fiir beliebiges K!

5. (C,+, grxc) = (R? +,-) ist ein R-Vektorraum. Wenn wir C als R-Vektorraum betrachten,
vergessen wir grofle Teile der Multiplikation.

6. (R,+, |gxr) ist ein Q-Vektorraum!
7. Sei X eine Menge und W ein K—Vektorraum. Dann wird die Menge der Abbildungen

Abb(X, W) durch die Operationen auf den Funktionswerten zu einem K—Vektorraum.

Genauer: Gegeben f,g € Abb(X, W), setze (f + g)(z) = f(z) + g(x). Dies ist eine
abelsche Gruppe mit neutralem Element 0(z) = 0 und Inversen (—f)(x) = —f(x). Die
skalare Multiplikation ist durch (A\f)(z) := Af(x) definiert.

Alle Axiome sind leicht zu priifen (siche Ubungsblatt).
8. Die Menge aller unendlichen Folgen formt einen Vektorraum, denn wir kénnen wieder
komponentweise skalar multiplizieren und addieren.
In der Tat sind Folgen mit Werten in K nur Abbildungen von N nach K!
Auch die Teilmenge der Folgen, die nach 0 konvergieren bildet einen Vektorraum! Das

folgt aus Resultaten, die Sie in Analysis zeigen.

9. Seien V, W zwei beliebige Vektorrdume. Dann definieren wir die (Guflere) direkte Summe
V @& W wie folgt: Elemente von V & W sind Paare (v € V,w € W). Die Addition
erfolgt durch (v,w) + (v, w') = (v + v/, w + w’). Skalarmultiplikation ist gegeben durch
A (v,w) = (A, Aw). Es gilt —(v,w) = (—v, —w) und Oygw = (Oy,Ow ). Wieder priift
man die Axiome Komponentenweise.

Satz 3.1.3. Sei K ein Korper und V ein K—Vektorraum. Dann gilt fir alle v,w € V und
ae K

1. OK~U:0V

2. Oé'OV:OV
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3. Aus a- v = 0y folgt o = 0 oder v = 0y.
4. (=1)-v=—v
Beweis:. 1. Og -v = (0 +0g) - v =0k - v+ Og - v. Hieraus folgt Ox - v = Oy.
2. a0y =a-(0y +0y) =a-0y + «-0y. Hieraus folgt o - 0y = Oy
3. Sei - v =0 und a # 0. Wir rechnen:

= 1l.-v=(at. = ala-)=at -0y =0v.
Vo v=(a" ) (vzc)& (a-v) =« v =0y

Man beachte, dass hier die Existenz multiplikativer Inverser in K eingeht.

4. Wir berechnen

-1 = (-1 1l-v = (-14+1)v=0-v=0y. U
( )U+U(V2d)( Jut U(V2a)( Fhv =0 v =0y

Ab sofort unterscheiden wir in der Notation nicht mehr Ox € K und 0y € V.

3.2 Untervektorraume

Definition 3.2.1. Sei (V,+,) ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V' heifit Untervektor-
raum und wir schreiben W < V| falls sie den folgenden Axiomen geniigt:

(UV1) W 0

(UV2) Fiir alle v,w € W gilt v + w € W. Wir sagen auch, W sei unter der Addition von V'
abgeschlossen.

(UV3) Fiir alle « € K und v € W gilt a-v € W. Wir sagen auch W sei unter der skalaren
Multiplikation abgeschlossen.

Satz 3.2.2. Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Sei W C V' ein Untervektorraum. Sei +y die
Einschrdnkung von

+: VxV =V
auf +w: WxW —=>W

Sei -y die Finschrinkungen von

KxV =V
auf -w: KxW —=W

Dann ist (W, +w,-w) ein K-Vektorraum. Der Nullvektor in W stimmt mit dem Nullvektor in
V' diberein.

Beweis:. 1. Wir beweisen zunéchst, dass (W, +y) eine abelsche Untergruppe von (V,+)
ist: Offenbar impliziert (UV2) das Untergruppenaxiom (UG2). Mit v € W ist mit & = —1
nach (UV3) auch

(—v=—veW,

so dass (UG3) erfiillt ist. Da W wegen (UV1) nicht leer ist wihlen wir w € W und dann
ist auch Oy = w —w € W. (Alternativer Beweis: es Oy = 0; - w € W.) Damit gilt (UG1).
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2. Wegen (UV3) definiert -y tatséchlich ein Produkt K x W — W (a priori nimmt die
Einschrankung Werte in V' an). Die Axiome (V2a-d) gelten sogar fiir alle Elemente in V|
also erst recht fiir alle Elemente in der Teilmenge W.

[

Beispiele 3.2.3. 1. K =R und (C, +,-). Dann ist
WR:{Zj—i—Ol‘ .IlER}
ein Untervektorraum, ebenso

Ws={0+mzy-1| 22 €R}

2. Aber fiir K = C sind dies keine Untervektorraume: etwa fira=1€ K undv=1+0-1 €
WR ist
a-v=0+1)-1+0-i)=1-1¢ Wg.

3. Fiir jeden Vektor v € R™ \ {0} ist die Gerade Gy, durch 0 ein Untervektorraum von R”,
aber fiir p # 0 ist G, im Allgemeinen kein Untervektorraum, es sei denn 0 = p+tv € Gy,
fir t € R.

4. Jeder Vektor v in einem Vektorraum V' erzeugt einen Untervektorraum Kv = {\v | A €
K}. Zum Beispiel ist Wy = Ri.

5. Im Vektorraum der reellwertigen Folgen sind die Nullfolgen ein Untervektorraum denn
aus der Analysis wissen Sie, dass Summen und Vielfache von Nullfolgen wieder Nullfolgen
sind.

6. In jedem Vektorraum V sind V selbst und W := {0} Untervektorraume. W = {0} heifit
der triviale Untervektorraum.

7. Jeder Untervektorraum eines Untervektorraums von V ist selbst ein Untervektorraum
von V.

Wir kéonnen aus Unterrdaumen neue Vektorrdume konstruieren. Sei V' ein Vektorraum und
seien Wy, Wy Untervektorrdaume von V. Dann ist auch W; N W5 ein Untervektorraum. Wir
haben sogar allgemeiner:

Satz 3.2.4. Sei I eine beliebige Menge und {W;}icr eine Famile von Untervektorrdumen von
V', d.h. fir jedes i € I gibt es ein W; < V. Dann ist auch Nieg/W; ={w eV |Vie I :we W;}
ewn Untervektorraum von V.

Beweis:. Falls I = () ist NgW; =V, was trivialerweise ein Untervektorraum ist.
Sei also I nicht leer. Wir priifen.

(UV1) Fiir alle ¢ € I gilt 0y € W, also gilt nach Definition Oy € N;W;.
(UV2) folgt, da mit v,w € W; auch v + w € W; liegt, also aus v, w € N;W; folgt v + w € N;W;.
(UV3) folgt analog. O
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Bemerkung 3.2.5. W; U W; ist im Allgemeinen kein Untervektorraum.
Als Gegenbeispiel betrachte C als reellen Vektorraum, K = R und V = C, und

WrUWg = {21 +x21| 21 =0 oder zo = 0}.

Dies ist das Achsenkreuz bestehend aus der reellen und imaginéren Achse. Dann ist x = 1+0-i €
Wg auf der reellen Achse und y = 0+ 1-1 € Wy auf der imagindren Achse. Die Summe
r+y=1+1-1i¢g WgUWsyg ist aber nicht auf dem Achsenkreuz.

Da W; UW, selbst kein Untervektorraum ist definieren wir einen minmialen Unterraum, der
Wy und Wy enthélt:

Definition 3.2.6. Sei V ein K—Vektorraum, » € N* und seien W1,..., W, C V Untervek-
torraume. Dann heif3t

T

W1+...+WT::{UGV|3wi€I/I/i mitv=Zwi}

i=1
die (innere) Summe der Untervektorrdume Wy, ..., W,.
Zum Beispiel ist C wie in Beispiel [3.2.3/1 als Vektorraum die Summe von Wk und Ws.

Lemma 3.2.7. Die Summe Wi+ ---+W, aus Definition[3.2.6 ist ein Untervektorraum von V',
der Wy U---UW, enthdlt, und jeder andere Untervektorraum, der W1 U ---UW, als Teilmenge
enthdlt, enthdlt auch Wi + --- + W, als Untervektorraum.

Beweis:. Wir priifen:
(UV1) gilt,da0=0+---+0€ Wy +---+ W,.

(UV2) gilt, da aus v = wy + -+ - + w, und v' = wj + --- + w.. folgt, dass v +w = (wy + w}) +
(W) eWy+ -+ W, da w; +w) € W,

(UV3) folgt da mit v = wy + - +w, gilt \v = ANw; +...w,) = wy +... Aw, e Wy +---+W,.

Jedes W; ist in Wy + - - - 4+ W, enthalten, denn wy =04 --- +w; +---+ 0 und 0 ist in jedem
W+ enhalten.

Sei weiterhin U < V' gegeben mit W; C U fiir alle i. Sei v = w; + ... w, € Wy +--- + W,
beliebig. Dann gilt v € U, da U unter Summen abgeschlossen ist. O]

Da jeder andere Untervektorraum, der alle W, enthéilt auch die Summe enthélt, ist die
Summe notwendigerweise der kleinste Untervektorraum, der alle W; enthilt. Wir sagen die
Summe ist minimal mit dieser Eigenschaft.

Lemma 3.2.8. Sei V' ein K—Vektorraum, seien W1, Wy C V' Untervektorrdume mit W1 +W, =
V. Dann sind dquivalent:

2. Jedes Element v € V ldsst sich in eindeutige Weise als Summe v = wy + wo mit w; € W
schreiben.
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Beweis:. Wir zeigen zuerst 1 =2. Wegen V' = W; + W, lasst sich jedes v € V schreiben als
v = wy + wo mit w; € W;. Angenommen, es gibe eine weitere Darstellung:

v =w + wy = W) + wh wi e W; .

Daraus folgt
wl—wllzw;—wgewlﬂWQ:{O},
also wy = w| und wy = wh,.
Umgekehrte nehmen wir an, dass w € Wy N W, liegt. Dann ist w + 0 = 0 + w und nach der
Eindeutigkeit muss gelten w = 0. [

Definition 3.2.9. Ist V = W, + W, und gilt W, N W,y = {0}, so sagt man, V sei die (innere)
direkte Summe der Untervektorrdume W7 und W, in Zeichen

V:W1@WQ.

Beispiel 3.2.10. Die Summe C = Wy + W ist direkt da W N Wg = {0}, also C = W & Wi.
Betrachten wir dagegen Wy 4+ Wy C C dann gilt offensichtlich Wy N Wy = Wy und die
Summe ist nicht direkt.

Wir haben die Notation ¢ schon einmal benutzt! Man beachte den leichten Unterschied im
Kontext: Wenn wir zwei Unterrdume von V' betrachten, dann gibt es immer die Summe und
manchmal ist diese Summe eine (innere) direkte Summe. Wenn wir dagegen zwei Vektorraume
fiir sich betrachten, konnen wir immer die (4uflere) direkte Summe bilden. Da es leicht ist, aus
dem Auge zu verlieren, ob wir einen Vektorraum als Unterraum eines anderen Vektorraums
auffassen oder fiir sich selbst, sollten wir sicherstellen dass keine Widerspriiche entstehen.

Zu diesem Zweck wollen wir zwei verschiedene Vektorrdume identifizieren, wie zuvor iso-
morphe Gruppen. Dafiir brauchen wir erst einmal einen Begriff von Abbildung zwischen Vek-
torrdumen.

3.3 Lineare Abbildungen

Vektorrdaume sind die zentralen mathematischen Objekte der linearen Algebra. So wie wir
schon fiir Gruppen eine passende Klasse von Abbildungen ausgezeichnet haben, namlich die
Gruppenhomomorphismen, so miissen wir auch fiir Vektorrdume eine Klasse von Abbildungen
finden, die mit der Vektorraumstruktur vertréglich sind.

Definition 3.3.1. Sei K ein Korper. Seien V,W zwei K—Vektorrdume. Eine Abbildung
fo V-w
heifit K —linear oder K —Vektorraumhomomorphismus, falls gilt

(L1) f ist Gruppenhomomorphismus beziiglich der Addition, d.h. fiir alle v,v" € V gilt
flo+0") = fo)+ f(V)

(L2) f ist mit der skalaren Multiplikation vertriglich, d.h. fiir alle v € V und fiir alle A € K
gilt f(Av) = Af(v).

Lemma 3.3.2. Fine Abbildung f: V — W ist genau dann linear, wenn gilt
(L)  fir alle v,v" € V und fiir alle A\, N € K ist f(Av + Nv') = Af(v) + N f(v).
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Beweis:. Um zu sehen, dass aus (L) die Bedingung (L1) folgt, wihle in (L) fiir die Skalare
A =X = 1; um (L2) zu sehen, setze X' = 0. Dass aus (L1) und (L2) die Gleichung (L) folgt,
zeigt die folgende Rechnung

FOw+ X' o) FOw) + fF(N) o M)+ NfR). O

Bemerkungen 3.3.3. 1. Induktiv zeigt man aus Lemma dass fiir alle vy,...,v, € V
und fiir alle A\q,..., A\, € K gilt

f()\ﬂ)l + ...+ )\nvn) = >\1f(U1) + ...+ )\nf(vn) .

2. f(0) = 0. Das gilt wegen Satz [2.2.3|1 fiir Gruppenhomomorphismen, angewandt auf die
Gruppe (V,+).

3. flv—=2") = f(v) — f(v) fiir alle v,v" € V. Wir rechnen
flo=v)=f1-v+(=1)-) =1 f(v) + (=1 f () = f(v) = f(&).

Beispiele 3.3.4. 1. Seien der Korper K und ein K-Vektorraum V = W beliebig. Dann ist
f = idy eine lineare Abbildung. Allgemeiner ist fiir jedes A € K die Abbildung v — A\v
K-linear.

Fiir allgemeine K-Vektorrdaume V,W ist 0 : V. — W definiert durch v + 0 eine lineare
Abbildung (Beweis siche Beispiel 3).

2. K=Rund V = W = R2, Wir wihlen ein festes 8 € R und betrachten

Rg : R2 — R2
no(T) = (cos Ox — sin Oy
\y ) — \sinbz + cos by

Ry ist eine Drehung um den Winkel 6 gegen den Uhrzeigersinn:

—sind cosf e

Wir priifen (L1):
rol (%) 4+ x _n r+a2"\  [cosb(zx+ ') —sinf(y+y')
"\ \y y )]~ P \y+y ) \sinf(z+ ') +cosb(y + )
_ (cosfz —sinfy L (cos Ox' — sin Oy’
~ \sinfx + cos by sin 02" + cos 6y

“ i)+ )
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(L2) rechnet man analog nach:
z\\| _ Ar\  [cosOAr —sinfy
o (A <?J>> = fa <>\y> N <sin Gz + cos 9Ay)
B cosfx —sinfy\ x
(e (7).

3. Sei V.= W = K; definiere eine lineare Abbildung f: K — K durch f(z) := vz fiir ein

festes v € K.

(L1) folgt aus f(x + ') = y(z +2') = yx +v2' = f(z) + f(a'), wegen des Distributivge-
setzes.

(L2) folgt aus f(Ax) = (Az)y = AM(yx) = Af(x) mit dem Assoziativgesetz der Multiplika-
tion.

Der gleiche Beweis zeigt auch, dass v +— ~v fiir jeden K-Vektorraum eine lineare Abbil-
dung ist.

Wir berechnen

{0}, falls v # 0

ker f=<qx € K =0; =
er f {x [z } {K, falls v = 0

d.h. f ist injektiv genau fiir v # 0.

{0}, falls y =0

Imf:{WEwaEK}:{K falls  # 0

d.h. f ist surjektiv genau fiir v # 0.

Sei umgekehrt f : K — K linear und seiy = f(1). Dann gilt f(z) = f(z-1) = 2 f(1) = .
Das heifit jede lineare Abbildung K — K hat die Form = — ~x fiir v € K.

Satz 3.3.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

1. Ist V! C V ein Untervektorraum, so ist das Bild f(V') ein Untervektorraum von W.
Insbesondere ist f(V) =1Im (f) ein Untervektorraum von W.

2. Set W' C W ein Untervektorraum; dann ist das Urbild f~*(W') ein Untervektorraum von
V. Insbesondere ist der Kern f=1(0) = ker f ein Untervektorraum von V.

3. Die Verkniipfung von zwei lineare Abbildungen ist linear: Sei K ein beliebiger Korper,
und seien U, V. W drei K—Vektorriume. Seien f: U —V und g: V — W zwei lineare
Abbildungen, dann ist auch ihre Verknipfung go f : U — W eine lineare Abbildung.

4. Ist f linear und bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f~*: W — V ebenfalls linear.

Beweis:. 1. Da V' C V ein Untervektorraum ist, folgt 0 € V' also f(0) =0 € f(V’). Also
FV) #0.

Seien wy, wy € f(V') und Ay, Ay € K. Zu zeigen ist:

)\111}1 + )\gwg € f(V’) .
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Wihle Urbilder v; € V' mit f(v;) = w;. Dann ist
vi= AU+ vy €V
da V' ein Untervektorraum von V ist. Rechne
Mwy + Aows = A1 f(v1) + Ao f (v2) i FOvr + dave) = f(v) € F(V') .
2. Sei W' C W ein Untervektorraum. Also 0 € W', daher 0 € f~1({0}) C f~Y(W").
Seien vy, vy € f7H(W’) und A\, Ay € K. Es gilt
F(A\rv1 + Aawg) I A f(vy) + Aof(vg) € W',

also A\jvy + Ay € fTHIV).

3. Wenn f : U = Vound g : V — W (L) erfiillen dann gilt g o f(Av + XNv') = g(Af(v) +
Nf() = Ag(f(v)) + Ng(f(v')) und g o f erfiillt (L).

4. Nach Satz[2.2.33 ist f~! Gruppenhomomorphismus beziiglich der Addition.
Firw e W und A € K gilt

AT w) = (AT w) = AT (W) = 7 0w) . O

Betrachtung 3.3.6. Sei V = R" und W = R™ und f : V — W unsere lineare Abbildung.
Wir schreiben einen Vektor v € R" als

U1 1 0

Vs 0 :

=v | .|+ Fo |

: : 0

Up, 0 1

Dann gilt wegen (L)
U1 1 0
Vo 0 :
1l o=wf|. |+ +uouf

Up, 0 1

Das heifit, f ist von den n Vektoren f(e;) bestimmt, wobei e; den Vektor bezeichnet, der 1 in
der i-ten Komponente und sonst gleich 0 ist.

Umgekehrt gibt jede Sammlung von n Vektoren in R™ eine lineare Abbildung von R™ nach
R™.

Die m x n Komponenten dieser Vektoren kénnen wir in eine Matrix schreiben, zum Beispiel

erhalten wir fiir Beispiel [3.3.412 die Matrix
cos) —siné
sinf  cos6

. 1 cos 6 0 —sin6
da gilt Ry (O) = (sin 9> und Ry (1) = ( cosd )

Die gleichen Uberlegungen treffen zu, wenn wir R durch einen beliebigen Kérper K ersetzen!
Wir werden uns spéter damit beschéftigen, allgemeine lineare Abbildungen durch Matrizen
zu reprasentieren.
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Definition 3.3.7. 1. Eine lineare Abbildung f: V — W heifit

e [somorphismus falls f bijektiv ist,
e Endomorphismus falls V =W,
o Automorphismus falls V' =W und f bijektiv ist.

2. Zwei K—Vektorraume V, W heiflen isomorph, in Zeichen V' = W, falls ein Vektorraumi-
somorphismus f: V — W existiert.

[somorphie ist eine Aquivalenzrelatio: sie ist reflexiv, denn id ist wegen Beispiel [3.3.411
ein Isomorphismus. Transitivitat folgt aus Satz 3. und Symmetrie, da nach Satz |3.3.5[4

das Inverse eines Isomorphismus ein Isomorphismus ist.

Definition 3.3.8. Seien V und W Vektorrdume iiber K. Wir bezeichnen die Menge al-
ler K-linearen Abbildungen von V nach W mit Homg(V,W). Wir schreiben Endg (V) fir
Homg (V, V).

Satz 3.3.9. Homg (V, W) C Abb(V, W) ist ein K-Untervektorraum des Abbildungsraums aus
Beispiel[3.1.9.7.

Beweis:. Sicher ist die Nullabbildung f(v) = 0 fiir alle v € V' linear und daher in Homg (V, W),
daher ist Homg (V, W) # (). Die Summe f+g¢: v +— f(v)+g(v) linearer Abbildungen ist wieder
linear:

(f+9) Qv+ X)) = FOw+N) + g+ No') = Af(v) + Nf') + Ag(v) + Ng(v)
= Mf+9)0)+N(f+9))

Ahnlich rechnet man nach, dass auch die Abbildung \f wieder linear ist. O]
Wir kehren zurtick zu unseren beiden direkten Summen:

Lemma 3.3.10. Seien Vi, Vo C W Unterrdume mit Vi N\'Vy = {0}. Dann ist die innere direkte
Summe Vy @' Vy isomorph zur duferen direkten Summe Vi & Va aus Besipiel [3.1.4.9. Dies
rechtfertigt unsere Notation

Beweis:. Wir definieren eine Abbildung a : Vi & Vo — Vi &' V5 durch (vy, v9) — v + vy. Es ist
leicht zu sehen, dass a linear ist.

Per Definition von &' ist a surjektiv.

Der Kern von a besteht aus allen (vy,v9) mit v; — vy = 0 € V. Aber nach Annahme ist
V1NV, =0 und nach Lemma folgt daraus, dass jedes Element in V; + V5 sich eindeutig
als Summe von Elementen in Vi und V5 schreiebn léasst, dann folgt aus v; +v9 = 0 = 040 dass
v1 = vg = 0 ist. Damit ist a injektiv. O

Bemerkung 3.3.11. Die beiden direkten Summen sind nicht nur isomorph, sondern der Iso-
morphismus ist auch kompatibel mit linearen Abbildungen von oder nach V; und V5, wir sagen,
es ist ein natirlicher Isomorphismus.

Der Unterschied zwischen den beiden Konstruktionen ist subtil.

Wir kénnen die (duflere) direkte Summe noch weiter verallgemeinern. Wir kénnen nicht nur
zwei Vektorrdume “addieren”.

Wir erinnern uns, dass eine Familie von K-Vektorrdumen (V))xea gegeben ist durch eine In-
dezmenge A und fiir jedes A € A ein K-Vektorraum V). Die V) miissen nicht alle unterschiedlich
sein.

4Wir ignorieren wieder die Subtilitit, dass die Gesamtheit aller Vektorriume keine Menge ist
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Definition 3.3.12. Gegeben sei eine nicht notwendigerweise endliche Familie (V))yea von K-
Vektorraumen. Wir bilden die (duflere) direkte Summe

@ Vy = { va)aen, nur endlich viele vy € V) ungleich Null}

Die K—Vektorraum—Struktur ist dabei komponentenweise definiert.

Beispiel 3.3.13. 1. Man sieht leicht, dass K™ = @} ; K wobei wir auf der rechten Seite die
konstante Familie ¢ — K betrachten. Wir schreiben statt ®;cq1 2. n) einfach @i ;.

Die Vektoren auf beiden Seiten sind gleich definiert, als n-Tupel von Elementen von K.
Als Isomorphismus kénnen wir einfach (xy, ..., z,) nach (zy,...,z,) schicken

2. Der Vektorraum K [t] aller Polynome tiber K ist isomorph zur unendlichen direkten Sum-
me @y K. (Hier verkiirzen wir die Schreibweise @;eny K, da die Summanden ja nicht von i
abhéngen.)

Der Isomorphismus schickt ag+ayt +ast?+ - - - +a,t™ nach (ag, ay, as, . .. ,a,,0,...). Diese
Abbildung ist nach Definition linear, injektiv und surjektiv.

Bemerkung 3.3.14. Wir konnen fiir die Familie (V) ea auch den Vektorraum

IIv= { (va)aen| vx € V)\}
AEA
ohne die Endlichekeitsbedingung bilden.
Dies heifit das Produkt der Vektorraume V;.
Es ist klar, dass fiir endliche Indexmengen Produkt und direkte Summe {ibereinstimmen.

3.4 Quotientenvektorraume

Es stellen sich ein paar natiirliche Fragen, nachdem wir Untervektorrdume und lineare Abbil-
dungen eingefiihrt haben.

Die einfachsten Injektionen zwischen Vektorrdumen sind Inklusionen eines Untervektor-
raums. Gibt es dhnliche “natiirliche Surjektionen”?

Ein Beispiel fiir Untervektorrdume sind Kerne von linearen Abbildungen. Sind alle Unter-
vektorrdume Kerne einer linearen Abbildung?

Der Kern von f misst in gewisser Weile, wie weit f davon entfernt ist, injektiv zu sein.
Gibt es umgkehrt einen Vektorraum, der misst, wie weit f davon entfernt ist, surjektiv zu sein?
Dieser Vektorraum miisste genau dann verschwinden, wenn f surjektiv ist. (Das ist gerade nicht
das Bild von f!)

Wir werden all diese Fragen nun beantworten, die Antwort ist allerdings eine konzeptionell
recht anspruchsvolle Konstruktion.

Lemma 3.4.1. Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann ist die
Relation auf V', die definiert ist durch v ~ w fiir v,w € V' genau dann, wenn v —w € U liegt,
eine Aquivalenzrelation.

Beweis:. Wir benutzen hier nur die Gruppenstruktur von V und U und haben schon im Beweis
von Satz [2.1.16] gesehen, das dies eine Aquivalenzerelation ist!

Hier noch einmal der Beweis: Die Relation ist reflexiv, v ~ v, denn v — v = 0 € U fiir alle
v € V. Sie ist symmetrisch, denn v ~ w gilt genau dann, wenn v — w € U. Dies ist aber genau

dann der Fall, wenn w — v = —(v — w) € U liegt, was aber gleichbedeutend zu w ~ v ist. Die
Transitivitéit der Relation folgt, da v ~ w und w ~ z bedeuten, dassv—w € U und w —z € U
liegen; wegen v — z = v —w +w — z € U folgt aber auch v ~ z. O]
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Wir schreiben fiir die Aquivalenzklasse von v nun [v] = v +U = {v+u | u € U}
Satz 3.4.2 (Definition). Sei V' ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum.
1. Die Menge der Aquivalenzklassen
VU :={[v] | veV}
unter der Aquivalenzrelation aus Lemma wird durch die Verkniipfungen
W+ [w]:=v+w] wund «afv]:=av]
zu einem K —Vektorraum. Er heifit Quotientenvektorraum von V' nach U.

2. Die kanonische Surjektion (vgl. Bemerkung|[1.6.6.3)
7: V—=V/U mit m(v) = [v]
st linear. Es ist kerm = U.

Beweis:. 1. Wie in Beispiel ist zunédchst die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen
zu zeigen: dazu wahlen wir dquivalente Vektoren, v; ~ vy und w; ~ wy. Es gilt dann
vy — vy € U und wy; — wy € U. Daraus folgt

(v1+w1) — (v2+w2) = (U1 —v2)+(w1 —wz) eU ,
mithin v, 4+ w; ~ vy + wy. Ahnlich sehen wir fiir die Multiplikation mit Skalaren
vrvw=v—welU=alv—w)elU=av~aw.

Alle Vektorraumaxiome folgen nun durch Vererbung aus V', also +y/y ist assoziativ, da
es durch +y, definiert ist und so fort.

2. Wir zeigen, dass 7 linear ist: m(Av + A'v') = [Av + N0’ = A[v] + X' [v'] nach der Definition
von Addition und Skalarmultiplikation auf V/U. Vgl. Beispiel 2.

Die Surjektivitdt von 7 folgt direkt aus der Definition des Quotientenvektorraumes.

Es ist v € ker(m) genau dann, wenn [v] = 0, was aber dquivalent zu v € U ist. Also ist
ker(m) =U. O

<<Der néichste Satz ist extrem niitzlich, um mit Quotientenvektorrdumen zu arbeiten. Er
erlaubt uns automatisch zu priifen, dass eine Abbildung f, die wir auf einem Quotientenvek-
torraum definieren wohldefiniert ist, also dass f([v]) = f([¢/]) gilt wenn v und v’ verschieden
Représentanten der Aquivalenzklasse [v] = [¢/] sind.))

Satz 3.4.3. Seien U < V und W K-Vektorriume. Dann ist es dquivalent eine K-lineare
Abbildung f : V. — W mit f|ly = 0 anzugeben oder eine K -lineare Abbildung f : V/U — W.

Anders ausgedriickt: Um eine K-lineare Abbildung g : V/U — W zu definieren, reicht es
f:V — W zu definieren mit f|y = 0. Dann setzen wir g([v]) = f(v).

Beweis:. Gegeben f : V/U — W definieren wir f = fom und dies ist linear und verschwindet
auf U.

Cegeben f definieren wir f([v]) = f(v). Dies ist wohldefiniert, denn aus [v] = [¢/] folgt
v—v' € U und dann ist f(v') = f(v) + f(v' —v) = f(v). Weiterhin ist f linear, da f linear ist.

Wir priifen, dass diese beiden Konstruktionen invers zueinander sind: Beginnen wir mit f,
dann erhalten wir aus f die Abbildung f o7 : V — W die v nach f([v]) = f(v) schickt, also
gleich f ist.

Beginnen wir umgekehrt mit eine Abbildung g : V/U — W und betrachten gor. Diese
Abbildung schickt [v] nach g o w(v) = g([v]), ist also wieder g. O
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Theorem 3.4.4 (Homomorphiesatz/kanonische Faktorisierung). Seien V' und W K-
Vektorriume und sei f . V. — W linear. Dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus

f: V/kerf —1Imf

so dass gilt
f=10for:
wobei
m: V—=V/kerf

die kanonische Surjektion und

1 Imf— W
die kanonische Finbettung von Im f in W ist.

Man kann also jede lineare Abbildung zerlegen in eine kanonische Surjektion, einen Isomor-
phismus und eine Inklusion. Man schreibt dies auch als kommutierendes Diagramm:

v— ) w

A

V/ker(f) 57?— > Im f

Dass das Diagramm “kommutiert”, bedeutet einfach, dass to for = f, die beiden Wege um das
Quadrat herum fithren zum gleichen FErgebnis. <<Zwar ist diese Schreibweise erst einmal deutlich
aufwiandiger als die Gleichheit von Abbildungen, aber auf gewisse Art ist sie iibersichtlicher,
insbesondere, wenn wir spater mehr Abbildugen verkniipfen und vergleichen Wollen.>>

Beweis:. Wenn solch ein f existiert, ist es eindeutig. Sei ndmlich f’ eine andere Abbildung mit
f =10 f on. Dann gilt fiir alle v e V

f) = of(x(v)) = of (7 (v))

und da ¢ mJekth ist, gilt f = f’ auf der Aqulvalenzklasse [v].

Nach Satz [3.4.3] gibt es nun f : V/U - W mit f = f o und per Definition faktorisiert f
als vo f. Wegen Im f =1Im fist f trivialerweise surjektiv. Die Abbildung f ist auch injektiv:
denn gilt fiir v e V

so ist v € ker f, also [v] = 0. O

Beispiel 3.4.5. Sei V = R3 und W = R mit f : V — W gegeben durch Projektion auf die
letzte Koordinate, (z1,x2,x3) — (x3). Dann ist der Kern der Untervektorraum aller (xq, 2, 0).

Wir machen den Vergleich von V/ker(f) mit Im (f) = W explizit.

Eine Abbildung aus einem Quotientenvektorraum kénnen wir wie oben immer definieren,
indem wir [v] auf irgendeine Funktion von v schicken, wir miissen nur aufpassen, dass diese
Abbildung wohldefiniert ist.

Hier setzen wir f([v]) = f(v) € W. Wenn v = (vy, vg, v3) und v’ = (v}, v}, v4) dquivalent sind,
dann gibt es (z1,72,0) mit v} = vy + 11, vh = vy + x9, v = v3. Bs gilt f([v]) = v§ = v3 = f([v]),
also ist f wohl definiert.

Statt zu priifen, dass f injektiv und surjektiv ist finden wir eine Umkehrabbildung. Um eine
Abbildung nach V/ker(f) zu definieren kénnen wir einfach eine Abbildung nach V' definieren

60



und mit der kanonischen Projektion verkniipfen. Wir wihlen ¢ : z — [(0,0, )] als Abbildung
W —V/ker f.

Dann ist f o g(z) = f([(0,0,2)]) = f((0,0,z)) = x, also ist f og = idy. Wir rechnen
g o f([(z1,me,23)]) = g(x3) = [(0,0,2)] Aber [(0,0,z3)] = [(x1, 22, z3)] und damit ist go f =
idv) ker(f)-

In diesem Fall ist es praktisch die Aquivalenzklassen, die die Elemente des Quotienten bilden,
durch [(0, 0, x3)] zu représentieren. Die Représentation mit den zwei Nullen ist hier intuitiv, aber
es gibt andere Moglichkeiten, und in komplizierteren Beispielen ist es nicht immer moglich solche
bevorzugten Reprisentanten zu finden, deshalb verwenden wir die abstrakte Konstruktion.

Beispiel 3.4.6. Seien K-Vektorrdume U, W gegeben und sei V = U @& W die (d4uBere direkte
Summe). Betrachte die lineare Abbildung

f: V=W

mit f(u,w) := w fiir alle u € U und w € W. Dann ist ker f = {(v,0)} = U und Im f = W.
Nach Theorem |3.4.4] gibt es einen eindeutigen Isomorphismus

f:VU-—=Ww
mit f([w + u]) = f(u+w) = w, also gilt V/U = W.

Beispiel 3.4.7. Sei V der Vektorraum aller konvergierenden reellen Folgen. (Dies ist ein Vek-
torraum, da die Summe von zwei konvergierenden Folgen wieder konvergiert, und genauso das
Vielfache einer konvergierenden Folge.) Wir betrachten den Unterraum Vj aller Folgen, die nach
0 konvergieren.

Dann sind in V/Vj alle Folgen identifiziert, deren Differenz nach 0 konvergiert, also alle
Folgen mit dem gleichen Grenzwert. Die Abbildung (a;);eny — lim;_,o a; induziert dann einen
Isomorphismus von V/Vj nach R.
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4 Basen

Als néchstes wollen wir unsere Vektorrdume konkreter machen. Der Unterschied zwischen K™
und einem allgemeinen abstrakten Vektorraum ist noch recht grofl; aber die meisten Vek-
torrdume, die wir von nun an betrachten, werden isomorph zu einem K™ sein. Die natiirliche
Zahl n ist hierbei die Dimension des Vektorraums. Der Isomorphismus eines beliebigen endlich-
dimensionalen Vektorraums ist durch die Wahl einer Basis gegeben. Wie so oft brauchen wir
etwas Vorarbeit.

4.1 Linearkombinationen

Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung der Summe von Untervektorrdumen. Gegeben ei-
ne Menge von Vektoren, wir wollen wissen, wie viele andere Vektoren sich als Summen von
Vielfachen dieser Vektoren schreiben lassen.

Definition 4.1.1. 1. Sei V' ein K—Vektorraum und seien endlich viele Elemente vy, ..., v,, €
V gegeben. Ein Element w € V' der Form

w:)\lU1+...+)\mUm
mit Ay, ..., A\, € K heilt Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,,.

2. Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v,,
spang (vy, ..., vm) == {\v1 + ... + At | A € K}

heiffit der von den Vektoren vq,...,v,, aufgespannte Raum oder das FErzeugnis dieser
Vektoren.

3. Sei V' ein K—Vektorraum und M C V eine Teilmenge von V. Dann heift
spang (M) == {w = vy + ...+ Apom| N € K, v; € M, m € N}

die lineare Hiille der M oder ihr Erzeugnis oder Spann. Falls M leer ist dann enthéllt
spang (M) genau die leere Summe, also den Nullvektor, und es gilt span, (M) = {0}.

Also ist spang (vy, ..., vy,) nur eine andere Schreibweise fiir spany ({v1, ..., vn}).

Satz 4.1.2. Sei V' ein K—Vektorraum, vy,...,v,, € V und M C 'V eine Teilmenge. Dann gilt:
1. spang (M) ist ein Untervektorraum von V und es gilt M C span (M).
2. Ist W C V' ein Untervektorraum und M C W, so ist auch spang (M) C W.

3. Es gilt
spang (M) = ﬂ w

MCW,W<V

hier wird der Schnitt diber alle Untervektorrdume von V' betrachtet, die die Menge M
enthalten.
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Beweis:. 1. (UV1): Seime M #0
0 = 0m € spang (M)

Falls M leer ist, dann ist 0 immer noch als leere Summe in span(M)!

(UV2) Seien z,y € spang(M). Dann gibt es Ay,..., A\, € K, und pq, ..., ux € K sowie
V1, .y Um € M und wyq, ..., wp € M so dass gilt

=M1+ ...+ Ay Un Y= Wy + ...+ UpWk -
(Die v; und w; kénnen gleich oder unterschiedlich sein.) Somit ist
x4y € spang (M)
(UV3) folgt mit Notation wie in (UV2) sowie o € K:

ar = (aA)v + ... + (@A) vy € spang (M)

2. Ist M C W und W ein Untervektorraum, so liegen nach (UV2) und (UV3) auch alle
Linearkombinationen von Elementen in M in W, und damit alle Elemente von span (M ).

3. spany (M) ist nach 2. selbst ein Untervektorraum von V, der die Teilmenge M enthélt.
Also ist er einer der Unterrdume, iiber die der Schnitt genommen wird, und es gilt

ﬂ W C spang (M).

MCW,W<V

Nach 3. ist aber spany (M) in jedem der Untervektorrdume, tiber die der Schnitt genom-
men wird, enthalten, also gilt auch die umgekehrte Inklusion

span (M) C ﬂ w. O
MCW,W<V

Die letzte Aussage des Satzes konnen wir auch formulieren als: span (M) ist beziiglich der
Inklusion der kleinste Untervektorraum von V', der M enthélt.

Beispiele 4.1.3. 1. Sei K ein beliebiger Korper, den wir als Vektorraum iiber sich selbst
betrachten, und sei v € K. Fiir v = 0 ist spang(0) = {0} der triviale Untervektorraum
von K; fir v # 0 ist spang(v) = K.

In einem beliebigen Vektorraum V' mit einem Element v # 0 ist spang(v) = Kv = K,
also eine Gerade.

2. Sei K ein beliebiger Kérper und V' = K™. Setze wie in Betrachtung

1 0 0

0 1 0
€1 = 0 €y = 0 el By = 0 s

0 0 1

dann ist spang(eq,...,e,) =V, denn fir jedes z € K™ gilt

gl
r=| 1 | =x1€; 4+ ...+ e, €spang(er,...,e,)
Tn
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3. Esgilt Wy +...+ W, =spang (W, U...UW,).

Jeder Vektor v € Wi + Wy + ... + W, lésst sich als Summe v = 22:1 w; mit w; € Wi
schreiben und liegt daher in der linearen Hiille span, (W; U ... U W,). Damit ist die
Inklusion “C” klar.

Umgekehrt ist die Summe ein Untervektorraum, der Wi U --- U W, enthélt, und damit
gilt “O” nach Satz [4.1.2/4.

Der Spann einer Menge M von Vektoren gibt an, welche anderen Vektoren wir mit Vektoren
aus M schreiben konnen. Als néchstes kénnen wir uns fragen, auf wie viele verschiedene Arten
wir Vektoren mit Elementen aus M schreiben konnen. Da wir mit linearen Rdumen arbeiten,
reicht es zu bestimmen, ob wir den Nullvektor auf verschiedene Arten schreiben konnen.

Definition 4.1.4. Sei V ein K—Vektorraum.

1. Eine endliche nichtleere Menge {v1, ..., v,} von Vektoren aus V' heifit linear unabhingig,
falls gilt: sind Ay,..., A\, € K und gilt

>\1U1+...+)\7«U7«:0,

so folgt daraus A\; = Ay = ... = A, = 0. Die Familie {vy,...,v.} heifit also genau
dann linear unabhéngig, wenn der Nullvektor sich nur trivial als Linearkombination von
v1, ..., v, darstellen lésst.

2. Eine beliebige Menge von Vektoren aus V heifit linear unabhéngig, wenn jede endliche
nichtleere Teilmenge linear unabhéngig ist.

3. Andernfalls heifit die Menge linear abhdingig; dann gibt es eine Darstellung des Nullvektors
als nicht triviale Linearkombination, d.h. es gibt \; € K mit

O:)\1U1+-'-+)\rvr:
wobel nicht alle \; € K verschwinden.

((Eine Menge ist nicht linear (un)abhéngig von etwas, sondern einfach linear (un)abhéngig.
Gemeint ist: Die Elemente sind linear (un)abhéngig Voneinander.>>

Bemerkungen 4.1.5. 1. Es ist () linear unabhingig (denn die Bedingung ist trivialerweise
erfiillt).

2. In K™ ist jede Teilmenge der Menge {e1,...,e,} aus Beispiel 4.1.3|2 linear unabhéngig.

3. Ein einziger Vektor v € V ist genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0 gilt.
Denn wegen 1-0 = 0 ist 0 linear abhéngig; ist v linear abhéngig, so gibt es A € K\ {0} =
K™ mit Av = 0, aus Satz[3.1.3/3 folgt nun v = 0.

4. Auch fiir eine Familie (v))yea definieren wir lineare Unabhéngigkeit: (vy)xea ist linear
unabhéngig wenn fiir jede endliche Unterfamilie (v1, ..., v,) gilt: Wenn pyv1+- -+ v, = 0
dann ist py = -+ = p, = 0.

Man beachte, dass eine Familie mehrere gleiche Vektoren enthalten kann. Dann ist sie
aber jedenfalls linear abhéngig, denn gilt v; = vy, so finden wir die nicht-triviale Linear-
kombination 1-v; 4+ (—1)vy = 0.

Lemma 4.1.6. Fir eine Menge {vy,...,v,} von Vektoren eines K—Vektorraums sind die fol-
genden Bedingungen dquivalent:
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1. Die Menge {v;} ist linear unabhdngig.

2. Jeder Vektor v € spang(v;) ldsst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination von
Vektoren der Menge {v;} schreiben.

Beweis:. 2. = 1. klar, denn bei einer linear abhéngigen Menge hat der Nullvektor verschiedene
Darstellungen.
1.= 2. Aus

V= Z)\Z’Ul = Z/Lﬂ)l mit >\7,a,uz e K

folgt

0= Z()\z — 1)V

(2

Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit folgt \; —u; = 0, also \; = y; fiir alles. [

Definition 4.1.7. Eine Familie mit Indexmenge N oder n = {1,2,...,n} heiit geordnete
Familie, wir sagen v; < v; genau wenn ¢ < j in der

Lemma 4.1.8. Fine geordnete Familie (vq,...,v,) von Vektoren in einem K-Vektorraum
V' definiert eine Abbildung g : K" — V. Die Abbildung g ist genau dann surjektiv, wenn
spang (vy,...,v,) =V, und genau dann injektiv ist, wenn (vy,...,v,) linear unabhdngig ist.

Beweis:. Um ¢ zu definieren schicken wir einfach e; nach v; und damit ist g(z) =
g(>or wie;) = > ¢, x;v eindeutig festgelegt. Die Abbildung ist linear.
Genau dann, wenn spang(vy,...,v,) = V, ldsst sich jedes v schreiben als Y  \v; =

g(_ Aiei).

Sei nun ¢ injektiv. Dann folgt aus > x;0; = 0 < g(z) = 0, dass « = 0 ist, also z; = 0 fiir alle
i. Ist umgekehrt (vq,...,v,) linear unabhéngig und g(z) = 0. dann folgt aus g(z) = > z;v; =0
genau, dass alle x; = 0 und damit = = 0. [

Zur Abwechslung formulieren wir das néchste Lemma fiir Familien, es gilt genauso fiir

Mengen.

4.2 Basis und Dimension

Definition 4.2.1. Sei K ein Kérper und V' ein K—Vektorraum.

1. Eine Teilmenge M C V heifit Erzeugendensystem von V', falls spang (M) =V gilt. Wir
sagen auch M erzeugt V.

2. Eine Teilmenge M C V heifit Basis von V', falls M ein linear unabhéngiges Erzeugenden-
system ist.

Manchmal ist es wichtig, eine Reihenfolge der Elemente der Basis festzulegen.

Definition 4.2.2. Eine geordnete Basis von V ist eine geordnete Familie (vy, ..., v,), die linear
unabhéngig ist und so dass die Menge {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem von V' ist.

(Man kann auch fiir passende unendliche Indexmengen geordnete Basen definieren, aber das
soll uns hier nicht interessieren.)

Beispiele 4.2.3. 1. Jeder Vektorraum V' besitzt ein Erzeugendensystem, zum Beispiel sich
selbst, M = V. Es ist nicht offensichtlich, ob jeder Vektorraum eine Basis besitzt.
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2. V. = K" besitzt die Basis {e;};,—1., aus Beispiel 4.1.3]2. Wir nennen diese Basis die
Standardbasis des K.

3. Endliche geordnete Basen schreiben wir auch in der Form (vq,vs, ..., v,). Die Standard-
basis des K™ ist durch (e, es,...,€,) eine geordnete Basis. Die Ordnung ist also eine
zusdtzliche Struktur, namlich die Wahl einer Reihenfolge der Basisvektoren. (Eine Basis
ist eine Teilmenge, da kommt es nicht auf eine Reihenfolge der Elemente an.)

4. K = Rund V = C, dann ist M = {1,i} eine R-Basis von C. Auch {1, —i} ist eine
R-Basis von C, oder {1 + 14,1 — 2i}. Eine Basis von C als C-Vekotrraum ist einfach von
{1} (oder jeder anderen komplexn Zahl ungleich 0) gegeben.

5. K =R und V = R[X] der Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizienten, dann ist
die Folge der Monome {1, X,..., X* ...} eine (unendliche!) Basis von V.

Wenn wir eine endliche geordnete Basis fiir einen Vektorraum V' haben, dann haben wir
nach Lemma|4.1.8 einen [somorphismus K™ — V wobei n die Anzahl der Elemente in der Basis
ist und Dimension von V heiffit. Dann ist jeder Vektor eindeutig durch seine Komponenten
bestimmt und lineare Abbildungen sind einfach Matrizen. Wir reduzieren lineare Algebra auf
die Manipulation von Zeilen und Spalten von Zahlen.

Allerdings stellen sich ein paar offensichtliche Frage. Ist die Dimension iiberhaupt wohl-
definiert? Miissen alle Basen eines Vektorraums die gleiche Anzahl von Elementen haben? Ist
die Dimension eines Untervektorraums von V' immer kleiner oder gleich der Dimension von V'?
Ist die Dimension eines Untervektorraums iiberhaupt endlich, wenn V' endlich-dimensional ist?

Diese Fragen werden wir als néchstes beantworten, aber dazu brauchen wir wieder einmal
Theorie.

Satz 4.2.4. Sei K ein Korper und V' # {0} ein K—Vektorraum und M C V eine Teilmenge.
Dann sind dquivalent:

1. M ist eine Basis von V.

2. M ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. M ist ein Erzeugendensystem und fiir jedes
ve M ist M\ {v} kein Erzeugendensystem.

3. M 1ist eine maximale linear unabhdngige Teilmenge, d.h. M ist linear unabhdngig und fiir
jedes v € V\ M ist M U {v} linear abhingig.

Beweis:. Wir miissen nur drei Implikationen zeigen:

2.= 1. Sei M minimales Erzeugendensystem. Angenommen, M = {v;};cs ist linear abhéingig.
Wir finden also eine nicht-triviale Linearkombination

)\1U1+...+)\ﬂ)r:0

fir die etwa A\, # 0 ist. (Wir konnen die Vektoren immer umnummerieren, um diese
Bedingung zu erfiillen.) Dann ist
A1 )\r—l

Vp = —7—VU1 —...—

A A

Vr—1 -
(Beachten Sie, dass wir hier zum ersten Mal die Division in K benutzen!) Dann ist aber
auch schon (vy,...,v,_1) ein Erzeugendensystem, im Widerspruch zur Annahme, dass M

minimal sei.
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1.=3.

Zu zeigen ist, dass eine Basis M unter den linear unabhéngigen Teilmengen maximal ist.
Sei v € V'\ M beliebig, so ist, da M ein Erzeugendensystem ist

v = E )\ﬂ]i,
icl

also ist die Menge M U {v} linear abhéngig.

. Sei M eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Wir zeigen zuerst, dass M Erzeu-

gendensystem ist. Wenn nicht, dann gibt es v € V' \ span(M). Aber dann ist M U {v}
linear unabhéngig, denn aus Av + >\, Ayw = 0 mit A # 0 wiirde v € span(M) folgen.
Wenn aber A = 0 ist sind auch alle A, = 0 da M linear unabhéngig ist.

Wir zeigen noch, dass M minimal ist. Angenommen es gibt v € M so dass M \ {v}
ein Ergzeugendensystem ist. Dann kénnen wir v = 3 M\{o} Apw schreiben, und das
widersprich der linearen Unabhéngigkeit von M. O

Definition 4.2.5. Ein K—Vektorraum V' heifit endlich erzeugt, falls V ein endliches Erzeu-
gendsystem besitzt, d.h. falls es eine endliche Teilmenge M = {vy,...,v,,} von V gibt, so dass
V = spang (M) gilt.

Lemma 4.2.6. Sei V' ein K—Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist. Dann gibt es zu jeder
natirlichen Zahl n € N\ {0} Vektoren vy,...,v, € V, so dass die Familie (vy, v, ..., v,) linear
unabhdngiq ist.

Beweis:. Durch vollstdndige Induktion nach n.

e Induktionsanfang n = 1. Wahle v; € V, v; # 0. Dies existiert, da sonst V = {0} wire

und V somit endlich erzeugt wire, nimlich von der leeren Menge (), vgl. Beispiel 4.1.3/1.

Induktionsschritt:

Sei n € N\ {0} und seien vy,...,v, € V linear unabhingig. Wihle v,,; € V \
spang (vy,...,v,). Solch ein v, existiert, da andernfalls V' von den (vy,...,v,), also
endlich erzeugt wére. Es bleibt zu zeigen, dass auch die Familie (vy,...,v,,v,41) linear

unabhéngig ist. Sei
n+1

0= Z Q;U; Q; € K
=1

eine Linearkombination des Nullvektors. Wére «,,11 # 0, so wiirden wir die Relation

n
Q;
Un+1 = E - (]

j=1 Ont1

erhalten, die im im Widerspruch zu unserer Wahl von v, 1 & spang(vy,...,v,) steht.
Also muss ;11 = 0 gelten; daraus folgt

n
E Oszj =0
j=1

und hieraus nach Induktionsannahme o; = 0 fiir alle j = 1,...,n. O

Nicht jeder Vektorraum hat ein endliches Erzeugendensystem, zum Beispiel nicht der K-
Vektorraum der Polynome K[X] iiber einem beliebigen Korper K.
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Satz 4.2.7 (Basisauswahlsatz). Sei V' ein K—Vektorraum und M C V' ein endliches Erzeugen-
densystem. Dann gibt es eine Teilmenge B C M, die eine Basis von V' ist. Insbesondere besitzt
also jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.

Beweis:. Sei M = {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem von V. Ist M auch linear unabhéngig,
so ist B = M und wir sind fertig.

Ist M nicht linear unabhéngig, so ist nach nach Satz [£.2.4]2 das Erzeugendensystem M
nicht minimal. Es gibt also ein v € M mit v € spang (M \ {v}) wieder ein Erzeugendensystem
ist, das aber ein Element weniger enthélt.

So fahrt man fort, bis man nach endlich vielen Schritten ein minimales Erzeugendensystem

erhilt. Dies ist nach Satz dann eine Basis. O

Dieser Beweis funktioniert nur fiir endlich erzeugte Vektorrdume. Auch Vektorrdume, die
nicht endlich erzeugt sind, haben eine Basis. Um das zu zeigen, braucht man das Auswahlaxiom
der Mengenlehre. Wir verschieben diesen Beweis auf spéter.

Satz 4.2.8 (Austauschlemma). Sei V' ein K-Vektorraum, B = {vi,...,v,} C V eine Basis.
Seiw =)' aju; €V mit a; € K. Dann gilt fiir jedes k € {1,...,r} mit a # 0:

/ [p—
Bk = {Uh vy Uk—1, W, Ugg1,y - - - JUT}
st eine Basis, d.h. das Basiselement vy, kann gegen w ausgetauscht werden.

Beweis:. e Nach Umnummerierung kénnen wir £ = 1 annehmen.

e Wir zeigen: B’ ist ein Erzeugendensystem. Fiir jedes gegebene v € V existieren ; € K
fir y=1,...,r, so dass

v = Zﬁj%‘ ()

gilt. Aus oy # 0 folgt

Dies setzen wir in (*) ein und erhalten

A - A
v=—w-+ ( P — —> P
o Z Bj—ay o Uj
j=2
Somit ist V' C spang (B’), also ist B’ Erzeugendensystem.

e Wir zeigen: B’ ist linear unabhéngig. Seien f, ; € K mit
ﬂ -w + Z ﬁj?)j =0
j=2
Wir setzen hier den Ausdruck w = Z;Zl a;v; ein:
Bayvy + Z(ﬁ%’ + Bj>vj =0
j=2

Da die Familie {vy,...,v,} linear unabhéngig ist, folgt
Ba; =0 und  Pa; +3; =0
Aus oy # 0 folgt 8 = 0 und daraus 3; = 0.
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Satz 4.2.9 (Austauschsatz). Sei V' ein K—Vektorraum, und B = {vy,...,v,} eine Basis von
V. Sei {wy,...,w,} eine linear unabhingige Teilmenge von V. Dann gilt n < r, und es gibt
iy e yin € {1,...,1}, so dass der Austausch

VON Vi, gegem wi, . . .

vom v;, gegen wy,

eine neue Basis B* von V liefert, die die vorgegebene linear unabhingige Menge {wy, ..., w,}
als Teilmenge enthdlt. Nach Umnummerierung zu i1 = 1,...,4,, = n haben wir fir die neue
Basis

B* ={wi, ..., Wn, Upi1,.. 00} .

Beweis:. Vollstandige Induktion nach n.

e Induktionsanfang: fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei die Aussage fiir n — 1 € N giiltig. Zu
zeigen ist, dass die Aussage fiir n giiltig ist.
Sei also {wy,...,w,} linear unabhéngig. Dann ist auch die Teilmenge {w;,...,w, 1}
linear unabhéngig. Nach Induktionsvoraussetzung gilt n — 1 < r und (gegebenenfalls
nach Umnummerierung) ist die Menge

B:={wy,...,w,_1,Un,...,0:}
eine Basis von V.

e Wir zeigen n < r. Nach Induktionsvoraussetzung ist n — 1 < r; wir miissen n — 1 = r
ausschliefen. Dann wére aber nach Induktionsvoraussetzung die Menge

B:={w,...,w, 1}

eine Basis von V, also eine maximale lineare unabhingige Teilmenge nachh Satz [£.2.4]
Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass auch noch {wy, ..., w,_1,w,} linear
unabhéngig ist. Also ist n — 1 < r, also n < r.

e Zu zeigen ist, dass es ein i,, € {n,...,r} gibt, so dass man v;, gegen w,, austauschen kann.
Da B eine Basis von V ist, finde mit ay, € K

n—1 r
Wy, = E Qjw; + E Qv .
j=1 j=n

Wiren alle a,, . .., «, gleich Null, so wire w,, Linearkombination der {wy,...,w,_1}, im
Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit von {wy, ..., w,}. Also gibt es
in € {n,...,r} mit a;, # 0. Wende nun das Austauschlemma an und erhalte eine

Basis B* = {wy, ..., Wy, Upi1,---, U}

<<Wir kénnen auch direkt vom ersten zum dritten Schritt gehen und die zweite
Uberlegung auslassen. Dann miissen wir sorgfiltig den Fall » = n — 1 priifen wenn die
Summe ' «a;v; leer ist. Dies fiihrt zum Widerspruch dazu, dass {wi,...,w,} linear
unabhéngig ist.>> O]

Korollar 4.2.10 (Basisergénzungssatz). Jede linear unabhingige Menge M in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V' lisst sich zu einer Basis erginzen.

Beweis:. Siehe Ubung 9.1.3. O
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Definition 4.2.11. Sei V ein endlich erzeugter K—Vektorraum und B = {vy, ..., v, } eine Basis.
Die Zahl r heift Ldnge der Basis B.

Korollar 4.2.12. 1. Hat ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist jede Basis von V'
endlich.

2. Je zwei Basen eines endlich erzeugten K—Vektorraums V' sind gleich lang.

Beweis:. 1. Sei {vy,...,v,} eine endliche Basis. Wére eine weitere Basis B nicht endlich,
gibe es eine linear unabhingige Teilmenge {w;,...,w,11} C B, im Widerspruch zum
Austauschsatz 2.9

2. Sind B = {vy,...,v.} und B = {wy,...,wi} Basen von V, dann folgt aus dem Aus-
tauschsatz, da B’ linear unabhéngig und B Basis ist, & < r und, indem man die Rollen
von B’ und B vertauscht, auch r < k, also k = r. [

Definition 4.2.13. Fir einen K—Vektorraum V setzen wir

T, falls V' eine Basis der Lénge r besitzt.

oo, falls V' keine endliche Basis besitzt.

Fiir den Nullvektorraum setzen wir dimg({0}) = 0 und betrachten die leere Menge als Basis.
Die Zahl
dimy (V) € {0,1,..., 00}

heiit Dimension des Vektorraums V.

Beispiele 4.2.14. 1. Sei K ein beliebiger Koérper und V' = K". Dann hat die Standardbasis
e, ...,e, die Lange n; und daher ist dimyg K™ = n.

2. dimg(C) = 2, denn {1,1i} ist eine R-Basis. Es gilt dim¢(C) = 1, denn {1} ist eine C-Basis;
allgemein ist dimg (K) = 1.

3. Fiir den Vektorraum der Polynome gilt dimg (R[X]) = 0o, denn die abzahlbar unendliche
Menge {1, X, X2, ...} ist eine Basis.

Satz 4.2.15. Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum und W C V' ein Untervektorraum.
Dann ist W endlich erzeugt und es gilt

Falls dimg (W) = dimg (V), so ist W =V,

Beweis:. Setze n := dimg (V) < co. Wire W nicht endlich erzeugt, so gébe es nach Lemma
[.2.6] sicher n + 1 linear unabhéngige Vektoren vy,...,v,11 € W C V, im Widerspruch zum
Austauschsatz [4.2.9]

Also besitzt W eine endliche Basis B = {wy, ..., w,}; da diese Familie linear unabhéngig in
V ist, folgt nach dem Austauschsatz r = dimg (W) < dimg (V).

Sei nun dimg (V) = dimg(W) = n und B = {wy,...,w,} eine Basis von W. Gébe es
v € V \ spang(B), so ware B U {v} linear unabhéngig, im Widerspruch zum Austauschsatz
4.2.9 O
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4.3 Abbildungen und Dimension

Ein Ziel unseres Studiums von Vektorrdumen ist die Klassifizierung von lineearen Abbildung.
Als ersten Schritt konnen wir lineare Abbildungen mit Dimension in Zusammenhang setzen.

Definition 4.3.1. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann heifit

rg (f) := dimg Im f
der Rang der linearen Abbildung f.

Beispiel 4.3.2. Die Abbildung f : R?> — R? mit e; — e; + ey und ey — 2e; + 2e, hat Bild
spang(e; + e2) mit Dimension 1. Also ist rg (f) = 1.

Bemerkung 4.3.3. Sei f : V — W eine lineare Abbildung und E C V ein Erzeugendensystem
von V. Dann ist f(F) ein Erzeugendensystem des Bildes f(V'). Denn fiir w € f(V) existiert
v € V mit f(v) = w. Weil E ein Erzeugendensystem von V' ist, konnen wir fiir dieses v € V'
Skalare \1,..., A\, € K sowie vq,...,v, € E finden, so dass

n
v = E )\ivi
=1

gilt, woraus
w= f(v) = Z Aif (vi)
folgt.

Der néchste Satz ist extrem niitzlich, um Dimensionen zu berechnen.

Satz 4.3.4 (Dimensionsformel). Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und dimg V < oc.
Dann gilt die Dimensionsformel

dimg V = dimg ker f +rg (f) .

Beweis:. ker f ist ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V; wihle eine Basis

{v1,..., v} von ker f mit k := dimg ker f und ergénze diese nach dem Basiserginzungssatz
Korollar 4.2.10 zu einer Basis {vy,...,v,} von V mit n = dim V. Nach Bemerkung ist
{f(v1),..., f(v,)} ein Erzeugendensystem des Bildes f(V). Aber 0 = f(v;) = ... = f(vg), also

ist schon die Teilmenge
{f(vrsr), -, fua))}

ein Erzeugendensystem von f (V).
Wir zeigen nun, dass dieses Erzeugendensystem von f (V') linear unabhéngig und somit eine
Basis von f(V) ist. Seien A\gyq,..., A, € K und gelte

D> Aif(vi)=0.

j=k+1

Hieraus folgt f (Zi:kﬂ
{v1,...,v,} linear unabhéngig ist gilt spany (vy,...,vx) Nspang (Vgy1,--.,v,) = {0}. O

)\ivi> = 0, und somit Z?:Hl Aiv; € ker f = spang (vq, ..., v;). Aber da

Korollar 4.3.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und dimg V = dimg W < co. Dann
sind dquivalent:
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1. f st injektiv
2. f ist surjektiv
3. f st bijektiv

Beweis:. Es geniigt, die Aquivalenz von 1. und 2. zu zeigen. f ist genau dann injektiv, wenn
der Kern trivial ist, ker f = {0}. Dies ist genau dann der Fall, wenn dimg ker f = 0 gilt. Wegen
der Dimensionsformel ist dies dquivalent zu dimg W = dimg V = dimg Im f. Aus Satz
folgt, dass dies dquivalent zu W = Im f ist. Genau dann ist aber die lineare Abbildung
f surjektiv. O]

Bemerkung 4.3.6. Achtung: Korollar 4.3.5 gilt nicht fiir unendlich-dimensionale Vek-
torrdume! Ein Gegenbeispiel ist fir K = R und V' = R[z] die Abbildung diff : R[z] — R[z] aus
Ubung 7.6, die als Kern die Polynome vom Grad Null hat. Sie ist also nicht injektiv; aber sie
ist surjektiv.

Wir haben ein Korollar des Korollars:

Korollar 4.3.7. Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum mit n = dimg (V) und sei B =
(v1,...,0,). Es sind dquivalent:

1. B ist eine Basis.
2. B ist linear unabhdngig.

3. B ist ein Erzeugendensystem.

Beweis:. Nach Lemma definiert B = (vy,...,v,) eine lineare Abbildung f von K™ nach

V und diese Abbildung ist injektiv genau wenn B linear unabhénging ist und surjektiv genau

wenn B ein Erzeugendensystem ist. Nach Korollar sind die Bedingungen dquivalent.
Alternativ lasst sich der Beweis auch leicht mit den Techniken des letzten Abschnitts fithren.

]

Wir kénnen nun alle endlich erzeugten (dquivalent: endlichdimensionalen) Vektorrdume bis
auf Isomorphismus klassifizieren. Das heifit, wir haben eine Liste von Vektorrdumen und jeder
endlich-dimensionale Vektorraum ist isomorph zu genau einem Eintrag in der Liste.

Satz 4.3.8. Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum V ist isomorph zu K™, wobei n = dim(V).
Zwer endlich erzeugte Vektorrdume V und W sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche
Dimension haben.

Es gibt also fiir jeden Korper und jedes n (bis auf Isomorphie) genau einen endlichdimen-
sionalen Vektorraum der Dimension n! Dies rechtertigt unser besonderes Interesse an K.

Beweis:. Wir wihlen nach Satz eine Basis von V' und machen sie zu einer geordneten
Basis B = (v1,...,v,). Dann ist nach Definition n = dim (V). Laut Lemma[4.1.8| definiert dies
einen Isomorphismus f : K™ — V. (Wir erinnern uns: f ist surjektiv, da B Erzeugendensystem
ist, f is injektiv da B linear unabhéngig ist.)

Habe auch der Vektorraum W Dimension n, dann gilt nach Transitivitdt und Symmetrie
des Isomorphismus V =W denn V = K" und K" = W.

Sei umgekehrt f : V = W ein Isomorphismus. Dann gilt nach der Dimensionformel
dimV = dimker(f) +rg (f) =0+ dim W. O

Fiir die néchste Anwendung brauchen wir ein kleines Lemma:
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Lemma 4.3.9. Seien V,W K-Vektorridume. Dann gilt dimg(V & W) = dimg V + dimg W.

Beweis:. Wir betrachten Basen {eq,...,e,} fir V und {fi,..., f,} fir W. Wir behaupten,
dass {(e1,0),...,(€m,0),(0, f1),..., (0, fn))} eine Basis fiir V @& W ist. Lineare Unabhéngigkeit
folgt, da {e;} und {f;} linear unabhéngig sind. Weiterhin erzeugt diese Menge V & W, da jeder
Vektor (v, w) sich als (3, Aes, Y, pifi) = 325 Aei, 0) + 7 115(0, f;) schreiben lésst. O

Satz 4.3.10. Sei V ein K—Vektorraum und Wy, Wy <V zwei endlich—dimensionale Untervek-
torrdume. Dann gilt:

dlmK(Wl + WQ) = dlmK(Wl) -+ dlmK(Wg) — dlmK(Wl N Wg) .
Als Beispiel betrachten wir mit K = R im Vektorraum V = R? die Untervektorriume

W, = span(ey, ez) :  z-y-Ebene
Wy = span(ey, e3) :  z-z-Ebene
Wi N Wy =span(e;) :  z-Achse
Wi+ W, =R?

Die Dimensionsformel aus Satz ergibt 3=2+2—1.

Beweis:. Dieser Satz folgt sofort aus Satz [4.3.4] indem wir unsere Vektorrdume geschickt
wéahlen. Wir wenden die Dimensionsformel auf die Summenabbildung o : Wy & Wy — Wy + W,
an, die definiert ist durch (wy, wsy) — wy + ws.

Nach Definiton ist o surjektiv, also ist rg (¢) = dimg (W + Ws). Weiterhin ist dimg (W) &
W3) = dimg Wy + dimg Wy nach Lemma m Der Kern von o besteht genau aus (wy, —w;)
mit wy € Wy N Wa, also ist dimg ker(o) = dimg (W7 N W).

Wir nehmen all dies zusammen und erhalten fir rg (o) = dimg (W, & Ws) — dim ker(o):

dimK(W1 + WQ) = dlmK W1 + dlIIlK Wg — dlmK<W1 N Wg) ]
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5 Lineare Abbildungen und Basen

5.1 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir haben in Betrachtung gesehen, dass eine lineare Abbildung auf K™ durch das Bild
der Einheitsbasis (ey, ..., e,) bestimmt wird und als Matrix geschrieben werden kann. Aber die
Einheitsbasis spielt keine besondere Rolle: es gilt, dass jede lineare Abbildung mit der Wahl
von Basen als Matrix geschrieben werden kann.

Die Matrix héngt dann aber nicht nur von der lineare Abbildung, sondern auch von der
Wahl der Basen ab!

Wir haben einen vorbereitenden Satz.

Satz 5.1.1. Gegeben seien endlich—dimensionale Vektorrdume V und W sowie Vektoren
v, ..., 0 €V ound wy,...,w. € W.

1. Ist (vq,...,v,) eine geordnete Basis von V, so gibt es genau eine lineare Abbildung [ :
V — W mit f(v;) = w;. Diese hat die beiden Eigenschaften:

(a) f(V)=1Im f = spang(wi,...,w,)
(b) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn die Familie (w1, ...,w,) in W linear

unabhdngig ist.

2. Ist die Familie (vq,...,v,) in V linear unabhdngig (aber nicht unbedingt eine Basis)), so
gibt es mindestens eine lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = w; firi=1,...,r.

Beweis:. 1. Wir haben in der Vorlesung einen direketen Beweis gefiihrt.

Hier folgt ein Beweis, in dem wir Lemma[4.1.8| verwenden. Die geordnete Basis (vy, ..., v,)
definiert einen Isomorphismus g : K" — V nach. Die geordnete Familie (wy,...,w,)
definiert d urch e; — w; definiert eine lineare Abbildung A : K™ — W und das Bild von
h ist spang (ws, ..., w,); h ist injektiv genau wenn die (w;) lineaer unabhéngig sind.

Aber dann ist h o g7! die gesuchte Abbildung f und da g ein Isomorphismus ist gilt
Im (f) = Im (h) = spang(wy, ..., w,) und f ist injektiv, wenn h injektiv ist, also wenn
die (w;) linear unabhéngig sind.

Die Abbildung ist eindeutig: Sei f’ ein andere Abbildung mit f’(v;) = w;, dann folgt
f'(v) = FO-Nv) =2 if (vi) =5 hw; = f(v) da (v;) eine Basis ist.

2. Ist die Familie (vy, . .., v,) nur linear unabhéngig, aber keine Basis, so konnen wir mit Hilfe
des Basisergénzungssatzes Korollar [4.2.10| die Familie zu einer Basis von V' ergénzen:

(V1 ey Uy U1y -+ 5 Up)

und ein f durch Vorgabe beliebiger Werte w,.q,...,w, € W fir v,4q,...,v, wie in 2.
festlegen. O

Wir betrachten als néchstes lineare Abbildungen
fi K" —= K™
Damit kénen wir (bis auf Isomorphismen) alle linearen Abbildungen zwischen endlich-

dimensionalen Vektorraumen verstehen.
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Definition 5.1.2. Sei K ein Koérper.

1. Ein rechteckiges Schema der Form

aiy ... Qip

am1 -+ Qmn

mit a;; € K heifit eine m x n—Matriz mit Eintrégen in K. Die Menge der m x n Matrizen
mit Eintrdgen in K bezeichnen wir mit M (m x n, K). Wir schreiben oft eine Grobuch-
staben A fiir eine Matrix und A;; oder a;; fiir den Eintrag in i-ter Zeilen und j-ter Spalte.

2. Sei f: K™ — K™ eine lineare Abbildung. Es seien

a1 Q1n
fle)=1 | ..., flea) =

Am1 Amn
mit a;; € K die Bilder der Vektoren (ey,...,e,) der Standardbasis von K™. Dann heifit

ai;y ... Qip
M(f) =
Am1 .. Omn

die darstellende Matriz von f (beziiglich der Standardbasen).

Beispiel 5.1.3. Vektoren in K™ sind Spezialfille von Matrizen. Wir sollten unterscheiden zwi-
schen (vertikalen) Spaltenvektoren, die n x 1-Matrizen sind, und (horizontalen) Zeilenvektoren,
die 1 x n-Matrizen sind.
U1
Der Spaltenvektor v = | : [ ist die darstellende Matrix fiir die lineare Abbildung K — K™,
/U?’L
die A nach A\v schickt.
Der Zeilenvektor w = (wy, ..., w,) reprisentiert die lineare Abbildung K" — K, die > A\e;
nach > \jw; schickt.
Wenn wir einen Spaltenvektor als Zeilenvektor auffassen wollen und umgekehrt, schreiben
U1
wir o7, also = (vy,...,v,)T =

Un
Wir verwenden folgende Konvention: Abbildungen werden mit Kleinbuchstaben bezeuchnet

und Matrizen mit Grofbuchstaben. (Allerdings schreiben wir oft Kleinbuchstaben fiir Matri-
xeintrage. )

Man beachte, dass wir hier die Standardbasis als geordnete Basis auffassen, damit wir wissen,
was die erste Spalte der darstellenden Matrix ist, was die zweite Spalte etc.
Aus Satz folgt, das M(f) und f sich umkehrbar eindeutig entsprechen. Sei nun

U1
v=1| | eK"

Un
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beliebig. Dann rechnen wir mit v = > | v;e;, also

n
n n an 1n > i1 15V;

— — n
=l =l Am1 Amn Zj:l AmjUj

Definition 5.1.4. Wir definieren daher fiir eine Matrix A € M(m X n, K) und einen Vektor
v € K™ die Multiplikation von Matrizen mit Vektoren durch

n
ai; ... Qip U1 ijl a1;V;
Av=1| : ] = :
n
Al - Cn U, ijl -

Beispiel 5.1.5. Wir setzen K = R und n = m = 2 und betrachten Drehungen um den
Ursprung, vgl. Beispiel [3.3.412. Mit Hilfe des Produkts einer Matrix mit einem Vektor erhélt

man mit § € R
no(T) _ (cos Ox —sinfy\  [cosf —sinb\ [z
\y )~ \sinbz +cosfy) ~ \sind cosé y) "’

als darstellende Matrix

M(Ry) = (COS 0 —sin 9)

sinff cos6

Betrachtung 5.1.6. Seien f : K" — K™ und g : K™ — K' lineare Abbildungen. Nach
Bemerkung [3.3.4]5 ist dann g o f wieder eine lineare Abbildung. Wir wollen deren darstellende
Matrix M (g o f) bestimmen. Dazu benutzen wir die Standardbasen (ey,...,e,) € K™ und
(€},...,€e,) € K™. Seien

M(g) = (aij), M(f) = (bij), M(go f)=(cij)

die darstellenden Matrizen. Dann ist die j-te Spalte

€1y by m
=gofle)=g(fle) =g | ¢ | =a(X tuser)
C b k=1
J mj
m m A1k Z;cnzl alkbkj
= Z bijg(e),) = Z br; = : ,
h=1 k=1 n > e Qb

also
m
Cij = g ik -
k=1

Definition 5.1.7. Wir definieren daher fir A € M(l x m,K) und B € M(m x n, K) das
Produkt A- B € M(l x n, K) durch die Formel

m

(A : B)U = Z aikbkj .

k=1

Die Definition stellt sicher, dass M(g o f) = M(g) - M(f) gilt. Die Komposition linearer
Abbildung wird also in die Multiplikation der darstellenden Matrizen iiberfiihrt.
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Beispiel 5.1.8. Wenn wir einen Spaltenvektor v als m x 1-Matrix auffassen, dann ist Matrix-
multiplikation M - v genau gleich der Multiplikation aus Definition [5.1.4]

Wenn wir einen Zeilenvektor w = (wy, ..., w,) als (1 x n)-Matrix und einen Spaltenvektor
U1

v = | : | multiplizieren, erhalten wir w.v = (3 wyv;), das Skalarprodukt von w’ und v,
Un

betrachtet als 1 x 1-Matrix.
Beispiel 5.1.9. Wir berechnen M (Ry, o Ry,):

M(Rg, o Ry,) = M(Rq,) - M(Rp,) = (COS O —sin 91) (COS 0 —sin 92)

sinf); cosf, sinfly  cosf,
_ [cosfcosby —sinb;sinfy — cos b sin by — sin 0 cos by
sin 6, cos 6y + cos By sinfy — sin B sin Oy + cos 6 cos O

_ (cos(01 +02) —sin(6y +62)\
- (sin(61 +6y) cos(f; +6s) ) M(Rov40.)

Hier haben wir die Additionsformeln fiir trigonometrische Funktionen benutzt. Die Drehwinkel
zweier Drehungen um den Ursprung addieren sich also.

Lemma 5.1.10. Matrizmultiplikation ist assoziativ.

Beweis:. Wir rechnen ((AB)C)iy = > (> aijbjk)cre = ijk a;jbjrcke = (A(BC)) .

Alternativ folgt das Lemma aus dem Assoziativititsgesetz fiir die Verkettung von Abbil-
dungen: Jede Matrix hat die Form M(f) fiir eine lineare Abbildung f und nach Definition ist
M(go f) = M(g)- M(f). Dannist (M(h)-M(g))- M(f) =M((hog)o f)=M(ho(go[)) =
M(h) - (M(g) - M(f))- O

Definition 5.1.11. Wir setzen

100 0
010 0
E,=M(idg.)= [0 0 1 0
000 ...1

und nennen E,, die Einheitsmatriz fiir K. Wir schreiben E,, = (4;;) mit
1 fiiri =3
5ij = . .
0 fiir ¢ # 7 .
0;; heifit des Kroneckersche 6-Symbol.
Lemma 5.1.12. Fir eine n x m-Matric M qilt E,, - M =M - E,, = M.

Beweis:. Wir rechnen (E,, - M), = Zj 0;jMjr, = M;, denn Multiplikation mit d;; lésst nur den
Summanden M iibrig. O

Bemerkung 5.1.13. Im Allgemeinen ist die Verkettung linearer Abbildungen und somit die
Matrizenmultiplikation nicht kommutativ. Zum Beispiel finden wir fiir

() ()
() -
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5.2 Mehr iiber Matrizen

Wir wollen noch etwas mehr mit Matrizen rechnen. Nach Satz ist Homy (K™, K™) ein K-
Vektorraum. Durch Ubergang zu den darstellenden Matrizen wird auch die Menge M (m xn, K)
der m x n Matrizen zu einem K—Vektorraum.

Definition 5.2.1. 1. Die Summe zweier Matrizen A, B € M(m x n, K) ist komponenten-
weise erklart:

A+ B = (ai) + (bij) = (ai; + b;)
Sei A € K fiir die Skalarmultiplikation setzen wir
M = Maij) = (May))
2. Die Transponierte einer Matrix A € M (m x n, K) ist die durch
AT = (a]) = (a;) € M(n x m, K)

ij

definierte n x m Matrix. Zum Beispiel ist:
2 3 0 T 2 1
(1 4 1) G
0 1
Die Transponierte passt mit unserer Notation v’ zusammen, denn ein transponierter Zei-
lenvektor ist ein Spaltenvektor.
Soweit nicht anders vermerkt meinen wir mit einem Vektor von nun an einen Spaltenvekor,
U1
v=| | =(,...,o)".
Um

Lemma 5.2.2. M(m x n, K) ist ein Vektorraum der Dimension m - n.

Beweis:. Die Summe und Skalarmultiplikation erfiillen offensichtlich die Vektorraumaxiome.
Die Basismatrizen E;;, die genau eine 1 in der i-ten Spalte und j-ten Zeile haben und sonst 0
sind bilden eine Basis. O

Lemma 5.2.3. Es gelten die folgenden Rechenregeln: sind A, A" € M(m x n,K), B,B" €
Mnxr,K),CeM(rxs K)und\ € K, so gilt

1. A-(AB)=(MA)-B=\A-B),
2. A-(B+B)=AB+A-B und (A+ A’)- B= AB+ A'B (Distributivgesetze),
3. (A-B)T =BT . AT,

Beweis:. 1. und 2. zeigt man durch einfaches Hinschreiben.
3. rechnen wir vor: ist A = (a;;) und B = (bji), so ist A - B = (¢;;;) mit

Cik = Z aijbjk .
J
Also ist (AB)T = (¢},;) mit ¢}; = cip = >, @ijbji. Weiter ist
B" = (by,;) mit bj; = by,

AT = (df;) mit af; = by
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Hieraus folgt

2 : / 1 2 : /
dki = bkj . aji = bjk * Ay = Cikp = Cyy -
J J

Unter der Entsprechung
Hom (K", K") — M(n x n, K)
entsprechen den Isomorphismen die folgenden Matrizen:
Definition 5.2.4. Eine Matrix A € M(n x n, K) heifit invertierbar, wenn es eine Matrix

A7 € M(n x n, K) gibt mit
A-At=A"1A=E,.

Beispiel 5.2.5. Sei A = (Z Z) mit ad — be # 0. Auf dem Ubungsblatt haben Sie nachge-

. . . . d —b D
rechnet, dass A invertierbar ist mit A=! = - dl_bc ( a ) Zum Beispiel ist

Korollar 5.2.6. Die Menge
GL(n,K):={Ae€ M(n xn,K): Ainvertierbar}

miat der Multiplikation als Verkniipfung bildet eine Gruppe mit neutralem FElement E,. Insbe-
sondere ist A™! eindeutig bestimmt, wenn es existiert.
GL(n, K) heift allgemeine lineare Gruppe, englisch general linear group.

Beweis:. e Mit A, B € GL(n,K) ist auch A- B € GL(n, K). Denn gelte fir A=, B~! €
M(n xn,K)
AAT ' =ATTA=E, und BB '=B'B=E,,

so ist wegen der Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation Lemma [5.1.10]
(B'AYWAB=B'YA1'A)B=E, und ABB 'A Y =ABB YA '=E,.
Damit haben wir eine Verkniipfung GL(n, K) x GL(n, K) — GL(n, K).

o Assoziativitdt der Matrixmultiplikation ist bekannt, das neutrale Element ist die Ein-
heitsmatrix E,. Wir haben fiir jedes A € GL(n, K) die Existenz einer Matrix A~! an-
genommen, und da A ein Inverses fiir A~! ist, haben wir auch Inverse. Damit liegt eine
Gruppe vor. O

Beachten Sie, dass GL(n, K) keine Gruppe unter Addition ist, denn die Nullmatrix ist
natiirlich nicht invertierbar.
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Satz 5.2.7. Gegeben seien K—Vektorrdume

V' mit geordneter Basis A = (v1,...,v,)

W mit geordneter Basis B = (w1, ..., W) .
Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung
f: V=W

genau eine Matriz A = (a;;) € M(m x n, K), so dass

U]) = Zaijwi (*)
i=1
qgilt. Die so erhaltene Abbildung

Mg : Hom(V,W)— M(m x n, K)
f — A= Mg(f)

15t ewn Isomorphismus von K —Vektorraumen. Insbesondere gilt

Mg\(f +g) = Mg (f) + Mg (g)
Mg (Nf) = AMg (f) .

Nach Wahl von geordneten Basen von V und von W kann man also lineare Abbildun-
gen durch Matrizen beschreiben. Man sagt, die Matrix Mg'(f) stelle die lineare Abbildung f
beziiglich der geordneten Basen A, B von V und von W dar.

Wenn V' = K " W = K™ und A, B die Standardbasen sind, dann schreiben wir wie schon
in Definition 2 M(f) fiir MZ\(f).

<<Dle Formel (*) sieht der Formel fur die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor sehr
dhnlich, aber es sind verschiedene Formeln. Insbesondere haben wir einmal ) a;;w;, wobei die
w; € W Basisvektoren sind und einmal ) | a;;x; wobei die x; € K Koordinaten fiir einen Vektor
sind. Die Indizes sind gerade vertauschit: Bei (%) summieren wir iiber die Zeilen der Matrix,
bei der Multiplikationsformul tiber die Spalten! >>

Beweis:. Da B = (wy, ..., w,,) eine geordnete Basis von W ist, sind fiir jedes v; die Koeffizi-
enten a;; in (*) und somit die Spalten der Matrix eindeutig bestimmt. Somit ist die Abbildung
My wohldefiniert.

Da jede lineare Abbildung durch das Bild der Basisvektoren bestimmt ist , siehe Satz[5.1.1]
ist My injektiv.
Gehort zur Abbildung ¢ die Matrix B = (b;;), so rechnen wir:

(f +9)(vj) = f(v

—~

)+g(vg)

w; + Z bijw;

(CLU + bij)wz

MsﬂMs

=1

und fir A € K

m

(Af)(vj) =A- f(Uj) = )\Z Qi Wi = Z(/\aij)wi .

=1
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Also ist die Abbildung My eine K-lineare Abbildung.
SchlieBlich ist My surjektiv, denn fiir eine Matrix A = (a;;) kénnen wir die lineare Abbil-
dung f definieren, die }_ z;v; nach 3, ; a;jx;w; schickt. Es gilt Mg (f) = A. O

Korollar 5.2.8. Seien V,W zwei K-Vektorriume. Es gilt
dimg Hom(V, W) = dimg V - dimg W .

Seien A und B Basen wir oben. Dann ist eine explizite Basis gegeben durch die linearne Abbil-
dungen

mit  fij(vg) = {

w;  firk=j

0 sonst.

fir jedesi=1...nund j=1...m.

Beweis:. Es ist Mg'(fi;) = Eij, wobei die Familie (E;; wie in Lemma eine Basis des K—
Vektorraums M (m x n, K) bilden. Da My ein Isomorphismus ist, bildet auch (f;;) eine Basis
von Hom(V, W). O

Die naheliegende Frage, wie die Matrix My'(F) sich indert, wenn man die geordneten Basen
A, B andert, werden wir am Ende dieses Kapitels beantworten.

Bemerkungen 5.2.9. Ist V = W, d.h. liegt ein Endomorphismus vor, so ist es zweckméfig,
mit nur einer Basis zu arbeiten, also A = B = (v, v, ..., v,) zu wihlen. Man schreibt dann

Mp := M} .
Der Vektorraumisomorphismus
Mp: End(V) - M(n x n, K)

ist dann definiert durch die Gleichungen

F) =" agu; .
i=1
Die Einheitsmatrix E, = (d;;) beschreibt in jeder Basis B von V' die identische Abbildung,
Mg(idy) = E,.
Die Frage, wie durch Wahl einer geeigneten Basis die darstellende Matrix eines Endomor-
phismus auf eine Standardform gebracht werden kann, werden wir erst im néchsten Semester
beantworten kénnen.

5.3 Der Gaufische Algorithmus und Elementarmatrizen

Die folgenden Uberlegungen hatten im im speziellen Fall des Korpers R der reellen Zahlen schon
einmal gesehen. Wir wiederholen Sie nun fiir beliebigie Kérper und mit einer neuen Perspektive.
Wir werden zahlreiche niitzliche Konsequenzen ziehen.
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Definition 5.3.1. 1. Sei K ein Korper. Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von
Gleichungen der Form

a1 + ae + ...+ ax, = by

a21T1 + A929T9 “+...+ AonTy — bg

11 + Qoo+ . .. + GppTn= by,
mit a;; € K und b; € K. Gesucht sind zy,...,2, € K.
2. Gilt by = ... = b,, = 0, so heifit das lineare Gleichungssystem homogen; sonst inhomogen.

3. Ersetzt man bei einem inhomogenen linearen Gleichungssystem alle b; durch 0, so erhélt
man das zugehdrige homogene lineare Gleichungssystem.

4. Wir nennen

ayy ... Qip
A= : : € M(m xn, K)
Am1 .- Qmn
die Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems. Mit b := (by...,b,,) € K™ nen-
nen wir die Matrix
air ... Qin bl
(A, [b) =] ol | eMmx (n+1),K)
Amn -+ O | O,

die erweiterte Koeffizientenmatriz des inhomogenen linearen Gleichungssystems.

5. Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist nun
Lsg(A,b) := {z € K"| Az = b}

Fiir ein gegebenes lineares Gleichungssystem Az = b fithren wir wie in Definition [5.1.2]2 die
lineare Abbildung

a: K" — K™ mit darstellender Matrix M (a) = A

ein. (Hier betrachten wir die Standardbasis fiir K™ und K™.)
Satz 5.3.2. Wenn xq € Lsg(A,b), dann gilt Lsg(A,b) = x¢ + ker(a) = {zo + v | v € ker(a)}.

Eine Teilmenge von K™ der Form z¢+V fiir einen Unterraum V heif3t auch affiner Unterraum
und wir nennen die Dimension von V' auch die Dimension von xzy + V.
Es gilt x + V = y + W genau dann, wenn gilt V =W und = — y € V, siehe Ubungsblatt.

Beweis:. Sei z; € Lsg(A,b). Dann gilt o(z1) = a(zg) und 27 — x¢ € ker(a), in anderen Worten
T € o+ ker(a).
Sei umgekehrt z; € xg+ker(a). Dann ist a(z1) = a(zg+v) = a(rg) = bmit v € ker(a). O

82



Wir brauchen also nur eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems und erhalten dann
alle anderen Losungen durch Addition von Loésungen des zugehorigen homogenen Gleichungs-
systems.

Die Dimension der Losungsmenge ist

dim Lsg(A, b) = dim(xg + ker o) = dimg kerav = n — rg av.

wobei im vorletzten Schritt die Dimensionsformel einging. Damit wir diese Formel benut-
zen konnen, brauchen wir eine Methode, um den Rang von « zu bestimmen. Wieder geht das
am Besten, wenn eine Matrix in Zeilenstufenform ist.

Definition 5.3.3. 1. Eine Matrix A € M(m x n, K) ist in Zeilenstufenform, falls fir alle
i =2,...,m gilt: ist £ = 1 oder sind die ersten (k — 1) Eintrdge der (i — 1)—ten Zeile
gleich Null, so sind die ersten k Eintrdage der i—ten Zeile gleich Null, wobei £k =1,...,n.

2. Eine Matrix ist in spezieller Zeilenstufenform, wenn sie in Zeilenstufenform ist und falls
firallei=1...mgilt: ist ajy = a2 = ... = a; -1 = 0 und a;, # 0, so ist a;; = 1.

Lemma 5.3.4. Sei A eine Matrix in Zeilenstufenform. Dann ist die Losungsmenge eines li-
nearen Gleichungssystems mit Koeffizientenmatriz A genau denn leer, wenn es einen Index
ie{l,...,m} gibt, so dass a;; = 0 fiir alle j, aber b; # 0 gilt.

Beweis:. “<” folgt wie in Bemerkung [1.3.5} in der i-ten Zeilen ¢ erhalten wir die Gleichung
0=>a;jx; =b;, die zum Widerspruch fiihrt.

“=" folgt durch sukzessives Losung des Gleichungssstems von unten nach oben: Gegeben
> a;jx; = b; mit k minimal, so dass a;, # 0 setzen wir x;, = ﬁ(b’ - Zj>k a;;xj), wobel einige
x; auf der rechten Seite von den weiter unten stehenen Zeilen bestimmt sind und die iibrigen
frei gewédhlt werden konnen. O

Satz 5.3.5. Sei A € M(m x n,K) eine Matriz in Zeilenstufenform und sei r die Anzahhl
der Zeilen die nicht 0 sind. Sei f die lineare Abbildung, die von A dargestellt wird. Dann ist
rg (f) = r und dimker(f) =m —r.

Wir veranschaulichen die Situation in einem Beispiel:

2 1 -4 -1 0 -2
00 3 0 -7 7

A=|00 0 -1 11 —11| e Mat(5x6,C)
00 0 0 0 0
00 0 0 0 0

Dann wird Im (a) von 6 Vektoren aufgespannt. Aber die letzten 2 Eintrége sind jeweils 0, das
heifit das Bild ist im Unterraum {z € R® | x4 = x5 = 0} = R? enthalten. Umgekehrt finden wir
die Vektoren vy = 2ey, vo = —4e; + 3e; und v3 = —e; — e3 im Bild, aus denen wir leicht also
Linearkomibantionen e; = %vl, €y = %(Ug + 2v1) und e3 = —v3 + %vl erhalten. Das heifit, das
Bild wird von den ersten 3 Standardbasisvektoren aufgespannt und hat Dimension 3.

Beweis:. Wir miissen die Dimension den Bildes von f bestimmen. Das Bild wird per Definition
von allen Spalten der Matrix A aufgespannt. Da die letzten m — r Zeilen gleich 0 sind werden
die letzten m —r Koordinaten aller Spaltenvektoren 0 sein. Es folgt, dass Im (a) ein Unterraum
von span(ey, ..., e,) ist.

Wir wollen nun zeigen, dass alle e; mit ¢ < r in Im («) liegen. Es reicht zu zeigen, dass wir
diese e; als Linearkombination der Spalten von A erhalten. Wir verwenden Induktion nach i.
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Wir wahlen k£ minimal, so dass aq, # 0 und dann liegt aq,e; und damit e; im Bild. Nehmen wir
nun an, dass ej,...e;_1 in Im (@) sind. Sei die k-te Spalte von A die erste, in der der i-te Eintrag
ungleich 0 ist, also a;; # 0. Wir ziehen von diesem Spaltenvektor nun passende Vielfache von
e1,...,e;_1 ab und erhalten ag;e; und damit e; in Im (o).

Die zweite Aussage folgt sofort aus der Dimensionsformel [4.3.4] O

Um eine Matrix in Zeilenstufenform zu bringen verwenden wir wieder den Gauflalgorithmus.
Wir werden ihn allerdings aus einer neuen Perspektive betrachten.

Lemma 5.3.6. Ist T' € GL(m, K), so ist
Lsg(A,b) = Lsg(T A, Th)

Beweis:. Wir haben eine Losung x € Lsg(A, b) genau dann, wenn Ax = b gilt. Da T invertibel
sein soll, gilt dies, genau dann, wenn T'Ax = Tb gilt, was aber heifit, dass © € Lsg(Ta,Th)
liegt. [l

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass jede Operation im Gauflalgorithmus genau ei-
ner Multiplikation mit einem passenden Element in der allgemeinen linearen Gruppe GL(m, K)
entspricht!

Lemma 5.3.7. Die folgenden Matrizen liegen stets in GL(n, K); sie heiffen Elementarmatri-
zen.

e Die Diagonalmatriz A(1,1,... 1, A\ 1,...,1) mit A € K\ {0} an i-ter Stelle

1

1

hat offenbar die Diagonalmatriz A(1,1,..., 271, 1,...,1) als Inverses. Dann ist T Ax =
Tb das lineare Gleichungssystem, bei dem die i—te Zeile mit X # 0 multipliziert wurde.

e Die Matriz 7(i,j) fiir i # j mit Eintrdgen

O fir kU {i, 5}
(i, ) =140 firk=Il=iundk=1=j

1 sonst
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1
1
0 0 01
01 0 0
0 0 10
10 0 0

1
Wegen 7(i, j)T(i,7) = E, ist 7(i,j) in GL(n, K). Die Matriz 7(i,j)A unterscheidet sich

von A durch die Vertauschung der i—ten und j—ten Zeile.

e SchliefSlich

1

1

A 10 — j-te Zeile
00 ... 01

1 i—te Spalte

Die Matriz §(i,j,\)A fir i # j entsteht aus A, indem das A—fache der i—ten Zeile zur
j—ten Zeile addiert wird.

Wegen (i, j, N)o(i, j, =) = E, ist dies in GL(n, K).
<<Die Bedingung ¢ # j fiir 6(i, 7, A) fehlte in der Vorlesung, ist aber essentiell!>>
Satz 5.3.8. FEs gibt die folgenden elementaren Zeilenumformungen:
1. Multiplikation einer Zeile mit A € K \ {0}
2. Vertauschung zweier Zeilen
3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Entsteht das lineare Gleichungssystem (E, E) aus (A, b) durch sogenannte elementare Zeilenum-
formungen, so dndert sich die Lisungsmenge nicht, Lsg(A, b) = Lsg(A,b).

Beweis:. Da alle Elementarmatrizen in GL(n, K) liegen, folgt dies sofort aus Lemma O

Damit haben wir nun fiir beliebige Korper das aus Betrachtung bekannte Rezept
hergeleitet, eine Matrix in spezielle Zeilenstufenform zu bringen.

Beispiel 5.3.9. Wir betrachten die folgende Matrix in M (3 x 3,C):

0 i+1 2
A=1 V2 =2 0
V2 1+4i i—1
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und formen um:

V2 =2 0 01 0 0 i+1 2
0 i+1 2 =110 0 V2 o =2 0
V2 1+4i i—-1 0 0 1 V2 1+i i—1
sowie
V2 =2 0 1 00 010 0 i+1 2
0 i+1 2 =0 10 100 V2 o =2 0
0 —1+44 i—1 101/ \o o1 V2 1+i i—1
und
V2 =2 0 1 0 0 1 00 010 0 i+1 2
0 1 1-i|=(0 7 0Jlo1oO0)Jfro00]|v2 -2 0
0 —144i i—1 0 0 1 01/ \0 0 1) \=vV2 1+i i—1
und
V2 -2 0 1 0 0 0 i+1 2
0 1 1—i =10 1 o] | v2 =2 0
0 0 —-1-—1 0 1—3 1 V2 1+4+i i—1
mit ¢ — 1+ (1 —4)(1 — i) = —1 — 4. SchlieBlich erhalten wir mit zwei Zeilenmultiplikationen:
1 —V/2 0 % 00 10 0 0 i+1 2
0 1 1—-i|l=(0 10|01 o0 1 v2 =2 0
0 1 0 01/ \00 % V2 141 i—1

Natiirlich wenden wir die Zeilenumformungen in der Regel an, ohne uns Gedanken zu ma-
chen, was fiir Elementarmatrizen da gerade eine Rolle spielen. Aber es ist theoretisch wichtig,
dass wir die intuitiven Umformungen formal als Multiplikation mit Elementarmatrizen verste-
hen koénnen!

Wir haben zum Beispiel mit unserer Rechnung einen engen Zusammenhang zwischen dem
GauB-Algorithmus und der Struktur der Gruppe GL(n, K) gefunden:

Korollar 5.3.10. Jede Matriz A € GL(n, K) ist ein endliches Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis:. Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A zunéchst auf spezielle Zeilenstu-
fenform, d.h. dass die Matrix T -... T} - A mit T; Elementarmatrizen spezielle Zeilenstufenform
hat. Diese Matrix ist invertibel und kann daher auf der Diagonale nur Einsen haben.

Die letzte Zeile hat daher nur eine 1 an letzter Stelle und ist sonst 0. Durch Abziehen von
Vielfachen der letzten Zeile konnen wir die letzten Eintréige aller anderen Zeilen auf 0 setzen.
Nun hat die vorletzte Zeile eine 1 an vorletzter Stelle und ist sonst 0. Wir benutzen sie um alle
anderen Zeilen auch an der vorletzten Zeile gleich 0 zu setzen. Durch weitere Zeilenumformungen
erreichen wir die Einheitsmatrix.

Da jede Umformung der Multiplikation mit einer Elemetarmatrix entspricht, gibt es Ele-
mentarmatrizen T}, so dass T, - ...T1 - A = E,, gilt. Losen wir nach A auf, so haben wir A als
Produkt von Elementarmatrizen geschrieben, A =T, ... T 1 ]

Aus A = Tl_1 ... Tt folgt sofort, dass T}, - Tp,_y - - - T} eine inverse Matrix zu A ist. Wir
konnen den Gauss’schen Algorithmus benutzen, um eine Matrix zu invertieren. Dazu wenden
wir die Zeilenumformungen gleichzeitig auf A und eine Einheitsmatrix an.
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Betrachtung 5.3.11. Sei A eine Matrix und 7; eine Famile von Elementarmatrizen mit 7 - 77 -
A = E,. Wir schreiben A und E,, nebeneinander und wenden die gleichen Zeilenumformungen
an. Dann erhalten wir:

(A| E)) ~ (T, - T\A | T, - T\E,) = (E, | A™)

Dies ist eine effektive Methode um das Inverse einer invertierbaren Matrix zu bestimmen!

Der Algorithmus verrat uns auch, ob die Matrix iiberhaupt invertierbar ist: Wenn die Matrix
nicht invertierbar ist dann erhalten wir eine Zeilenstufenform in der manche Zeilen 0 sind. Da
die Multiplikation mit Elementarmatrizen den Rang nicht veréndert, ist dann die Anzahl r der
Zeilen, die nicht gleich 0 genau der Rang der zugehorigen linearen Abbildung, siehe Satz [5.3.5
Die Abbildung ist surjektiv (und damit bijektiv und invertierbar!) genau wenn alle Zeilen nicht
0 sind.

Beispiel 5.3.12. Wir wollen die Matrix A invertieren. Dazu betrachten wir die doppelte Ko-
effizientenmatrix (A | E,) und verwenden Zeilenumformungen:

L1tfrooy o /1 11[1 00 11 1]1 0 0
124010 |25 013/=110]|532] 01 -1 1 0
149001 03 8/—-10 1 00 -1 2 -3 1
111]1 0 0 1103 -3 1
o310 R 01005 -8 3
00 1/—-2 3 —1 00 1/—2 3 —1

100[-2 5 —2

Wl 0105 —8 3

001/ -2 3 -1

111 2 5 -9 100

Wir priiffen: {1 2 4]-| 5 -8 3 | =010

149 2 3 -1 00 1

Bemerkung 5.3.13. Ein Nachtrag zu invertierbaren Matrizen: Solange A quadratisch ist, ist
A invertierbar solange es ein Linksinverses oder Rechtsinverses gibt.

Wir wissen, dass eine lineare Abbildung f : K™ — K™ invertierbar ist, wenn sie surjektiv
oder injektiv ist. Angenommen f hat ein links-inverses, f~! o f = idg». Dann muss f injektiv
sein, und ist invertierbar nach Korollar [4.3.5] Habe umgekehrt f ein Rechtsinverses, f o f~! =
idgn. Dann ist f surjektiv und ist invertierbar nach Korollar [4.3.5] Es folgt, dass f invertierbar
ist solange es ein Rechts- oder Linksinverses gibt. Genauso ist eine quadratische Matrix A €
M (n x n, K) invertierbar wenn es A~! mit A~'A = E,, gibt oder wenn es A™! mit AA™' = E,
gibt.

5.4 Koordinatentransformationen

Wir erinnern an Lemma [4.1.8f ist V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum, so liefert jede geord-
nete Basis B = (v1,...,v,) von V einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen

P : K" — V
e = ;.

vom Standardvektorraum K" auf V', den wir nun in Abhéngigkeit von B mit ®z bezeichnen.
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Lemma 5.4.1. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und seien geordnete Basen A =
(v1,...,v,) von V und B = (wy,...,w,) von W gegeben. Fiir die darstellende Matriz Mg (f)
mat

f(vi) = Z M?(f)jiwj .
j=1
(vgl. Satz[5.2.7) gilt:
Mg (f) = M(®5' 0 fodya),
wobei M im Sinne von Definition die Abbildung
Plofody: K" — K™
beziiglich der Standardbasen von K™ und K™ darstellt.

Beweis:. Wir finden unter Verwendung von Definition im dritten und der Linearitéit von
® im vierten Schritt

=
&
N
I
-

(CIDA(e,-)> = &g (CI)ZEI ofo @A(ei)>

— Py M(@glofo(PA)“ej)
ji

=1

=) M (D50 foda),w;.

]

Beispiel 5.4.2. Sei f : R? — R? die Spiegelung an der Achse R <1>, der Winkelhalbierenden
des ersten und dritten Quadranten.

Setze by = (D und by = <_11> Dann ist B = (b1, by) eine geordnete Basis von R?. Wegen

for) =br f(b2) = —bs

wird der Endomorphismus f in der Basis B durch die Matrix

1 0
dargestellt.

Wir vergleichen mit der Matrix der linearen Abbildung ®;' o f o &5 : R? — R2. Diese
Verkniipfung schickt e; nach by, dann b; nach b; und b; wieder nach e;. Sie schickt e; nach

by, dann nach —by und dann nach —e;. Wir erhalten also die Matrix <(1) _01) beziiglich der

Standardbasis, wie im Lemma.
Andererseits vertauscht Spiegelung in b; die beiden Standardbasisvektoren: f(e;) = e und

f(ea) = e1. Also gilt in der Standardbasis M (f) = ((1) (1)) Wir wollen als néchstes M (f) und

Mpg(f) miteinander in Bezug setzen.
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Satz 5.4.3. Sei V ein n—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis A, W ein
m—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis B und Z ein k—dimensionaler K-
Vektorraum mit geordneter Basis C. Dann gilt fiir alle K -linearen Abbildungen

f:V—=>W udg: W—=Z

die Gleichung
M (go f) = Mg (g) - ME(f) .
fur die Matrizenmultiplikation steht.

wobei “7

Damit wir zwei darstellende Matrizen verkniipfen konnen, muss die Basis fiir den Werte-
bereich der rechten Matrix gleich der Basis fiir den Wertebereich der linken Matri sein. Also:
MS(g) - ME(f) ist nur sinnvoll, wenn C = B!

Beweis:.

Mz (go f @MQ) clogofody)
(o) o100
= < ogo(PB)-M<CI>glofo(I>A>
54T

ME(f)

Hierbei haben wir im dritten Schritt verwendet, dass M die Komposition von Abbildungen in
eine Matrizenmultiplikation {iberfiihrt, vgl. Betrachtung [5.1.6] O]

Jetzt kénnen wir beantworten, wie die darstellende Matrix Mg sich bei Anderungen der
Basen A, B dndert.

Wir iiberlegen uns zuerst, was mit der Identitit passiert!

Definition 5.4.4. Seien A und A’ zwei geordnete Basen von V. Dann heifit die quadratische
Matrix

T4 = MA(idy) = M(@;@ oidy o <I>,4) - M(@;l,l 0 cpA> e GL(n, K)

Transformationsmatriz des Basiswechsels von A nach A’'.

K’n
Da
O jody \%
4
K’n

Da @ o ® 4 eine Abbildung von K" nach K" ist konnen wir hier die Matrix M (9 o ® )
beziiglich der Standardbasis betrachten.

Bemerkungen 5.4.5. 1. Es gilt Tﬁ, -T;{V = F, und T;{V : Tj‘, = F,, denn
T4 - TF = M4 (idy) - M4 (idy) = M4 (idy oidy) = M4 (idy) = E, .

Hier haben wir Satz [5.4.3] benutzt! Also sind Transformationsmatrizen invertierbar. Die
Transformationsmatrizen T4 v und T;{V sind zueinander invers.
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2. Gegeben ein Vektor v € V kénnen wir ihn eindeutig schreiben als v = > A\v; fiir die
Basis A = (vy, ..., v,). Dann ist

M

(Va=1:

An

die Koordinatendarstellung von v beziiglich A. Wenn wir v € V als lineare Abbildung

¥ : A+ X von K nach V betrachten dann ist (v)4 genau M§(?9), wobei wir £ fiir die
Standardbasis {(1)} von K! schreiben.
/

Fiir eine zweite Basis A" = (v],...,v]) gilt v = > pv.. Die Transformationsmatrix

r n

erlaubt uns, die Koeffizienten p; aus den Koeffizienten \; zu bestimmen.
Es gilt
H1 A1
| =Th |
fn An
denn M4, (9) = M+ (idy) - M§(?) nach Satz [5.4.3|

Konkreter konnen wir iiberpriifen: die j-te Spalte von Tﬁ, =M j\‘,(idv) besteht nach Satz
5.2.7 genau aus den ¢;; so dass v; = ), c;jv; ist. Also ist Y-, Ajuy = 37, 5 Ajeijv;. Es folgt
dass j; = > ¢;jA; ist. Insbesondere ist die Transformationsmatrix

Ci1 ... Cip
T4 =

Chl -+ Cpn

3. Sei insbesondere A’ die Standardbasis £& und A eine beliebige Basis (vy,...,v,) und

reiben wir jeden 1SV I v; Vigy e vy Uni) - nn i
schreibe eden Basisvektor v; als (vq;, ..., v,;)". Dann ist
| Vi1 ... Ulg
Té“: v o Up | = :
| Ui ' Upn

4. Sei insbesondere m = n = 1. Eine Basis von K! wird von einem Element ungleich 0
gegeben, ein Element von M(1 x 1, K) ist einfach ein Element von K.

Zum Beispiel ist A = {(4)} eine Basis von K wihrend A" = {(1)} die Standarbasis ist.

Es gilt (1) = 1(4), also ist 7" = () und mit (4) =4 (1) ist T4 = (4).

Wenn wir wie in 1. x = x(1) in der Basis (4) schreiben wollen, ist der neue Koffizient
2 2z ==z-(1) = 1z (4). In der neuen Basis B ist der Basisvektor 4 mal so lang, also
brauchen wir kleinere Koeffizienten.

Wir sehen hier gut, dass sich Koeffizienten und Basisvektoren gewissermaflen invers zu-

einander verhalten: Wenn ich den Basisvektor strecke dann schrumpft mein Koeffizient.

Wir betrachten als néchstes als Vorschau auf den néchsten Satz eine lineare Abbildung
f o+ px. Dann gilt M4 = (u) und M§ = (i), denn jeder Basisvektor wird ja von f
mit g multipliziert.

Es gilt aber Mg (f) = &, denn p(1) = £(4). Es ist auch ME(f) = 4y, denn p(4) = 4pu(1).
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Satz 5.4.6 (Transformationsformel). 1. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
mit geordneten Basen A und A" und W ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum mit
geordneten Basen B und B'. Sei

f: V=W

linear. Dann gilt

Mg () =T M) - (T2) (%)

2. Speziell fir Endomorphismen f : V — V und zwei geordnete Basen B' und B von V
ergibt sich

-1
My (f) = T8 - Ms(f) - (TE) . (3+)
Wir konnen unsere Formel auch schreiben als

Mg (f) =Tg - Mg(f) - T4 -

< Seien Sie gewarnt: Es ist sehr leicht, die Rolle der beiden Basen beim Basiswechsel zu
verwechseln! >>
Wir kénnen die Zusammenhénge des Satzes auch als kommutatives Diagramm schreiben,
d.h. alle Wege zwischen zwei fixen Ecken entlang der Kanten des folgenden Diagramms geben
das gleiche Ergebnis. Es kommutiert also das folgende Diagramm:

MA
. AU o
S,
Tj/ Vv ﬁ-f W Tg,
YIS
K" Km

ME(f)

wobei hier Abbildungen zwischen Vektorrdumen der Form K™ mit ihren darstellenden Matrizen
identifiziert werden.

Beweis:. 1. Wir rechnen:
Mg (f) = Mg (idw o f oidy)
= ME (idw) - MZ(f) - MZ (idy) [wegen Satz [5.4.3

vensbl /
=" Ty M§(f) T4 .

2. ist als Spezialfall klar. [

Beispiel 5.4.7. Sei wie in Beipiel 5.4.2| f : R? — R? die Spiegelung an der Achse R (D,

der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten. Setze b; = G) und by = (_11)

Dann ist B = (by, by) eine geordnete Basis von R?. Wegen

for) =br f(b2) = —be
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wird der Endomorphismus f in der Basis B durch die Matrix

Mp(f) = ((1) _01) :

dargestellt. Wir wollen f in der geordneten Standardbasis £ = (ey, e2) des R? ausdriicken. Aus

by =e1 + e by = —e1 + e

folgt
1 -1
Tg:(l 1)
und A
<T5> T2\-1 1)
Es folgt

M‘f(f):TgMB(f)<Tg>l B G _11) ((1) —01)'% (—11 D :%G _11> G —11) - <(1) é) '

Dies entspricht genau unserer direkten Berechnung aus Beispiel

5.5 Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen

Die Form der Gleichung () beziehungsweise von Gleichung (*%) aus der Transformationsformel
gibt Anlass zu der folgenden Definition:

Definition 5.5.1. 1. Zwei (nicht unbedingt quadratische) Matrizen X,Y € M(m x n, K)
heiflen dquivalent, falls es quadratische Matrizen S € GL(m, K) und T' € GL(n, K) gibt,
so dass

Y =SXT7! gilt .

2. Zwei quadratische Matrizen X,Y € M(m x m, K) heilen dhnlich, falls es eine Matrix
T € GL(m, K) gibt, so dass

Y =TXT! gilt .

Bemerkungen 5.5.2. 1. Ahnliche Matrizen sind offenbar #quivalent: setze S = T . Die
Umkehrung gilt nicht. Betrachte X = E,:

e Sei S € GL(m, K) beliebig und setze T := E,,; dann gilt
SXT'=SE,.E,=38S,

also sind die Matrizen S und E,, dquivalent: alle invertierbaren m x m Matrizen sind
aquivalent zu E,,.

e Die invertierbare Matrix S und FE,, sind aber fir S # FE,, nicht dhnlich: fiir alle
T € GL(m, K) ist
TXT'=TE, T '=TT"'=E,,,

also ist nur E,, zur Einheitsmatrix F,, dhnlich.

2. Aquivalenz und Ahnlichkeit sind Aquivalenzrelationen. Wir zeigen dies am Beispiel der
Aquivalenz:
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e Reflexivitit: setze S = F,, und T' = E,,.
e Symmetrie: aus X = SYT7! folgt Y = S71XT .
e Transitivitit: Y = S; X7, ! und Z = SoY Ty ! impliziert

7 = So(Si XTy DTyt = (S28) X (ToTy) ™ .

< Diese Benennug ist recht ungiinstig. “Aquivalent” klingt wie eine stérkere Bedingung als
“dhnlich”. Moglicherweise sind Sie Threm Bruder dhnlich, aber sicher sind Sie nicht dquivalent
zu Threm Bruder. Wir werden uns daran gewdhnen miissen, dass dhnliche Matrizen immer
dquivalent und viele Matrizen dquivalent aber nicht dhnlich sind. >>

Lemma 5.5.3. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie dieselbe lineare Abbildung
beztiglich verschiedener geordneter Basen beschreiben.

Die Aussage des Lemmas bedeutet: Zwei Matrizen X,Y € M(m x n, K) sind genau dann
aquivalent, wenn es einen n-dimensionalen K-Vektorraum V mit zwei geordneten Basen A, A’
und einen m-dimensionalen K-Vektorraum W mit zwei geordneten Basen B, B’ und eine lineare

Abbildung f : V — W gibt, so dass gilt
X =Mg(f) wd Y =DMg(f).

Beweis:. “<” folgt sofort aus der Transformationsformel von Satz [5.4.6]
“=" Seien X,Y dquivalente m x n Matrizen:

Y = SXT7!.

Wir betrachten K™ und K" jeweils mit der Standardbasis &,, und &, und finden f mit X =
M(f) nach Satz[5.2.7]

Wir wollen nun Basen A und B fiir K™ und K" finden, so dass Y = M&(f) ist. Nach der
Transformationsformel Satz gilt das, wenn S = Tf{” und 771 =T, Sli ,also T =T, Bg”.

Nach Bemerkung [5.4.53 definieren wir die geordnete Basis A durch die Spalten der Matrix
S~! und B durch die Spalten der Matrix T 1. O

Genauso kann man zeigen, dass zwei quadratische Matrizen genau dann dhnlich sind, wenn
sie den gleichen Endomorphismus beziiglich verschiedener Basen beschreiben.

Satz 5.5.4. Jede lineare Abbildung f zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen ldsst sich

von einer Matriz der Form
E. 0
0O 0/~

darstellen, wobi die Nullen jeweils fiir Nullmatrizen verschiedener Grifle stehen. Hier ist r =

rg (f)-

Jede Matriz X ist dquivalent zu einer Matriz dieser Form.

Ein Blockmatriz ist eine Matrix, deren Eintrdge nicht Elemente von K sondern wieder
Matrizen, wir nennn die Eintridge Bldcke, in unserem Beispiel gibt es einen Block E, € M(r x
r, K) und die GroBen der verschiedenen Blocke sind wie folgt, wobei wir 0; ; fiir die Nullmatrix

in M (i x j, K) schreiben:
Er Or,n—r
Omfr,r Omfr,nfr ‘

Wir kénnen mit Blockmatrizen nur bedingt wie mit echten Matrizen rechnen, hier verwenden
wir sie nur als niitzliche abkiirzende Notation.
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Beweis:. Wir betrachten die kanonische Faktorisierung und wéhlen geschickte Basen.
Seien V., W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und

FiVowW
eine lineare Abbildung. Wie im Beweis von Satz erginze eine geordnete Basis (vy, ..., vg)

des Untervektorraums ker f von V' zu einer geordneten Basis (vy,...,v,) von V.

Nach Satz B.1.1l1 ist dann
(f(vk+1>7 tt f(Un)))

ein geordnetes Erzeugendensystem von Im f. Die Familie ist auch linear unabhéngig. Nach Satz

.1(b) reicht es zu zeigen, dass f, eingeschriankt auf den Unterraum span g (viy1,...v,) CV

injektiv ist. Aber das gilt, da der Schnitt dieses Unterraums mit dem Kern von f trivial ist.
Ergénzt man die linear unabhéngige Familie

(f(vk-f-l): SR f(Un))

in W in irgendeiner Weise zu einer geordneten Basis

B = (f(vk+1)7 ceey f(vn)a wy, - - - 7wmfr>
von W mit m := dimg W und r := rg f und wihlt bequemerweise als geordnete Basis von V/
die Familie
A: (Uk+1a"'7vn7vla"'avk) )

so hat man fiir f die folgende Blockmatrix als darstellende Matrix:

W= (T 0) Vs
—~—
n—r==%

Der Rang der linearen Abbildung ist dann wegen Satz gleich r.
Schlielich benutzen wir Lemma [5.5.3| um zu zeigen, dass jede Matrix dquivalent zu einer
Matrix dieser Form ist. O

Durch unabhingige Wahl von Basen A von V und B von W kann also die darstellende
Matrix einer linearen Abbildung immer auf eine sehr einfache Form gebracht werden.

Bemerkung 5.5.5. Wir konnen die gleiche Betrachtung wie im Beweis des Satzes iibrigens
auch auf die kanonische Projektion

m: V= V/kerf

anwenden und einen anderen Beweis des Homomorphiesatz [3.4.4] geben. Es gilt ker m = ker f;
daher folgt, dass
{lvksa], - -, [on]}

eine Basis von Im 7 = V/ ker f ist.
Die Abbildung f : V/ker f — Im f ist dann auf der Basis {[vxi1],...,[vn]} von V/ker f
durch

f(lvi]) = f(vi)
definiert und wie im Satz ist f(v;) linear unabhingig und erzeugt das Bild. Damit liefert f nach
Satz als Bijektion von Basen einen Isomorphismus von V/ker f auf Im f.
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Bemerkung 5.5.6. Wir konnen eine gegebene Matrix A € M(m x n, K) explizit in die Form

E,

0 0
fenform zu bringen. AnschlieBend verwenden wir Spaltenumformungen um die erhaltene Matrix
in die gewiinschte Form zu bringen.

Genauso wie eine Zeilenumformung durch Multiplikation von links mit einer Elementarma-
trix beschrieben werden kann, so kann eine Spaltenumformung durch Multiplikation von rechts
mit einer Elemenntarmatrix beschieben werden.

Wir haben dann also E, = T - -- Ty AT} - - - T! und die gewiinschte Ahhnlickeit ist gezeigt.

bringen. Dazu verwenden wir zuerst Zeilenumformungen um A in spezielle Zeilenstu-

Wenn wir mit Matrizen rechnen, wiirde wir gerne den Rang einer Abbildung aus der dar-
stellenden Matrix definieren.

Definition 5.5.7. Sei X € M(m x n, K). Die maximale Anzahl linear unabhéngiger

Spalten von X heifit  Spaltenrang rg (X)
Zeilen von X heif3t Zeilenrang 1g (X)

Als Beispiel betrachten wir mit K = R die linearen Abbildungen f, ¢ : R — R? mit

M<f>=(§ié’> g (M) =1 wmM)) =1 rg(f)=1
1(2)_51> rg (M(g)) =2  12(M(9))=2 18(9) =2

Fiir den Spaltenrang von M(g) betrachten wir

o) -+() () -

Die anderen Rechnungen sind unmittelbar.

Wir haben nun also den Begriff Rang fiir Matrizen und lineare Abbildungen eingefiihrt und
sollten sicherstellen, dass dieser Gebrauch kompatibel ist: Wenn M darstellende Matrix fiir f
ist (beziiglich irgendeiner Basis!), soll gelten rg (f) = rg (M) = rg (M), und unsere einfachen
Beispiele sprechen schon einmal dafiir.

Satz 5.5.8. Wenn M darstellende Matriz fir die lineare Abbildung f -V — W ist gilt vrg (f) =
rg (M).

Beweis:. Wir betrachten zurst den Fall, dass M eine linearen Abbildung f : K" — K™
beziiglich der Standardbasen darstellt. Nach Definition [3.3.7.3) und Satz (a):

rg (f) = dimg Im f = dimg f(K™)
= dimg spang (f(e1),..., f(en)).

Rechts steht die lineare Hiille der Spalten der darstellenden Matrix M (f). Dies ist wegen des
Basisauswahlsatzes gleich der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren der
Matrix M(f), also genau der Rang von M (f).

Seien nun A und B beliebige Basen fiir V und W, sodass M = Mg\(f).

Die Basen definieren Abbildung ® 4 : K™ — V und ®5 : K™ — W und es gilt ®5' o fod, =
M nach Lemma [5.4.1]

Die Matrix M stellt aber auch eine lineare Abbildung ¢ von K™ nach K™ beziiglich der
Standardbasen dar, und wir haben gezeigt rg (M) = rg (g).

Aber da &5 und P4 Isomorphismen sind, ist der Rang von ¢ gleich dem Rang von f und

es gilt rg (M) = rg (9) = g (f). 0
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Korollar 5.5.9. Zwei dquivalente Matrizen haben den gleichen Spaltenrang.

Beweis:. Seien X, Y &dquivalente Matrizen. Nach Lemma [5.5.3| gibt es eine lineare Abbildung
f, so dass X und Y darstellende Matrizen fiir f sind (fiir unterschiedliche Basen). Es gilt

rg (X) =1g (f) =rg (V). O

Die Aquivalenzklassen von m x n Matrizen sind also einfach zu beschreiben: die einzige
Invariante einer Aquivalenzklasse linearer Abbildung ist ihr Rang. Ahnlichkeitsklassen werden
wir erst im 2. Semester vollstédndig beschreiben kénnen.

Lemma 5.5.10. Sei X € M(m x n,K) und S € GL(m, K). Dann gilt
1. (S™HT = (7)™
2. 1g (X) = 7 (X") und 7 (X) = 1g (XT)

Beweis:. 1.: Aus (ST . ST = (S-S 1Y) = EI = E,, folgt die Behauptung wegen der
Eindeutigkeit der Inversen.
2. ist offensichtlich, da die Transposition Zeilen und Spalten vertauscht. [

Lemma 5.5.11. Aquivalente Matrizen haben auch gleichen Zeilenrang. In Formeln: sind
X,Y € M(m x n, K) dquivalent, so ist

rg (X) =rg(Y).
Beweis:. Wir wissen also, dass es S € GL(m, K) und T € GL(n, K) gibt, so dass
Y =SXT7!
gilt. Die Transposition dieser Matrixgleichung liefert
YT = (SXT)T = (1717 xT ST = (77)"' X7 s7

nach Lemma |5.5.10L1. Somit sind auch die transponierten Matrizen X7 und Y7 #quivalent.
Wegen Lemma [5.5.10[2 und Korollar [5.5.9| erhélt man die Gleichungen

g () B rg (x1) *2 g (v ) B i ()
O
Satz 5.5.12. Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix sind gleich: fir X € M(m x n, K) gilt
rg (X) =rg X .
Beweis:. Hat X € M (m x n, K) Rang r, so ist X nach Bemerkung |5.5.2}4 &dquivalent zu einer

Matrix der Form (%T 8) Daher gilt

E. 0
X) = r V) 2
rg ( %ﬂmrg(o 0>
— — (E, O
X) = r V) 2
% (X) E-5.11) '8 ( 0 0) "
Hieraus folgt rg (X) = r =g (X). O

Bemerkung 5.5.13. Um den Zeilen- oder Spaltenrang einer Matrix zu bestimmen verwenden
wir elementare Zeilenumformungen, also wieder den gauf3schen Algorithmus. Wir kénnen auch
Spaltenumformungen verwenden, wenn n < m ist, dann bietet sich das an.
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6 Intermezzo: Basen fiir beliebige Vektorrdume

Um zu zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat, brauchen wir zuerst eine Definition.

Definition 6.0.1. 1. Eine partielle Ordnung < auf einer Menge X ist eine Relation < auf
X mit den folgenden Eigenschaften:
(PO1) reflexiv: x < z fur alle x € X,
(PO2) transitiv: aus * <y und y < z folgt = < z,
(PO3) antisymmetrisch: aus z < y und y < x folgt * = y.

2. Eine Kette in einer partiell geordneten Menge X ist eine Teilmenge K C X, so dass (K, <)
total geordnet ist, d.h. fiir alle h, k € IC gilt h < k oder k < h.

3. Wir sagen eine Kette I in X hat eine obere Schranke, wenn m € X mit k < m fiir alle
k € I existiert.

Das folgende Lemma ist die entscheidende Zutat im Beweis.

Lemma 6.0.2 (Zornsches Lemma). Jede nichtleere, partiell geordnete Menge X, in der jede
Kette eine obere Schranke hat, besitzt ein maximales Element, d.h. es gibt ein x € X, so dass
keiny € X \ {x} mit x <y existiert.

Beweis:. Dieses folgt _auf hochst nicht-triviale Weise aus dem Auswablaxiom. FEine Beweisskizze
kénnen Sie auf dem Ubungsblatt sehen und als herausfordernde Ubungsaufgabe die Details
selbst ausarbeiten. O]

Das Zornsche Lemma ist sogar dquivalent zum Auswahlaxiom, wir konnten in unserer Axio-
matisierung also statt des Auswahlaxioms das Zornsche Lemm annehmen. Wir zeigen nun:

Satz 6.0.3. Sei V' ein K-Vektorraum, E C V' ein Erzeugendensystem von V und M C E eine
linear unabhdingige Teilmenge von V. Dann gibt es eine Basis B von V mit M C B C E.

Beweis:. e Wir betrachten die Menge X (M, E) := {A|linear unabhéngig, M C A C E}.
Sie enthélt M selbst und ist daher nicht leer. Sie ist durch Inklusion partiell geordnet.

e Wir zeigen, dass in X (M, E) jede Kette eine obere Schrakne hat, indem wir nachweisen,
dass fiir jede Kette K C X (M, E) die Vereinigung UK := Ugexck in X (M, E) liegt. Es ist
dann klar, dass fiir jedes A € K gilt A C UK, also UK eine obere Schranke ist.

Aus M C A C F fir alle A € K folgt M C UK C E. Zu zeigen ist noch, dass die
Vereinigung UK linear unabhéngig ist. Seien dazu Ay,..., A\, € K und vy,...v, € UK

mit Z?Zl Ajv; = 0. Dann existieren A, ..., A, € K mit v; € A;. Durch Umnummerieren
kénnen wir erreichen, dass Ay, C Ay, C ... C A, gilt. Daraus folgt vy,...,v, € A,.
Aus der linearen Unabhéngigkeit von A, ergibt sich \; = ... = A, = 0. Also ist UK

linear unabhéngig und eine obere Schranke der Kette K in X (M, E). Somit ist X (M, E)
induktiv geordnet.

e Da X (M, E) nicht leer und partiell geordnet ist, und jede Kette eine obere Schranke hat,
existiert nach dem Zornschen Lemma ein maximales Element B € X (M, E). Dieses ist
per Definition eine linear unabhéngige Teilmenge von V mit M C B C E. Wegen der
Maximalitét von B muss fiir jeden Vektor e € E'\ B die Menge B U {e} linear abhéngig
sein.
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Es existieren also A\, A\1,..., A\, € K, nicht alle Null und by,...,b, € B, so dass \e +
Z?:l Ajb; = 0 gilt. Aus der linearen Unabhéngigkeit von B folgt A # 0. Damit gilt
e € spang(B). Da dies fiir jedes e € E'\ B gilt, folgt £ = BU (E \ B) C spang(B) und
somit V' = span(F) C span(B). Also ist B eine Basis mit allen geforderten Eigenschaften.

[

Wir haben insbesondere auch die folgenden Aussagen gezeigt, die wir fiir endlich-
dimensionale Vektorrdume schon bewiesen hatten:

Korollar 6.0.4. 1. Jeder K-Vektorraum hat eine Basis. Denn wdhle einfach E =V und
M = 0.

2. Basisauswahlsatz: Aus jedem FErzeugendensystem E eines Vektorraums kann man eine
Basis auswdhlen. Hier wéihlt man einfach M = ().

3. Basiserginzungssatz: Jede linear unabhdngige Teilmenge M C V' ldsst sich zu einer Basis
von V' erginzen. Hier wdhit man einfach V = E.
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7 Determinanten

7.1 Voriiberlegungen

Wir betrachten Fldchen und Volumen in reellen Vektorrdumen.
Zwei Vektoren in R? spannen ein Parallelogramm auf, und wir kénnen uns iiberlegen, was
die Flédche dieses Parallelograms ist.

Wir berechnen die Flache als

1 1 1 1
Area((g) ) (2)) = (a—l—c)(b+d)—§ab—§ab—§cd—§cd—bc—bc:ad—bc

indem wir vom groflen Rechteck vier Dreiecke und zwei kleiner Rechtecke abziehen.
Allgemeiner fragen wir uns nach dem Volumen des Parallelotops, das n Vektoren in R"
aufspannen.

Definition 7.1.1. Sei (by,...,b,) eine Basis von R™. Dann heifit die Teilmenge
P={aby+ - +apb,|]0<; <1} C R”

das von by, . ..bs aufgespannte Parallelotop oder Spat.

b3 A

Wir fithren zwei Konstruktionen ein, die uns helfen werden, das Volumen des Spats zu
berechnen, aber auch unabhéngig von hohem Interesse sind.

Definition 7.1.2. Seien v = (vy,...,v,)T,w = (w1, ..., w,)T € R™. Dann ist das Skalarprodukt

von v und w definiert als v.w =), v;w;.
Wir nennen ||v|| = /v.v die (euklidische) Norm des Vektors v, alltagssprachlich die Ldnge.
Zwei Vektoren v, w mit v.w = 0 heiflen orthogonal.

Es gilt auch v.w = vTw und das Skalorprodukt (nicht aber die Norm) kann iiber jedem
Korper definiert werden.
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Definition 7.1.3. Seien nun v, w € R3. Dann ist das Vektorprodukt definiert als

U1 wy VW3 — UzW2
VX W= | v X | wy | = | V3w — VW3
V3 W3 V1We — VW1

Lemma 7.1.4. 1. Das Skalarpodukt ist symmetrisch v.w = w.v und das Vektorprodukt ist
antisymmetrisch: v X w = —w X v. Insbesondere ist v X v = 0.

2. Skalarpodukt und Vektorprodukt sind bilinear, d.h. (Av + pw).u = Av.u+ pw.u und (Av +
W) X U= AU X U+ pw X u

3. Es gilt (ux v)w = u.(v X w).

Beweis:. 1. Das folgt direkt aus der Definition. Fiir den letzten Satz betrachten wir v x v =
—v X v und erhalten v x v = 0.

2. Direkt aus der Definition.

3. Dies ist eine direkte Rechnung. Wir kénnen z.B. Koordinaten fiir unsere drei Vektoren
wéhlen und beide Rechnungen ausfiihren.

Wir konnen alternativ betrachten, was mit Basisvektoren passiert, da beide Seiten der
Gleichung lineare in allen Eintrégen sind.

Wir rechnen e; X e; = e3, e1 X e3 = —ey und ey X e3 = eq. Durch vertauschen der beiden
Faktoren links dndert sich das Vorzeichen.

Wir schreiben jetzt €5 fiir (e; x €;).ex. Es folgt aus unserer Rechnung dass €193 = €931 =
€312 = 1 und €913 = €397 = €130 = —1. Also gilt die Gleichung fiir alle Fille, wenn die drei
Indizes unterschiedlich sind.

Wenn zwei Indizes gleich sind, dann ist €;;, = 0. Fiir die ersten beiden Indizes ist das klar
wegen e; X e; = 0. Aus der Berechnung von e; x e; folgt sofort, dass €;;; = 0 auch gilt,
wenn ¢ oder j gleich k ist.

Damit gilt immer €;;, = €5, und das zeigt 3. ]

Bemerkung 7.1.5. Aus der Schule kennen Sie vielleicht geometrischere Definitionen: a.b =
llal| - [|b]| cos(Z£(a,b)). Aber was genau ist der Winkel zwischen zwei Vektoren, insbesondere in
hoheren Dimensionen? Wir definieren Z(a.b) = cos_l(m). Dafiir miissen wir wissen, dass
a.b < ||a|| - ||b]|, das ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, dazu (wahrscheinlich) spéter
mehr.

Das Vektorprodukt a x b ist der Vektor orthogonal zu a und b mit Norm ||a||.||b]| sin(£(a, b))
und Orientierung entsprechend der “Rechte-Hand-Regel”.

Es lasst sich nachrechnen, das dies aus unserer Definition folgt, die Details konnen Sie auf
dem Ubungsblatt ausarbeiten.

Das Vektorprodukt hat zahlreiche Anwendungen (in Ingenieurwissenschaft und Physik), wir
werden es hier nicht im Detail studieren.

Definition 7.1.6. Das Spatprodukt von drei Vektoren a,b, c € R? ist a.(b x c).
Lemma 7.1.7. Das Spatprodukt erfiillt die folgenden Rechenregeln:
1. a.(b x c) ist linear in jeder der drei Variablen.

2. a.(b x ¢) ist alternierend: wenn zwei Vektoren gleich sind, dann ist das Spatprodukt 0.
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3. 61.<€2 X 63) =1.
Beweis. 1. Dies folgt sofort aus Lemma 2.

2. Wir sehen aus Lemma [7.1.411, dass a.(b x b) = 0.
Es gilt a.(a x b) = 0 denn mit Lemma [7.1.4)3 gilt a.(a x b) = (a X a).b.

SchlieBlich gilt a.(b x a) = —a.(a x b) mit Lemma [7.1.4]1 und wir haben gerade gezeigt,
dass dies 0 ist.

3. Dies folgt sofort aus der Definition. O]

Bemerkung 7.1.8. Die Eigenschaften aus Lemma gelten auch fiir das Volumen des
Parallelotops, das a, b, ¢ aufspannen. (Wenn wir einen Vektor skalieren dann skaliert sich das
Volumen. Wenn a = b (oder b = ¢ oder a = ¢) dann ist das Parallelogramm entartet und hat
kein Volumen. Das Volumen des Einheitswiirfels soll 1 sein.)

Das Spatprodukt ist in der Tat nichts anderes als das Volumen des Spats, den a, b, ¢ auf-
spannen. Mit den klassichen Beschreibungen aus Bemerkung lasst sich das zeigen:

Wir betrachten das Parallelogramm, das b und ¢ aufspannen als Basis, und mit a = Z(b, ¢)

haben wir die Grundfliche A = ||| - ||¢|| sin(«).

Als néchstens bestimmen wir die Hohe des Spats. Dies ist h = ||a|| cos(f), wobei 8 der
Winkel zwischen a und der Orthogonalen zu a und b ist. Also ist § = Z(a,b X ¢).

Zusammen erhalten wir das Volumen A - h = a.(b X ¢). Allerdings haben wir einen Punkt
vernachlassigt: Das Vorzeichen von b x ¢ hingt von der Reihenfolge der Vektoren b und c ab.
Der Absolutbetrag von a.(b x c) ist also das Volumen des Spats, aber das Vorzeichen gibt die
Orientierung der drei Vektoren a, b, ¢ an!

Wir haben diese Voriiberlegungen nicht im Detail ausgefiihrt, da wir uns als néchstes mit
einem abstrakten Volumenbegriff beschéftigen wollen, der in jedem endlichdimensionalen Vek-
torraum sinnvoll ist.

Es wird sich zeigen, dass die Eigenschaften aus Lemma ausreichen, um einen Volu-
mensbegriff einzufithren!

7.2 Die Determinantenabbildung

Wir wollen den Volumensbegriff fiir ein Polytop aus R? und R? auf allgemeine endlichdimen-
sionale Vektorrdume erweitern. Dazu betrachten wir eine Matrix, deren Zeilenvektoren die
Transponierten der Basisvektoren sind, die das Polytop aufspannen.

Wir mochten dann das Volumen als Abbildung

Mnxn K)— K

mit gewissen Eigenschaften verstehen. Dies ist die Determinantenabbildung:
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Definition 7.2.1. Sei K ein Korper und n € N. Eine Abbildung

det : M(nxnK)— K
A~ det (A)

heifit Determinantenabbildung, falls gilt:

(D1) det ist linear in jeder Zeile: es gilt

(al)T (al)T

und
(ar)" (ar)" (ar)"

)

det | (a;+a))? | =det | (a;))T | +det | (a))T

(an)” (an)” (an)”
Da all unsere Vektoren als Spaltenvektoren zu betrachten sind schreiben wir den iten
Zeilenvektor von A als Transponierte (a;)7 fiir einen Spaltenvektoren a; € K™.

(D2) det ist alternierend, d.h. stimmen zwei Zeilen {iberein, so ist det (A) = 0.
(D3) det ist normiert, d.h. det (E,) = 1.
Dies sind alles Eigenschafen, die wir vom Volumen eines Spats erwarten wiirde.

Beispiele 7.2.2. 1. Die Identitét erfiillt (D1-3) fiir K.
2. Man rechnet leicht nach, dass die Zuordnung (CCL Z) — ad — be (D1-3) fiir K? erfiillt.

3. Die Zuordnung

a; ag as
by by by | —a-(bxc)=(axb).c
C1 Cy C3

erfiillt nach Lemma (D1-3) fiir R3. Hier haben wir eine 3 x 3-Matrix durch 3 Zei-
lenvektoren (transponierte Spaltenvektoren) dargestellt.

Gegeben eine Determinantenabbildung det nennen wir det(A) die Determinante von A.

Diese Namensgebung legt schon nahe, dass wir zeigen wollen, dass es eine eine eindeutige
Determinantenabbildung gibt. Wir werden nun Eigenschaften einer Determinantenabbildung
zeigen, sowie ihre Existenz und Eindeutigkeit beweisen, und sie berechnen.

Satz 7.2.3. Sei K ein Korper und n € N. Sei det : M(n x n, K) — K eine Determinan-
tenabbildung. Dann gilt fir alle A, B € M(n x n, K) und alle A € K:

1. det (AA) = \"det (A)
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2. Ist eine Zeile von A gleich 0, so ist det A = 0.
3. Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, so ist det B = —det A.

4. Entsteht B aus A durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen, so ist
det B = det A.

5. Sei A eine obere Dreiecksmatrix der Form

)\1 *
A= A2
0 An

Hierbei steht * fiir beliebige Fintrdge oberhalb der Hauptdiagonalen. Dann ist

det A=X ...\ =]]N-

J=1

Bemerkung 7.2.4. 1. Eine Determinantenabbildung ist wegen 1. fiir n > 2 keine lineare
Funktion!

2. Sie ist auch nicht additiv: zum Beispiel gilt fir A = B = FE,, dass det A + det B =
2det Fy = 2, aber det(A + B) = det(2E,) = 4det Ey = 4.

3. Wenn wir elementare Zeilenumformungen auf eine Matrix A anwenden, verdndern wir
det(A) in einer genau kontrollierten Weise. Wir konnen also den Gaufischen Algorithmus
verwenden um Determinanten zu berechnen! Dazu folgt gleich ein Beispiel. Allerdings
wissen wir zu diesem Zeitpuknt noch nicht, ob Determinantenabbildungen iiberhaupt
existieren.

Beweis von Satz [7.2.3. 1. Wir rechnen:

()" Aa)” e
det (AA) =det | A : = det : = Adet :
(an)" Aan)" )\(G'n)T
(a1)” T
et [ 2 2 !
= e )\(a3)T =...= et :
: (an)"

2. Aus der Zeilenlinearitét (D1) folgt sofort:

(al)T (al)T (al)T
det A = det 0 =det | 0-0 | =0-det 0 =0.
(an)T (an)T (an)T
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(ar)”

3. Sei A = : . B gehe aus A durch Vertauschung der :—ten und j—ten Zeile hervor,

(an>T

mit ¢ > j. Dann ist wegen (D2):

(al)T (al)T (al)T (al)T (al)
(a; + a;)" (a:)" (a:)" (a;)" (a;)"
0 = det : = det : + det : + det : + det :
(a; +a;)" (a:)" (a,)" (a:)" (a;)"
(a) (an)" (az) (an)” (an)”
=04+det A+det B+0.

4. B entstehe aus A durch Addition des A-fachen der j—ten Zeile zur i—ten Zeile, mit i # j.
Dann ist

(al)T (al)T (al)T
(ai_.l)T (az‘—.l)T (ai—.l)T
det B =det | (a;+ Aa;)T | =det | (a)7 | +Adet | (a;)"
(aiv1)” (aig1)” (aip1)"
(an)" (an)" ()"

=det A+ \-0=det A,

denn die zweite Matrix in der Summe hat die gleichen Eintrége in der i-ten und j-ten
Zeile. Damit wissen wir, wie sich die Determinantenabbildung unter den elementaren
Zeilenumformungen aus Satz verhélt.

5. Sind alle \; # 0, so kann man A durch Zeilenumformungen, die die Determinante nicht
dndern (Addition von Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile) in eine Diagonalmatrix
iiberfithren mit gleichen Diagonalelementen:

MO ... 0
0 Mo ... 0 n
detA=det | . 7 7 T =M A-det By 2
. : : =1
0 ... A

Sind nicht alle A\; # 0, so sei 7 der grofite Index, fiir den A; = 0 ist. Durch elementare
Zeilenumformungen (Additon von vielfachen der Zeilen i + 1 bis n) kénnen wir die ganze
i-te Zeile gleich 0 setzen. Es gilt

A
0 *
det A = det Aict —o—f[x
N 0 O o o ... o — 1 g
7=1
Aig1 ¥
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Korollar 7.2.5. Fiir jeden Korper K und jedes n > 1 gibt es hochstens eine Determinantenab-
bildung
det : M(nxn,K)— K .

Beweis:. Uberfiihre eine Matrix A durch spezielle Zeilenumformung in eine obere Dreiecksma-
trix A’, wobei k Zeilenvertauschungen auftreten. Dann gilt

A1
A/: el %k
0 An

Eine Matrix in Zeilenstufenform ist ein Spezialfall einer oberen Dreiecksmatrix, wir kénnen also
zum Beispiel unsere Matrix in Zeilenstufenform bringen. Dazu miissen wir keine Skalierungen
von Zeilen vornehmen, die Addition von Vielfachen von Zeilen und die Vertauschung von Zeilen
reichen aus.

Fiir jede Determinantenabbildung muss also gelten

det A= (—1)fdet A’ = (-1)*[]N;. O

Jj=1

Bemerkung 7.2.6. Dies zeigt tatsédchlich nur, dass es hochstens eine Determinantenabbildung
gibt, es ist also gerechtfertigt det(A) die Determinante von A zu nennen.

Wir haben aber noch nicht gezeigt, dass es iiberhaupt eine Determinantenabbildung gibt!
Insbesondere ist nicht klar, dass zwei verschiedene Abfolgen von Zeilenumformungen das gleiche
Ergebnis liefern!

Beispiel 7.2.7. Wir arbeiten iiber dem Koérper K = C und betrachten die Matrix

01 1
A=11 1 1
2 3 4
Wir fithren elementare Zeilenumformungen aus:
1 11 1 i 1
det A=—det [0 1 1] =—det |0 1 1
2 3 4 0 3—2i 2
1 1 0
=—det [0 1 i = —(-3i) =3i.
00 2—(3—2i)i

7.3 Existenz der Determinante

Satz 7.3.1. Fir jeden Korper K und jedes n > 1 gibt es genau eine Determinantenabbildung
det,: M(nxn,K)— K

Beweis:. Wir beweisen die Existenz durch vollstdndige Induktion nach n.
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(D1)

Induktionsanfang: definiere

deti(a) :=a
(D1)-(D3) sind in diesem Fall offensichtlich.

Fiir den Induktionsschritt definiere fiir A € M(n x n, K) die folgenden n? Streichungs-
matrizen:

ail a1 aln\‘
A;S'jtr:: 1075 PSP ¥ 75 S——— um)GM((nl)x(nl),K)

Qp1 ... QApj ... Qpn

und definiere fiir beliebiges, aber festes j € {1,...,n}

n

det,(A) ==Y (=1)"a;det,_y (A7)

=1

Wir miissen jetzt die Axiome (D1)-(D3) tiberpriifen.

Entstehe A aus A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit A € K: ap; = Aag; und
a;; = a;j fir ¢ # k. Fiir die Streichungsmatrizen gilt:

. Afj’" = Afj'?r da die einzige verénderte Zeile, namlich die k-te Zeile, gestrichen wird.

e Fiir ¢ # k entsteht auch gff” aus Afj” durch Multiplikation einer Zeile mit \ € K,
also gilt nach Induktionsannahme

ety (A5") = Adet, 1 (45 .
Somit ist

detng d:ef (—1)i+jaijdetn_1 (Z;S;W) + (—1)k+jakjd6tn_1zz{£;7‘
i#k
= (=1)HagAdet,_y (AF7) + (1) Xaggdet, 1 A" = Adet, (A) .
i#k

Die Additivitét zeigt man analog.

Mogen die k-te und [-te Zeile iibereinstimmen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
sei k < . Ist i # k und @ # [, so hat die Streichungsmatrix Afj“” auch zwei identische
Zeilen; nach Induktionsannahme folgt

detn_lAfjtr =0.
Also erhalt man:
et A = (1) et o AT (1)t A

e Aus der Gleichheit der k-ten und [-ten Zeile folgt ay; = a;;.
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. AZ-“" geht aus Agjr durch (I — k — 1) Zeilenvertauschungen hervor, wir vertauschen
der Reihe nach die [-te Zeile mit der (I — 1)-ten, mit der (I — 2)-ten und so fort, bis
die [-te Zeile an k-ter Stelle steht. Also gilt

detn,lAlSjtr = (— 1)lik71detn,1A£;r

Insgesamt folgt
det,A=0.

(D3) Die Einheitsmatrix A = E,, hat Eintrége a;; = d;;. Daher gilt

det,(E,) = Z<_1)i+j6ij detnflA;sjtr
1=1
= (=1)det,, 1 A" = detp 1 (Ep1) = 1.

Denn bei den Streichungsmatrizen Afj”’ mit ¢ # j werden zwei verschiedene Einsen auf
der Diagonale gestrichen, so dass die (n — 1) x (n — 1)-Matrix A% nur n — 2 Einsen
enthélt, also eine Zeile enthalten muss, die Null ist. Somit verschwindet nach Satz[7.2.3]2
ihre Determinante. []

Aus dem Satz folgt sofort der

Satz 7.3.2. Spaltenentwicklungssatz von Laplace Fiir jede Matriz A € M(n x n, K) gilt

det (A) = (=1)"a;;det AJ/"

i=1
tr jedes feste 1 < j < n.
fiir g J

Die Vorzeichen im Laplace’schen Entwicklungssatz folgen einem Schachbrettmuster.

indem wir nach der ersten Spalte entwickeln.

Beispiele 7.3.3. 1. K beliebig, A = ﬁ Z)
Nach der zweiten Spalte entwickelt erhalten wir —bc + da. Dann ist det A = ad — cb.
ain a2 ai3

2. K beliebig, A = | as1 agx ass
a31 32 as3

det (A) = Q11022033 — Q11023032 — A21A12033 + (21032013 + A31G12G23 — A31G13G22

Fiir 3x3-Matrizen gibt es die Merkregel von Sarrus: : man berechnet fiir alle drei Parallelen
zur Hauptdiagonalen — hier durchgehend eingezeichnet — die Produkte der Eintrage und
addiert die Ergebnisse auf. Davon zieht man die drei Produkte der Eintrdge auf den drei
Parallelen der Nebendiagonalen — im Schema gestrichelt gezeichnet — ab.

a1 @12 a13 ai a2

- - -
- - -
- - e
- - e

G21 G2 G23  Ag1 Q922
\ />\ \

asi as2 ass asi as2
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Vorsicht: in der Entwicklung der Determinante einer n x n—Matrix treten n! Terme auf;
es gibt also keine Verallgemeinerung der Regel von Sarrus fiir n > 4, die es erlaubt, nur
mit Produkten auf Haupt- und Nebendiagonalen zu arbeiten!

Wir illustrieren die Berechnung durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

0 11 i1 1 i 1 i
det |1 i 1 :O-det<3 4>—1-det<3 4>—|—2-det(i 1)
2 3 4
=—(4-3)+2(1-i%)=3i.

Rechnerisch ist die Berechnung von Determinanten mit Hilfe von Entwicklungsséitzen
weniger effizient als mit dem GauBalgorithmus.

Satz 7.3.4. Die Determinante ist auch linear in jeder Spalte; d.h. fiir alle Spaltenvektoren
ap, ..., an, aj,a; € K" und A € K gilt

det(ay ... Aaj...a,) = Adet(ay...q;...a,)

det(a;... aj+dj...a,) =det(ar...d}...a,) +det(ar...aj...ay)

Beweis:. Aus der Entwicklung nach der j—ten Spalte folgt:

det(ay ... N\aj...a,) = Z(—l)i“(}\aij) det A7/ = Adet A .

i=1
Analog zeigt man die Additivitét. ]

Lemma 7.3.5. Fine Determinantenabbildung schickt eine Matriz genau dann nach 0, wenn
diese nicht maximalen Rang hat: det A =0 1g A <n.

Beweis:. Durch spezielle Zeilenumformungen, d.h. Zeilenvertauschungen und Additionen von
Vielfachen von Zeilen zu anderen Zeilen, iiberfithren wir A mit dem Gaufy’schen Algorithmus
in eine obere Dreiecksmatrix A’, vergleiche Betrachtungen [1.3.7| und [1.3.8|

Die Matrizen A und A’ haben gleichen Rang, denn sie gehen auseinander hervor durch Mul-
tiplikation mit einem Produkt von Elementarmatrizen, vgl. Lemma[5.3.7] das eine invertierbare
Matrix ist.

Aus Lemma ?7?7.3 und 4 folgt

det A’ = +det A .
Es ist
)\1 * n
det A’ = det :H)\i.
0 M) i

Daher verschwindet die Determinantenabbildung, det A = 0 genau dann, wenn wenigstens ein
Aj verschwindet, A\; = 0.

Wenn j maximal ist, so dass \; verschwindet, dann ist A" durch weitere Zeilenumformungen
in eine Matrix zu iiberfithren, in der die j-te Zeile 0 ist, vergleiche den Beweis von Satz[7.2.3]5.
Aber dann ist der (Zeilen)Rang von A < n.

Wenn umgekehrt rg (A) < n ist, dann muss A’ in Zeilenstufenform eine Zeile haben, die
gleich 0 ist, siche Satz [5.3.5 aber das ist nur méglich, wenn ein A; = 0 ist. O

Wir sammeln ein paar Ergebnisse im folgenden Korollar:
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Korollar 7.3.6. Es sind fiir eine n x n-Matrix A dquivalent:
1. A ist invertierbar.
2. 1g (A) = n.
3. 1g (A) = rg (AT) = n.
4. det(A) # 0.

Beweis:. 1. = 2.: Wenn A invertierbar ist stellt es eine surjektive Abbildung f dar und
rg (f) =rg (A) =n.

2. <= 1.: Umgekehrt ist eine surjektive Abbildung K™ — K" invertierbar (Korollar
und damit folgt aus rg (A) = n, dass A invertierbar ist.

2. < 3. wegen Satz [5.5.12

2. & 4. ist Lemma [7.3.5] m

Satz 7.3.7. Fiir alle A € M(n x n,K) gilt det (A7) =det A .

Beweis:. Wegen der Eindeutigkeit der Determinantenfunktion reicht es aus, zu zeigen, dass
auch

det: M(nxn,K)— K
A det AT

eine Determinantenfunktion ist.

(D1) folgt aus der Spaltenlinearitét in Satz[7.3.4]

(D2) Wenn A zwei gleiche Zeilen hat, so hat AT zwei gleiche Spalten. Also ist rg (AT) < n,
nach Lemma muss 0 = det AT = detA gelten.

(D3) folgt aus N
detE, =det El =detE, = 1.

Korollar 7.3.8. 1. Zeilenentwicklungssatz von Laplace: fir jedes A € M(n x n, K) gilt =
det A = Z(—l)i“aij det A7,
j=1

und zwar fir jedes maogliche i, mit 1 < i < n.
2. Entsteht A aus A durch Vertauschung zweier Spalten, so ist

det A= —det A .

Beweis:. 1. Berechne det AT durch Entwicklung nach der i-ten Spalte, die ja genau die i-te
Zeile von A ist.

2. Dann entsteht A7 aus AT durch Vertauschen zweier Zeilen. Aus Satz .3 folgt

det A = det AT = —det AT = —det A .
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Als Beispiel verwenden wir die Entwicklung nach der ersten Zeile zur Berechnung der fol-

genden Determinante:
i i1 11 1 i
411 =0-det (3 4) — det (2 4) +1i-det (2 3)

= —24i(3—2i) = 3i

det

o O
SURES—

7.4 Eigenschaften der Determinante

Satz 7.4.1. Determinantenmultiplikationssatz Fiir zwei Matrizen A, B € M(n x n, K) gilt
det(A - B) = det Adet B.

Beweis:. Wenn A oder B nicht invertierbar ist, dann gilt rg (A) < n oder rg (B) < n. Damit
ist det(A)det(B) = 0 wegen Lemma [7.3.5] Aber dann ist auch AB nicht invertierbar (die
zugehorige Abbildung ist nicht surjektiv, wenn A nicht surjektiv ist und nicht injektiv, wenn
B nicht injektiv ist), und det(AB) = 0.

Wir nehmen also an A, B € GL(n, K) und schreiben A = T} ---T, und B = S;---S; als
Produkt von Elementarmatrizen mit Korollar [5.3.10. Wir berechnen nun die Determinanten
der Elementarmatrizen:

e Die Determinante von 7(i,j) ist —1 wegen Satz [7.2.3]2 und det(E,,) = 1.
e Die Determinante von (7, j, A) ist 1 wegen Satz 4 und det(E,) = 1.
e Die Determinante der Diagonalmatrix A(1,..., ..., 1) ist A\ wegen Satz [7.2.3]5.

Dann gilt det(A) = det(T}) - - - det(13) - - - det(E,,), denn jedes Produkt mit einer Elementar-
matrix entspricht einer Zeilenumformung, die die Determinante genau um det(7;) dndert! Das

folgt wieder aus Satz[7.2.3
Nach der gleichen Rechnung gilt det(B) = det(S}) - - - det(Ss) und

det(A - B) = det(T}) - - - det(T3) det(Sy) - - - det(Ss) = det(A) det(B). O
Korollar 7.4.2. Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante.

Beweis:. Gilt N
A=T-A.T7!

mit 7' € GL(n, K), so ist nach dem Determinantenmultiplikationssatz [7.4.1

det A=detT -det A-detT ! = det A .

Korollar 7.4.3. Fiir eine invertierbare Matriz A gilt gilt det A~' = (det(A))™".

Beweis:. Es gilt
1=det(E,) =det (A- A2V det A-det A, O
Damit erhalten wir sofort:

Korollar 7.4.4. Es ist det ein Gruppenhomomorphismus von GL(n, K) nach K \ {0}.
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Insbesondere sehen wir wieder, dass invertierbare Matrizen Determinante ungleich 0 haben.
Wir kénnen nun sogar eine Formel fiir das Inverse einer Matrix angeben.

Satz 7.4.5. Fir Ae M(n xn, K) setze B = (b;;) € M(n x n, K) mit
bij := (—1)"" det AS/" .

ij
Man beachte die Reihenfolgen der Indizes! Dann gilt

AB = BA =det (A)E, .
Wenn det(A) # 0 dann hat A ein Inverses

1
det A

Insbesondere sehen wir wieder, dass eine Matrix mit Determinante ungleich 0 invertierbar
ist.

Die Matrix B heifit auch die Adjunkte von A, nicht zu verwechseln mit der Adjungierten,
die wir spéater treffen.

Beispiel 7.4.6. Sei n = 2, K beliebig: A = (CCL Z) sei invertierbar. Dann ist

JENS d —c\ 1 d —b
ad—be \-b a ad—bc \—c a )"

Sie haben auf dem Ubungsblatt verifiziert, dass Fy = AA™L.
Beweis von Satz [T.4.5L. e Der (i,1)-te Eintrag von AB ist:

Z a;jbj; = Z a;;(— ZJ”det AS” det A
=1

nach dem Zeilenentwicklungssatz fiir die 1—te Zeile.
e Der (i, k)-te Eintrag von AB ist fiir ¢ # k:

n n
Z a;jbjr = Z a;;(—1)7"*det ( Afj" Z arj(—1)**det (Af]’”) T38 Gt A ,
j=1 j=1
wobei A aus A entsteht, indem man die k-te Zeile durch die i—te Zeile ersetzt. Dies dndert

nicht die Streichungsmatrix, da die k-te Zeile dort ohnehin gestrichen wird. Beim Ma-
trixelement @ t ar; haben wir eine entsprechende Anderung des Index vorgenommen. Wegen

i # k hat A zwei Zeilen mit identischen Eintragen, also ist det A=0.

e Aus dem Spaltenentwicklungssatz folgen die analogen Aussagen fiir das Produkt B - A.
O

Satz 7.4.7. Cramersche Regel Seien ay,...,a,,0 € K" und sei die Matriz A = (a4, ...,a,)
invertierbar. Dann ist die eindeutige Losung x € K™ des inhomogenen linearen Gleichungssy-
stems von n Gleichungen fiir n Variablen

Ax =10

gegeben durch
det (al, N 7 b, Aiity-- - ,an)

det A

€Tr; —
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Beweis:. Siehe Ubungsaufgabe 14.3. O]

Definition 7.4.8. Fiir einen Endomorphismus & : V' — V eines endlich-dimensionalen Vek-

torraums V heifit
det (®) := det (M5(P))

Determinante von ®, wobei B eine beliebige geordnete Basis von V' ist.

Korollar 7.4.9. Die Determinante eines linearen Endomorphismus [ ist wohldefiniert und es
gilt

1. det f # 0 & f ist Automorphismus.

2. det (f71) = ltf fiir alle Automorphismen ®.

3. det (fog)=det (f)det (g)

Beweis:. Ist V ein n—dimensionaler K—Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus,
und sind B und B’ zwei geordnete Basen von V', so sind die beiden darstellenden Matrizen

Mg (f) wnd Mg (f)

dhnlich und haben somit die gleiche Determinante nach Korollar [7.4.2]
Die Aussagen 1.-3. folgen sofort aus den entsprechenden Aussagen fiir Matrizen. m

Beispiel 7.4.10. Sei V = R2. Fiir eine Drehung ® = Ry um den Ursprung ist

cos —sinf

det Ry = det (M<R9)) = det ( sin 6 cos f

) =cos’f +sin?0=1.

Fiir eine Spiegelung ® = Sy an einer Ursprungsgeraden (im Winkel 6 zur x-Achse) ist

cos 260 sin 26

det Sy = det (M(Sp)) = det ( sin20 — cos 20

) = —cos?20 —sin®260 = —1 .

7.5 Permutationen und Determinanten

Wir erinnern an Beispiel [2.1.2]5: die Menge aller bijektiven Selbstabbildungen der Menge n :=
{1,2,...,n} bildet eine Gruppe, die symmetrische Gruppe S,. Sie hat |S,|=n!l=1-2-...-n
Elemente und ist fiir n > 3 nicht abelsch.

Fir o € S,, ist die Schreibweise

bequem. Das Produkt von o, 7 € S, schreiben wir als
T = [7(11) . 781)} L;(lm . cr(nn)} = {7(01(1)) o)

23 |1 23 |1 23
1 3 2 2 3 1] (3 2 1|~

Wir konnen dies auch graphisch darstellen, vgl. Ubung 5.5.

Beispiel:
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Definition 7.5.1. 1. Ein Element o € S,, heifit auch Permutation.

2. Eine Permutation 7 € S,, heiit Transposition, falls 7 zwei Elemente der Menge n ver-
tauscht und alle iibrigen Elemente fest lésst.

Lemma 7.5.2. 1. Fiir jede Transposition T € S, gilt 77! = 7.
2. Jede Permutation ldsst sich als Produkt von Transpositionen schreiben, o = 11 ... T .
Die Darstellung in 2. ist keinesfalls eindeutig!

Beweis:. 1. folgt sofort aus der Definition

2. lédsst sich zum Beispiel induktiv zeigen: Jede Permutation, die k Elemente fest lisst, ist
Produkt von Transpositionen. Dies ist klar fiir & = n — 2. Angenommen es gilt fiir k£, dann
zeigen wir es auch fiir £ — 1, indem wir durch eine Transposition eine zusétzliches Element
fixieren: Wenn 7(i) = j ist dann ldsst 7;; o 7 das Element i fest, sowie alle Elemente, die von 7
fixiert werden. (Denn 7 kann ja j nicht fixieren, sonst wére 7(i) = 7(j), was ein Widerspruch
ist.) O

Lemma 7.5.3. Fir eine Permutation o € S,, sei

(60—1(1))T
E, = : € M(nxn,K).

(60—1(n))T
Die Abbildung o — E, ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis:. Es gilt per Definition
(Eo)i; = bio()
Es folgt fir o,7 € S,

n

(EsEr)i; = D Sioy0irs) = Sio(r(s)) = Eor

=1

Korollar 7.5.4. Die Abbildung

sign: S, — {£1}
o +— det E, =: sign(o)

ist ein Gruppenhomomorphismus. Sie heifft Signumsabbildung.

Das Signum einer Transposition 7 € .S, ist gleich —1 wegen Satz [7.2.3] denn E, ist genau
die Elementare Matrix, die zwei Zeilen vertauscht.

Die Abbildung sign bestimmt also eindeutig, ob eine Permutation Produkt von gerade oder
ungerade vielen Transpositionen ist.

Beweis:. Als Verkniipfung von Homomorphismen ist sign = detoFE ein Homomorphismus.
Da E, mit Lemma durch Vertauschungen von Zeilen aus der Einheitsmatrix Fyy = E,
hervorgeht, ist

det (E,) € {1,—1} .
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Definition 7.5.5. Der Kern der Signumsabbildung ist die alternierende Gruppe A,:
A, ={o € S,|sign(o) = +1}
(Fir n > 1 hat diese Gruppe %n! Elemente und ist fiir n > 4 nicht abelsch.)

Bemerkung 7.5.6. Sie werden in einer Ubungsaufgabe fiir das Signum einer beliebigen Per-
mutation o € S,, die Formel

. _ o(j) —o(i)
sign(o) = H P (%)
1<i<j<n
zeigen.
Satz 7.5.7. Leibniz’sche Regel Sei K ein Kéorper und A € M(n x n, K) mit A = (a;;). Dann

gilt
det A=Y sign(0)aip() - Ano(n) -

O’GSn

Beweis:. Wir schreiben den i-ten Zeilenvektor von A als

n

(a)" =" aiile;)”

j=1
und rechnen
T
a)T N (eil)
( 1) <a2>T
det : = Zauldet .
(D1) « :
(an>T u=1 T
(an)
(eil); (en);
= (61'2) = (61'2)
(D:1) Z alila%det (D:1) ' Z 14y * oo v am-ndet .
i1,i2=1 1. dn=1
(an)" (ei,)"
Von den n" Termen der Summe sind aber nur die n! Terme nicht null, fiir die alle Indizes
i1,12,...,1, paarweise verschieden sind. Dann gibt es o € S,, mit o(j) = i;. Also gilt
(a1)" (60(1))T
det = Z A1o(1) - - .am(n)det
(an)T o€Sn (ea(n))T
= Z alg(l) .. .am,(n)qu
gESy
= Z A1(1) - - - Ono(n) SigN(0) ,
O’ESn

wobei wir auler der Definition des Signums noch verwendet haben, dass sign(c) = sign(c™!),
was sofort aus sign(oc~1) = sign(o) ™! folgt. O
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Korollar 7.5.8. Sei K ein Kérper, n; > 1 und n := ny + ng. Sei A € M(n x n, K) von der
Gestalt

0  A®
mit A € M(n; x n;, K). Dann ist
det , 41n, A = det,,, AVdet,,, A?

Beweis:. Mit dem Ausdruck aus der Leibnizschen Regel gilt nun

det A = Z Uo(1) - - - Ono(m)Sign(o Z A1o(1) - - - Qno(n)SigN(0)

0ESK oes’

wobei S’ aus den Permutationen o besteht, fiir die gilt
o(@) e{l,....m}eie{l,...,n}

Denn jeder Index io (i) im unteren linken Quadranten der Matrix fiihrt zu einem Faktor 0.

Aber eine solche Permutation muss auch {n; +1,...,n} auf sich selbst abbilden.

Damit ldsst sich o schreiben als (o7, 02), wobei o7 die ersten n; Eintrdge permutiert und oy
die letzten ny Eintrége. Die Kommaschreibweise bedeutet, dass wir ein Element von .S,,, und ein
Element von S,,, zu einem Element von S,, machen, indem o, die ersten n; Eintrdge permutiert
und ny die letzten ny Eintrége. (Formal gesehen definieren wir einen Homomorphismus S,,, X
Sny = Sn)

Es gilt sign(oy, 0q) = sign(oq)sign(oy) Damit folgt

_ : (1) (1) (2) (2)
det A = Z sign((oy, Jg))&lo_(l)(l) e ) Mo ®(1) " o™ ()
(01702)
. m (1) (1) . 2)\ . (2) (2)
— Z sign (0( )) Qo)1)+ Oy () Z sign (g( )) A1) - O ()
1€, 02€Sn,

= det AW . det A®
Wobei wir in der zweiten Gleichung einfach ausmultiplizieren. O

Bemerkung 7.5.9. Wir wollen den Rechenaufwand fiir die Berechnung der Determinante ei-
ner n X n-Matrix an Hand der Zahl der nétigen Multiplikationen einmal grob iiberschlagen.
Bei der Leibnizschen Regel miissen wir n! Multiplikationen ausfiillen, und jede dieser
Multiplikationen hat n Faktoren, also sind wir bei (n — 1)n! einfachen Multiplikationen. (Die
Bestimmung von sign ist rechnerisch auch recht teuer, aber diese Kosten lassen sicht mit ge-
schickter Enumerierung der Permutationen vermeiden.)

Bei den Entwicklungssétzen [7.3.2|bzw. [7.3.8[sehen wir induktiv, dass wir n! Multiplikationen
ausfiithren miissen.

Beim Gauf3-Algorithmus braucht man fiir die Elimination unterhalb der i-ten Zeile fiir jede
Zeile eine Division zur Berechnung des Eliminationsfaktors und dann n — ¢ Multiplikationen in
der Zeile, die verindert wird. Bei n — ¢ Zeilen ist der Aufwand

(n—1i)(n—i+c)=(n—1i)*+c(n—1)

Multiplikationen, wobei wir annehmen, dass eine Division so teuer ist wie ¢ Multiplikationen.
Der genaue Faktor héngt von den Details der Implementierung der Rechnerarchitektur ab, wir
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konnen aber davon ausgehen, dass ¢ konstant ist, und nicht mit n wéchst. Der Gesamtaufwand
betrigt dann

n—1 n—1 3 2 3
2 o _ .2 N n_ ’I’L_ -~ n_
izl ((n i)+ c(n z)) ]Zl(j + ¢j) 3 +c 5 3

Multiplikationen, und damit deutlich kleiner als n!.

7.6 Orientierungen

Wir wollen (im reellen Fall) das Vorzeichen der Determinante weiter betrachten. Dazu arbeiten
wir in diesem Unterkapitel iiber dem Korper R der reellen Zahlen, und benutzen, dass es hier
eine totale Ordnung gibt.

Definition 7.6.1. Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. (In der Folge sei stets
dimg V' > 1 angenommen.) Zwei geordnete Basen B und B von V' heiflen gleich orientiert, falls

fiir die Transformationsmatrix
det TZ >0

gilt. Andernfalls heiflen die geordneten Basen entgegengesetzt orientiert.

Bemerkung 7.6.2. Uber K = C oder IF,, gibt es keine natiirliche Aufteilung der Elemente von
K = K \ {0} in positive und negative und entsprechend keine Orientierung.

Lemma 7.6.3. Die Bezichung “gleich orientiert” liefert eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller geordneten Basen eines gegebenen Vektorraums V.

Beweis:. o Reflexivitat:
det T§ =det B, =1>0,

e Symmetrie: fiir zwei geordnete Basen B, B von V gilt
TE-T5 = E,

Insbesondere folgt -
detTg-detTg: 1,

so dass beide Determinanten ungleich Null sind und gleiches Vorzeichen haben.
e Transitivitét folgt aus Satz [5.4.3]
det Ty = det (T52T5') = det (Tg2)det (T5') >0,

wenn die geordenten Basen By, By und By, B3 von V' jeweils paarweise gleich orientiert
sind.

[]

Definition 7.6.4. Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Aquivalenzklasse
von geordneten Basen beziiglich der Aquivalenzrelation heifit eine Orientierung von V.

Lemma 7.6.5. Ein endlich—dimensionaler reeller Vektorraum besitzt genau zwei Orientierun-
gen.
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Beweis:. e Sei B = (by,...,b,) eine geordnete Basis von V', setze B= (=b1,...,b,). Wegen

—1 0
det TF = det -1
0 1

definieren die geordneten Basen B und B unterschiedliche Orientierungen. Es gibt also
mindestens zwei unterschiedliche Orientierungen auf V.

e Es mogen die geordneten Basen By, By und Bs, B3 unterschiedliche Orientierungen besit-
zen:

detng1 <0 und detng2 <0.
Dann folgt, wiederum wegen Satz [5.4.3]

det Tg' = det T2 - det Ty >0,

also haben By und B3 gleiche Orientierung.

o

b1

gleich orientiert
Beispiele 7.6.6. 1. dmV =1 by

by
entgegengesetzt orientiert.

2. dimV = 2 : Hier kommt es auf den “Drehsinn der Basis” an: fithrt man den ersten Basis-
vektor durch die Drehung um einen betragsméflig moglichst kleinen Winkel in den zweiten
Basisvektor iiber, so sind die Basen genau dann gleich orientiert, wenn der Drehsinn dieser
Drehungen gleich ist. Zum Beispiel haben

b oAb
by A

by die gleiche Orientierung.

3. dimV = 3 : Analog ist hier die “Héndigkeit der Basis” entscheidend. Eine Orientireung
ist gegeben, wenn by, by, b3 sich wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der gespreizten
rechten Hand verhalten, die andere, wenn sie sich wie Daumen, Zeigefingur und Mittel-
finger der linken Hand verhalten. (Es ist hier die anatomisch natiirliche Spreizung der
Finger gemeint, mit der drei zueinander senkrechte Richtungen bestimmt werden.)

Einen Automorphismus ® : V' — V eines endlich—dimensionalen reellen Vektorraums nen-
nen wir orientierungserhaltend oder orientierungstreu, falls det (®) > 0 gilt. Die orientierungs-
treuen Automorphismen von V' bilden wegen des Determinantenmultiplikationssatze [7.4.1] eine
Untergruppe der Automorphismengruppe von V.
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7.7 Minoren

Wir wissen schon aus Lemma dass eine quadratische Matrix von maximalem Rang da-
durch charakterisiert werden kann, dass ihre Determinante nicht verschwindet. Man kann auch
einen nicht-maximalen Rang durch die Berechnung von (mehreren) Determinanten bestimmen.
Hierfiir betrachten wir nicht nur quadratische Matrizen.

Definition 7.7.1. Ist A € M(m x n, K) und k < min(m,n), so heifit eine k x k-Matrix A’, die
durch Streichen von m—£k Zeilen und n—k Spalten aus A hervorgeht, eine k-reihige Untermatriz
von A. Thre Determinante det A" € K heifit ein k-reihiger Minor der Matrix A.

Bemerkung 7.7.2. Die (n — 1)-reihigen Minoren einer quadratischen Matrix A wurden fiir
die Spalten- und Zeilenentwicklung verwendet und bilden zusammen die Adjunkte, die bei der
Bestimmung des Inversen in Satz[7.4.5] gebraucht wurde.

Satz 7.7.3. Sei A € M (mxn, K) undr € N*. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) r=rg (A).

(i1) Es gibt einen r-reihigen Minor ungleich Null, und fir k > r ist jeder k-reihige Minor
gleich Null.

Der Satz schliefit den Fall 0 = rg (A) aus, aber das ist nicht besonders interessant, denn das
ist nur der Fall, wenn A die Nullmatrix ist.

Beweis:. Wir zeigen zum Beweis, dass die folgenden beiden Bedingungen &quivalent sind:
(a) rg (A) =k
(b) Es gibt eine k-reihige Untermatrix A" von A mit det A’ # 0.

Wir zeigen (b)=> (a): aus det A’ # 0 folgt nach Lemma[7.3.5|rg (A’) = k, und daraus rg (A) > F,
da der Rang einer Untermatrix durch den Rang der Matrix nach oben beschrankt ist. Denn die
lineare Abhéngigkeit von Zeilen (oder Spalten) der Matrix impliziert, dass auch die entspre-
chenden Zeilen (oder Spalten) der Untermatrix linear abhéngig sind.

Um (a)= (b) zu sehen, beachten wir, dass es wegen rg (A) > k sicher k linear unabhéngige
Zeilenvektoren von A gibt. Wir wéhlen k solche Zeilen aus; fiir die dadurch erhaltene rechtecki-
ge Matrix ist nach Satz der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang. Wir finden also k linear
unabhéngige Spalten dieser Untermatrix, die wir auswéhlen, so dass wir eine k x k-Teilmatrix
A’ erhalten, die maximalen Rang k& und somit nach Lemma nicht-verschwindende Deter-
minante hat. O

Bemerkung 7.7.4. Seien A, B € M(m x n, K) mit m > n. Es gilt rgA < n und rg B =
rg BT < n, somit
rg (ABT) < min{rg A,rg B} <n <m

Damit ist der Rang der m x m-Matrix ABT nicht maximal. Es gilt im Fall m > n also immer
det ABT = 0.
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7.8 Spur

Die Determinante ist eine sehr natiirliche Abbildung M (n x n, K') — K mit viele guten Eigent-
schaften, insbesondere ist sie nicht nur fiir Matrizen, sondern fiir lineare Abbildungen definiert.
Aber die Determinante ist nicht linear. Gibt es auch eine lineare Abbildung M (n x n, K). die
fiir lineare Abbildungen definiert ist?

Definition 7.8.1. Die Spur einer Matrix A = (a;;) € M(n x n, K) ist definiert als Tr (A) =
D i1 @i

Die Abkiirzung kommt von englischen trace.
Satz 7.8.2. Die Spur hat folgende Eigenschaften:
1. Tr : M(n xn,K) — K ist linear.
2. Es gilt Tr (AB) = Tr (BA).
3. Wenn A und A" dhnlich sind ist Tr (A) = Tr (A).
4. Es gilt Tr (A) = Tr (AT).

Beweis:. 1. Wir rechnen Tr (AA + uB) = > (M + uB);; = > .(AMi + pBi;) = NTr (A) +
pTr (B).

2. Wir rechnen Tr (AB) = >, (>, aijbji) = >, >, bjiai; = Tr (BA).

)

3. Wenn A’ = SAS~! gilt dann wenden wir einfach die erste Aussage auf die Matrizen S
und AS~! an.

4. Die diagonalen Eintriige von A und A’ sind gleich. O]

An dieser Stelle haben wir noch keine Interpretation der Spur, aber es ist bemerkenswert,
dass die Summe der Diagonalen Eintrdge sich nicht veréndert, wenn wir einen Basiswechsel
vornehmen!

Definition 7.8.3. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Die Spur einer linearen Abbil-
dung f :V — V ist definiert als Tr Mg(f) fiir irgendeine Basis B von V.

Dies ist nach Satz wohldefiniert denn Tr (SAS™!) = Tr (S7'SA) = Tr (9).
Wie schon bei der Determinante ist die Definition nicht sinnvoll, wenn wir es mit Endomor-
phismen von unendliche-dimensionalen Vektorrdumen zu tun haben.
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8 Intermezzo: Kodierungstheorie

Wir wenden uns einer konkreten Anwendung von linearer Algebra iiber dem endlichen Kérper
Fy zu.

Bei der Ubertragung von Daten treten typischerweise Fehler auf. Dies fithrt zu den beiden
Zielen der Fehlererkennung und Fehlerkorrektur.

Wir gehen davon aus, dass die Daten in einem Bindrkode vorliegen, d.h. als eine Folge
der Symbole 0 oder 1. Ein Datensatz fester Lange n ist also ein Vektor im [Fs-Vektorraum
V - (Fg)n.

Definition 8.0.1. Sei K =, und V' = K". Die Abbildung

dy :V xV =N
dp(v,w) :={j € {1,...,n}| v; # w;}|

heiit Hamming-Abstand. Sie gibt die Zahl der Komponenten an, in der sich die beiden Argu-
mente v und w unterscheiden.

Lemma 8.0.2. Der Hamming-Abstand hat fiir alle u,v,w € V die folgenden Eigenschaften:

1. dg(v,w) >0 und dg(v,w) =0 genau fir v=w

dy(w,v) (Symmetrie)

dy(u,w) < dg(u,v) + dg(v,w) (Dreiecksungleichung)

(v, w)
dp (v, w)
(u, w) <
4. dp (v, w)

Beweis:. 1,2 und 4 sind trivial. Fiir 3. beachten wir: nur fiir u; # w; triagt die j—te Komponente
den Wert 1 zum Hamming-Abstand d(u,v) bei. Dann ist aber entweder v; # u; oder v; #
w; O

-

Definition 8.0.3. Sei A € N. Eine Teilmenge C' C (F3)" heifit A\—fehlerkorrigierender Kode,
falls fiir alle u,v € C, u # v gilt

dy(v+ u,w + u) (Translationsinvarianz)

dy(u,v) > 22+ 1

Zum Beispiel ist fiir n = 3 die zweielementige Teilmenge von K3

0 1
cz{o,l}
0 1

0 1
wegen dH< 0], 11 ) = 3 ein 1-fehlerkorrigierender Kode, denn der Hamming-Abstand
0 1

betragt 3.

Die Benennung erklirst sich wie folgt: Wenn wir bei der Ubertragung von (0,0,0)” nur
einen Fehler machen, erhalten wir (1,0,0)7,(0,1,0)” oder (0,0, 1) und keiner dieser Vektoren
lisst sich durch einen einzigen Fehler aus (1, 1, 1) erzeugen. Wenn wir also (1,0, 0)7 empfangen
kénnen wir den einen Fehler korrigieren, und wissen, dass (0,0,0)7 gesendet wurde.

Das wird im folgenden einfachen Lemma verallgemeinert:

Lemma 8.0.4. Sei C' C V' ein A\—fehlerkorrigierender Kode. Dann gibt es zu jedem v € V
hochstens ein w € C mit dy(v,w) < .
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Beweis:. Wei v € V gegeben und seien wy, ws € C' mit dy(v,w;) < A. Dann gilt wegen der
Dreiecksungleichung [8.0.2.3

dH(wl,wg) S dH(wl,v) + dH(U,wz) S 2/\ .
Da der Kode C' als A-fehlerkorrigierend vorausgesetzt wurde, folgt w; = ws. O]

Betrachtung 8.0.5. Wir verwenden zur Versendung unserer Nachricht nur die Elemente eines
A-fehlerkorrigierenden Kodes C' C (FFy)™. Treten bei der Ubermittlung des Elements A\ oder
weniger Fehler auf, so kann die Nachricht (ndmlich das Element aus C') aus dem empfangenen
Datum (nédmlich ein Element in V') eindeutig rekonstruiert werden.

Es treten die folgenden Probleme auf:

e Wir miissen geeignete Mengen C' finden, die gute fehlerkorrigiernde Eigenschaften haben.

e Wir miissen die Menge C' speichern, und in vielen Anwendungen ist eine grofie Menge C'
von Vorteil, die a priori viel Speicherplatz benotigt.

e Zur Dekodierung miissen wir w € C' wie in Lemma finden. Dazu miissen wir a priori
viele Vergleiche der empfangenen Nachricht mit Elementen in C' anstellen.

Definition 8.0.6. Ein \-korrigierender Kode C' C V heif3t linear, falls C' ein Untervektorraum
von V ist.

Lineare Kodes bieten einen Vorteil beim Speicherplatz: ist dimy, C' = k, so hat eine Basis
k Elemente und mit Angabe von k Basisvektoren, das sind n - k& Koordinaten, kénnen wir die
Menge C' mit ihren 2¥ Elementen vollstindig beschreiben.

Bemerkenswerterweise ist auch die Fehlerkorrektur fiir lineare Codes einfacher: Sei C' C
(Fy)™ ein linearer A—korrigierender Kode der Dimension k. Wir wihlen eine surjektive lineare
Abbildung:

®: (Fy)" — (Fy)"F

mit ker ® = C'. Solche Surjektionen existieren: der Basisergénzungssatz erlaubt es uns,
eine Basis by,...,b, von C zu einer Basis by, ...,b, von (IF3)" zu ergénzen. Dann schicken wir
b; fiir j > k auf den Standardbasisvektor b;_j von Fy~*.

Die darstellende Matrix H = M(®) € M((n — k) x n,Fy) heifit eine Kontrollmatriz des
Kodes. Sie ist nicht eindeutig bestimmt!

Ein Element y € Fy~* heifit zuldssig, wenn es ein x, € ®'(y) gibt mit dg(z,,0) < \.

Wir iiberlegen uns, dass dieses =, € (F2)™ fiir ein gegebenes zuléssiges y € ]F;L_k eindeutig
ist:
Seien z, 2’ € ®7!(y) mit dy(x,0) < X und dy(2’,0) < \. Dann ist z — 2’/ € ker ® = C und

dy(x —2',0) =dy(z,2") < dy(z,0) +dg(z’,0) < 2X.
Da der Kode C aber A-fehlerkorrigierend sein soll, folgt x — 2’ = 0.
Betrachtung 8.0.7. Die Dekodierung geschieht nun folgendermafien: der Empfinger speichert
eine Liste der zuldssigen Elemente y € (F3)" * mit den zugehorigen eindeutig bestimmten
z, € P71 (y) C (Fa)" mit dy(z,,0) < A Fiir jede empfangene Nachricht v € (F3)™ berechnet

der Empfanger das Element
y=®(v) e (Fy)"".
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Ist y nicht zulissig, so sind so viele Fehler bei der Ubertragung aufgetreten, dass eine Korrektur
nicht moglich ist. Ist y dagegen zuléssig, so ist w := v — x,, die urspriingliche Nachricht. Um
dies zu sehen, berechnen wir

(w) = B(v —2,) = D(v) = B(x,) =y —y =0 ;

wegen ker & = (' liegt also w € C und stellt wirklich eine mégliche Nachricht dar. Da gilt
di(w,v) =dy(w —v,0) = dy(z,,0) <X,

ist nach Lemma [8.0.4] w eindeutig und somit die gesendete Nachricht.

Beispiel 8.0.8. Ein beriihmte Beispiel ist der (7,4)-Hamming Code C' C FJ. Dieser Code ist
ist isomorph zu Fj und wird erzeugt von den Zeilen der Matrix

1000110
01007101
G_(E4B)_0010011
00071111

Wir zeigen, dass der Code 1-fehlerkorrigierend ist. Aufgrund der Transitivitit der Hamming-
Distanz reicht es, zu priifen, dass alle Linearkombinationen der vier Zeilen (vq, vy, v3,v4) Ab-
stand drei vom Nullvektor haben. Da wir {iber Fy arbeiten, miissen wir nicht allzuviele Linear-
kombinationen priifen.

Es ist klar, dass alle v; Abstand drei von 0 haben.

Man sieht auch relativ leicht, dass sich je zwei Zeilen in drei Koordinaten unterscheiden
(zwei der ersten vier und einer der letzten drei Eintrige sind unterschiedlich). Daraus folgt,
dass d(v;, v;) = d(v; + v;,0) > 3 fiir i # j.

Wir stellen noch fest, dass v = v; +vo+vs+v,= (1 1 1 1 1 1 1)ist (mitd(v,0) > 3).
Damit sieht man dass d(3_;_; v;,0) = d(v;,v) > 3 und damit hat die Summe von drei beliebigen
v; auch Abstand mindestens 3 von 0.

Also ist die ein 1-fehlerkorrigierender Kode. Wir kénnen mit einem Codewort von 7 Bits ein
Nachrichtenwort von 4 Bits so iibermitteln, dass alle Nachrichtenworter Abstand 3 voneinander
haben. Wir nennen 4/7 = 0.571 die Datenrate.

Die Kontrollmatrix stellt ® : F} — F5 dar und H = M(®) muss HGT = 0 erfiillen und
Rang 3 haben.

1101100
H=(B" E;)=(1011010
0111001

erfiillt diese Bedingungen! (Wir profitieren hier davon, dass wir unsere Basis in einer besonders
praktischen Form angegeben haben.)

Da der Code 1-fehlerkorrigierend ist, sind die zuléssigen y genau die Bilder der 7 Einheits-
vektoren, also genau die Spalten von H.

Der Hamming-Code lasst sich auf hhere Dimensionen erweitern: Mit einem Codewort mit
2" — 1 Bits lésst sich ein Nachrichtenwort von 2" — 1 — r Bits 1-fehlerkorrigierend kodieren.
Je grofer r ist, desto hoher ist der Anteil an Bits, die fiir die tatsdchliche Nachricht benutzt
werden. Da nur ein Fehler korrigiert wird, eignet sich der Hamming-Code nur dann, wenn die
Fehlerrate positiv aber niedrig ist, zum Beispiel beim Arbeitsspeicher von Computern.
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9 Eigenwerte

9.1 Ein Beispiel

Wir betrachten als néchstes ein Beispiel fiir eine Anwendung linearer Algebra in der reinen
Mathematik.
Sie erinnern sich vielleicht an die Fibonacci-Zahlen Fyy =0, Fy =1 und F,, = F,,_1 + F,,_».
Die Reihe beginnt also
0,1,1,2,3,5,8,13,...

Es ist nicht sofort klar, wie wir die n-te Fibonacci-Zahl bestimmen kénnen, ohne all n — 1
vorherigen Fibonacci-Zahlen zu kennen.
In der Sprache der linearen Algebra kénnen wir die Rekursion schreiben als:

) =0 o) ()

Wenn wir die Matrix als A schreiben, dann gilt also

(7)o (2) -+ ()

Wir kénnen also F),,; sofort ablesen, wenn wir A™ schnell berechnen kénnen.

Das scheint nicht viel zu helfen, die n Matrixmultiplikationen sind genau die gleiche Arbeit
wie die Bestimmung aller Fibonacci-Zahlen.

Es ist dagegen leicht, Potenzen einer diagonalen Matrix zu nehemn, denn es gilt D" =
<d1 0\" (a7 0

0 dy) \0 dy)’

A ist nicht diagonal, aber unsere hauptséchlichen Objekte sind nicht feste Matrizen, sondern
lineare Abbildungen. Sei also « die lineare Abbildung, die von A dargestellt wird. Moglicherweise
gibt es eine andere Basis B, fiir die [o]g diagonal ist.

Dazu miissten wir zwei linear unabhéngige Vektoren vy, vy und zwei Elemente dy,ds €
C finden, so dass Av; = dyv; und Avy = dyvy. Die Gleichung Av = dv ist dquivalent zu
(A — dEy)v = 0. Das lasst sich genau dann 16sen, wenn det(A — dE;) = 0 ist!

Wir betrachten also

1-d 1Y) o
det( ) _d>_—(1—d)d—1_d—d—1

und diese quadratische Gleichung hat zwei Losungen d; /, = %5

Jetzt miissen wir v; finden. Wir konnen fiir v; das Gleichungssystem

1— d1 1 U1\ 0
1 —d1 V12 o

16sen, ein Blick auf die zweite Zeile zeigt sofort vy = dyvys.

Wir erhalten v; = (Cil) und ebenso vy = (C%>

dy do

Der Basiswechsel vonB = {v,vp} auf € ist T =TF = ( 11

> mit Determinante /5.

Was haben wir gewonnen? Es gilt

11\ . (d 0Y,:
Go)=r(5 o)
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und

ot f)rrer(s )
) 2) )= D6 8)E(h )0
A9 8 (h)=5 1) (%)

dql-L o dfg _ (1+2\/5>TL _ (1*2\/5)71

V5 V5

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist tatsdchlich eine ganze Zahl! <<Dies ist nicht die
einzige Methode, die geschlossene Formel fiir die n-te Fibonacci-Zahl zu finden, aber diese

Methode ein Problem linear darzustellen und dann durch Diagonalisierung zu vereinfachen ist
sehr produktiv!>>

VR
[ —
v

Damit ist
( n+1) _ (

und wir lesen ab:

E, =

9.2 Definitionen

Die Klassen #quivalenter m x n Matrizen kennen wir aus Bemerkung [5.5.2/4: jede Matrix
A€ M(m x n, K) ist d4quivalent zu genau einer Matrix der Form

E. : 0

e mit r =r1g (A).
0 : 0

Dies erlaubt es uns, durch Wahl geeigneter Basen fiir V' und fiir W eine besonders einfache

Beschreibung einer gegebenen linearen Abbildung ® : V' — W mit dimV =n und dimW =m
zu finden.

Wir wollen in diesem Kapitel die Grundlagen fiir eine Beschreibung der Ahnlichkeitsklassen
quadratischer Matrizen legen. Dies geht Hand in Hand mit dem Verstdndnis der Frage, auf
welche Form die darstellende Matrix eines Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums durch geschickte Basiswahl gebracht werden kann. Entsprechend werden wir ab sofort
frei zwischen der Sprache der (quadratischen) Matrizen und der linearen (Selbst-)Abbildungen
endlich-dimensionaler Vektorrdume wechseln.

Definition 9.2.1. Sei K ein Korper.

1. Sei V ein K—Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus. Ein Element A € K
heiflit Eigenwert von f, falls es ein v € V'\ {0} gibt, so dass f(v) = Av gilt. Dann heifit v
Figenvektor von f zum Eigenwert \.

2. Sei A € M(nxn, K). Ein Element A\ € K heifit Figenwert von A, falls es ein v € K™\ {0}
gibt mit A - v = A\v. Dann heifit v Eigenvektor von A zum Eigenwert .

3. f: V — V ein Endomorphismus eines K—Vektorraums V. Fiir A € K heifit die Menge
aller Eigenvektoren mit Eigenwert \

Eig(f,A) == {v e V| f(v) = Av}

der Figenraum von f zum Wert \. Die gleiche Definition gilt fiir eine Matrix.
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Beispiele 9.2.2. 1. Wir haben gesehen, dass (1 5

10
toren vy = (/\f) hat.

2. Eine Diagonalmatrix

1) Eigenwerte \y = V5 it Eigenvek-

dy 0
da

0 d,
hat Eigenwerte d; und Eigenvektoren e;!

3. Sei V der Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen von R nach R. Die
lineare Funktion f — % von V zu sich selbst hat als Eigenwerte alle § € R mit Eigen-

dx
vektoren e"*. Das folgt aus Ergebnissen der Analysis.

i0x

Definition 9.2.3. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums. Die Funktion

P: KK
A det (Midy — £)

heiBt das charakteristisches Polynom von f. Genauso heifit Py : A +— det(AE,, — A) das
charakteristische Polynom von A.

Hier betrachten wir Py als Funktion, nicht als abstraktes Element eines Polynomrings (das
kommt spéter).

Bemerkung 9.2.4. Mancherorts wird das charakteristische Polynom auch als det(f — Aidy) =
(—=1)4mV det(AidV — f) definiert. Da wir uns nur fiir die Nullstellen des Polynoms interessieren,
spielt es keine Rolle, welche Definition gewéhlt wird.

Satz 9.2.5. Die Eigenwerte von f :'V — V sind genau die Nullstellen von Py. Der Eigenraum
Eig(f, \) ist genau der Kern von f — ANid, insbesondere ist es ein Untervektorraum.

Beweis:. Es gilt f(v) = A(v) genau wenn v € ker(f — Aid). Diese Abbildung hat einen nicht-
trivialen Kern genau dann wenn f — Aid nicht bijektiv ist, sieche Korollar [4.3.5] d.h. wenn
det(f — Aid) = 0, siehe Korollar [7.3.6] O

Bemerkung 9.2.6. Sei B eine endliche geordnete Basis von V' und
A=ME(f)e M(n xn,K).
Es ist
ME(Ndy — f) = AE, — A,
woraus folgt:
Pr(A) = det (Midy — f) =det (AE,, — A) =: P4(A) .

Insbesondere haben dhnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom und die gleichen
Eigenwerte, da sie den gleichen Endomorphismus beziiglich verschiedener Basen darstellen,
vergleiche Bemerkung [5.5.2] 3.

Beachten Sie, dass die Eigenvektoren von f auch unabhéngig der Basis definiert sind, aber
die Darstellung der Eigenvektoren von der Basis abhéngt.
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Bemerkung 9.2.7. Zur Bestimmung der Eigenwerte einer linearen Abbildung miissen wir
also die Nullstellen von Py finden. Es folgt zum Beispiel aus der Leibniz’schen Formel, dass Py
tatséchlich ein Polynom ist und Grad n hat.

Wenn n = 2 dann koénnen wir einfach die p/g-Formel benutzen. Fiir grofiere Werte von n
empfiehlt es sich in Ubungsaufgaben einen Eigenwert durch Raten und Probieren zu bestimmen
und dann durch Polynomdivision auf ein Polynom niedrigeren Grades zu reduzieren.

Es gibt auch fiir n = 3,4 Formeln, die aber sehr unhandlich sind.

Wenn Sie eine Matrix auflerhalb Threr Vorlesung treffen und nicht annehmen koénnen, dass
das die Eigenwerte leicht zu raten sind, dann bestimmen Sie die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms numerisch.

Sei zum Beispiel p(z) = 2® + 2% — 11z — 12 gegeben. Dann sehen wir p(—1) = 0 und rechnen
durch Polynomodivision 2 +z? — 112 — 12 = (x4 1)(2® + 2 — 12). Wir bestimen die Nullstellen
von 2% 4+ z — 12 mit der quadratischen Formel und erhalten \; = —1 Xy = 3, \3 = —4.

Wir betrachten noch einmal die rechnerische Bestimmung des Eigenraums zu.

Betrachtung 9.2.8. Gegeben sei ein Endomorphismus f eines endlichdimensionalen Vektor-
raums V' mit Eigenwert A\. Wir wollen den Eigenraum Eig(f,A) = ker(f — Aidy) konkret
bestimmen.

1. Wir wéhlen zuerst eine Basis B und schreiben V als K™ und A = Mg(f). In vielen
Beispielen ist V' schon K™ und wir kénnen einfach die Standardbasis wéhlen.

2. Wir wollen nun das Gleichungssystem (A — AE,,).x = 0. Dazu wenden wir den Gauflalgo-
rithmus an und erhalten A’.2z = 0 mit A’ in reduzierter Zeilenstufenform.

3. Wir konnen sofort die Dimension des Eigenraums als Anzahl der Zeilen gleich 0 von A’
ablesen.

4. Um eine Basis des Kerns zu finden 16sen wir das Gleichungssystm durch sukzessives
Einsetzen von unten nach oben. Wir fiigen dabei jedes Mal eine freie Variable hinzu,
wenn in einer Spalte der gréfite Index eines Eintrags ungleich Null hochstens so grofi ist,
wie in der Spalte zuvor, ander ausgedriickt “immer wenn die Nullen im unteren Teil des
Vektors nicht weniger werden”.

5. Wir schreiben unsere Losung in freien Variablen als Linearkombination von Vektoren um,
jede freie Variable korrespondiert zu einem Basisvektor des Kerns.

Hier die letzten Schritte einmal im Beispiel: Gegeben

A =

S O O NN
S O N
O O = W
S = O

Die letzte Zeile ist gleich 0 und ergibt die leere Gleichung. Die vorletzte Zeile ergibt x4 = 0.
Fiir die zweite Zeile diirfen wir eine neue freie Variable hinzufiigen: 2z, + 3 = 0. Also gilt
xr3 = —2x9. Fiir die erste Zeile erhalten wir 2xy + x9 + 3x3 + 424 = 0, umgeschrieben erhalten
wir 221 + 29 — 629 + 0 = 0 und damit ist z; = —gxg.

Wir erhalten einen einzigen Basisvektor (—g, 1,-2,0)T.

Definition 9.2.9. Ein Endomorphismus f : V — V heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis B
von V' gibt, die nur aus Eigenvektoren von f besteht. Ebenso heifit eine Matrix A € M (nxn, K)
diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von K™ gibt so dass T§ AT? diagonal ist.
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Ist V endlich-dimensional, so ist die darstellende Matrix ME(f) beziiglich jeder Ordnung
dieser Basis B eine Diagonalmatrix deren Eintrége genau die Eigenwerte sind. Wenn wir die

Basis umordnen, dann permutieren wir die Diagonaleintrége.
Wir sehen leicht, dass Eig(f, A1) NEig(f, A\2) = {0} wenn A; # Xy. Denn fiir v € Eig(f, Ay N

Eig(f, A2)) folgt
AMv = f(v) = Ao,

also (A} — A\y)v = 0, woraus v = 0 wegen A\; # As folgt. Dies verallgemeinert wie folgt:

Satz 9.2.10. Sei f : V — V ein Endomorphismus. Seien vy,...,v,, Eigenvektoren von f
zu paarweise verschiedenen FEigenwerten Ay, ..., Ay. Dann ist die Familie (vy,...,v,) linear
unabhdngig.

Beweis:. Wir benutzen vollstéindige Induktion nach m. Fiir m = 1 ist v; # 0 per Definition
eines Eigenvektors klar. Gelte

0= Z o 0; mit o; € K. (%)
i=1

Es folgt
i=1 i=1

Die Multiplikation von (x) mit A; liefert:

0= zm: ai)\lvi .
1=1

Die Differenz der Gleichungen ist

Z@Z()\l — )\1)1}2' =0.

i=2
Nach Induktionsannahme ist die Familie (vg,...,v,,) linear unabhéngig, also a;(A\; — A1) =0
fiir alle ¢ = 2,...,m. Wegen \; # A\, folgt ap = a3 = ... = a,, = 0. Da v; # 0 ist, folgt auch
o] = 0. ]

Korollar 9.2.11. 1. Ist n := dimg V' < oo, so hat jeder Endomorphismus f : V — V
hdchstens n verschiedene Eigenwerte.

2. Istn :=dimg V < co und hat f genau n verschiedene Eigenwerte, so ist f diagonalisier-
bar.

Beweis:. 1. ist klar, weil jede Familie von mehr als n Vektoren linear abhéngig ist.

2. Wihle zu jedem Eigenwert ); einen Eigenvektor v;. Die Familie (v;),_; ,, ist nach Satz

1=

9.2.10| linear unabhéngig und wegen dimy V' = n eine Basis. O

Definition 9.2.12. Wenn A ein Eigenwert von f ist, dann ist

/vbgeo(.ﬂ >‘) = dlmK Elg(f? )‘)

ungleich 0 und heifit die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts .
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Satz 9.2.13. Sei A € M(n x n,K). Dann ist Py()\) eine polynomiale Funktion vom Grad n,
Pa(A) = ap A" 4 ap A" ag mit a; € K
und
an=1 ap1=—(an1+an+...+a,)=-Tr(A) und ay=(—1)"detA.

Beweis:. Wir betrachten die Lebnizsche Formel, die die Form

Pa(A) = det (AE, — A) = > sign(o) [ [ Moty — aioy

oES, i=1

annimmt. Es ist sofort klar, dass dies ein Polynom in A ist, und der Term mit dem hd&chsten
Grad t" ist.

Als nichstes suchen wir den Koeffizienten von A" ~!. Wir kénnen im Produkt nur dann n —1
Faktoren gleich A haben, wenn o n — 1 Stellen fixiert, das geht nur wenn o = id. Wir miissen
nur noch den Koffizienten von A"~ ! in H?:l(téii — a;;) bestimmen, und das ist — Z?Zl Q.

Schliellich beachten wir

agp = P4(0) =det (0-idy — A) = (—1)"det A. O

Bemerkung 9.2.14. Um eine Matrix M zu diagonalisieren fithren wir die folgenden Schritte
durch:

1. Berechne das charakteristische Polynom Pj/(A) und bestimme seine Nullstellen, vgl. Be-
merkung [9.2.7. Dies sind die Eigenwerte.

2. Wenn alle Eigenwerte unterschiedlich sind, dann muss M zur Diagonalmatrix mit den
Eigenwerten auf der Diagonale dhnlich sein! Wir kénnen weitermachen um eine Basis zu
finden, so dass der Basiswechsel M diagonalisiert.

3. Zu jedem Eigenwert A bestimme den Eigenraum wie in Betrachtung [9.2.8|
x € Eig(M,\) =ker(AE,, — M) < (AE, — M)z =0.

Dieses lineare Gleichungssystem fiir z von n Gleichungen in n Unbestimmten kann zum
Beispiel mit dem Gaufi’schen Algorithmus gelost werden.

4. Wéhle Basen der Eigenrdume. Wenn diese zusammen eine Basis (vy,...,v,) von K"
bilden, dann ist M diagonalisierbar. Wegen Satz [9.2.10] reicht es zu priifen, dass die
Summe der Dimensionen der Eigenrdume, also ), figeo(f, A), gleich dim(V') ist. Setze

S7t.= (vl vn).

Dann ist D = SMS™! eine Diagonalmatrix, denn es gilt fiir den i-ten Vektor der Stan-
dardbasis
SMS_lei = SMUZ == )\ZS’UZ == )\2‘61‘ .

Die diagonalen Eintrdge von D sind die Eigenwerte, und jeder Eigenwert kommt mit
seiner geometrischen Vielfachheit jige,(f, A) vor.
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Beispiele 9.2.15. 1. Wir betrachten eine Drehung des R? um den Ursprung:

cosf —sin 9)

A= M(Re) = (sin@ cos

A —cosf sin 8

Pa(A) = det ( —sinf@ A\ —cos@

Die komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind

A2 =cosf £isinf .

> =\ —2cosfH\+1

Diese sind nur fiir # = 0, 7 reell. Nur dann gibt es reelle Eigenwerte und auch Eigenvek-
toren in R?. Bei # = 0 handelt es sich um die Identitit, alle Vektoren sind Eigenvektoren
zum Eigenwert 1; bei # = 7 handelt es sich um die Punktspiegelung am Ursprung, alle
Vektoren sind Eigenvektoren zum Eigenwert —1.

Es gibt immer komplexe Eigenwerte und komplexe Eigenvektoren und iiber C ist Ry
diagonalisierbar, vgl. Ubung 12.3.

2. Wir betrachten eine Spiegelung des R? an einer Ursprungsgeraden:
A (cos 20 sin26
~ \sin26 —cos26

Pa(N) = (X — cos20) (A + cos 20) —sin® 20 = \* — 1
Die beiden Eigenwerte sind A; o = £1.

pig(4.1) = {¢($og ) | € R}
Eig(A4, —1) = {t (_SZIéSeQ) | te R}

Man beachte, dass der Eigenraum zum Eigenwert +1 die Spiegelachse ist und der
Eigenraum zum Eigenwert —1 senkrecht beziiglich des euklidischen Standardskalar-
produkts auf R? auf der Spiegelachse steht.

(¢) Wir erhalten
g1 _ (cos 6 —sinf
~ \sinf  cosf

(1 0
sast- (3 0).

11
01

(a)

(b) Eigenrédume sind

und finden, wie erwartet,

3. Als Beispiel bestrachten wir die Matrix A = ( ) Ihr charakteristisches Polynom ist

PA()\)—det( 0 )\_1>—(/\—1) .
Also hat A nur den Eigenwert 1. Die Eigenvektoren bestimmen wir zu

r € Eig(A, 1) & (8 _0
Somit ist Eig(A, 1) = spange; nur eindimensional. Die Matrix A ist also nicht diagonali-
sierbar!

129



9.3 Polynome

In diesem Unterkapitel fixieren wir nicht einen Korper K, sondern einen kommutativen Ring
R (mit Eins). Sie diirfen Sie sich unter R ruhig einen Kérper vorstellen.

Definition 9.3.1. Gegeben sei ein kommutativer Ring R. Dann ist eine R-Algebra ein Ring
A zusammen mit einem injektiven Ringhomomorphismus i : R — A so dass i(r)a = ai(r) fir
alle a € A,r € R, d.h. die Elemente im Bild von R kommutieren mit allen Elementen von A.

Warnung. Ublicherweise wird eine R-Algebra einfach als Abbildung i : R — A definiert,
ohne die Bedingung, dass ¢ injektiv ist. Fiir uns ist R meistens ein Korper, dann ist ¢ automatisch
injektiv.

Wir schreiben auch einfach r fiir i(r). Wenn R ein Korper ist, dann folgt aus der Multipli-
kation mit R, dass A ein R-Vektorraum ist.

Definition 9.3.2. Seien A, B zwei R-Algebren. Ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B heif3t
R—-Algebrenhomomorphismus, wenn er mit den Injektionen iy : R — A und ig : R — B
kommutiert, also gilt ¢(ia(r)) = ip(r).

Es gilt dann insbesondere ¢(i4(r)-a) = ¢(ia(r))d(a) = ig(r)o(a), oder kurz gesagt ¢(ra) =
ro(a).

Zum Beispiel ist C eine R-Algebra und Q ist eine Z-Algebra. Eine Algebra muss nicht
kommutativ sein, z.B. ist M(n x n, K) eine K-Algebra, die Abbildung K — M (n x n, K) ist
durch A — A\E,, definiert.

Wir erinnern uns an Polynomringe aus Betrachtung [2.5.8;

Definition 9.3.3. Sei R ein kommutativer Ring. Wir definieren den Polynomring R[X]| in
einer Unbestimmten X iiber R als die Menge aller beliebig langen Folgen (rg,71,79,...) in R,
in denen nur endlich viele Koordinaten ungleich 0 sind. Wir schreiben (rg,r1,...,7,,0,0,...)
als >0 X"

Wir definieren eine Komponentenweise Addition und eine Mulitplikation durch

n m n+m
i=0 i=0 k=0 i+j=k

Durch Nachrechnen von Assoziativitit (siche Ubungsblatt) und Distributivitit sehen wir,
dass R[X] ein Ring ist, der iiberdies kommutativ ist. Mit der natiirlichen Injektion r s r.X°
ist R[X] zudem eine R-Algebra.

Die Polynomalgebra hat die folgende Eigenschaft, die wir universelle Figenschaft nennen,
zu diesem Begrif spater mehr.

Satz 9.3.4. Gegeben seien R[X] und eine R-Algebra A, und ein Element a € A. Dann gibt es
genau einen R—-Algebrenhomomorphismus ¢, : R[X]| — A mit ¢.(X) = a.

Beweis:. Als R-Algebrenhomomorphismus muss ¢,(r) = r fiir r € R sein, und auflerdem gilt
wegen der Multipliktivitit ¢q(rX?) = ra’ fir r € Rundi=1,2,....
Zusammen mit der Linearitédt erhalten wir

gzﬁa(z r X" = Z ral
fiir f = >0 ,rX" als einzig moglichen R-Algebrahomomorphismus, und es ist leicht zu priifen,

dass dies tatsdchlich ein R-Algebrenhomomorphismus ist.
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Zum Beispiel priifen wir Multiplikativitat:

Ga(d X 0aD) X)) = (O ma) - (O sid')
i=0 i=0 i=0 i=0
n+m o
S P ITE
k=0 i+j=Fk
n+m o
SO
k=0 i+j=k
indem wir im zweiten Schritt die Distributivitéit in A verwenden. O
Bemerkungen 9.3.5. 1. Aus naheliegenden Griinden heifit ¢, auch der zum Element a €
A gehorende Einsetzungshomomorphismus. Man schreibt auch fiir ein Polynom f € R[X]
auch
va(f) = fla)

2. Im Spezialfall der R-Algebra A = R erhalten wir fiir jedes A € R einen Wert

ea(f) =f(N) e K.

Ein Polynom gibt also eine polynomiale Funktion R — R. Dies ergibt wieder einen R-
Algebrenhomomorphismus

R[X] — Abb(R,R),

f = f
den Auswertehomomorphismus. Dieser ist im Allgemeinen nicht injektiv, d.h. ein Polynom
kann nicht mit der induzierten polynomialen Funktion identifiziert werden: zum Beispiel
gibt es fiir R = Fy nur 4 verschiedene Funktionen, aber unendlich viele verschiedene
Polynome.

Wir konnen auch fiir andere Algebren A den Auswertehomomorphismus R[X] —
Abb(A, A) durch f — (f : a = ¢.(f)). Ein Polynom definiert also nicht nur eine Ab-
bildung von K nach K sondern fiir jede Algebra eine Abbildung A nach A. Dies ist ein
weiterer Vorteil der Betrachtung abstrakter Polynome, den wir spéter gebrauchen werden.

Definition 9.3.6. Besitzt f € K[X] die Gestalt
f=a+a X +...+a, X"

mit a,, # 0, so heifit a,, der hichste Koeffizient von f. Die nicht-negative Zahl n heifit dann der
Grad von f. Dem Nullpolynom ordnen wir zu

grad(0) = —oo .
Ist der hochste Koeffizient a,, = 1, so heifit das Polynom normiert.

Bemerkungen 9.3.7. 1. Es gilt immer

grad(f + g) < max (grad(f), grad(g))
grad(fg) < grad(f) + grad(g) .
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2. Ist der kommutative Ring R nullteilerfrer, d.h. folgt aus ab = 0 mit a,b € K, dass a =0
oder b = 0 gilt, so gilt
grad(fg) = grad(f) + grad(g) .

Umgekehrt muss R nullteilerfrei sein, wenn diese Beziehung genau fiir alle Polynome f, g
gilt.

Konvention 9.3.8. Ab sofort soll R ein nullteilerfreier kommutativer Ring sein. Insbesondere
kann R ein beliebiger Korper sein.

Satz 9.3.9 (Division mit Rest von Polynomen). Sei f # 0 ein Polynom in R[X], dessen
hochster Koeffizient in R ein multiplikatives Inverses hat. (Diese Bedingung ist automatisch
erfillt, wenn K ein Korper ist.) Zu jedem Polynom g € R[X] gibt es dann Polynome q,r € R[X]
mit

g=qf +r wund grad(r) < grad(f) .

Hierdurch sind q und r eindeutig bestimmd.

Ist r = 0, so sagen wir, dass f das Polynom g teilt, in Zeichen: f|g, bzw. dass g ein Vielfaches
von f ist, genau wie wir das fiir ganze Zahlen sagen wiirden.

Beweis:. Den Beweis der Existenz von ¢ und r fiir gegebenes f fithren wir mit vollstandiger
Induktion nach grad(g).

e Fiir grad(g) < grad(f) setze ¢ =0 und r = g.

e Gelte also m := grad ¢ > n := grad f. Sei a der invertible hochste Koeffizient von f und
¢ der hochste Koeffizient von g. Das Polynom

h=g—ca tf - X""

hat strikt kleineren Grad als g. Nach Induktionsannahme existieren ¢, r € K[X] mit

h=aqf+r und gradr < grad f .
Daraus folgt eine Darstellung von g
g=h+calf X" = (q1 +ca™? -Xm_”) f+r und gradr < grad f.
e Um die Eindeutigkeit dieser Darstellung zu zeigen, nehmen wir an, es gelte
g=qf+r=qf+7
mit ¢, q,r,7 € K[X] und grad 7 < grad f, grad r < grad f. Hieraus folgt
r=r=(G-4qf
Wire q # q, so wiire

grad(r —7) = grad(q — q) + grad(f) > grad(f) ,

im Widerspruch zur Bedingung an den Grad eines Rests. Also muss ¢ = ¢ gelten und
somit 7 = r.

]
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Beispiel 9.3.10. Es gilt: (X*—1): (X - 1)=X?+ X?>+ X + 1.

Lemma 9.3.11. Sei f € R[X]. Ist a € R eine Nullstelle von f, d.h. gilt f(a) =0, so gibt es
genau ein Polynom g € K[X]| mit

f=X—-a)yg
und grad(g) = grad(f) — 1.

Man sagt auch, dass man einen Linearfaktor abspalten kann.
Beweis:. Die Polynomdivision mit Rest nach Satz liefert uns Polynome g, r, die
f=X—-a)-g+r

erfiillen mit gradr < grad(X —a) = 1; also ist r ein konstantes Polynom. Wegen 0 = f(a) = 7(a)
folgt fiir das konstante Polynom r = 0. Es ist also f = (X — a) - g und auerdem gilt

grad f = grad(X —a)+gradg=1+gradg O

Korollar 9.3.12. Sei f € R[X], f # 0. Hat f genau k paarweise verschiedene Nullstellen, so
15t

k < grad(f) .

FEin Polynom vom Grad n hat also héchstens n paarweise verschiedene Nullstellen.
Beweis:. Vollstdndige Induktion nach n := grad f.
e Fiir n = 0 ist f konstantes Polynom, hat also keine Nullstelle. Also ist k£ = 0.

e Induktionsschritt: hat f keine Nullstelle, so ist £ = 0 und die Behauptung trivialerweise
richtig. Hat f eine Nullstelle A € R, so gibt es nach Lemma [9.3.11] ein Polynom g vom
Grad grad g = grad f — 1 mit

f=X=XNyg
Jede von A verschiedene Nullstelle ist dann auch Nullstelle von g, da R nullteilerfrei ist.
Nach Induktionsvoraussetzung hat aber g hochstens n — 1 verschiedene Nullstellen. [

Korollar 9.3.13. Ist R ein Ring (weiterhin kommutativ ohne Nullteiler) mit unendlich vielen
Elementen, so ist der Auswertehomomorphismus

RIX] — ADb(R,R)
f = f

injektiv.

Beweis:. Wire f im Kern des Auswertehomomorphismus, aber nicht das Nullpolynom, so
hétte f unendlich viele verschiedene Nullstellen. Dies ist im Widerspruch zu Korollar(9.3.12, [

Definition 9.3.14. Sei f € R[X] und f # 0. Fiir A € R heifit

u(A, f) =max{r € N| 3g € R[X] mit f= (X —))"-g}
die Vielfachheit der Nullstelle A von f.
Bemerkungen 9.3.15. 1. Es gilt 0 < p(A, f) < grad(f)

2. Gilt f = (X — \F*Mg, soist A keine Nullstelle von g.
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3. u(A, f) =0 genau dann, wenn A keine Nullstelle von f ist.

Lemma 9.3.16. Sind \q,..., \; die paarweise verschiedenen Nullstellen von f mit Vielfach-
heiten ry, ..., 1L, So ist

f = (X - )\1)T1 (X — >\2)T2 e (X - )\k)rkg >
wobei g € K[X| keine Nullstellen hat. Hierbei sind das Polynom g, die Nullstellen \; und ihre
Vielfachheiten ,r; bis auf Reihenfolge eindeutig.

Beweis:. Wir wenden induktiv Lemmal[9.3.11]an. Die Nullstellen und Vielfachheiten sind wohl-
definiert und nach Satz ist damit auch ¢ eindeutig bestimmt. m

Beispiele 9.3.17. e Wir rechnen zunéchst iiber dem Koérper R der reellen Zahlen:
f=X"— X"+ X3 - X? e R[X]
=X (X°-X*+X-1)
=X*(X-1)(X*+1) .

Hier ist Ay = 0,71 = 2, Ay = 1,75 = 1, ¢ = X% + 1 Man beachte, dass die Summe der
Vielfachheiten kleiner als der Grad von f ist.

e Uber dem Korper C der komplexen Zahlen dagegen erhalten wir

f=X" - X"+ X* - X? e C[X]
f=X*(X -1 (X +i)(X —i) .

Hier ist Ay = 0,11 =2, do = 1,ro =1, 3 = +i,r3 =1, \y, = —i,7y, = 1 und g = 1. Man
beachte, dass hier die Summer der Vielfachheiten gleich dem Grad von f ist.

Definition 9.3.18. Wir sagen, ein Polynom f € RK[X] zerfillt in Linearfaktoren, falls es sich
in der Form

f=a(X =XA)"(X =) (X =\)™
mit a, A,..., A\, € K und r; € N schreiben ldsst. Ein solcher Ausdruck heif3t Linearfaktorzer-
lequng des Polynoms f.

Bemerkungen 9.3.19. 1. Ein Polynom f zerfillt genau dann in ein Produkt von Linear-
faktoren, wenn ), . p(A, f) = grad f gilt. (Man beachte, dass es nach Korollar [9.3.12
nur endlich viele Nullstellen gibt und daher die Summe endlich ist.)

2. Existiert eine Zerlegung in Linearfaktoren, so ist diese eindeutig bis auf die Reihenfolge
der Faktoren.

Satz 9.3.20 (Fundamentalsatz der Algebra). Ist f € C[X] mit grad(f) > 1, so besitzt f
wenigstens eine komplexe Nullstelle.

Zum Beweis:. Dieser Satz ist trotz des Namens kein algebraisches sondern ein komplex-
analytisches Resultat. Es kann mit Hilfsmitteln der Analysis, der komplexen Analysis, der
algebraischen Topologie oder der Galoistheorie bewiesen werden. [

Korollar 9.3.21. Jedes komplexe Polynom zerfdllt in C[X]| in Linearfaktoren.

Beweis:. Wir schreiben nach Lemma [9.3.16] f = (X — A)™ ... (X — \,)"¢g mit \; € C, wobei
das komplexe Polynom ¢ keine Nullstellen hat. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist g
konstant. O]
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9.4 Diagonalisierbarkeit

Wir arbeiten nun wieder iiber einem Korper K. Wir wollen untersuchen, welche Matrizen
A € M(n x n, K) diagonalisierbar sind, die also die Eigenschaft haben, dass K" eine Basis aus
Eigenvektoren von A besitzt. Wir wissen schon:

e Hat A genau n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar (Korollar

p2l2).

e Ist A dhnlich zur Diagonalmatrix D, so ist

Py(A) = Pp(})

A— A 0
= det
0 A— A\,
=) (A= )

d.h. das charakteristische Polynom zerféllt in Linearfaktoren.
Wir hatten das charakteristische Polynom eingefiihrt als polynomiale Abbildung

Pi: K - K
A det (\E, — A).

Aber das natiirlichere Objekt ist das abstrakete charakteristische Polynom P, € K|[T].
Wenn zum Beispiel K = F, ist, dann gibt es nur endlich viele Abbildungen F, — F, aber
unendlich viele Polynome.

Wir definieren das charakteristische Polynom also neu, als Determinante der Matrix X E,, —
A, deren Eintrage im Polynomring K|[X] liegen:

Pydet(XE, — A)

Determinanten lassen sich in der Tat wie in Kapitel [7] allgemeiner fiir Matrizen mit Eintragen
in beliebigen kommutativen Ringen definieren.

Die Funktion A\ — det(AE,, — A) ist dann genau das Bild des Auswertehomomorphismus
aus Bemerkung |9 - 513 und wir schreiben P, fiir diese Funktion.

Definition 9.4.1. Sei A € M(n x n, R) fiir einen kommutativen Ring R. Dann ist die Deter-

minante von A definiert als .
det(A) = Z sign(o) Hai”(i)
i=1

O'ESn

Vgl. Satz Die Determinante erfiillt Eigenschaften (D1-3) sowie die Eigenschaften aus
Satz und lésst sich auch durch Zeilen- oder Spaltenentwicklung bestimmen. <<Es ist eine
gute Ubung (aber nicht auf dem Ubungsblatt), sich zu vergewissern, das dies gilt.>>

Allerdings funktioniert der Gaufl’sche Algorithmus ohne multiplikative Inverse nicht mehr

ohne weiteres, und nicht jede Matrix mit Determinante ungleich 0 ist invertierbar (betrachte
zum Beispiel 2 € M(1 x 1,7Z)).

Definition 9.4.2. Sei A € M(n x n, K) Wir definieren das charakteristische Polynom

Pu(X) = det(XEy — A) € K[X]
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als Determinante der Matrix XE,, — A € M(n x n, K[X]), deren Eintrdge Elemente im Poly-
nomring K [X] sind.

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und sei f € Endg (V). Wir definieren P;(X) =
Py (X) fiir eine darstellende Matrix von f.

Satz 9.4.3. Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f ist wohldefiniert.

Dies ist nicht klar, denn mit den oben diskutierten Einschrankungen der Determinante iiber
R gilt unser Beweis der Multiplikativitat der Determinantenfunktion nicht mehr!
Es gibt aber verschiedene Moglichkeiten, das gewiinschte Ergebnis herzuleiten.

Beweis:. Sei S die Basiswechselmatrix so dass wir P4 und Pgyg-1 vergleichen wollen.

Unser Beweis des Multiplikationssatzes gilt (mit minimaler Abénderung), solange eine
der beiden Faktoren eine Matrix mit Eintrdgen in einem Koérper K ist, wahrend die andere
Matrix Eitridge in einer K-Algebra hat! Wir schauen hierzu den Beweis von Satz noch
einmal sorgféltig an: Angenommen A € M(n x n, K) dann kénnen wir A als Produkte von
Elementarmatrizen schreiben und verfolgen, was diese mit der Determinante der Matrix B
machen. Wir iiberspringen nur den letzten (iiberfliissigen!) Schritt, der B als Produkt von
Elementarmatrizen schreibt, was mit B € M (n x n, K[X])) nicht mehr gilt.

AuBerdem rechnen wir leicht nach, dass S™'XE,S = XS™'E,S = XE, fiir S € M(n x
n, K). Daraus folgt

det(XE, — SAS™) = det(S(ST'XE,S — A)S™)
= det Sdet(ST'XE,S — A)det(S™)
= det(X E, — A). O

Bemerkung 9.4.4. Es folgen noch einige Alternativen zu diesem Beweis:

1. K[X] ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring und wir kénnen ihn in einen Quotien-
tenkorper aus formalen Briichen einbetten, genauso wie wir Z in Q einbetten, siche Ubung
5.1. Da nun det(X E,, — A) im Quotientenkorper fiir &hnliche Matrizen gleich ist, gilt das
auch in K[X].

2. Angenommen unser Kérper K hat unendlich viele Elemente. Dann haben A und SAS™!
die gleiche charakteristische Funktion und wegen Korollar[9.3.13| auch das gleiche charak-
teristische Polynom.

Jeder endliche Kérper K lésst sich ohne allzu viel Miihe in einen unendlichen Kérper
einbetten, siehe Ubung 5.1.

3. Sei R ein beliebiger kommutativer Ring, zum Beispiel K[T]. Dann gilt det(AB) =
det(A)det(B) fiir A, B € M(n xn, R). Fiir einen sorgfiltigen Beweis miissten wir uns die
Theorie der Matrizen iiber allgemeinen kommutativen Ringen genauer anschauen, dazu
haben wir keine Zeit.

Definition 9.4.5. Ist A € K Eigenwert der Matrix A € M(n x n, K), so heifit die Vielfachheit
der Nullstelle A des charakteristischen Polynom die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A:

:U’CLZQ(A7 /\) = ,U,()\, PA(X)) :

Fiir einen Endomorphisums f € Endg (V') definieren wir genauso fiq,(f, A) = p(A, Pr(X)).
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Bemerkung 9.4.6. Geometrische und algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts einer Matrix
kénnen verschieden sein. Beispiel:

(X 1 .
A—(O )\0> mit \g € K

Dann ist das charakteristische Polynom P4(X) = (X — \o)?, also pay(A, No) = 2, aber
Lgeo(A, Ag) =1, da A nur einen Eigenvektor hat.

Lemma 9.4.7. Sei A € M(n x n, K) und A\ Eigenwert von A. Dann gilt
1 S ,U/geo(Aa )‘> S ,U/alg<A> )‘) :

Beweis:. Sei k£ = [14e,(A, \). Ergénze eine geordnete Basis (vy,...,v;) des Eigenraums
Eig(A4,)\) zu einer geordneten Basis B = (vi,...,V Ukt1,---,0,) von K" Fir S7! =
(v1,...,v,) gilt SAS™e; = SAv; = S(\v;) = Ae; fiir i = 1,..., k und daher

A 0 =*
SAS™! =
A
0 --- 0

wobei die Symbole * fiir Blockmatrizen stehen.

Nach Satz haben @hnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom. Da Korollar
direkt aus der Leibniz’schen Formel folgt, gilt es auch fiir Matrizen in M (n X n, R) und
wir berechnen:

Pu(X) = Psas1(X) 2 (X — \kdet (XE,,_j, — D)

Daher ist fiqg(A, A) > k = figeo(A4, N). O

Satz 9.4.8. Sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum und sei f : V. — V ein Endomorphis-
mus. Seien A1, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. f ist diagonalisierbar.
2. Pp(X) zerfallt in Linearfaktoren und pigeo(f, ) = pag(f, A) fiir alle Figenwerte X\ von f.
3.

N
D tgeo(fi i) =
=1

4. Fs qilt die folgenden Eigenraumzerlegung
V =@ Eig(f,\) ,
d.h. jedes v € V' kann man eindeutig in der Form
V=0 +Vy+ ...+ UnN
mit v; € Eig(f, \;) schreiben.

Beweis:. Wir miissen nur vier Implikationen zeigen.
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1. = 2. Waihle eine geordnete Basis B von Eigenvektoren:

2. =3.

4. = 1.

Uiy ey Ugy zum Eigenwert Ay, also k1 = pigeo(f, A1)
Uky 1y -« s Uk ko zum Eigenwert Ao, also ko = figeo(f, A2)
Dann ist
A1
A 0
ME() = 2
0 A2

Fiir das charakteristische Polynom folgt
PH(X) = Py (X) = (X = \)F (X = A

also

Mgeo(f7 )\z) = k’t = Nalg(fa )\z) .
Zerfallt Py in Linearfaktoren, so gilt
N
n = grad Pf = Z:ualg(fa )‘z) .
i=1

Aus der weiteren Annahme figeo(f, Ai) = ptarg(f, i) folgt sofort 3.

. Setze W := Eig(f, \1) + ... + Eig(f, \n) -

Die Summe ist direkt: denn gelte

w=w;+...+twy =wi+... +wy

mit w;, w) € Eig(f, M), so liegt w; — w} € Eig(f, \;) und es gilt 0 = SN (w; — w}). Aus

Satz(9.2.10| folgt w; — w; = 0. Wegen

N N
dim W = " dimBEig(f, M) = ) _ geo(f, M) =1 = dim V

i=1 i=1
folgt auch V' = W also 4.

Wihle Basen von Eig(f, \;), die zusammen eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f
ergeben. ]

Korollar 9.4.9. Sei A € M(n x n,K). Dann sind dquivalent:

1.

A ist diagonalisierbar, d.h. dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

2. Pao(X) zerfdllt in Linearfaktoren und fiqg(A, X) = pigeo(A, X) fiir alle Figenwerte X\ von

A.
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Beweis:. Wende Satz auf die lineare Abbildung f : K™ — K™ mit f(z) = Az fir z € K"
an. [

Auch nach diesem Kriterium ist also die Matrix aus Beispiel nicht diagonalisierbar.

Bemerkung 9.4.10. Hier ist eine andere niitzliche Anwendung des charakteristishen Poly-
noms: der Koeffizient a,,_; von X" in Py ist gleich der negativen Spur von A, —Tr (A4). Wenn
Py =TI,(X —X\) in Linearfaktoren zerfillt, ist er aber auch gleich der Summe der Eigenwerte
(gezéhlt mit Threr algebraischen Multiplizitét), a,—; = — > A; durch Ausmultiplizieren.

Das gibt uns einen einfachen Test, ob wir die Eigenwerte von A korrekt bestimmt haben:
Wir summieren alle Eigenwerte mit ihren Multiplizitdten auf und vergleichen mit der Spur!

Wir werden spéter noch ein weiteres Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit kennenlernen.
Aber erst einmal behandel wir die folgende Frage: gegeben seien zwei Endomorphismen
f,g: V — V. Wann kann man sie gleichzeitig diagonalisieren, d.h. wann existiert eine Basis
B von V| so dass die beiden darstellenden Matrizen Mp(f) und Mp(g) Diagonalmatrizen sind?

Der folgende Begriff wird im Beweis von Satz[9.4.12| und dariiber hinaus niitzlich sein:

Definition 9.4.11. Es sei f ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Ein Untervektor-
raumraum W C V mit f(W) C W heiit ein f—invarianter Untervektorraum.

e Beispiele fiir f-invariante Unterrdume sind die trivialen Untervektorraume W = V und
W = {0} sowie Eig(f, \) fiir jedes A € K.

e Die Summe f-invarianter Untervektorraume ist f-invariant: Fiir w; +ws mit w; € W; gilt

flwr +wp) = f(wr) + flw) € Wi+ Wy

e Der Schnitt f-invarianter Untervektorrdume ist ein f-invarianter Untervektorraum.

Satz 9.4.12. Sei V' ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum und seien f,qg: V — V diago-
nalisterbare Endomorphismen. Dann sind dquivalent:

1. f und g sind gleichzeitig diagonalisierbar.
2. f und g kommutieren, d.h. fog=go f.

Beweis:1. =2. Sei B eine Basis von V, in der die beiden Matrizen Mp(f) und Mp(g) Diago-
nalmatrizen sind und rechnen mit Matrizen

Mp(f og) = Mgs(f)- Ms(g) = Ms(g) - Ms(f) = Mgs(go f),

wobei die zweite Gleichung daraus folgt, dass die darstellenden Matrizen Diagonal-
matrizen sind und Diagonalmatrizen kommutieren. Hieraus folgt f o g = go f, da
Mpg : End(V) — M(n xn, K) ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist (wir benttigen
hier die Injektivitét).

2.=1. Da f und g diagonalisierbar sind, gibt es die beiden Eigenraumzerlegungen

V =@,k Eig(f, \) .
V =D,k Eiglg, 1) -

Aus der Kommutativitdt von f und ¢ folgt, dass alle Eigenrdume in diesen Zerlegungen
unter f und g gleichzeitig invariant sind, denn wenn v € Eig(f, A), dann gilt f(v) = Av.
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Daraus folgt aber f(g(v)) = g(f(v)) = g(Av) = Ag(v). Also ist auch g(v) € Eig(f, A). Wir
behaupten

V = (P Eig(f, ) NEig(g, p) -
A

Da dies eine Zerlegung in gemeinsame Eigenrdume von f und g ist, folgt die Behauptung.

Es gilt V = @,\Eig(f,\), da f diagonalisierbar ist, und es reicht aus, fiir jeden festen
Eigenwert A € K von f die Summerzerlegung

Eig(f,A) = > Eig(f, \) N Eig(g, ;)

zu zeigen. Diese Summe ist automatisch direkt da Eigenvektoren fiir verschieden Eigen-
werte linear unabhéngig sind wegen Satz (9.2.10]

Sei also v € Eig(f, A); da g diagonalisierbar ist, kénnen wir v wie jeden Vektor aus V' als
Summe v = v} + v + ...+ v, mit v; € Eig(g, ;) schreiben. Dann gilt

f0) = fh) + f(va) + ... + f(vp)
=X =Avp + Aoy + ...+ M,

Da der Eigenraum Eig(g, ;) f-invariant ist gilt f(v}) € Eig(g, 1;) . Da die Zerlegung von

f(v) = Av in Komponenten beziiglich der direkten Summe V' = &Eig(g, i;) eindeutig ist,

gilt fiir jedes i, dass f(v}) = Mvi. Also ist v] € Eig(f, \) N Eig(g, 11;), was zu zeigen war.
]

9.5 Trigonalisierbarkeit

Wir wollen nun noch sehen, was sich iiber einen Endomorphismus aussagen lasst, wenn wir
nur wissen, dass sein charakteristisches Polynom vollsténdig in Linearfaktoren zerfillt, aber die
geometrischen Vielfachheiten nicht kennen.

Lemma 9.5.1. Se: f : V. — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V. Ist W ein f—invarianter Untervektorraum, so teilt das charakteristische Poly-
nom Py das charakteristische Polynom Py.

Beweis:. Erginze eine geordnete Basis B’ von W zu einer geordneten Basis B von V. Die
darstellende Matrix ist in dieser Basis

Es folgt mit n := dimg V und k := dimg W mit Korollar m (was auch fiir Matrizen mit
Eintriagen in K[X] gilt, vgl. den Beweis von Lemma [9.4.7)

Py =det (XE, — Mg(f)) =det (XE, — Mp(fiw)) - det (XE,_, — A) O

Definition 9.5.2. Sei f : V' — V ein Endomorphismus eines n—dimensionalen K—Vektorraums
V.

1. Eine Fahne von V ist eine Kette von Untervektorraumen
{0}=VocVicC...CV, =V

mit dimV, = r fiir alle r =0,...,n.
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2. Eine Fahne von V heifit f-invariant, falls alle Untervektorrdume f-invariant sind, also
fiir alle r = 0, ..., n die Inklusion f(V;) C V; gilt.

Beispiel 9.5.3. Jede geordnete Basis (vy,...,v,) eines Vektorraums V' liefert mit V, :=
spang{vi,...,v,} eine Fahne von V.

Satz 9.5.4. Sei f € End(V), dimg V' = n. Dann sind dquivalent:
1. FEs existiert eine f—invariante Fahne von V.

2. Es gibt eine geordnete Basis B von V', in der die darstellende Matriz Mg(f) eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Beweis2. =1. Sei B = (vy,...,v,) und A = (a;;) = Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix. Be-
trachte die Fahne V; = spang{vy,...,v;} wie in Beispiel [9.5.3 Wegen a,s = 0 fiir r > s

gilt
Flo) = av; = ajiv;
j=1 j=1

und damit ist f(V;) C V; und die Fahne ist f-invariant.

. =2. Wir konstruieren aus einer f-invarianten Fahne folgendermaflen eine geordnete Basis: sei
{v1} eine Basis von Vj; wegen V; C V3 ist es moglich, dies zu einer Basis {vy,v2} von
Vs zu ergénzen (Basiserginzungssatz!). So fahren wir fort und ergénzen eine geordnete
Basis (v1,vq,...,v;) von V; zu einer geordneten Basis (vy,vs,...,v;,v;41) von Vi fiir
jedes i < n.

Fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt f(v;) € f(Vi) C Vj; also gilt

)

flo) =) azv

j=1

fir irgendwelche a;; € K und (a;;) ist die darstellende Matrix Mp(f). Sie erfiillt a;; = 0
fiir ¢ > 7, ist also eine obere Dreiecksmatrix.
O
Definition 9.5.5. 1. Sei f Endomorphismus eines endlich—dimensionalen K—Vektorraums
V. f heiit trigonalisierbar, falls es eine geordnete Basis B von V' gibt, so dass Mp(f) eine
obere Dreiecksmatrix ist.

2. Eine Matrix A € M(n x n, K) heifit trigonalisierbar, falls sie zu einer oberen Dreiecks-
matrix dhnlich ist.

Satz 9.5.6. Sei f Endomorphismus eines endlich—dimensionalen K—Vektorraums V. Dann
sind dquivalent:

1. f st trigonalisierbar.
2. Das charakteristische Polynom Py zerfillt vollstindig in Linearfaktoren.

Die diagonalen FEintrdige der oberen Dreiecksmatriz sind die Eigenwerte von A und X\ kommit
Haig(A, X) mal vor.
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Beweis:1. =2. Wir rechnen mit Satz das charakteristische Polynom in einer geordneten
Basis B aus, in der Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix D ist:

PA(X) = Pp(X) = det ) I3 (X~ \)
X -\, -

2. =1. Vollstdandige Induktion nach n = dimg V. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 1; das
charakteristische Polynom zerfalle,

n

Pr(x)=]](x =)

=1

Waihle einen Eigenvektor vy € V zum Eigenwert A; und ergénze zu einer Basis B =
(v1,...,v,) von V. Dann ist

Es folgt wie in Lemma [9.5.1
Pr(X) = (X = M) P4i(X) .

Aus der Eindeutigkeit der Polynomdivision in Lemma [9.3.11] folgt, dass auch das charak-
teristische Polynom Pj;(X) in Linearfaktoren zerfillt. Nach Induktionsvoraussetzung ist

die (n—1) x (n—1)-Matrix A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix D, d.h. es gibt eine
invertible (n — 1) x (n — 1)-Matrix S mit:

SAS™'=D
Setze
[1]0...0)
0
Si=1. ~ € M(nxn,K)
: S
0
mit inverser Matrix
{1 ]0...0)
o 0
ST = : G € M(nxn,K)
0
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und rechne:

[
SME(NS = | g : A A
0

0
(1 ]0..
0 0
] SA I
0

0
)\1 X ..ok \
0
|| sas
0
Dies ist eine obere Dreiecksmatrix, die gleich Mg(f) ist, wobei BB aus den Zeilen der Matrix
(v1 -+ wv,) S™! besteht.
Es ist fiir den Beweis nicht notwendig, aber die Herleitung der Basis B geht wie folgt: Wir
wissen aus Bemerkung .3, dass T, f die Matrix (v1 vn) ist und die Elemente
von B genau die Spalten von TF = TFT g sind. Aber die Basiswechselmatrix Tg ist genau
St
Die Charakterisierung der diagonalen Eintréige folgt aus dem Beweis aus dem Beweis: Jeder
Eigenwert taucht mit seiner algebraischen Vielfachheit auf. [

Korollar 9.5.7. Jede Matriz A € M(n x n,C) mit komplezen Eintrigen ist trigonalisierbar.

Beweis:. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra[9.3.1913 zerfallt das charakteristische Poly-
nom in Linearfaktoren und das Ergebnis folgt aus Satz [0.5.6] O

Betrachtung 9.5.8. Der Beweis von Satz liefert auch ein Rechenverfahren zur Triago-

nalisierung.
Sei A € M(n x n, K) mit einem charakteristischem Polynom P4(X) = [[;_,(X — \;), das
in Linearfaktoren zerfallt.

1. Bestimme, zum Beispiel mit dem Gauf-Algorithmus, einen Eigenvektor
V11

v =

Uin

zum Eigenwert A\;. Weil fiir den Eigenvektor v; # 0 gilt, gibt es ein i, so dass die i-te
Komponente vy; # 0 von vy ungleich Null ist; wihle ein solches und setze

Sy = (vi,e1,...,6,...,e,) € GL(n,K) .

Hierbei zeigt das Symbol “Hut” an, dass der Vektor e; der Standardbasis ausgelassen
wird. Dann gilt (Sl)_lel = vy, denn das Bild von e; ist der erste Spaltenvektor von
(S1)~'. Dann ist

SlAS;lel == SlA’Ul == Sl)\lvl = )\161 y
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also

-1 _
U22
2. Berechne einen Eigenvektor v = | : | € K" ! der (n — 1) x (n — 1)-Matrix Ay zum
V2n

Eigenwert ),. Ergiinze den Vektor v, € K" ! durch Zufiigen einer beliebigen ersten
Komponente zu einem Vektor v, € K™. Wihle j > 2 so dass v, ; # 0 und setze

S2 = (61,@2,627...,é\j,...,en)_l S GL(H,K)

Dann ist
52511451_152_161 = SgSlASl_lel = >\1S2€1 = )\161
* *
—1g-1 -1 ‘ A2
5251A51 SQ €y = 5251A51 Vg = SQ )\21]2 = 0
Also ist

Ak .. .%
0 /\2 EI 3

0 As

5281A5;1551 =

Nach n — 1 Schritten liefert der Algorithmus eine obere Dreiecksmatrix.

Beispiel: Die Matrix

3 4 3
A=|-1 0 -1
1 2 3

hat, wie eine kurze Rechnung zeigt, das charakteristische Polynom P4(X) = (X —2)3, also den
einzigen Eigenwert 2.

1. Wir bestimmen einen Eigenvektor zum Eigenwert 2:

1
V1 = —1
1
und erhalten
100\ " 100
S=1 -110 - 110
1 0 1 -1 0 1
2 4 3
SIAS;t=10 4 2
0 -2 0
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2. Die Eigenwerte von A, sind genau die Eigenwerte von A ohne A1, hier also wieder 2. Ein

0 1
Vg = 1 und S =1 0
0

Eigenvektor zum Eigenwert 2 von ( 42 O> ist vy = ( 1 . Setze
0
0
1

)
o O =
i )
_ o O

Man findet damit die zu A dhnliche obere Dreiecksmatrix

Sy S ASTES =

S O N

1
2
0

DN DN W

Diese ist natiirlich nicht eindeutig bestimmt.

9.6 Minimalpolynom und Satz von Cayley-Hamilton

Theorem 9.6.1 (Cayley-Hamilton). Sei A € M(n xn, K). Dann gilt fir das charakteristische
Polynom

Pa(A) = 0,.

Wir erinnern uns an Bemerkung P, € K[X] wird vom Einsetzungshomomorphismus
zum Element A € M(n x n, K) auf einen eindeutig bestimmten Wert ¢4(p4) abgebildet. Wir
schreiben hier P, fiir das charakteristishe Polynom betrachtet als Abbildung von M (n x n, K)
nach M(n x n, K). (Wir setzen hier im letzten Teil von Bemerkung A=M(nxn,K).

Konkret bedeutet dies alles, dass fiir Py = 327 ¢; X" die Matrix Py(4) = 3.7, ¢; A" gleich
0 ist.

Auch die Schreibweise Py(A) statt Pa(A) ist gebrauchlich fiir die Anwendung des Einset-
zungshomomorphismus auf P4, vgl. wider Bemerkung Wir betonen hier mit der Tilde
den Wechsel vom abstrakten Polynom zur dazugehorigen Funktion.

Bemerkung 9.6.2. Der Satz von Cayley-Hamilton ist etwas subtiler, als er auf den ersten Blick
aussieht. Ein naiver, aber falscher Beweis geht wie folgt: Pa(A) = det(A- E, — A) = det(0) = 0.
Aber wir betrachten die Determinante von X E,, — A als Element des Polynomrings K[X], und
wenn wir X = A einsetzen dann erhalten wir einen Wert im Ring der Matrizen. Wir konnen
uns eine Matrix mit Werten in Matrizen vorstellen, fiir die wir dann A einsetzen kénnen.

Wir vergleichen also gewissermaflen nicht A mit A - E,, in M(n x n, K) sondern die Matrix
mit Eintrégen a;;E,, € M(nxn, M(nxn, K)) mit der diagonalen Matrix in der alle diagonalen
Eintrége gleich A € M(n x n, K) sind.

allEn e alnEn A 0

. . . 7é .
am B, - apnFEn 0 A

Deshalb haben wir die rechte Seite als 0,, geschrieben, um zu betonen, dass dies nicht die 0 € K
sondern die Nullmatrix in M (n x n, K) ist.

Vergleichen wir mit dem analogen Situation, wenn wir die Determinante durch die Spur
ersetzen. Wir erhalten ein (lineares) Polynom ¢ — Tr (tE, — A) = nt — Tr (A). Der naive
“Beweis” Tr (A - E, — A) = Tr (0) = 0 scheint genauso zu funktionieren, aber wenn wir jetzt
t = A einsetzen erhalten wir nA — Tr (A)E,, = 0, und das gilt nur, wenn A eine Skalarmatrix
ist.
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Beweis:. Wir beweisen den Satz nur fiir Unterkérper von C, also insbesondere fiir Q, R und
C selbst.

Wir nehmen zuerst an, dass K = C gilt. Dann ist A trigonalisierbar und es gibt eine obere
Dreiecksmatrix D und S € GL(n,K) mit D = SAS™!. Es reicht nun, den Satz fiir D zu
beweisen. Denn P4 = Pp wegen Satz und wenn Zz B ¢; D' = 0 gilt dann haben wir auch

ci(SAS™! ¢SAS =39 cANS =
> Z >

Wir nehmen also ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass A eine obere Dreiecksmatrix
mit diagonalen Eintragen \; ist und Py = (X — A\) -+ (X = \,).

Wir betrachten Py(A) = (A — M E,)--- (A — \,E,). Der i-te Faktor hat Eintrag 0 an
Position (4,%) und fiir alle (j,7) mit j > 1.

0 * * Al — Ay k% X % %
Py(A)=1[0 Xa—X x| - 0 0 *|---[* * x
0 0 * 0 0 =x 000

j&s!

Wir sehen induktiv, dass die ersten ¢ Zeilen des Produkts der ersten ¢ Faktoren 0 sind. Damit
ist das Produkt aller n Faktoren gleich 0.

Sei nun K C C ein Unterkorper (zum Beispiel K = R). Dann kénnen wir A € M(n x n, K)
als komplexe Matrix auffassen, und wir haben gerade gezeigt, dass PA(A) =0€ M(n xn,C).
Aber dann ist P4(A) auch 0 in M(n x n, K), denn wir konnen P,(A) ja iiber jedem Kérper

berechnen, der A und alle Koeffizienten von P, enthélt. n

Bemerkung 9.6.3. Um den Satz iiber einem beliebigen Korper zu zeigen, gibt es zwei
Moglichkeiten: Wir beweisen direkt algebraisch, dass der Satz gilt (siehe zum Beispiel Satz
6.100 im Buch von Bér), oder wir erweitern unseren Beweis auf beliebige Korper. Dazu miissen
wir zeigen, dass fiir jeden Korper K und jedes Polynom f € K[X] ein Korper K’ existiert, so
dass K C K’ ein Unterkorper ist und f in K’[X] in Linearfaktoren zerfillt. Dies zeigen Sie in
Algebra.

Es gilt sogar, dass K Unterkérper von einem Koérper K ist, in dem der Fundamentalsatz
der Algebra gilt und jedes Polynom in Linearfaktoren zerfillt. So ein K heift algebraischer
Abschluss von K . Die Existenz zeigt man auch in der Algebra (mit dem Zorschen Lemma).

Wir haben damit gezeigt, dass A € M(n X n, K) ein Polynom erfiillt. Das ist allerdings
nicht das einzige Polynom. Wenn zum Beispiel A einfacheine Diagonalmatirx AF,, ist, dann gilt
schon A — \E,, = 0, A erfiillt also das Polynom X — \.

Satz 9.6.4. Gegeben A € M(n x n,K) gibt es ein Polynom us € KI[T), so dass fir jedes
Polynom q mit G(A) = 0 gilt pua | q. Dieses Polynom ist das Polynom mit dem niedrigsten
positiven Grad, das fia(A) = 0 erfillt. Es ist eindeutig, wenn wir zudem verlangen, dass der
hdochste Koeffizient 1 ist.

Wir setzen den Grad von p positiv um das Nullpolynom auszuschlieen.

Beweis:. Wegen Satz gibt es ein Polynom, das A erfiillt. Wir wahlen nun p, so dass es
kein Polynom p mit kleinerem Grad gibt, das p(A) = 0 erfiillt.

Sei nun g(A) = 0 fiir irgendein Polynom ¢g. Wir wenden die Division mit Rest aus Satz[9.3.9)
an: Es gibt g, so dass ¢ = gu + r und grad(r) < grad(u). Aber 7(A) = G(A) — g(A)a(A) = 0.
Da g minimal mit disere Eigenschaft ist, muss gelten r = 0 und p | g.

Wenn wir nun zwei Polynome p, i/ mit der gewiinschten Eigenschaft haben gilt u = gu’ und
1 = g'p. Da p und i/ den gleichen Grad haben, sind g und ¢’ Polynome vom Grad 0, d.h.
und 4’ unterscheiden sich nur um einen Skalafaktor. O]
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Definition 9.6.5. Wir wéhlen das Polynom p, mit héchtem Koeffizienten 1 aus Satz
und nennen es das Minimalpolynom von A.

Bemerkung 9.6.6. Gegeben S € GL(n,K) und p € K[X] gilt p(A) = 0 genau dann wenn
Sp(A)S~! = p(SAS™!) gleich null ist.

Das Minimalpolynom ist also fiir #hnliche Matrizen gleich. Gegeben f € Endg (V) kénnen
wir also das Minimalpolynom gy von f definieren als p14 fiir irgendeine Matrix die f darstellt.

Alternativ konnen wir mit dem gleichen Beweis die folgende Variante von Satz zeigen:
Fir f € Endg(V), V endlichdimensional, gibt es ein Polynom pu; € K[X], so dass fiir jedes
Polynom ¢ mit ¢(f) =0 gilt uy | — ¢ = py. Es ist eindeutig bis auf einen skalaren Faktor.

Im Beweis verwenden wir, dass Satz auch fiir Endemorphismen gilt: Gegeben f €
Endg (V) gilt Py(f) =0 € Endg(V).

Sie kénnen sich vergewissern, dass beide Definitionen zum gleichen Mininmalpolynom fiir f
fiithren.

Beispiele 9.6.7. Wir betrachten Minimalpolynom und charakteristisches Polynom in ein paar
Beispielen.

A LA Py
0, X X"
E, X-1 | (x-1"
01 9 9
(O 0) X X
0O -7 00
0 0 00 ye s
0o 7ol X=X -7
0O 0 07

Satz 9.6.8. Sei A € M(n x n,K). Dann haben das charakteristische Polynom P4(X) und
das Minimalpolynom pa(X) dieselben Nullstellen. Die Vielfachheit einer Nullstelle A € K
als Nullstelle des Minimalpolynoms ist dabei kleiner als die (oder gleich der) Vielfachheit als
Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

Beweis:. e Nach Theorem und Satz gilt Py = gpa mit g € K[X]. Jede Nullstelle
des Minimalpolynoms pi4 ist also auch Nullstelle des charakteristischen Polynoms P4 mit
mindestens der gleichen Multiplizitét.

e Sei A € K eine Nullstelle von P4, also ein Eigenwert. Wéhle einen zugehorigen Eigenvektor
v. Mit
pa=X"4+ 0 X"+ L+

rechnen wir mit der definierenden Eigenschaft ji4(A) = 0,, des Minimalpolynoms:

0=0,-v=pa(A)v=(A"+ 1 A" " +.. . +ag)v
= (A" 4+ apo AN+ ag) v = pa(Nv

Hieraus folgt aber wegen v # 0, dass jza(\) = 0. Also ist der Eigenwert A auch Nullstelle
des Minimalpolynoms. O
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10 Die jordansche Normalform

10.1 Einfiihrung

Wir widmen uns nun der Klassifizierung von Endomorphismen von endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen, bzw. der Klassifizierung von dhnlichen Matrizen.

Wenn A nicht diagonalsierbar ist wollen wir sie dennoch in einer aussagekriftige Form
bringen.

(1) }) keine Basis aus Eigenvektoren haben.

Aber wir kénnen den Eigenvektore v; = (1,0)7 mit dem Vektor vy = (0,1)7 zu einer Basis
erginzen, der (A — Fy)vy # 0 aber (A — Ey)?vy = 0 erfiillt. Bemerkenswerterweise lassen sich
alle nicht diagonalisierbaren Matrizen in eine solche Form bringen.

Wir wissen schon, dass Matrizen wie A = <

Definition 10.1.1. Eine Matrix

S >
> =

J=J\k) = e M(k x k, K)
A1
0 0 A

heifit Jordanblock oder Jordan-Matriz. Es sind alle diagonalen Eintrdge gleich A € K, all
Eintrége in Position (7,7 4 1) sind gleich 1 und alle anderen Eintrége sind 0.

Satz 10.1.2. Sei f € Endg (V) und zerfalle Py in Linearfaktoren. Dann gibt es eine Basis fir
V', so dass f von einer blockdiagonalen Matrix aus Jordan-Matrizen dargestellt wird, d.h.

J1 0
M(f)s = .
0 Im
wobei Jy, . .., Jy Jordan-Matrizen sind und die diagonalen Eintrige von M (f)g die Eigenwerte

von f mit ihrer algebraischen Vielfachheit sind.
Diese Darstellung heifit jordansche Normalform. Sie ist eindeutig bis auf Permutation der
Jordan-Matrizen.

Beispiel 10.1.3. Beispiel fiir eine Matrix in jordanscher Normalform:

[0]

SN
o =

Insbesondere miissen die verschiedenen Jordan-Matrizen keine unterschiedlichen Eigenwerte
haben, und Jordanblocke mit dem gleichen Eigenwert konnen unterschiedlich grof§ sein.

Die Jordan-Blocke konnen auch Grofle 1 haben! Wenn alle Jordan-Blocke Grofie 1 haben,
dann gibt es keine Eintrage oberhalm der Diagonalen und die Matrix ist diagonal.
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Die Bedingung an das charakteristische Polynom ist aufgrund des Fundamentalsatzes der
Algebra immer erfiillt, wenn wir iiber C arbeiten!

Damit ist auch jede Matrix (iber C) dhnlich zu einer Matrix in jordanscher Normalform,
die Ahnlichkeitsklasse einer Matrix wird von ihren Eigenwerten mit algebraischer Vielfacht und
der Grofle der Jordan-Matrizen bestimmt.

Dieser Satz ist das aufwandigste Resultat des Kurses und wir werden uns in diesem Kapitel
dem Beweis (und ein paar Beispielen) widmen.

10.2 Die Hauptraumzerlegung

Wir fixieren einen Korper K, einen n-dimensionalen Vektorraum V' und einen Endomorophis-
mus f.

Definition 10.2.1. Sei A ein Eigenwert von f, dann heit Hau(f, \) = ker((f — Aidy)") der
verallgemeinerte Eigenraum oder Hauptraum von \.

Die folgende Definition ist nun naheliegend:

Definition 10.2.2. Ein Endomorphismus n € Endg (V) heifit nilpotent, wenn es k € N gibt
mit n® = 0.

Wir wollen nun zeigen, dass sich V' als direkte Summe der Hauptrdume schreiben lésst.
Die Idee ist es, g = (f — Aidy) wiederholt anzuwenden und die Kerne und Bilder von ¢° zu
betrachten (wie {iblich ist ¢° = idy). Da V endlich-dimensional ist, stabilisieren sich Bild und
Kern von ¢°, wenn i grof§ genug ist.

Wir betrachten das folgende Lemma.

Lemma 10.2.3 (Lemma von Fitting). Sei g € Endg (V). Wir definieren v = u(P,;0) und
d = min{k € N | ker(g*) = ker(¢g**!)}. Es gilt:

1. d = min{k : Im (¢*) = Im (¢**1)}.

2. Der Raum W = Im (g%) ist g-invariant, g|w ist ein Isomorphismus und fiir alle i € N
gilt Tm (g%*") = Tm (g%).

3. Der Raum U = ker(g?) ist g-invariant, (g|y)? = 0 und fiir alle i € N gilt. ker(g*™") =
ker(ge).

4o tgly =1,

5. V=UaW.

6. dim(U) =r>d und dimW =n —r.

Der Raum U ist nichts anderes, als der Hauptraum Hau(g;0) = ker(gtes(9)) = ker(g")
(beide Darstellungen sind mit Lemma gleich).

Der wichtigste Teil des Lemmas, ist dass wir einen g-invarianten Untervektorraum W finden
mit V' = Hau(g;0) @ W.

Wenn r = 0 ist, dann reduziert sich das Lemm auf die triviale Zerlegung V' = 0 & V mit

U=0und W =1V.
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Beweis:. 1. Wir haben das Diagramm:

ker g* —V Im (g")
CL :\ Tc
ker(gk+t) —V—1Im (g"h)

Es ist ker(g*) = ker(¢g**!) genau wenn die Rédume die gleiche Dimension haben, und das
gilt mit der Dimensionsformel genau, wenn ¢* und ¢**! den gleichen Rang haben, also

wenn Im (¢g*) = Im (g"*?), siehe Satz [4.2.15]

2. W =Tm (g¢) ist per Definition g-Invariand und da Im (g%™!) = Im (g¢) ist, sehen wir dass
g eingeschrankt auf W surjektiv und damit ein Isomorphismus ist. Aber damit ist auch
Im (g¢) = Im (g% fiir alle i € N. Das zeigt 2.

3. U ist auch g-invariant da g%(g(u)) = g(g%(u)) = 0 ist fiir u € U.

Per Definition ist (g|y)? = 0.
Aus der Dimensionsformel und Im (g?) = Im (g%*?) folgt ker(g*) = ker(g**?).

4. Es ist klar, dass y,,, ein Teiler von ¢* ist. Wenn aber (g|y)?! = 0, dann ist U = ker g% C
ker(g?~!) und das widerspricht der Minimalitit von d.

5. Wir wihlen v € UNW. Es gilt g¢(v) = 0 und v = g%(w) fiir w € V. Als ist w € ker(g??).
Aber nach 2. ist dann w € ker(g?) und v = g%(w) = 0.
Aus der Dimensionsformel angewendet auf ¢? : V — V folgt dimV = dimU + dim W
und wir erhalten V =U @& W.

6. Es bleibt, die Dimension von U zu berechnen. Nach Definition gilt dim U > d (denn die
Dimension des Kerns von g' ist mindestens 7).

Wir schreiben P, = ¢" - () fiir irgendein Polynom ) mit Q(0) # 0. Es gilt aber auch

P, = Py, - Py, wegen Lemma [10.2.4) und P,y = t™ fir m = dim(U). Da g|w ein
Isomorphismus ist, gilt P, (0) = det(g|w) # 0 und es muss gelten r = m. O

Lemma 10.2.4. Sei f € Endg (V) und V.= U @ W eine Zerleqgung in f-invariante Rdume.
Dann gilt Py = Py, - Py, -

Beweis:. Siehe Ubung 6.4. O
Mit diesem Lemma sind wir bereit fiir die Hauptraumzerlegung von V.

Satz 10.2.5. Sei f € Endg (V) und Py = Hle(t — \)" mit paarweise verschiedenen \;. Sei
V; = Hau(f, \;). Denn gilt:

1. V; ist f-invariant und hat Dimension r; firi=1,... k.
2.V=Vo--- oV

3. War kénnen f als f = fq+ fn schreiben, so dass fy diagonalisierbar ist, f, nilpotent und

fdofn:fnofd-
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Beweis:. Wir fiihren eine Induktion iiber die Zahl k der Eigenwerte. Fiir k£ = 0 ist die Aussage
trivial.

Wir definieren g = f — Ay, per Definition ist dann Py(X — A\;) = Pp(Xt) und pu(P;0) =
u(Pr; M) = 1.

Mit Lemma [10.2]5 ist V = Hau(g; 0) @ W = Hau(f; A\;) @ W fiir W = Im (¢"). Die beiden
Summanden sind g-invariant, aber da f = g + Ajidy ist, sind sie auch f-invariant.

Aus Lemma folgt nun Py, = [[;,(t — A;)"* und wir kénnen die Induktionsanname
auf f|y anwenden. Damit gelten 1. und 2. per Induktion.

Wir wiahlen nun eine geordnete Basis B fiir V', bestehend aus Basen der Hauptraume. Dann
wéhlen wir
ME 0
D=
0 e Er,

Da die Hauprdume f-invariant sind, ist N = Mg(f) — D blockdiagonal

Ny 0
N =
0 Ny,
und
ANy 0
D-N= =N-D
0 AV

Wir definieren f; als den Endomorphismus, der von D dargestellt wird (beziiglich B) und
fn als Endomorphismus, der von N dargestellt wird. Mit dem Satz von Cayley-Hamilton [0.6.1]
erfillt D + N das Polynom P;. Wir kénne den Satz aber auch auf f|y, anwenden, da V; f-
invariant ist. Als muss jedes \;E,, + N; auch Pf\vi = (X — \;)" erfiillen. Aber dann ist N;" =0
und N; ist nilpotent. Da wir N Block fiir Block ausrechnen kénnen ist dann auch N™x{ri} =
und N ist nilpotent. [

Bemerkung 10.2.6. In der Darstellung in Satz[10.2.53 ist die Zerlegung f = f;+ f, eindeutig
mit den gegebenen Eigenschaften von f; und f,,. Wir brauchen diese Eindeutigkeit nicht fiir
unseren spéteren Beweis der Eindeutigkeit der jordanschen Normalform.

Wir iibersetzen die Hauptraumzerlegung nun in Matrix-Form:

Korollar 10.2.7. Sei A € M(n x n, K) mit Pa(t) = [[i_,(t — \)" wobei die \; verschieden
sind. Dann ist A dhnlich zu einer Matrix
ME, + Ny 0
A, = ‘.
0 ey, + N,
wobi alle N; € M(r; X r;, K) strikte obere Dreiecksmatrizen sind, d.h.

)\i *
NEy, + N; = .
0 A
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Beweis:. Das Korollar folgt sofort, indem wir Satz auf die lineare Abbildung anwenden,
die A darstellt, wir miissen nur priifen, dass die N; tatséchlich als obere Dreiecksmatrizen
gewihlt werden konnen. Wir wéhlen hierzu eine geordnete Basis B; des Hauptraums V; =
Hau(f, \;), so dass f|y, von einer oberen Dreiecksmatrix T; dargestellt wird. Das ist nach Satz
moglich. Da \; der einzige Eigenwert von f|y. ist, muss N; = T; — \;E,., eine strikte obere
Dreiecksmatrix sein. Wenn wir diese B; nun zu einer Basis B von V zusammennsetzen hat
TEATE die gewiinschte Form. O

10.3 Nilpotente Endomorphismen und Beweis

Die Hauptraumzerlegung war der erste grofle Schritt zur jordanschen Normalform. Wir miissen
als néchstes noch die nilpotenten Matrizen N; in eine einheitliche Form bringen.
Wir schreiben der Einfachheit halber

01 0 0
0 1
T = J(0, k) = e M(k x k, K)
1
0 0

und wollen beweisen:

Satz 10.3.1. Sei g ein nilpotenter Endomorphismus eines K -Vektorraums V mit dimg (V) = n
und sei d = min{k | g* = 0}. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ki, ... kg € N mit
Zle 1k; = n und eine Basin B von V' so dass

Ja 0

wobei der Block J; k;-mal vorkommdt.

In dieser Darstellung kann k; auch 0 sein, dann tritt der Block J; gar nicht auf.

Die Idee des Beweises ist naheliegend: Sei g ein nilpotenter Endomorophismus, den wir
in Jordan-Blocke zerlegen wollen. In jedem Jordan-Block gibt es einen Eigenvektor im Kern
von g (der erste Basisvektor). Der néchste Basisvektor ist kein Eigenvektor, wird aber von g
auf einen Eigenvektor abgebildt, und liegt damit im Kern von ¢g?. Wir finden also erst den
Eigenraum ker(g), dann sein Urbild ker(g?), dann das Urbild des Urbildes ker(g®) und so fort
bis ker(g?) = V.

Beweis:. Mit U; = ker(g") gilt
0} =U<U; < SU 1 SUg=V

Auflerdem sind die Inklusionen echt, d.h. U; # Uj41. Dies folgt aus Lemma[10.2] oder wir zeigen
direkt: Da d minimal ist mit g% = 0, gibt es v € V mit g?~!(v) # 0 aber g?(v) = 0. Aber dann
ist g3t € Uiy \ U

Unser Ziel ist es nun, komplementére Unterrdaume W; zu finden, so dass U; = U;_1 @ W; gilt.
Die W; sollen von g injektiv aufeinander abgebildet werden. Wir stellen fest, dass gilt:
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1. g1 (U;-1) = U;, denn g(u) € U;_; genau wenn ¢ 'g(u) = 0 & u € U;. Daraus folgt
g(U;) < U;_1 (es muss keine Gleichheit gelten).

2. Fiir jedes W < V mit W N U; = {0} fiir irgendein und ¢ > 0 gilt g|y ist injektiv. Denn
ker(g) = Uy < U; schneidet W trivial.

Nun wiéhlen wir, z.B. durch Basisergéinzung, irgendein W, mit V.= Uy = Uy_1 & Wy. Es
gilt g(Wy) < g(Ug) < Ug—q und auBerdem g(Wy) N Uz—g = 0, denn fir w € Wy mit g(w) €
g(Wd) NUg_o gilt w e WyN g_lUd_Q =WyNUj_q = {O}

Also kénnen wir Uy—y = Uy—o @ g(Wy) & W)_, schreiben. Wir setzen Wy_; = g(Wy) & W)_;.
Wir erhalten also W;_; erhalten, indem wir g(W,) zu einem komplementéren Unterraum von
Ugy_1 ergénzen.

Wir gehen induktiv vor und schreiben

U=U;_1 W,

und schlieilich
V=U;=W---pW,

Es gilt hier g(W;) < W;_; und mit 2. ist diese Abbildung injektiv.
Am Ende der Prozedur steht U; = Uy @ W1, das heifit W, = U;.
Wir erhalten das folgende Diagramm

Uq

Ui &) W &) W e Wy
Uy P W S5 Wy e Wiy S Wy

in dem alle Zeilen isomorph zueinander und zu V sind und jeder Pfeil die Anwendung von g
darstellt. Alle vertikalen Pfeile aufler in der ersten Zeile sind Injektionen (dafiir steht der kleine
Haken).

Wir suchen nun eine Basis von V. Hierfiir betrachten wir die direkte Summe aller Eintrége
in der zweiten Spalte unseres Diagramms. aus der letzten Zeile folgt, dass die direkte Summe
aller Eintrage in der zweiten Spalte gleich V' ist.

Wir wihlen zuerst eine geordnete Basis von (wgd), . ,w,(ci)) von Wy.

Eine Basis von Wj;_; erhalten wir, indem wir (g(w%d)), . ,g(w,(gi))) um (w§d_1)7 . ,w,(fij)

zu einer Basis ergénzen. ‘
So gehen wir induktiv weiter vor, so dass wir eine Basis B von V erhalten, die aus g"'(w](-z))
besteht, mit ¢« = 1,...,d, 7 = 1,... k. und a = 0,...,7 — 1. Fiir jedes ¢« = 1,...,d und
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j =1,...,k bilden dann die Vektoren (¢ (w'”), ¢ 2(w”, ..., g(w'”),w!") eine geordnete

, J J J J
Basis B; fiir einen r-dimensionalen g-invarianten Unterraum auf dem g von der Jordanmatrix

J; dargestellt wird. '
Die drei Indizes beim Basisvektor g“(wj(z)) haben die folgenden Interpretationen:

1. 7 besagt, wie grof§ der Jordan-Block ist, zu dem der Vektor gehort
2. 7 besagt, zu welchem der k; Jordan-Blocks dieser Gréfle der Vektor gehort

3. a gibt an, welche Position innerhalb des Jordan-Blocks der Vektor einnimmt.

Damit ist Mp(g) in der gewiinschten Form: Fiir jedes Paar i, j ist M, Bi (g|spanK(B;_ )) genau ein
Jordan-Block, denn g schickt den Eigenvektor nach 0 und verschiebt jeden anderen Basisvektor
um eine Position.

Es verbleibt zu zeigen, dass die k; eindeutig bestimmt sind.

Sicher sind die Unterrdume U; und ihre Dimensionen eindeutig aus g bestimmt. Es gilt aber
Die Anzahl der Jordan-Blocks ist namlich immer k; = dim(W;) — dim(g(W;41)), und dim W; =
dim U; — dim U;_;. Da auerdem g|,+1 injektiv ist, folgt die Formel fiir &;. O

Der Beweis von Satz [10.1.2]ist nun eine Formalitat:

Satz [10.1.2, Sei f € Endg (V) und zerfalle Py in Linearfaktoren. Dann gibt es eine Basis fiir
V', so dass f von einer blockdiagonalen Matrix aus Jordan-Matrizen dargestellt wird, d.h.

J1 0
M(f)s =
0 Im
wobei Ji, ..., J, Jordan-Matrizen sind und die diagonalen Eintrage von M(f)s die Eigenwerte

von f mit ihrer algebraischen Vielfachheit sind.
Die Darstellung ist eindeutig bis auf Permutation der Jordan-Matrizen.

Beweis:. Seien \; die verschiedenen Eigenwerte von f, r; ihre algebraischien Vielfachheiten
und V; = Hau(f, )\;) ihre Hauptrdume. Nach Korollar existiert eine Basis B', so dass
M(f) block-diagonal ist und jeder Block die Form \;F,, + N; hat mit N; eine strikte obere
Dreiecksmatrix, die einen nilpotenten Endomorphismus g; von V; darstellt. Wir wenden nun
Satz auf jedes g; an. So finden wir eine neue geordnete Basis B; von V; so dass M (g;)s,
eine block-diagonale Matrix aus Jordan-Matrizen ist. Sei B die Vereinigung dieser Basen B;.
Da \;E,, vom Basiswechsel unberiihrt bleibt, ist M (f)z in jordanscher Normalform. (Sei T" die
Basiswechselmatrix von B’ NV; nach B;. Dann ist TN;T~! ein Jordan-Block J; mit Eigenwert 0
und T'(NE,, + N)T ' =TNE, T '+ TN, T™' = \,E,. + J; ist ein Jordan-Block mit Eigenwert
i)

Bis auf Umordnung der Jordan-Blécke ist dies eindeutig, denn die Eigenwerte, die Dimen-
sionen der Hauptrdume und die Vielfachheiten k{* des i-ten Jordanblocks fiir einen gegebenen
Eigenwert )\, sind alle eindeutig bestimmt.

Umgekehrt kann jede Umordnung der Jordan-Blocke durch eine Umordnung der Elemente
der geordneten Basis B erreicht werden. O]

Korollar 10.3.2. Sei A € M(n x n, K) und zerfalle pa in Linearfaktoren. Dann ist A dhnlich
zu ewner Matriz in jordanscher Normalform, die bis auf Permutation der Jordan-Matrizen ein-
deutiqg ist.

Beweis:. Wir wenden Satz[10.1.2l auf den Endomorphismus an, den A beziiglich der Standard-
bases darstellt. H
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10.4 Beispiele und Anwendungen

Der Beweis von Satz [10.3.1] gibt uns auch einen Algorithmus zur Bestimmung der jordanschen
Normalform.

Betrachtung 10.4.1. Wir bestimmen die jordansche Normalform von A € M (n x n, K).

1. Zuerst finden wir die Eigenwerte A, und ihr algebraischen Vielfachheiten r, aus dem
charakteristischen Polynom.

2. Dann berechnen wir fiir jedes ¢ = 1,...,r, die Dimension des verallgemeinerten Eigen-
raums uf = dimg (ker((A — A\ En)")) =n —rg ((A — A\.E,)") und setzen u¢ = dimg (Uf).
Nicht jede Rechnung muss ausgefiihrt werden, wenn zum Beispiel uf =1, — 1 ist, dann
muss uj = r, sein und wir brauchen keine weiteren Rechnungen! (Uberlegen Sie sich,
warum das der Fall ist!)

3. Wir setzen
ki = dim(U;/UL,) — dim(U, /UY) = 207 = Uiy — Uiy

nach Formel [5| Die jordansche Normalform von A hat nun fiir jedes a und ¢ genau k¢
Jordan-Blocke der Grofe i. Die Matrix A ist also dhnlich zu einer blockdiagonalen Matrix
mit k; Matrizen J(\,,4) entlang der Diagonale fiir jedes a und i.

Betrachtung 10.4.2. Nun wollen wir nicht nur die Normalform finden, sondern auch die Ba-
siswechselmatrix bestimmen. Wir fixieren f € Endg (V') und gehen wie folgt vor (die Prozedur
fir A € M(n x n, K geht genauso):

1. Wir finden wieder die Eigenwerte A, und ihr algebraischen Vielfachheiten r, aus dem
charakteristischen Polynom.

2. Dann berechnen wir fiir jedes ¢+ = 1,...,r, den verallgemeinerten Eigenraum Uf =
ker((A — Ao E,)") und setzen u¢ = dimg (U?). Wir finden eine Basis B, = (gb(w](-l))b,i,j
von Hau(f, \,), indem wir Schritt fiir Schritt die Basis von U zu einer Basis von Uf,,

ergdnzen wie im Beweis von Satz [10.3.1}

3. Wir ordnen diese Basis indem wir zuerst einen Eigenvektor ¢*~'(w;(i)) und dann seine
Urbilder ¢*~%(w;(i)), g 3(w;()), ... wihlen, und dann denn néchsten Eigenvektor und
all seine Urbilder.

4. Wie oben koénnen wir die Grofle der Jordan-Blocks aus der Formel [5| bestimmen: kf =

a a a
2uf —uiyy —uiy.

5. Wir setzen die Basen B, der Hauptrdume zu einer Basis B zusammen und Mp(f) ist in
jordanscher Normalform.

Beispiel 10.4.3. Wir berechnen die jordansche Normalforem der reellen Matrix

3 =20 2 3
0o 1 0 1 2
A=112 -4 2 2 3
-2 3 0 -1 -4
1 -2 0 2 5



<<Beachten Sie dass diese Matrix im Skript und in der Vorlesung urspriinglich einen Tippfehler
hattel)) Wir berechnun zuerst Py = (X — 2)°. (Zum Beispiel geschicktesten durch Spaltenent-
wicklung nach der 3. Spalte und dann Zeilenentwicklung nach der 2. Zeile fiir die entstehende
4 x 4-Untermatrix.)

Damit ist A = 2F5 + N und N = A — 2Ej5 ist nilpotent und wir berechnen

1 -2 0 2 3 1 -2 0 2 3
0 -1 0 1 2 0 -1 0 1 2
N = 2 —4 0 2 3| ~10 0 0 -2 -3
-2 3 0 -3 —4 0 0 0 O 0
1 -2 0 2 3 0O 0 0 O 0
Damit ist U; = ker(N) = spang(es, (2,1,0, —3,2)T).
Als néchstes betrachten wir N?:
00 00 O
00 00 O
N*=|100 0 —1
00 00 O
00 0O0 O

Und erhalten U, = ker(N?) = spang(ez, €3, €4, €1 + €5).
SchlieBlich ist N? = 0 und Us = R°.
Damit gilt dim(Us/Us) = 1, dim(Uy/U;) = 2 und dim(U;) = 2.
Die Formel [f| aus dem Beweis von Satz gibt

ks=1—-0=1
ko =2-1=1
k1:2—220

und damit hat die jordansche Normalform von A einen Jordan-Block der Gréfle 3 und einen
der Grofle 2. Aber wir wollen noch die passende Basis bestimmen. Sei g die lineare Abbildung
mit A = Mg(g).

Wir schreiben also R = Uz = U, @ W3 mit W3 = spang(e;). Es gilt g(W3) =
spang((1,0,2,—2,1)7).

Wir schreiben Uy = Uy @ W, wobei wir Wy erhalten, indem wir g(W3) zu einem Komplement
von U, erginzen. Wir wihlen Wy = g(Ws3) @ spang/(es).

Als niichstes berechnen wir g(Ws) = spang(es, (—2,1, —4,3,—2)7). Dies ist gleich U; und
wir miissen nicht weiter ergédnzen. Damit ist g(Ws) auch gleich ;.

Zusammenfassend erhalten wir

RS =W, & Wy ® W,
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mit

Jg J2
1
0
w® =10 Wi
0
0
1 0
0 1
g(wi”) = | 2 wi? = [0 UE
-2 0
1 0
0 —2
0 —1
2
Py = |1 gw?) = | —4 i
0 3
0 -2

Wobei die drei Zeilen fiir W3, Wy und Wy stehen und die beiden Spalten fiir Jordan-Matrizen
J3 und JQ.

0 1 1 -2 0
0 0 0 -1 1
Fiir die Basis B=spang(|[ 1|, 2 |,]0],|—-4],|0|) gilt dann
0 -2 0 3 0
0 1 0 —2 0
01000
00100
Mg(g)=10 0 0 0 O
00001
00000
und damit
21000
02100
Mp(f)y=10 0 2 0 0
000 21
0000 2

Bemerkung 10.4.4. Sei M eine Matrix in M (n x n, K) in jordanscher Normalform, sei A ein
Eigenwert von A und sei k; die Anzahl der Jordan-Blocke J(A,7). Dann kénnen wir leicht die

folgenden Informationen ablesen:
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1. Die algebraische Vielfachheit von A ist die Summe der Groéflen aller Jordan-Blocks:
:ualQ(M7 )‘) = Z?:l Zkl

2. Die geometrische Vielfachheit von A ist die Anzahl der Jordan-Blocks: pigeo(M, ) =
iz ki

3. Die Vielfachheit von A im Minimalpolynom von A ist die Grofle des grofiten Jordan-Block:
(A, par) = max{i | k; # 0}

All diese Aussagen folgen direkt aus den Definitionen.

Wir stellen noch das folgende Korollar der jordanschen Normalform fest:
Satz 10.4.5. Sei A € M(n x n, K) mit K C C Dann ist dquivalent:

1. Die Matriz A ist diagonalisierbar.

2. Das Minimalpolynom pa zerfallt in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

Beweis:. Wenn A diagonalisierbar ist, dann ist ps gleich dem Minimalpolynom einer Dia-
gonalmatrix D. Seien A, ..., \; die unterschiedlichen Eigenwerte von A. Nach Satz [9.6.§] gilt
[T (X — N | pa. Aber es ist leicht zu sehen, dass [[(D — A;) = 0 da D dioganal ist. und
damit ist J[F_,(X — \;) = up nach Satz .

Umgekehrt zerfalle p4 in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Es zerfillt P4 in Linear-
faktoren iiber C und nach Satz [0.6.8] sind alle Nullstellen auch Nullstellen von p4 und daher
Elemente von K. Also ist A nach Korollar ahnlich zu einer Matrix A" in jordanscher
Normalform. Wenn A nicht diagonalisierbar ist, dann gibt es einen Jordan-Block J; fiir ¢ > 1.
Aber dann erfiillt A’ nicht ps = [[(X — \). O

Der Satz gilt mit dem gleichen Beweis fiir jeden Korper, da jeder Korper eine Erweiterung
hat, in der P4 in Linearfaktoren zerfallt, vgl. Bemerkung [9.6.3]

Betrachtung 10.4.6. Wir haben nun das folgende Schema zur Untersuchung der Diagona-
lisierbarkeit einer quadratischen Matrix A € M(n x n,K), bei dem wir nicht explizit die
Eigenrdume berechnen miissen.

1. Berechne das charakteristische Polynom P, und seine Zerlegung in Linearfaktoren.
Zerfallt P4 nicht in Linearfaktoren, so ist A nach Satz[0.4.8|nicht diagonalisierbar. Zerfillt

P, in Linearfaktoren, gehe zu

2. Setze f(X) :=1[2,(X — X)) € K[X], wobei Ay,...,\,, die verschiedenen Nullstellen des
charakteristischen Polynoms P, sind.

Gilt f(A) = 0,; so ist A nach Satz [10.4.5 diagonalisierbar.
Gilt f(A) # 0,; so ist A nach Satz[10.4.5| nicht diagonalisierbar.

Wir betrachten noch eine Anwendung;:

Beispiel 10.4.7. Eine Differenzialgleichung ist eine Gleichung fiir eine Funktion und ihre
Ableitungen, z.B.

y'(t) = Ay(t).

Grofle Teilgebiete der angewandten Mathematik beschéftigen sich mit der Losung bestimmter
Differenzialgleichung.
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Eine Losung einer Differenzialgleichung ist eine differenzierbare Funktion y(t), die (zusam-
men mit ihren Ableitungen) die Gleichung erfiillt. Im Beispiel also eine Funktion, deren Ab-
leitung stets proportional zu ihrer eigenen Ableitung ist. Das ist in zahleichen Anwendungen
interessant, zum Beispiel fiir Zerfalls- und Wachstumsprozesse. Aus der Analysis wissen Sie,
dass y(t) = ce fiir irgendeine Konstante ¢ die einzigen Funktionen sind, die diese Gleichung
erfiillen.

Wir betrachten nun ein lieares System von Differenzialgleichungen:

Y1 (t) = any(t) + ays(t)
Yo(t) = a1 (t) + agya(t)

Wenn wir (y1,y2) als vektorwertige Funktion auffassen, dann kénnen wir dies als Matrixdiffe-
renzialgleichung schreiben:
y'=Ay

Da Differenzierung ein linearer Endomorphismus der glatten Funktionen ist, bilden insbesondere
die Losungen einen Vektorraum!

Wenn wir annehmen, dass y Werte in C? annimmt, dann kénnen wir weiterhin A in jordan-
sche Normalform bringen: Sei J = SAS™! und 2z = Sy. Dann kénnen wir 2/ = Jz lésen und
anschlieBend y = S~!z substituieren.

Wir betrachten also entweder

und finden leicht zwei linear unabhéngige Losungen:

(0) (%)

oder aber A ist nicht diagonalisierbar und wir erhalten

und finden die folgenden Vektoren in der Losungsmenge fiir z:

6)\t te)\t
0 ) e)\t
(Rechnen Sie nach, dass dies tatséchlich zwei Losungen sind!)
In der Analysis lernen Sie, dass der Losungsraum tatséchlich zweidimensional sind und wir

somit alle Losungen gefunden haben.
Diese Betrachtungen verallgemeinern selbstverstindlich auf n Dimensionen!
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11 Intermezzo: Universelle Eigenschaften

Wir haben schon an mehreren Stelle, oft ohne sie zu bennenen, universelle Figenschaften ge-
troffen.

Beispiel 11.0.1. Sei A eine Menge von reellen Zahlen. Dann ist das Infimum von A eine relle
Zahl x mit der Eigenschaft
Vaoe A : z<a (%)

und immer wenn fiir y € R gilt y < a fiir alle a € A, dann gilt auch y < z.
Also hat x eine gewisse Eigenschaft (x) und jedes andere Objekt mit der gleichen Eigenschaft
ist kleiner als x.

Beachten Sie, dass das Infimum nicht fiir jede Menge existiert.

Beispiel 11.0.2. Sei A eine Menge von natiirlichen Zahlen. Dann ist der grifite gemeinsame
Teiler der Mange A eine natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft

YaceA :nla (%)

und immer wenn fiir m € N gilt m | a fiir alle a € A, dann gilt auch m | n.

Also hat x eine gewisse Eigenschaft (x) und jedes andere Objekt mit der gleichen Eigenschaft
teilt x.

Statt einer Menge von natiirlichen Zahlen kénnen wir auch eine Menge von Polynomen
verwenden! Das Minmialpolynom von f ist der grofite gemeinsame Teiler aller Polynome, die
von f erfiillt werden.

Dies sind beides universelle Eigenschaften: Ein Objekt = hat eine bestimmte Eigenschaft
und jedes andere Objekt mit der gleichen Eigenschaft steht in einer bestimmten Relation zu x.
Einmal dreht es sich dabei um die Relation “<” und einmal um die Relation “teilt”.

Wir betrachten ein komplizierteres Beispiel, wo unsere Relation “es gibt eine eindeutige
lineare Abbildung” ist.

Dazu wenden wir uns wieder den Vektorrdumen zu:

Beispiel 11.0.3. Sei f : V' — W eine lineare Abbildung. Die Inklusion j : ker(f) — V hat die
folgende Eigenschaft: “Es gilt foj=0."

Fiir jede andere lineare Abbildung g : U — V mit fog=0:U — W gibt es eine eindeutige
Abbildung v : U — ker(f) mit g = j o .

Zuerst priifen wir, dass 7 existiert: Per Definition ist g(u) in ker(f) C V, entsprechend
kénnen wir vy : U — ker(f) durch u — g(u) definieren. Der einzige Unterschied zwischen g und
~v ist der Bildbereich der Abbildung!)

Sei nun ' : U — ker(f) eine andere Abbildung mit j4' = g. Dann gilt jo~' = jo~. Aber j
ist injektiv, das heifit fiir jedes u gilt j o +/'(u) = j o y(u) = +'(u) = y(u), also ist 7 in der Tat
eindeutig. Wir fassen die Situation im folgenden Diagramm zusammen:

ker(f)

Im Diagramm kommutieren beide Dreiecke, also fog = 0 und ioy = g. Dasy Symbol 3! bedeutet,
dass es eine eindeutige gestrichtelte Abbildung gibt, fiir die beide Dreiecke kommutieren.
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Eine analoge Eigenschaft gilt auch fiir den Quotientenvektorraum, wir miissen nur vorsichtig
sein, da Quotientenvektorrdume intuitiv schwerer zu fassen sind als Untervektorrdume.

Der folgende Satz ist nichts als eine sorgfiltigere Formulierung von Satz Damals haben
wir gesagt, es ist dquivalent eine Abbildung aus V/U anzugeben oder eine Abbildung aus V/,
die U nach 0 schickt.

Satz 11.0.4 (Universelle Eigenschaft des Quotientenvektorraums). Sei K ein Korper, V' ein
K -Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum und 7 : V — V/U die kanonische Surjektion.

Dann existiert fiir jeden K-Vektorraum X wund jede lineare Abbildung f : 'V — X mit
flu = 0 eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung R V/IU = X mit f = for.

Man sagt, dass f iiber V/U eindeutig faktorisiert. Als Diagram kénnen wir schreiben:

L 7
s

u -

o 3f

V/U
Beweis:. Sei v € V. Fiir jede solche Abbildung f muss gelten:
f(@]) = fom(v) = f(v) ,

so dass f eindeutig festgelegt ist. Dies ist wegen f(v +u) = f(v) + f(u) = f(v) fiir alle u € U
wohldefiniert, d.h. unabhéngig vom Représentanten v von [v]. Aus der Linearitdt von f folgt
wieder leicht die Linearitdat von f. m

<<Es war recht kompliziert, diesen Satz zu formulieren, aber der Beweis ist einfach!>>
Wir konnen die universelle Eigenschaft des Quotientenvektorraums auch so formulieren: sei
Homy (V, X) :={f:V — X |linearf|y = 0}. Dann ist

Homg (V/U,X) — Homy(V,X)
f = for
ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Die Surjektivitét ist die Aussage, dass man zu jedem
f € Homy(V,X) ein f € Homg(V/U, X) finden kann, also die Existenzaussage fiir f. Die
Injektivitit ist die Eindeutigkeitsaussage fiir f.

Wir nennen all diese Eigenschaften des Infimumus, des ggT, des Kerns und des Quotienten-
vektorrraums universelle Figenschaften.

Ein mathematisches Objekt U eine universelle Eigenschaft, wenn es eine bestimmte Eigen-
schaft (%) hat und jedes andere mathematische Objekt X, dass die gleiche Eigenschaft (%) hat,
in einer bestimmten eindeutigen Relation zu U steht (die sich aus (x) ergibt). Diese Relation
ist typischerweise eine eindeutige Abbildung von X nach U oder von U nach X.

<<Auch “<” und “kleiner gleich” lassen sich als Abbildungen auffassen! Aber dies jetzt
zu formalisieren und eine formal korrekete Definiton der unviersellen Eigenschaften zu geben
wiirde uns jetzt zu weit abseits des Weges fiihren.>>

Es gilt der folgende Meta-Satz: Ein Objekt mit einer universelle Eigenschaft ist immer
eindeutig bestimmt (wenn es existiert)! Wir sehen das im folgenden Beispiel:
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Beispiel 11.0.5. Die Polynomalgebra K[X] mit dem Element X hat die triviale Eigenschaft
eine Algebra mit einem ausgezeichneten Element zu sein.

Wir haben aber in Satz gesehen: Fiir jede K-Algebra A mit einem markierten Objekt
a € A gibt es eine eindeutige Abbildung K[X] — A mit X — a. Das ist die universelle
Eigenschaft von (K[X], X).

Aus der universellen Eigenschaft flogt auch, dass K[X] die einzige K-Algebra mit dieser
Eigenschaft ist. Denn habe B mit b € B die gleiche Eigenschaft, dann gibt es eindeutige
Abbildungen ¢ : K[X] — B mit X — bund h: B — K[X] mit b — X. Diese Eigenschaften
sind invers zueinander, denn hg ist die eindeutige Abbildung von K[X] nach K[X], die X nach
X schickt. Das ist die Identitét! Genauso ist gh = idp.

Sie kennen die Eindeutigkeit auch vom Infimum und vom ggT. Es ist nicht besonders schwie-
rig, allgemein zu zeigen, dass Objekte mit universeller Eigenschaft eindeutig bestimmt sind —
wenn man einmal die universelle Eigenschaft formal definiert hat.

Wir zeigen das Resultat nun noch am Beispiel des Quotientenvektorraums:

Satz 11.0.6. Sei wiederm : V — V/U die kanonische Surjektion auf einen Quotientvektorraum.
Sei @ ein weiterer K-Vektorraum und q : V — @ eine lineare Abbildung mit qy = 0, so dass
fiir jede lineare Abbildung f :V — X mit fiy = 0 eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
fQ Q= X mit f= fQ o q existiert.

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus 7tg : Q — V /U, so dass m = Tgoq
gilt.

Beweis:. Wenden wir die universelle Eigenschaft von V/U auf die lineare Abbildung ¢ : V- — Q
an, so finden wir eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : V/U — @ mit ¢ = § o 7. Zum zweiten
wenden wir die fiir Q) geforderte Eigenschaft auf die lineare Abbildung 7 : V' — V/U an und
finden 77 : Q@ — V/U mit m = 7 o ¢. Es folgt

TQO(JoOT =TQoq="T.

Als Diagramm

V/U

|
/’ 3G

Y
V— Q
\ el
v
V/U

Natiirlich gilt auch idy,y o m = 7. Aber die universelle Eigenschaft von V/U, angewandt auf
7V — V/U selbst, sagt, dass eine solche Abbildung eindeutig ist, also gilt 7g o ¢ = idy,u.
Analog zeigt man auch ¢ o 7o = idg. O

Auch die direkte Summe hat eine universelle Eigenschaft. Sei (V))xea eine Familie von
Vektorrdumen.

Lemma 11.0.7. Definiere fiir jedes p € A die kanonische Injektion mit

i Vi = DreaWa
v, +— (0,0,...,v,,0,...)

Ist W nun ein beliebiger K—Vektorraum, so gibt es fiir jede Familie von Abbildungen g, : V,, —
W (€ A) eine eindeutige lineare Abbildung g : GrxeaVy — W mit g, = go,.
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Aquivalent dazu gilt: Es gibt eine natirliche Bijektion von Mengen

Hom g (@/\E/\ 1%V W) = [Lcn Homg (Vy, W) (*)
[ = (fou)ien

Wobei die rechte Seite das kartesische Produkt aller Homg (Vy, W) fiir X € A ist, d.h. ein
FElement der rechten Seite ist gegeben durch je ein Element aus jeder Menge Homg (Vy, W).

Man kann also eine ganze Familie (g,).en von Abbildungen in ein und denselben K-
Vektorraum W eindeutig durch eine einzige lineare Abbildung g aus der direkten Summe heraus
beschreiben.

Dies sei noch einmal in dem folgenden kommutierenden Diagramm dargestellt:

vV, Y @AV fiir alle € A

s
g, ~ /E||
7 L lg

w

Beweis:. Wir zeigen zuerst, dass die beiden Beschreibungen dquivalent sind: Ist fiir jedes p € A

eine lineare Abbildung
Iu: Vy— W

in einen beliebigen, aber festen Vektorraum W gegeben, dann ist die Surjektivitéit in (%) genau
die Existenz einer linearen Abbildung

g: &V - W |

so dass g, = g o, fiir alle pp € A gilt.
Injektivitdt in (%) bedeutet genau, dass diese Abbildung eindeutig ist.
Nun zeigen wir, dass (x) gilt.
Jedes Element der direkten Summe lésst sich eindeutig schreiben in der Form

v = Zz)\(v)\)

AEA

mit vy € V), nur endlich viele vy # 0. Deswegen ist insbesondere die Summe endlich und
definiert.
Wir zeigen Injektivitdt von (x): gelte f o1y, = 0 fiir alle A € A. Dann gilt fiir ein beliebiges

v € DreaVi
flv) = f(Z ZA(”A)) =Y fou(n) =0,

A€A AEA

also ist f die Nullabbildung, der Nullvektor in Hom(@®, Vi, W).
Wir zeigen Surjektivitdt von (x): fiir eine gegebene Familie von Abbildungen

g V=W fiir alle A € A

zu zeigen, setzen wir

AEA AEA

g(Z ZA(“A)) = galvy) .

Dies definiert eine K—lineare Abbildung g mit den gewiinschten Eigenschaften. m
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Beispiel 11.0.8. Eine analoge Aussage gilt auch fiir das direkte Produkt aus[3.3.14] Wir hatten
fiir eine belibige Indexmenge A und Vektorrdume (V) )xea definiert:

IIv= {(UA)AEA| Uy € VA}
AEA
Wir betrachten die kanonischen Surjektionen
Pry H Vi—>V,
AEA

auf die y—te Komponente der Familie und erhalten einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen:

Homy (W, s VA> X [T, Homy (W, V3) (%)
o= (oo f)

AEA

Wir reformulieren diesen Sachverhalt, den man die universelle Eigenschaft des Produkts
nennt:
Ist fiir jedes p € A eine lineare Abbildung

Gu: W =V,

gegeben, folgt aus der der Surjektivitit in (xx) die Existenz einer linearen Abbildung
g: W—]]w
AeA

so dass g, = pr, o g fiir alle 4 € A gilt. Diese ist wegen der Injektivitét in (s*) eindeutig. Man
kann also eine ganze Familie von Abbildungen aus einen K-Vektorraum W eindeutig durch eine
einzige eindeutig bestimmte lineare Abbildung beschreiben.

Da direkte Summe und Produkt durch universelle Eigenschaften definiert sind, sind sie auch
eindeutig bestimmt!
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12 Bilineare Algebra

12.1 Der Dualraum

Definition 12.1.1. Sei K ein beliebiger Kérper und V' ein K—Vektorraum. Dann heifit der
K-Vektorraum
V*:=Homg(V,K) ={p:V — K| ¢ linear}

der Dualraum von V. Die Elemente von V* heiflen Linearformen auf V.

Beispiele 12.1.2. 1. Sei v € K™ ein fester Vektor. Dann ist w + v7w eine lineare Abbil-
dung K™ — K und damit ein Element von (K™)*.

Allgemein kénnen wir Elemente im Dualraum von K™ als Zeilenvektoren auffassen, denn
lineare Abbildungen von K™ nach K werden, beziiglich der Standardbasis, genau von
Zeilenvektoren in M(1 x n, K') dargestellt.

2. Sei K =R und V = C%[a,b],R) der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen
auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]. Dann ist fiir jedes = € [a, b] die Abbildung

. eine Linearform.
3. Mit V wie in 2. ist ,
o) = [ sl

eine Linearform auf V.

Wir kénnen dies verallgemeinern: Fiir jedes g € V ist ¢, : f — f: f(z)g(z)dz eine
Linearform!

Betrachtung 12.1.3. Sei dimg V' < oo. Aus Korollar folgt
dimg V* = dimg Homg (V, K) = dimg V - dimg K = dimg V.

Sei nun B eine Basis von V, B = {by,...,b,}. Definiere Linearformen b} € V* durch ihre Werte
auf den Basisvektoren b;, vgl. Satz [5.1.1]

b3 (b) = djn
woraus sofort folgt
b; (Z Oékbk> =y .
k=1

Dann ist B* = {b7,...,b}} eine Basis von V*. Das ist ein Spezialfall von Korrollar in dem
wir Basen fiir beliebige Hom(V, W) angegeben hatten. (Es lésst sich auch leicht direkt zeigen.)

Definition 12.1.4. Die Basis B* von V* heifit die zu B duale Basis. Ist B eine geordnete Basis,
so ist auch die duale Basis B* in natiirlicher Weise eine geordnete Basis.
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Beispiel 12.1.5. Sei V = K™ und B = (by,...,b,) eine Basis von V.
Schreibe als Spaltenvektoren

blj n
bj = = Z bkjek .
b k=1
Die zu B duale Basis B* = (b3, ..., b%) schreibe als Zeilenvektoren

n

by = (Vk1y -+ V) = kaief )

i=1

(Wobei wir ef mental mit e identifizieren konnen, vgl. Beispiel [12.1.2/1.) Dann gilt

blj
]k — b* Z Vi€ Z bfjef vkla cee 7Ukn> = Uklblj + .o+ /Uknbnj .
bnj
Hieraus folgt die Matrizengleichung
Vi1 ... Uin bll Ce bln
Eyn =
Unt --- Unpn bnl . bnn

Die Matrizen sind folglich Inverse.

Lemma 12.1.6. Se: V' ein beliebiger K—Vektorraum und sei U < V. und ¢ € U*. Dann gibt
es eine Linearform ¢' € V*, deren Einschrinkung auf U gleich ¢ ist.
Insbesondere gibt es fiir jedes v € V '\ {0} eine Linearform ¢ € V* mit p(v) # 0.

Beweis:. Wir wihlen eine Basis B von U und ergéinzen zu einer Basis BU B’ von V' mithilfe
von Satz Dann ist V = U @ U’ mit U’ = spang(B’). Dann definieren wir die lineare
Abbildung ¢’ € V* durch ¢ : (u,u') — ¢(u).

Fiir den letzten Satz betrachten wir U = spang (v) und ¢(Av) = . O

Bemerkung 12.1.7. Sei dimg V < 0o. Da dimg V' = dimg V* sind ein endlich-dimensionaler
Vektorraum und sein Dualraum isomorph. Jede geordnete Basis B von V' liefert einen Isomor-
phismus

Ug: V. — V*

Dieser Isomorphismus héangt jedoch von der Auswahl unserer Basis ab: Fiir verschiedene Basen
B, B’ sind die Isomorphismen ¥ und Wy im allgemeinen verschieden. Wir sagen, es gibt keinen
kanonischen Isomorphismus V = V'*.

Sei etwa o € K \ {0}, und betrachte eine Basis B = (b,...,b,) und ihre duale Bases
B = (b1,...,b) sowie die reskalierte Basis B’ = (aby, ..., ab,). Da gilt

bi (abs) = ady
ist die duale Basis der reskalierten Basis durch
(B)* = (a™'b},..., a7 ')
gegeben.
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Per Definition gilt fiir den von der Basis B’ erzeugten Isomorphismus
U (by) = (b)"
und somit fir alle 1 < <n
U (b)) = Vg (a b)) = a ' Up (b)) =a (b)) = a b = a 2Ug(h;) .

Es folgt U = a 2¥g, so dass die Isomorphismen Wy und ¥y fiir a # +1 (und n > 1)
verschieden sind.

Da es also fiir eine Identifizierung eines Vektorraums mit seinem Dualraum keinen ausge-
zeichneten Isomorphismus gibt, diirfen die beiden Vektorrdume V und V* selbst fiir endlich-
dimensionale Vektorrdume nicht einfach miteinander identifiziert werden.

Dies zeigt sich zum Beispiel, wenn wir eine Abbildung f : V' — W haben. Gibt es eine
natiirliche Abbildung f’: V* — W*, die F entspricht? Mit der Auswahl von Basen By und By,
konnen wir f' = Wg,,ofo \IJgé definieren, aber fiir verschiedene Basen erhalten wir verschiedene
Abbildungen!

Es gibt allerdings natiirliche Abbildungen zwischen Dualrdumen. Sie gehen allerdings in die
andere Richtung!

Definition 12.1.8. Seien V, W zwei K—Vektorrdume und sei f : V' — W eine lineare Abbil-
dung. Dann heifit die Abbildung

froWwr=ve
p —pof
die zu f duale Abbildung.

Man beachte, dass
vof: VIwAK
tatsachlich eine Linearform auf V ist.

Lemma 12.1.9. 1. f* ist eine lineare Abbildung.

2. Seien V., W, Z jeweils K-Vektorraume und f :V — W und g : W — Z lineare Abbildun-
gen. Dann gilt (go f)* = ffog* .

Beweis:. 1. Seien @1, 92 € W* und a;, s € K. Wir rechnen fiir v € V

[* (a1p1 + asps) (v) = (11 + aap2) (fv)
= a1p1(fv) + azpa(fo)
= a1 [ p1(v) + a2 [ pa(v)
= (a1 f "1 + aaf p2) (v) .

2. Es gilt fiir alle ¢ € Z* wegen der Assoziativitdt der Verkettung von Abbildungen

(gof) (p)=pol(gof)=(poglof=(9"0)of=Ff (9"(p) =(fog)(p).
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Satz 12.1.10. Seien V,W endlich—dimensionale K—Vektorrdume mit geordneten Basen A =
(a1,...,an) und B = (by,...,by). Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist die
darstellende Matriz der dualen Abbildung beziiglich der dualen Basen:

ME(f) = Mg(/)" .

Beweis:. Es gilt mit Mg(f) = (cx;) und M&. (f*) = (d,) nach der Definition der
darstellenden Matrix

flaj) = chjbk mit m :=dim W, firallej=1,2,...,dimV

k=1

() = dy,a;, firalle p=1,2,...,dimW mitn:=dimV
W n-v 2

v=1

Wir vergleichen das Ergebnis der folgenden Rechnungen fiir festes j =1,...,n

by, (f(a;)) =y, (Z ijbk> = i (b) = ¢
b (flag) = [ () (a;) = D duuai(a;) = dy -

]

Damit haben wir auch der Operation aus Definition [5.2.1}2, eine Matrix zu transponieren,
einen basisunabhéngigen Sinn im Rahmen von Vektorrdumen gegeben.

Korollar 12.1.11. Eine lineare Abbildung f : V — W und ihre duale Abbildung f* : W* — V*
haben den gleichen Rang, es gilt rg f* =rg (f).

Beweis:. Mit Satz[12.1.10|reicht es, den Rang einer Matrix mit dem der transponierten Matrix
zu vergleichen. Aber das folgt aus Satz [5.5.12 O]

Definition 12.1.12. Sei V' ein K—Vektorraum und M C V eine Teilmenge. Dann heift
MY ={peV* pm)=0 firallemeM} C V*
der Annullator der Teilmenge M.
Lemma 12.1.13. Es gilt:
1. Der Annullator M° ist ein Untervektorraum des Dualraums V*.

2. Sei U <V ein Untervektorraum und sei v : U — V' die natiirliche Injektion. Dann ist
U° = ker(:*).

3. Ist dimg V < oo und U <V ein Untervektorraum, so gilt

Beweis:. 1. Lé&sst sich leicht aus der Definition priifen.

2. Esgit U ={p e V*|p(tu) =0 YueU}={peV*|i*¢=0}=ker(s").
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3. Die Abbildung * : V* — U™ ist surjektiv, das ist die Aussage von Lemma [12.1.6]

Mit U° = ker(¢*) erhalten wir dann aus der Dimensionsformal und Betrachtung [12.1.3
dimg U° = dimV* —dimU* =dimV — dim U.

Alternativ konnen wir den Bases per Hand fithren: Ergénze eine geordnete Basis von U zu
einer geordneten Basis (u1,. .., Uk, Vgt1, ..., 0s) von V. Sei B* = (u}, ..., ug, vi q,...,0})
die duale Basis von V*. Dann liegt

k n
@zZaiu;‘%— Z av; € V*
i=1

j=k+1
genau dann in U°, wenn fiir alle j = 1,..., k gilt
0= p(uy) = aj
Dies ist aber genau der Fall fiir ¢ € spang (v, ,,...,v;). Somit ist (vj,,,...,v;) eine

Basis von U° C V*, und es gilt
dimg U’ =n — k = dimg V — dimg U .
O

Beispiel 12.1.14. Sei dimg V' < oo und U C V eine Hyperebene, d.h. ein Untervektorraum

der Dimension

Nach Lemma [[2.1.133 ist
dimg U’ =n—(n—-1)=1.

Also ist U° = span () fiir jedes o € U®\ {0}. Fiir jede solche Linearform gilt aber ¢
U={veV|pl) =0}.

Offensichtlich ist U < {v € V' | ¢(v) = 0}. Wenn die Inklusion echt ist, dann gibt es u € V' \ U
mit ¢(u) = 0. Aber dann verschwindet ¢ auf einem Untervektorraum, der U echt enthélt und
damit Dimension mindestens dimg U + 1 = dimg V' hat. Also ist ¢ = 0, Widerspruch.
Wir kénnen also eine Hyperebene durch eine Linearform beschreiben.
Betrachten wir nun allgemeiner eine affine Hyperebene vy + U, mit U wie oben und vy € V,
so gilt
vEV+U Sv—veU
< p(v—19) =0
& o(v) =p(v) =: ¢

Wir finden also fiir jede affine Hyperebene eine Darstellung
U+vy={veV]p)=c}

Satz 12.1.15. Seien V, W endlich-dimensionale K—Vektorrdume und sei f: V — W linear.
Dann gilt fiir den Kern und das Bild der dualen Abbildung f* : W* — V*, dass sie sich als
Annullatoren ausdriicken lassen:

ker f* = (Im f)" ¢ W*
Im f* = (ker f)’ C V*
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Beweis:. Wir betrachten zuerst
ker(f* ) ={peW*|pof=0t={pecW"|VveV:¢(f(v))=0}=(mf)’

Fiir die zweite Gleichung beobachten wir dass ¢ € Im f* die Form v — ¥(f(v)) fiir ¢p € W*
hat. Aber damit verschwindet ¢ auf allen v € ker(f) und liegt in (ker f)°. Wir haben also
gezeigt, dass Im f* < (ker f)°. Gleichheit folgt, da beide Seiten die gleiche Dimension haben:

Mit Satz [12.1.11] ist rg (f*) = rg (f) und mit Lemma [12.1.13| und der Dimensionsformel ist
dim(ker /) = dim V' — dimker(f) = rg (f) O

Definition 12.1.16. Sei V ein K—Vektorraum. Dann heifit der K-Vektorraum
V* = (V*)" = Homg (V*, K)
der Bidualraum von V.

Betrachtung 12.1.17. Betrachte zu einem Vektor v € V' die Abbildung, die eine Linearform
p € V* auf diesem Vektor auswertet:

ww): V= K
v = p(v)
Die Abbildung ¢y (v) ist linear, denn
w (V) (a1 + aapa) = (11 + ) (V) = anp1(v) + azpa(v) = ariy (v)e1 + aziy (V)¢2
also ist vy (v) € V**. Wir haben also fiir jeden K—Vektorraum V' eine Abbildung
vy V=V
Satz 12.1.18. 1. vy ist eine injektive lineare Abbildung.
2. Istdimg V' < oo, soist iy ein Isomorphismus. Er heifit dann kanonischer Isomorphismus.
Beweis:. 1. Es gilt fiir a1, a0 € K, v1,v5 € V und alle p € V*
w(nvr + agua) (@) = p(anvr + agva) = anp(vr) + azp(va) = (caey (v1) + azey (v2)) (@) -

Also ist ¢y eine lineare Abbildung. Sei v € V mit ¢y (v) = 0. Dann gilt fiir alle ¢ € V*:
0=y (v)p = ¢(v). Nach Lemma [12.1.6) muss dann aber v = 0 gelten.

2. Ist dimg V < o0, so gilt

Nach 1. ist ¢y injektiv, also auch bijektiv.
m

Bemerkung 12.1.19. Die Abbildung ¢y, hat eine besondere Eigenschaft: Sie ist funktoriell.
Seien V, W jeweils K—Vektorrdume und sei f : V — W linear. Dann definieren wir f** =
(f*)*: V* — W™ und es kommutiert das folgende Diagramm:

v ! W

V** W**
f**
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Sei ndmlich v € V und p € W*. Es gilt

(fow (@) (@) = 7 (v (v) (0) = e (v) (f () = [ (@) (v) = ¢ (f(v)) -

Diese Gleichung folgen direkt aus den Definitionen, iiberlegen Sie sich bei jedem Term, in
welchen Vektorraumen die verschiedenen Elemente leben!
Andererseits ist

(two f(v) = (f(v)(p) =¢(f(v)) .
Somit ist
[ ow () =wwo f(v)

fir alle v € V.
Die Isomorphismen Vg : V' — V* die von der Wahl einer Basis abhédngen, sind dagegen
nicht funktoriell.

12.2 Bilinearformen

Definition 12.2.1. 1. Seien V, W zwei K—Vektorrdume. Eine Abbildung g: V xW — K
heifit Bilinearform, wenn gilt

Bv+v",w) = p(v,w) + B, w)
Bv,w+w') = B(v,w) + Bv, w
ﬁ(ava w) = O‘B(U7w) = B(Uv OzUJ)

fiir alle v,v" € V,w,w' € W und o € K.

2. Eine Bilinearform heifit nicht-ausgeartet im ersten (bzw. zweiten) Argument, falls gilt

Bo,w)=0 firalltweW =v=0
bzw. f(v,w) =0 firalltveV =w=0.

Mit Bilg (V, W) bezeichnen wir die Menge aller K-Bilinearformen
B:VxW K.

Die Menge Bilg(V, W) erhdlt durch punktweise Addition und Skalarmultiplikation die
Struktur eines K—Vektorraums. Z.B. ist (5 + ') (v, w) = (v, w) + ' (v, w).

Beispiele 12.2.2. 1. Die Multiplikation auf dem Korper K
m: KxK—K

liefert eine Bilinearform auf K.
2. Sei B = (b;;) € M(m x n, K). Dann definiert

K™ x K" > K
(z,y) =2’ -B-y

eine Bilinearform.
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3. Fiir jeden K—Vektorraum V' liefert die Fvaluationsabbildung

evy VixV - K
(B,v) — B(v) =: (B,v)

eine Bilinearform. Wegen Lemma [12.1.6| folgt aus (5, v) = 0 fiir alle 8 € V*, dass v = 0.
Also ist die Bilinearform nicht-ausgeartet im zweiten Argument. Gilt (5,v) = 0 fiir alle

v € V, so ist nach Definition § der Nullvektor in V*; also ist die Bilinearform (-,-) auch
im ersten Argument nicht-ausgeartet.

4. Sei V. =W = C°[a,b]) der Raum aller stetigen Funktionen auf einem Intervall [a, b] C R.
Dann ist (f,g) — f: f(z)g(z)dz eine Bilinearform.

Auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen sind Bilinarformen durch Ihre Werte auf Basis-
vektoren bestimmt.

Betrachtung 12.2.3. Sei V ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis
A = (v1,...,v,) und W ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis B =
(Wi, ..., wy). Setze fur B € Bilg(V,W) B;; := B(v;,w;) € K. Die Matrix B = (8;;) € M(n X
m, K) legt [ eindeutig fest: ist x = )", z;u; und y = > " | yyw;, so ist

B(z,y) = Zﬂfiﬁ(vi,wj)yj =a"-B-y.
0,J

Matrizen konnen also sowohl lineare Abbildungen als auch Bilinearformen beschreiben. Man
sollte sich bei einer Matrix — die ja eigentlich nur eine rechteckige Anordnung von Skalaren ist
— also stets klarmachen, welches mathematische Objekt sie beschreibt.

Definition 12.2.4. Sei V' ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis
A = (vy,...,v,) und W ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit geordneter Basis
B = (wy,...,wy,). Die Matrix Ma5(8) € M(n x m,K) mit Eintrdgen 3;; := B(v;,w;) € K
heif3t darstellende Matriz der Bilinearform f beziiglich der geordneten Basen A, B.

Beachten Sie, dass wir beide Basen im Subskript verwenden, anstatt eine ins Superskript
zu setzen. Das soll uns helfen, Matrizen fiir lineare Abbildungen und bilinearformen auseinan-
derzuhalten.

Wir kénnen Bilinearformen mit Hilfe linearer Abbildungen untersuchen.

Lemma 12.2.5. 1. Die Abbildung
Bilg (V, W) — Homg (V, W*)
B p*

mit f% : x — B(x,—) ist ein Isomorphismus von K-Vektorriumen. Hier bezeichnet

B(x, —) die lineare Abbildung w — B(z,w).
2. Gilt dimg V' < 0o und dimg W < 00, so ist dimg Bilg (V, W) = dimg V - dimg W.

3. Die Bilinearform [ ist genau dann nicht-ausgeartet im ersten Argument, falls die lineare
Abbildung 57 injektiv ist.

4. Seien 5 € Bil(V,W) und sei A = (vi,...,v,) eine geordnete Basis von V, B =
(wi,...,wy) eine geordnete Basis von W, und A*, B* die dualen Basen. Dann gilt
M 5(B8) = Mg (B%)".
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Beweis:. 1. Da § linear im zweiten Argument ist, ist 5(z, —) fiir jedes x eine lineare Abbil-
dung. Die Zuweisung 3 + 3% ist per Definition linear. Wir geben eine Umkehrabbildung
an: fiir eine lineare Abbildung h : V — W*, definiere eine Bilinearform £, : V xW — K
mit Hilfe der Evaluationsabbildung (—, —) : W* x W — K:

Pu(x,y) = (hz,y)
Sie konnen sich vergewissern, dass diese Abbildungen inverse zueinander sind.
2. folgt sofort aus 1.

3. folgt deswegen, da 37 genau dann nicht injektiv ist, wenn es v # 0 gibt mit S(v, —) = 0,
also B(v,w) = 0 fur alle w € W, d.h. § ist im ersten Argument ausgeartet.

4. Fiir die darstellende Matrix von S# : V — W* gilt
= Mg (8%) 007 .
=1

Damit folgt
Mag(B)ij = Blvs, wy) = (B%(vi),w;) = ME-(8%)4

was zu zeigen war. 0]

Satz 12.2.6. Transformationsformel

1. Sei' V' ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneten Basen A und A" und W
ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneten Basen B und B'. Sei

B: VW =K
eine Bilinearform. Dann gilt
Mas(8) = (T4)" - M (5) - T§
2. Ist insbesondere V.=W und wdihlt man A =B und A" = B, so gilt

Ma(B) = (T)" - Ma(B) - T4

Beweis:. e Wir rechnen mit v; = Zj, (Tf,)j,j v;-,t, siche Satz |5.2.7, dann ist v; =
B .
> (T5),, w)y und es gilt

!’

J

Mas(B)i = Boi,wy) = 3y (Ta) s Blvw, wy ) (TE)J
Zz’ j’ (Tuf’) MA/B, (Tg’

I A

5/

J'i

o 2. folgt als Spezialfall.
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Man mache sich sorgfiltig den Unterschied zu den Transformationsformeln in Satz [5.4.6]
(*) fiir lineare Abbildungen und (**) fiir Endomorphismen klar. Diese Transformationsformeln
haben uns auf die Aquivalenzrelationen “dquivalent” und “shnlich” auf Rdumen von Matrizen
gefiihrt. Hier finden wir eine weitere Relation, die wir nur fiir quadratische Matrizen einfiihren,
also nur fiir die Situation V=W und A = Bund A" = B'.

Definition 12.2.7. Seien B,C € M(n x n, K). Wir sagen, C sei kongruent zu B iiber K und
schreiben
C~B,

wenn es eine invertible quadratische Matrix S € GL(n, K) gibt, so dass
C=S5"BS
Dann stellen B und C' beziiglich verschiedener Basen die gleiche Bilinearform dar.

Bemerkungen 12.2.8. 1. Die Determinanten kongruenter Matrizen unterscheiden sich um

ein Quadrat in K* = K \ {0}:

det C' = det (STBS) = (det S)*det B .

2. Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf M (n x n, K).

3. Zwei Matrizen sind genau dann kongruent, wenn sie die gleiche Bilinearform beziiglich
verschiedener Basen beschrieben. Dies wird wie in Lemma gezeigt.

4. Um eine Matrix B in eine kongruente Matrix C zu iiberfiihren kénnen wir simultane
Zeilen- und Spaltenoperationen verwenden: Wenn 7' eine unserer Elementarmatrizen aus
Lemma ist, dann entsteht 7BT7 indem wir die Zeilenumformung 7; und die Spal-
tenumformung 7; auf B anwenden. Konkret gilt:

Sei T'=A(1,...,)\,...,1) mit A an i-ter Stelle, dann multipzilizert B — TBT? = T BT
die i-te Zeile und i-te Spalte mit \.

Sei T' = 7(i, j), dann vertauscht B — TBTT = TBT die i-te und j-te Zeile und Spalte.

Sei T' = §(i, j, A\) Dann addiert B — TBTT das A-fache der i-ten Zeile zur j-ten Zeile und
das A-fache der i-ten Spalte zur j-ten Spalte.

So lassen sich kongruente Matrizen oft durch eine Art Gaufiverfahren finden.

Satz 12.2.9. Sei 8 € Bil(V, V) fir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V mit Basis B.
Es sind dquivalent:

1. (3 ist nicht-ausgeartet im ersten Argument.

2. B7 ist injektiv.

3. B* ist ein Isomorphismus V = V*

4. die darstellende Matriz Mg () = ME.(8%)T ist invertibel

5. die Determinante der darstellenden Matriz Mg () ist ungleich Null
6. B ist nicht-ausgeartet im zweiten Argument.

Wir sagen [ ist nicht ausgeartet wenn es eine der dquivalenten Bedingungen erfillt.
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Beweis:. 1. und 2. sind dquivalent nach Lemma [12.2.5]3.

Die Aquivalenzen von 2. 3. 4. und 5. sind Standardergebnisse aus dem ersten Semester (in
4 verwenden wir auch Lemma [12.2.54).

Schlieflich definieren wir die Bilinearform f'(x,y) = 5(y, z). Mit B = Mp(8) gilt 5(z,y) =
2T By, aber da dies ein Skalar ist, gilt auch B(y, z) = B(x,y) = B(z,y)T = y* BTz und damit ist
die darstellende Matrix von 3’ genau B”. Es ist 3 nicht-ausgeartet im zweiten Argument, wenn
' nicht ausgeartet im ersten Argument ist, was genau dann gilt, wenn det(B7T) = det(B) # 0.
Also ist 6. dquivalent zu 5. m

Korollar 12.2.10. FEine nicht ausgeartete Bilinearform [ in Bilg (W, W) definiert einen Iso-
morphismus Hom(V, W) = Bilg(V,W), indem wir f : V. — W nach vy(v,w) = B(fv,w)

schicken.

Beweis:. Nach Satz [12.2.9| definiert 8 einen Isomorphismus W = W*. Zusammen mit Lem-
ma [12.2.5 erhalten wir den gewiinschten Isomorphismus als Verkniipfung Hom(V,W) =
Hom(V, W*) = Bl (V, W). O
12.3 Symmetrische und Schiefsymmetrische Bilinearformen

Definition 12.3.1. 1. Eine Bilinearform g € Bilg(V, V), fur die

B(x,y) = Py, x) fir allez,y € V
gilt, heifit symmetrische Bilinearform.
2. Eine Bilinearform mit der Eigenschaft
B(z,y) = —B(y,z) fir allez,y € V
heifit schief-symmetrisch.
3. Eine Bilinearform g € Bilg (V, V), fiir die
f(x,z) =0 firallex eV
gilt, heiit alternierende Bilinearform.

4. Eine nicht-ausgeartete alternierende Bilinearform heifit symplektische Bilinearform. Ein
Vektorraum mit einer symplektischen Bilinearform heifit ein symplektischer Vektorraum.

Bemerkung 12.3.2. Fiir jede alternierende Bilinearform gilt

0=p3+y,x+y) =0(z,z)+ B2, y) + By, x) + By, y) = Blx,y) + By, v) ;

sie ist also schief-symmetrisch.

Fiir eine schief-symmetrische Bilinearform gilt f(x,z) = —f3(z, x), also 2 - f(z,x) = 0. Gilt
im Korper K, dass 1+ 1 # 0 ist, so ist jede schiefsymmetrische K-Bilinearform auch alternie-
rend. Gilt 1 + 1 = 0 dann sind schief-symmetrische Bilinearformen genau die symmetrsichen
Bilinearformen.

Bemerkung 12.3.3. Wir nehmen wieder an 1 4+ 1 # 0 € K. Dann ist % € K. Dies gilt fiir all
unsere iiblichen Korper bis auf .

Dann ist jede Bilinearform [ ist Summe einer symmetrischen und einer schief-symmetrischen
Bilinaerform. Wir schreiben 8 = f, + 8, mit Bs(z,y) = 5(8(z,y) + By, z)) und B(z,y) =
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Lemma 12.3.4. Eine Bilinearform [ ist symmetrisch, falls fiir jede Basis B fir B = Mp(5)
gilt BT = B. Eine Matriz mit BT = B heifit symmetrisch.

Eine Bilinearform (3 ist schiefsymmetrisch, falls fiir jede Basis B fiir B = Mg(3) gilt BT =
—B. FEine solche Matriz heiffit schiefsymmetrisch.

Beweis:. Fir B = (by,...,b,) gilt fiir eine symmetrische Bilinearform B;; = [(b;,b;) =
B(b;,b;) = Bji und B ist symmetrisch. Ist umgekehrt B = BT dann gilt fiir v,w € V dass
B(v,w) = vIBw = (v Bw)T = w!'BTv = wT Bv = B(w,v). Hier haben wir verwendet, dass
B(v,w) als Skalar gleich seinem egienen Transponierten ist.

Der gleiche Beweis funktioniert fiir den zweiten Teli des Lemmas. O

Wir werden uns spéter noch ausfiihrlicher mit den symmetrischen Bilinearformen
beschéftigen. In diesem Abschnitt beweisen wir zwei Resultate iiber symplektische Bilinear-
formen.

Korollar 12.3.5. Ein symplektischer K-Vektorraum hat gerade Dimension wenn in K gilt
1+1#0.

Beweis:. Aus BT = —B folgt fiir B € M(n x n, K)
det B = det B" = det(—B) = (—1)"det B .
Ist die Form nicht ausgeartet, so ist det B # 0 und wenn 1 # —1 muss n gerade sein. O]

Satz 12.3.6. Sei 5 eine symplektische Bilinearform auf einem K—Vektorraum V' ; im Korper
K gelte 1 +1 # 0. Dann besitzt V' eine symplektische Basis, d.h. eine geordnete Basis

B = (ubvl?"‘?umavm)’

in der die darstellende Matrix die Block-diagonale Form

hat. Insbesondere ist dimg V' gerade.

Beweis:. Sei u; # 0 beliebig, u; € V. Da 3 nicht-ausgeartet ist, finde einen Vektor v; € V mit
B(ur,v1) = 1 und somit auch B(vy,u;) = —1. Die Familie (uq,v;) ist linear unabhéngig. Denn
gilt Auy + pv; = 0, so folgt

0=08(A\uy + pvy,v1) =X und 0= F(Aug + pvr,uq) = —p .

Auf dem zwei-dimensionalen Untervektorraum span (uq,v;) =: Uy wird die Einschriankung
von (3 in der Basis (uy,v;) durch die Matrix H dargestellt.

Wir betrachten nun das soganannte orthogonale Komplement ~U; = {v € V | B(u,v) =
0 fiir alle uw € Uy }.
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Wir zeigen zuerst, dass U; N +U; = {0}. Wir betrachten dafiir v € Uy N LU,. Wegen v € U,
schreiben wir v = Au; + pv,. Es folgt dann aus v € +U; mit #hnlicher Rechnung wie eben

0=p5,v)=A ud 0=5,u)=—p.

Da f3 nicht ausgeartet ist, folgt aus Lemma [12.3.7] das wir gleich zeigen werden, dass dimg V =
dimg Uy 4 dimg +U,, und somit erhalten wir die Zerlegung von V als direkte Summe,

V=U ", .

Die Einschrinkung S3|iy, auf den Untervektorraum U ist alternierend. Sie ist auch nicht
ausgeartet: angenommen, es gibe vy € LUy, v9 # 0 mit B(vg, v”) = 0 fiir alle v” € +U;. Schreibe
dann ein beliebiges v € V' wegen der direkten Summerzerlegung von V' in der Form v = v’ 4+ v”
mit v’ € U; und v” € +U;. Dann gilt

B(U()vv) :ﬂ(UOavl)+/B(v07UH) =0+0=0

im Widerspruch zu der Annahme, dass S auf ganz V nicht ausgeartet ist. Also trégt der Un-
tervektorraum |1y, eine symplektische Form, und wir kénnen vollsténdige Induktion nach der
Dimension von V' anwenden. [

Lemma 12.3.7. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit nicht ausgearteter Bili-
nearform (3. Sei U < V und *U = {v € V | B(v,u) = 0 firalleu € U}. Dann ist

Beweis:. Wir betrachten die Einschrankungsabbildung r : V* — U*, die ¢ auf ¢|y abbildet.
Nach Lemma [12.1.6]ist r surjektiv.

Nun stellen wir fest, dass *U per Definition der Kern von r o 3% ist, denn v € U genau
wenn (3% (v) eingeschriinkt auf U gleich 0 ist.

Da 3 nicht ausgeartet ist, ist 37 ein Isomorphismus, damit ist rg (ro %) = rg (r) = dim(U).
Aus der Dimensionsformel folgt nun dim U = dimV — dim U. O

12.4 Quadratische Formen

Definition 12.4.1. 1. Sei V ein K—Vektorraum. Eine quadratische Form auf V ist eine
Abbildung
q: VoK

mit den beiden Eigenschaften:

(QF1) Fiir alle A € K und v € V gilt ¢(\v) = A?q(v).
(QF2) Die Abbildung

By VXV 5 K
(v,w) = q(v+w) = q(v) — q(w)

ist eine Bilinearform auf V.

2. Eine quadratische Form ¢ heifit nicht-ausgeartet, wenn die zugehorige Bilinearform /3,
nicht-ausgeartet ist.
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Beispiele 12.4.2. 1. Sei V = K; dann ist ¢ : K — K mit 2 — c2? mit ¢ € K eine
quadratische Form. Denn es gilt

q(\x) = c(Ax)? = Nex? = Nq(z) |

und
By(x,y) = el +y)* — ca® — ey® = 2cay

ist eine Bilinearform auf K. Die Form ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn 2¢ € K\ {0}
gilt.

2. Sei p € Bil(V,V) und % € K dann definiert gg : © %B(x,x) eine quadratische Form
auf V, denn B(Az, Ax) = A?f(x, ) (das ist QF1) und es gilt 8,,(z,y) = 36(z +y,z +
y) — 3B(z,x) — 368(y,y) = 38(x,y) + 35(y, z) (das ist eine Bilinearform und QF2 gilt).
Wir erhalten auch eine quadratische Form wenn wir % durch irgendein anderes A € K
ersetzen.

3. Fiir a,b € R+ sind die Formen p(z,y) = az* + by? und q(z,y) = ax?® — by* quadratische
Formen. Fiir ein festes positives ¢ € R konnen wir die Gleichungen p(z,y) = ¢ und
q(z,y) = ¢ betrachten.

Die Gleichung p(z,y) = ¢ beschreibt eine Ellipse. Die Gelichung ¢(z,y) = ¢ beschreibt eine

Hyperbel. Um dies zu sehen, betrachten wir den Koordinatenwechsel (x,y) — (2/,vy') =
(vax — /by, \/a + Vby). Dann wird unsere Gleichung zu z'y’ = ¢, oder i/ = <.

z’
Wiéhrend also Linearformen affine Geraden beschreiben kénnen wir durch quadratische
Formen interessantere geometrische Objekte beschreiben.

Das letzte Beispiel legt nahe, dass quadratische Formen und symmetrische Bilinearformen
sich entsprechen.

Satz 12.4.3. Sei K ein Korper, in dem 1 + 1 # 0 gilt und V ein K-Vektorraum. Dann
sind der Vektorraum QF(V') aller quadratischen Formen und der Vektorraum SBilg (V, V) der
symmetrischen Bilinearformen isomorph:

QF(V) — SBilg(V, V)
q— By
SBilg(V, V) — QF(V)
B qs

mit qs(z) = 1 8(z, x) .

Beweis:. Wir haben in Beispiel [12.4.2/2 gesehen, dass fiir eine gegebene symmetrische Biline-
arform (3 die Abbildung ¢z eine quadratische Form ist und §3,, = f3 gilt.
Per Definition ist 3, eine Bilinearform fiir ¢ € QF(V) und offensichtlich symmetrisch.

SchlieBlich gilt gs, (v) = 38,(v,v) = 3q(v+v) — 3q(v) — 3¢(v) = g(v) und die beiden Konstruk-

tionen sind invers. Ferner gilt ]

Die Gleichung
Bz, y) = qs(r +y) — g5(z) — q5(y)

heifit Polarisierungsformel fiir die Bilinearform f.
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Bemerkung 12.4.4. Die Situation ist fiir einen Kérper K, in dem 1+ 1 = 0 gilt, anders. Sei
K = Fy und ¢ : K — K eine quadratische Form. Dann gilt wegen (QF1) ¢(0) = ¢(0-0) =
0%¢(0) = 0, wohingegen (QF1) den Wert von ¢(1) nicht einschriinkt, also ¢(1) € {0, 1}. Fiir die
zugehorige symmetrische Bilinearform g gilt in beiden Féllen

£(0,0) = 5(0,1) = 5(1,0) =0 und ~ 5(1,1) = ¢(0) —q(1) —g(1) = —2¢(1) = 0 .

Hier fithren also zwei verschiedene quadratische Formen auf die gleiche symmetrische Bilinear-
form. Die quadratische Form enthélt also mehr Information als die symmetrische Bilinearform.
Umgekehrt gibt es zur symmetrischen Bilinearform mit 3(1,1) = 1 keine quadratische Form.

Satz 12.4.5. Sei K ein Korper, in dem 1+ 1 # 0 gilt. Sei V' ein endlich—dimensionaler K-
Vektorraum und B eine symmetrische Bilinearform auf K. Dann existiert eine geordnete Basis
B = (by,...,b,) von V, in der die darstellende Matriz Mp((3) eine Diagonalmatriz ist, d.h.

Beweis:. Durch vollstédndige Induktion nach n := dim V. Fiir den Induktionsanfang n = 1 ist
nichts zu zeigen.

e Gilt gz(v) = 0 fiir alle v € V, so folgt aus Satz [12.4.3| f = 0, also Mg(5) = 0,, in jeder
Basis B von V. In diesem Fall ist der Satz offensichtlich wahr.

e Sei also by € V' mit gg(by) # 0. Die Linearform
p: VoK
v = ﬂ(bb U)

ist wegen (b)) = (b1, b1) # 0 nicht die Nullform. Also ist die Dimension des Untervek-
torraums
U :=kergp

gleich dimgx U = n — 1. (Wir haben hier verschieden Moglichkeiten, das gleiche auszu-
driicken: Die Form ¢ ist genau 3% (b;), den Raum U konnten wir auch als {v | B(by,v) =
0} = spang(b;)* schreiben.)

Nach Induktionsannahme finde eine geordnete Basis (by,...,b,) des Unterraums U mit
B(b;,b;) = 0 fiir i # j und i, j > 2. Wegen by € U ist (by, ..., b,) eine geordnete Basis von
V. In ihr hat die symmetrische Bilinearform § wegen

die gewiinschte Diagonalgestalt. O]

Die diagonalisierende Basis B aus Satz ist nicht eindeutig. Auch die Diagonalelemente
sind nicht einmal bis auf die Reihenfolge eindeutig. Allerdings haben kongruente Diagonalma-
trizen die gleiche Anzahl ry von Nullen auf der Diagonale.

Definition 12.4.6. Der Nullraum einer symmetrischen Bilinearform £ auf einem K-
Vektorraum V' ist der Untervektorraum

N(@B)={veV | Bv,w)=0firallew eV} CV.
Lemma 12.4.7. Fir jede diagonalisierende Basis B = (by,...,b,) wie in Satz gilt
N(B) = spang{b; | 5(bi,b;) =0} .
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Beweis:. “D” Sei i so gewihlt, dass fiir das Basiselement b; die Gleichung 3(b;,b;) = 0 gilt.
Dann ist fiir jedes w = Y77 w;b; € V

B(bi, w) = ijﬁ(bi, bj) = wiB(bi, b;) =0,
j=1

also gilt b, € N(B). Da N(B) per Definition ein Untervektorraum ist, gilt auch
spang{b; | a; = 0} C N(B).

“C” Sei v € N(f) beliebig. Schreibe v =37 | v;b; und finde

n

0=B(v,b;) =Y v;B(b;,b;) = v;8(b, by);

j=1

Ist B(b;, b;) # 0, so muss v; = 0 gelten. Also ist jedes v € N(f) eine Linearkombination
derjenigen Basisvektoren b; mit 5(b;, b;) = 0.
]

Der Vergleich der Dimensionen zeigt dann die Gleichheit ry = dimg N (). Da der Nullraum
nicht von der Wahl einer Basis von V' abhingt, ist auch ry als Dimension der rechten Seite
basisunabhéingig. Ist Mp(5) = diag(ay,...,a,), so ist § genau dann nicht-ausgeartet, wenn
det Mp(B) # 0 gilt, also genau dann, wenn «; # 0 fiir alle j gilt, also wenn ry = 0 gilt.

Wir wollen nun speziell quadratische Formen iiber den Kérper C und R der komplexen bzw.
reellen Zahlen untersuchen.

Satz 12.4.8. Sei V' ein endlich—dimensionaler C-Vektorraum und
B:VxV—-C

eine symmetrische Bilinearform. Dann existiert eine geordnete Basis B von V', in der die dar-
stellende Matrix die Gestalt

Mpg(8) = diag(1,...,1,0,...,0)
—— ——

7 T0

hat. Die nicht-negativen ganzen Zahlen r und ro sind durch 3 eindeutig bestimmt und hdngen
nicht von der Wahl der geordneten Basis B ab.

Beweis:. Wegen Satz[12.4.5| gibt es eine geordnete Basis B’ = (b}, ...,b)), in der gilt
Mg (B) = diag(ay, ..., ap)

Setze b; := ;b; mit

= fallso; #0
T {( falls a; = 0 .
Wir finden
B(bi, bj) = vy B(b;, b)) = iy -
Es folgt fiir o; = 0 die Gleichung 3(b;, b;) = 0 und fiir o; # 0 die Gleichung
Blbiby) ="t =1.

Q;

Durch Umnummerierung erhélt man die gewiinschte Form.
Die Unabhéngigkeit von rg und somit auch von r von der Wahl der geordneten Basis B folgt
aus Lemma [12.4.7] O
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Fiir quadratische Formen iiber R ist die Situation etwas komplizierter, weil nicht jede reelle
Zahl das Quadrat einer reellen Zahl ist.

Satz 12.4.9. Sylvesterscher Tréagheitssatz Sei V' ein endlich—dimensionaler R—-Vektorraum und
B:VxV =R

eine symmetrische Bilinearform. Dann existiert eine geordnete Basis B von V', in der die dar-
stellende Matrix die Gestalt

Mg(B) = diag(1,...,1,—1,~1,...,—1,0,...,0)
—— ~~ 7 ——
T4 r— ro

hat. Die nicht-negativen ganzen Zahlen r,r_ und ro sind durch die symmetrische Bilinearform
B eindeutig bestimmt und hdngen nicht von der Wahl der geordneten Basis B ab.

Definition 12.4.10. Das Tripel
(T-f—a r—, TO)

heifit die Signatur einer symmetrischen Bilinearform (oder &quivalent einer quadratischen
Form). Weiterhin heifit r_ auch der Trdgheitsindez von q. Manchmal wird in der Literatur
auch die ganze Zahl r, — r_ als Signatur bezeichnet.

Beweis:. e Wegen Satz [12.4.5] gibt es eine geordnete Basis B’ = (b}, ...,b)), in der gilt
Mg (B) = diag(ay, ..., ap)

Setze b; := ;b, mit

9

|ovi
falls o; = 0 .

1 falls a;; # 0
Vi =

Wir finden
B(bs, bj) = %%ﬂ(b;, b;) = ViV Qi0ij -
Es folgt fiir o; = 0 die Gleichung £(b;, b;) = 0 und fiir «; # 0 die Gleichung

B(b;, b;) = % = sign(a;) € {£1} .

Durch Umnummerierung erhélt man die gewiinschte Form.

e Wir wissen schon aus Lemma [12.4.7, dass ry als Dimension des Nullraums von S nicht
von der Wahl der diagonalisierenden Basis abhingt.

o Wir zeigen:
ry = max{dimg W | W C V Untervektorraum mit ¢(v) > 0 fir alle v € W\ {0}} .

Die rechte Seite bezeichnen voriibergehend mit m. Aus dieser Darstellung von r, folgt
sofort, dass ry und damit auch r_ nicht von der Wahl der Basis B abhéngt. Zum Beweis
betrachte zunéchst den speziellen Untervektorraum

Wy := spang{bi,... b }.
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Fuar

T4
v = Zvjbj e Wo\ {0} mit v;eR
j=1
gilt wegen [(v,v) = 2q(v):
T4+ T4

2q(v) = B(v,v) = Y vw;Bbiby) = Y (1) > 0.

ij=1 i=1
Daraus folgt fiir m als Maximum die Ungleichung
m > dimg Wy =1, .

Um die entgegengesetzte Ungleichung zu zeigen, zeigen wir, dass in jedem Untervektor-
raum W von V mit dimg W > r, ein Vektor v € W\ {0} mit ¢(v) < 0 existiert. Sei also
dimg W > r,. Wegen

dimg W + dimg spang {b,, +1,...,b,} > ry + 19+ 7r_ =dimp V
finde mit Satz ein v # 0 in
v e W nspang{by, 41,...,b,} ,
Es gibt also ein v € W, das die Darstellung

n
V= Z v;b; mit wv; €R
Jj=ry+1

besitzt. Aus dieser Darstellung folgt die gewiinschte Ungleichung:

n

2q(v) = Bv,v) = > (v;)*Blb;b;) <0

j=r++1
e Analog gilt
r— =max{dimg U | U C V mit ¢(v) <0 fiir alle v € U \ {0}} .

Definition 12.4.11. Sei V ein R-Vektorraum.

1. Eine quadratische Form
q: V—->R
(oder die dazugehorige Bilinearform) heifit

e positiv definit, falls g(v) > 0 fir alle v € V mit v # 0 gilt, d.h. falls r_ = ry = 0 gilt.

e negativ definit, falls g(v) < 0 fir alle fiir alle v € V mit v # 0 gilt, d.h. falls
ry =19 = 0 gilt..

e positiv semidefinit, falls g(v) > 0 fiir alle v € V' gilt, d.h. falls r_ = 0 gilt.

o negativ semidefinit, falls g(v) < 0 fir alle v € V gilt, d.h. falls r, = 0 gilt.

e indefinit, falls es v; mit ¢(v1) > 0 und vy mit g(vy) < 0 gibt, d.h. falls ;. > 0 und
r— > 0 gilt.

Beispiel 12.4.12. Die quadratische Form m : (x,y,2,t) — 2% + y? + 2% — 22 auf R* ist
nicht ausgeartet und indefinit, mit Signatur (3,1). Es ist die sogenannte Minkowski-Metrik
und spielt eine wichtige Rolle in der (speziellen und allgemeinen) Relativitdtstheorie. Der “Ab-
stand” von zwei Punkten in der Raumzeit mit Koordinaten (z1,y1, 22, 1) und (2, y2, 22, ta) ist

V(@ = 29)? + (11 — 12)? + (21 — 22)% — (1 — 1),
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12.5 Vektorradume mit innerem Produkt

Eine positive definite Bilinearform auf einem reellen Vektorraum heifit auch inneres Produkt
oder Skalarprodukt. Sie gibt uns einen Abstandsbegriff fiir Vektoren und verallgemeinert das

bekannte Skalarprodukt.

Definition 12.5.1. 1. Sei V ein R-Vektorraum. Eine positiv—definite symmetrische Biline-
arform

(,): VxV =R
heiBt inneres Produkt oder ein (euklidisches) Skalarprodukt.
2. Das Paar (V, (-, -)) heiit euklidischer Vektorraum.

3. Die Funktion || - || : V' — Rxg
]l =/ (, 2)

auf einem euklidischen Vektorraum heif3t Norm.

Beispiele 12.5.2. 1. Auf V = R" heiBt (z,y) = > z;y; = 27 E,y das Standard-
Skalarprodukt. Die Norm der Differenz zwischen zwei Vektoren z,y, ||z — y||, ldsst sich
als Abstand der Vektoren interpretieren.

2. Der reelle Vektorraum C°([a, b, R) der stetigen Funktionen auf dem abgeschlossenen In-
terval [a,b] wird durch

b
(r9) = [ Syl
zum euklidischen Vektorraum.

Wir fithren nun das komplexe Analogon euklidischer Vektorrdume ein.

Auch zwischen zwei komplexen Vektoren soll der Abstand eine reelle Zahl sein. Wir erinnern
uns an den Absolutbetrag |z| = v/2Z. Wir konnen also ein Skalarprodukt auf C! durch (z,w) +
2w definieren, und wollen dies verallgemeinern:

Definition 12.5.3. 1. Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung
h:VxV—=C
heiflt Sesquilinearform, falls fir alle o, 8 € C und v, v/, 0", w, w',w” € V gilt

h(av' + v, w) = ah(v',w) + Bh(v", w)
h(v, aw’ + Bw”) = @h(v,w') + Bh(v,w") .

Man sagt, die Sesquilinearform ist im zweiten Argument antilinear oder semilinear.
2. Eine Sesquilinearform heifft hermitesch, falls gilt
h(v,w) = h(w,v) fiir alle v,w eV .
Insbesondere ist h(v,v) € R.
3. Eine hermitesche Sesquilinearform heift positiv definit, falls gilt

h(v,v) >0 fiir alle v e V' \ {0} .
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4. Wir bezeichnen eine positive definite hermitesche Sesquilinearform auf einem C-
Vektorraum als inneres Produkt oder (unitdres) Skalarprodukt und das Paar (V. h) als
unitdren Vektorraum.

Wir haben also die Bedingung bilinear (zu sesquilinear) und symmetrisch (zu hermitesch)
abgewandelt, um sicherzustellen, dass sich h wie der Absolutbetrag auf C verhalt.

Warnung: In der Literatur findet sich auch die genau entgegengesetzte Konvention, dann
ist h hermitesch genau wenn es linear im zweiten Argument und antilinear im ersten Argument
ist.

Beispiel 12.5.4. Auf C" definieren wir die hermitesche Form h(z,w) = Y7 | 2.
Auch der Vektorraum C°([a, b, C) der stetigen komplexwertigen Funktionen auf dem abge-
schlossenen Interval [a,b] wird durch

(f.9) = / f(2)g(x)da

zum euklidischen Vektorraum.

Betrachtung 12.5.5. Fiir eine geordnete Basis B = (by,...,b,) von V fithren wir wie in
Definition [12.2.4] die darstellende Matrix der Sesquilinearform ein:

Mg(h) = (h(bi, b;))

Es gilt h(3_ aibi, >- Biby) = >_,; ; aiMp(h)i;5;.

Wenn wir nun einen Basiswechsel mit Basiswechselmatrix 7§ vornehmen, dann #ndert sich
die darstellende Matrix M zu S*M.S, wobei wir zuerst S fiir T§ schreiben und dann S* als ST
definieren, also fiir die transponierte Matrix, in der wir jeden Eintrag komplex konjugieren.

Der Beweis von Satz funktioniert auch fiir Sesquilinearformen und zeigt, dass je-
de hermitsche Sesquilinearform in einer geeigneten Basis von einer diagonalen Matrix dar-
gestellt wird. (Zur Erinnerung: Wir wéhlen b € V mit h(b,b) # 0 und betrachten dann
V' = ker(v — h(v,b)) < V. Per Induktionsannahme gibt es eine Basis B von V', so dass
hly: diagonal dargestellt wir, und dann ist Mgy (h) diagonal.)

i,j=1l.n °

Betrachtung 12.5.6. Fiir einen euklidischen Vektorraum V' liefert das Skalarprodukt nach
Satz einen Isomorphismus 7y, : V = V*, der v nach v' — (v,v’) schickt.

Fiir einen unitdren Vektorraum V ist die Situation etwas subtiler: Die hermitesche Form h
definiert eine Abbildung von V' in den Raum der antilinearen Formen auf V', denn h ist ja im
zweiten Argument nicht linear sondern antilinear.

Wir korrigieren das, indem wir fiir einen Vektorraum V' den konjugierten Vektorraum V
definieren. Er hat die gleichen Element und die gleiche Addition wie V', aber wir definieren
A-v = Mv fiir v € V (hier bezeichnet - die Skalamultiplikation in V' und das ausgelassene
Symbol die Skalarmultiplikation in V).

Es gilt dimc V' = dimc V. Wenn wir eine Basis B = (b1,...,b,) von V wéhlen erhalten
wir einen Isomorphismus Op : V = V durch 3" ayb; +— Y. @zb;. Dies ist tatsichlich eine lineare
Abbildung, wir priifuen Og(A(Y, aibi)) = A @b = X - O5(>°, auby).

Mit dieser Definition von V ist h(v, —) eine lineare Abbildung von V nach C, und damit
induziert eine hermitesche Form h einen Isomorphismus V' = V*, den wir auch mit 7, bezeich-
nen.

Wenn Sie so wollen, ist eine Sesquilinearform auf V ein Element von Bil(V, V), und wir
erhalten nach Lemma eine Abbildung 7y € Home(V, V*), die ein Isomorphismus ist, da
die hermitesche Form nicht ausgeartet ist.
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Definition 12.5.7. Wir sagen (V, (—, —)) ist ein Vektorraum mit innerem Produkt wenn ent-
weder V' ein reeller Vektorraum und (—, —) ein euklidisches Skalarpodukt ist, oder wenn V' ein
komplexer Vektorraum und (—, —) ein unitéres Skalarprodukt ist.

In der Folge schreiben wir (um Doppelungen zu vermeiden) X fiir Skalare in R oder C, wenn
A € R dann ist dies einfach gleich A\. Genauso verstehen wir fiir einen reellen Vektorraum V'
den konjugierten Vektorraum V einfach als V.)

<<Wir werden zahlreiche Resultate fiir Vektorrdume mit innerem Produkt beweisen, die
iitber R und C gelten, wenn wir die Aussagen richtig interpretieren. Wenn Sie irgendwann den
Faden verlieren, stellen Sie zuerst sicher, dass Sie die Aussage iiber R verstehen (indem Sie alle
~ ignorieren), und wenden sich dann dem komplexen Fall zu. >>

Satz 12.5.8 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Sei (V,(-,-)) ein Vektorraum mit innerem
Produkt. Dann gilt fir alle x,y € V

[z o) < llllllyll-

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Familie (x,y) linear abhingig ist.

Dies ist eine der wichtigsten Ungleichungen der Mathematik. Der Beweis ist kurz und ele-
mentar (aber nicht unbedingt leicht zu finden)!

Beweis:. Sei y # 0 (sonst ist die Aussage trivialerweise wahr). Wir betrachten

t A= > ) und erhalten

Wir setzen nun A = 5;’;

0 < |]|* + (v, z) (@, »)|lyll > — (rtc,y><y7:r>||y||‘2 — (y, @) (z, y)| |yl

o~~~

oder

21 Pllyl* > [z, )|
durch Einsetzen der Definitionen. O
Satz 12.5.9. Sei V' ein Vektorraum mit innerem Produkt. Dann gilt fir ||z| := /(z, )

1. ||lz]| > 0 fir allex € V

2. |z]| =0 & =0

3. ||ax|| = |a|||x|| fir alle « € K und z € V.
4. lz+yl| < |lz|l + |ly|| (Dreiecksungleichung)

Beweis:. 1.,2. sind Teil der Definition.

3. |laz|| = {ax, az) = \Jaa(z,z) = |a|||z|.
4. Wegen der Cauchy—-Schwarz’schen Ungleichung gilt
lz +ylI* = () + 2z, 9) + {yy) < Nall® + 20yl + ly1® = ezl + llyl)?

]

Definition 12.5.10. 1. In einem Vektorraum mit innerem Produkt sagen wir x ist ortho-
gonal zu y, oder x und y sind orthogonal, wenn (z,y) = 0 gilt. Wir schreiben = Ly.
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2. Fiir zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren x, y eines euklidischen Vektorraums heifit

a € [0, 7] mit cosa = % der Innenwinkel Z(xz,y) von x und y. Wir definieren keine

Winkel in unitdren Vektorraumen!

Beispiel 12.5.11. Der Vektorraum V = C°([0,7],R) der stetigen reellwertigen Funktionen
auf dem abgeschlossenen Interval [0, 7] wird nach [12.5.2/2 durch das Skalarprodukt

(f,q) = / " f(o)g(a)da

zum euklidischen Vektorraum. Beziiglich dieses Skalarprodukts gilt

s

T 1
(sin, cos) = / sin(z) cos rdxr = {5 sin? 4 =0,
0 0

also sin L cos.

Lemma 12.5.12. Ein n-dimensionaler Vektorraum mit innerem Produkt (V,(-,-)) hat eine
Basis B = (by,...,b,), in der firi,j=1,...,n gilt

Mp((-,-)) = En,
d.h.
(bi, bj) = i
oder, was dquivalent ist: b; Lb; fir i # j und ||b;|| = 1.
Beweis:. Im euklidischen Fall folgt dies aus dem Sylvesterschen Tragheitssatz(12.4.9| (und der

Annahme, dass (—, —) positiv definit ist). Im unitdren Fall benutzen wir Betrachtung [12.5.5
um eine Basis (b}, ..., b)) aus orthogonalen Vektoren zu finden und setzen dann b; = mb’- O

e

Definition 12.5.13. Eine solche Basis eines endlich-dimensionalen Vektorraums mit innerem
Produkt heiit Orthonormalbasis. Allgemeiner heifit eine Familie (vy, ..., v;) von Vektoren v; €
V in einem Vektorraum mit innerem Produkt ein Orthonormalsystem, wenn (v;, v;) = 0;; gilt.

Lemma 12.5.14. Jedes Orthonormalsystem in einem Vektorraum mit innerem Produkt ist
linear unabhdngig.

Beweis:. Sei (vq,...,v;) ein Orthonormalsystem und gelte
k
Zaivi:() mit o; € K.
i=1

Dann gilt
k

O:(O,vi):Zaj(vj,vi):ai firalle ¢=1,...,k . O

j=1
Lemma 12.5.15. Ist B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis von V', dann gilt fir alle v € V

n

v=Y (v,b)b;

=1
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Beweis:. Da B eine Basis von V ist, gibt es Koeffizienten a; € K, so dass v = > | o;b; gilt.
Wir rechnen:

<U, b]> = ZOQ(()Z', bj> = O[j .
i=1
O
Definition 12.5.16. Sei X C V eine Teilmenge, so ist der orthogonale Raum zu X (beziiglich

(;))
Xt ={yeV|{r,y) =0firallexr e X} CV

Es ist leicht zu sehen, dass der orthogonale Raum stets ein Untervektorraum ist. Dies gilt
auch, wenn V' unitér ist und y — (z,y) nicht linear ist! Denn mit (z,y) = 0 ist auch (z, \y) =
Mz, y) = 0.

Bemerkung 12.5.17. Der orthogonale Raum lésst sich fiir beliebige Bilinearformen definie-
ren, vgl. auch Lemma [12.3.7, dann miissen wir allerdings gegebenenfalls zwischen links- und
rechtsorthogonal unterscheiden.

Lemma 12.5.18. Sei V ein Vektorraum mit innerem Produkt und U < V. Dann ist V =
U U-=.

Beweis:. Sei v € UNU*L. Dann ist (v,v) = 0 und da (,) positiv definit ist gilt v = 0. Also ist
Unu*=0.

Im euklidischen Fall gilt nach Lemma dimg U + dimg U+ = dimg V, da das innere
Produkt eine nicht ausgeartete Bilinearform ist.

Im unitéren Fall gilt der gleiche Beweis wie fiir Lemma|[12.3.7] mit dem einzigen Unterschied,
dass h* fiir eine Sesquilinearform eine Abbildung von V nach V™ ist, vgl. Betrachtung .
Nun haben wir eine Einschrinkung r : V' =5 U Es gilt dim¢ U = dimc U und damit ist
wieder dime Ut = dim¢ V — dime U aus der Dimensionsformel. O

Definition 12.5.19. Sei (V, (-, -)) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit innerem Produk
und U ein Untervektorraum von V. Dann heifit die lineare Abbildung

PU V=V
Betrachtung 12.5.20. Ist B; = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis von U und B, =
(byy1,...,b,) eine Orthonormalbasis von U+, dann ist B = By U By = (by,...,b,) eine Or-

thonormalbasis von V.
Es ist nach Lemma [12.5.15|fir v € V

v=) (bby =D (v,b)bi+ > (v,b)b; .
=1 =1

j j=r+1
A A

= idy und (Py)jyr = 0 die orthogonale Projektion auf den Untervektorraum U.

J/

-~

eU E;J’L
Damit erhalten wir die folgenden Formeln fiir die Projektionen:

r n

Py(v) =) (v,bpb; und  Pyo(v) = Y (v,b;)b; = (idy — Py)(v) .

j=1 j=r+1

Es gilt
(Py)*=P; und (Pyi)*= Py .

Wir sagen, Py und FPpi sind idempotent. Ferner ist idy = Py + Pyu..
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Betrachtung 12.5.21 (Gram-Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren). Wir wollen aus
einer beliebigen Basis (vy, ..., v,) eines endlich-dimensionalen Vektorraums mit innerem PRo-
dukt eine Orthonormalbasis gewinnen.

1.Schritt: Setze by := Hz_iﬂ Dies ist wegen v, # 0 definiert.

(k + 1)—ter Schritt: sei by,...,by ein Orthonormalsystem mit spang(by,...,by) =
spany (vy, ..., v;). Dann ist

k
b1 := Pepan(or.by) (Vk+1) = Vks1 — Prpan(by..by)Vk+1 = Ukl — E (Vry1, bi)bi

i=1

Dies ist ungleich 0, da sonst vy Linearkombination von (b;...b;) und somit auch von
[
okl

(v1...vx) wire. Setze byyq := Dies ist ein normierter Vektor. Auflerdem gilt fiir 1 <i¢ < k

(i, 1) = (bis Popan(or...bp)~ (V1)) = 0
Beispiel 12.5.22. Sei R mit dem Standardskalarprodukt gegeben. Wir betrachten

1 1 1
B:(U1,U2,U3):( 1 s 1 s 0 )
1 0 0

und folgen dem Schmidtschen Algorithmus: b; = \%vl. Als néchstes ist l;; = V2 — Pepan(br,v) =
Vg — <b1,U2>bl = %(1, 1, —2)T und b2 = \/Lé(l, 1, —2)T

SchlieBlich ist i); = U3 — Ppan(by ) V3 = (—%, %, 0)7 und b3 = \%(1, —1,0)T.
Wenn wir den Algorithmus umgekehrt mit v3 beginen erhalten wir by = v3 = €1, by =

vy —e1 = ey und by = v; — e; — e = e3. Dies ist die Standardbasis!

12.6 Adjungierte Abbildungen

Als néchsten untersuchen wir Abbildungen zwischen Vektorrdaumen mit innerem Produkt. Bevor
wir uns den naheliegenden Abbildungen zuwenden, die das innere Produkt bewahren, betrach-
ten wir zuerst ein etwas subtileres Konzept:

Lemma 12.6.1. Es secien V., W endlich—dimensionale K—Vektorraume mit innerem Produkt.
Fiir jede lineare Abbildung f : V — W gibt es eine eindeutige lineare Abbildung f1: W — V,
so dass (w, fv) = (fTw,v) fir alleveV, weW.

Definition 12.6.2. Wir nennen f! wie im Lemma die Adjungierte Abbildung zu f

Beweis:. Die Zuordnung 8 : (w,v) — (w, fv) definiert ein Element in Bil(WV, V)_.Dank Lemma
12.2.51 ist Bil(W,V) € Hom(W, V") und da V ein inneres Produkt hat ist V' 2 V (siche
Betrachtung [12.5.6]).

Zusammen erhalten wir einen Isomorphismus Hom (W, V') = Bil(W, V), der ¢ nach (w, v)
{(gw,v) abbildet. Das Urbild von {—, —) ist dann die gesuchte Abbildung fT. O

Man beachte, dass die adjungierte Abbildungen f' nicht nur von f sondern auch von den
inneren Produkten auf V, W abhéngt!

Beispiel 12.6.3. Sei K™ mit dem inneren Produkt (v,w) = vTw ausgestattet. Dann gilt
(v, Aw) = vT Aw = (ATv)Tw = (ATv,w) und die Adjungierte zur linearen Abbildung, die A
darstellt, wird von AT dargestellt.
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Bemerkungen 12.6.4. 1. Esgilt in der Situation wie im Lemma fiir eine lineare Abbildung
g: W =V, dass (gw,v) = (v, gw) = (g'(v), w) = (w,g"(v)).
Wir miissen also nicht zwischen Links- und Rechtsadjungierten unterscheiden. (Wenn
man Adjungierte fiir allgemeinere Bilinearformen definiert, ist dies notwendig!)

2. Es gilt auch
(N =7
denn fiir beliebige v € V, w € W gilt (fv,w) = (v, flw) = {(f1)(v),w). Da das innere
Produkt nicht ausgeartet ist, muss fv = (f7)7(v) gelten.

3. Es gilt (go f)I = fTogl fir f € Homg(V,W), g € Homg(W,U). Dies folgt aus der
Betrachtung von (/) (v), w) = (v, f(w)) = (g (v), f(w)) = (fig}(v),w)) fiir belicbige
veV,weW.

4. Bsgilt (f+¢) = ft+g¢" und (\f)T = A\f* fiir f, g € Homg(V, W) und A € K. Die zweite
Aussage folgt aus (A (v),w) = Af(v), w) = Ao, F1(w)) = (v, A (w).

Die Abbildung f — fT ist also antilinear.

Beispiel [12.6.3] verallgemeinert sich, allerdings brauchen wir dazu Orthonormalbasen.

Lemma 12.6.5. Seien V., W endlich-dimensionale Vektorrdume mit innerem Produkt und ge-
ordneten Orthonormalbasen A,B. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

— T
M (f7) = Mg (f)
Beweis:. Wir berechnen mit den Orthonormalbasen A = (ay,...,a,) und B = (ay,...,a,)

ZMA ki (b, by) = ME(f),s

und

o 10 = S Vi) = BT

und vergleichen die beiden Ausdriicke. m

Definition 12.6.6. Fiir A € M(n x n,C) nennt man A* := AT die Adjungierte von A. (Auch
die Schreibweise AT ist gebriiuchlich.)

Diese Notation ist potenziell verwirrend: Fiir eine Matrix A bezeichnet A* die konjugier-
te Transponierte, fiir eine lineare Abbildung f ist f* die duale Abbildung. Aber die beiden
Notationen sind kompatibel.

Wir betrachten hierzu, dass f nicht nur f*: W* — V* induziert, sondern auch eine Abbil-
dung zwischen den konjugierten Vektorrdumen W* und V*. Wir berechnen \.f*(¢) = Af*(¢) =
Apo f = f*(\.¢) wobei wir \.¢ fiir die konugierte Skalarmultiplikation schreiben. Aufgrund der
konjugierten Skalarmultiplikation miissen wir die Eintrige der Matrix, die f darstellt, konju-

. ———T
gieren, es gilt also ME.(f*) = Mg\(f) , was nach der Formel aus Lemma [12.6.5 genau M5(fT)
ist!

Wir machen erst eine einleitende Betrachtung:

Betrachtung 12.6.7. Sei (b;) eine Orthonormalbasis. Der Vergleich der Identitéten 6;; = b (b;)
und 7y (b;)(b;) = (b;, b;) = 9§, fiir alle 4,5 = 1,..., n zeigt

v (b;) = b; .

7
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Satz 12.6.8. Seien V,W endlich—dimensionale euklidische Vektorrdume und 7, mw die zu-
gehdrigen Isomorphismen nach V. und W . Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann
hingt die adjungierte Abbildung f': W — V mit der dualen Abbildung f* : W* — V* folgen-
dermaflen zusammen:

fT :T‘;lof*OTw,

d.h. das Diagramm

VeI
Vi1 W

kommutiert.

Beweis:. Es gilt fiir allew € W und v € V

v fH(w)(v) = (fY(w),v) = (w, f(v)) = Tw(W)(fv) = [ 7w (w)(v)

wobei wir nur die Definitionen verwendet haben. Also sind 7y ff und f*my gleich, denn sie
schicken jedes w € W zu Linearformen, die auf jedem v € V' den gleichen Wert annehmen. [J

Entsprechend wird die adjungierte Abbildung in der Literatur oft mit f* bezeichnet, was
wir aus Griinden der Klarheit vermieden haben. Wir haben daher die Notation f von den
Physikern gelichen. (Manchmal sieht man auch das aunschauliche f24.)

Unter dem Isomorphismus 7y, entsprechen sich nicht nur duale Abbildungen und adjungierte
Abbildungen, sondern auch Annulatoren und orthogonale Komplemente:

Satz 12.6.9. Seien V,W endlich—dimensionale euklidische Vektorrdume und sei f: V — W
eine lineare Abbildung.

1. Fiir jede Teilmenge U CV gilt 7, (U+) = U°.

2. Es qult
Im fT = (ker f)* und ker ff = (Im f)* .

Beweis:. 1. In der Tat liegt ¢ genau dann in U°, wenn fiir alle u € U gilt 0 = ¢(u) =
(1 (¢), u). Dies ist aber dquivalent zu 7, (p) € U~.

2. Der zweite Teil ist einfach die Ubersetzung von Satz [12.1.15

Wir rechnen

Im ff =Im (T‘;l of*o Tw)

= T‘;llm (f*omw)

=Ty Tm f* da 1y ein Isomorphismus ist.
=1, (ker f)° wegen Satz [12.1.15
= (ker f )L wegen Betrachtung Teil 1.

Die Aussage iiber ker fT folgt analog.
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12.7 Selbstadjungierte und normale Endomorphismen

Definition 12.7.1. Sei (V, (-, -)) ein euklidischer oder ein unitérer Vektorraum. Ein Endomor-
phismus f € End(V) heifit selbstadjungiert, falls gilt f = f7, in anderen Worten

(f(v),w) = (v, f(w)) firalle v,weV .

Aus Lemma (12.6.5| folgt sofort, dass f € End(V') genau dann selbstadjungiert ist, wenn fiir
eine Orthonormalbasis B gilt

—T

Mp(f) = Mp(f)" = Ms(f)

Definition 12.7.2. Eine Matrix A € M (nxn, C) heiit hermitesch, falls A = A* gilt (dquivalent
falls AT = A gilt).

Beispiele fiir hermitsche Matrizen sind

0 =1 11—
- 0)'\1+7 1
sowie jede symmetrische Matrix.

Eine linear Abbildung ist also genau dann selbstadjungiert, wenn ihre darstellende Matrix
in einer Orthonormalbasis hermitesch ist. Uber den reellen Zahlen heit das einfach, dass die
Matrix symmetrisch ist.

Unser néchstes Ziel ist nun, die Eigenrdume von selbstadjungierten Endomorphismen
unitédrer (und euklidischer) Vektorrdume zu verstehen.

Lemma 12.7.3. Sei (V, (-,-)) ein unitirer Vektorraum und f € End(V') selbstadjungiert. Dann
sind alle Figenwerte von f reell.

Beweis:. Sei v € Eig(f, A\) und v # 0. Dann gilt wegen der Linearitit im ersten Argument:
(f(v),v) = (w,v) = Aol* .

Da f selbstadjungiert ist, ist dies wegen der Antilinearitédt im zweiten Argument gleich
(v, f(v)) = (v, xv) = AJv]]*.

Also gilt A = \. m

Der néchste Satz gilt nicht nur fiir selbstadjungierte Endomorphismen, sondern fiir alle
Endomorphismen, die mit ihrer Adungierten kommutieren.

Definition 12.7.4. Ein Endomorphismus f € Endg (V) heifit normal wenn f o fT = fTo f.
Beispiel 12.7.5. 1. Wenn f seblstadjungiert ist, f = fT, ist f normal.
2. Wenn f = —fT gilt, dann ist f normal.

3. Wenn fT = f~! dann ist f normal, denn Linksinverse zwischen endlichdimensionalen
Vektorraumen sind auch rechtsinvers. Wir werden uns im néchsten Abschnitt mit diesem
Beispiel beschéaftigen.
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Satz 12.7.6 (Spektralsatz). Sei (V,(-,-)) ein Vektorraum mit innerem Produkt und sei f €
End(V) normal. Sind N # p zwei verschiedene Eigenwerte von f, so sind die Eigenrdume
orthogonal.

Eig(f, \) L Eig(f, n)

Wenn iiberdies V' endlich-dimensinal ist und das charkteritsche Polynom Py in Linearfaktoren
zerfdllt, dann hat f eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Umgekehrt ist jeder Endomorphismus, der eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren hat,
normal.

Beweis:. Wir zeigen zuerst, dass Eig(f, A) = Eig( ft,A) ist, wenn f normal ist.
Wir bestimmen (f — Aidy)" = fT — Aidy nach Bemerkung [12.6.4]4.
Dann ist auch f — Aidy normal, denn

(f = Midy) o (ff = Xidy) = ffT = AfT = Xf + Aidy
= fTf = AfT=Xf + Xidy
= (T = Aidy) o (f = Aidy)
Es gilt Eig(f, \) = Eig(f — Aidy,0) und Eig(ff, \) = Eig(ff — Xidy, 0), das heiit es reicht die

0-Eigenrdume von einem normalen Endomorphismus und seiner Adjungiertem zu vergleichen.
Sei also ¢ = f — Aidy. Dann ist v € Eig(g,0) genau wenn ||g(v)|| = 0, was genau dann gilt,
wenn ||gf(v)|| = 0, denn fiir normale Abbildungen gilt fiir alle v € V/

(g9(v), g(v)) = (v,g7g(v)) = (v, 99" (v)) = {g'(v), 4" (v))

Sei nun v € Eig(f, \), w € Eig(f, ) mit v,w # 0. Dann gilt

Mo, w) = (M, w) = (f(v),w) = (v, f1(w)) = (v, 7iw) = p(v,w)

und somit (A — p) (v, w) =0, also vLw wenn \ # p. Dies zeigt die erste Aussage.

Zerfalle nun Py in Linearfaktoren und sei W < V' die direkte Summe der Eigenrdume. Wir
wollen zeigen, dass W = V ist. Wir betrachten dazu V = W @ W+ und wihlen w € W+. Wir
bemerken, dass W per Konstruktion f-invariant ist, aber wegen Eig(f,\) = Eig(fT,\) auch
fi-invariant.

Aber damit ist W+ auch f-invariant, denn fiir beliebiges w € W und u € W+ ist (w, fu) =
(flw,u) = 0. Damit gilt Py = Py, - Py, . Wenn W+ # 0, dann hat Py . Grad gréBer 0 und
wir finden einen Eigenwert p fiir f|y .. Aber dann trifft Eig(f, 1) den W+, im Widerspruch zur
Definition von W+.

Damit ist V' direkte Summe der Eigenrdume. Wir wihlen eine Orthonormalbases fiir jeden
Eigenraum, zum Beispiel durch das Gram-Schmidt’sche Verfahren aus Betrachtung [12.5.21]
und die Vereinigung all dieser Basen ist eine Orthonormalbasis fiir V.

Fiir den Umkehrschluss sei (v;) eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren mit Eigenwerten
;. Wir berechnen fiir jeden Eigenvektor

(foUz', v;) = (fui, fui) = )\i/\_i<vi; v;)
= <)\_ivia)\_ivi> = <fTUi7fTUi>
= <ffTUi, Ui>

wobei wir Eig(f, A\) = Eig(f', A\) benuzt haben, sowie

(fT fui,v5) = (fui, fog) = Nidj (v, v5)
—0
= Nidj(vi,v5) = gvi, Ao = (flog, fTog) = (f flow;)
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Also gilt

fffv :fo*vi,v» -
= Z f’l}z,U]

=/ Tf Ui
und ffT und fTf stimmen auf der Basis (v;) iiberein und sind die gleiche Abbildung. m

Bemerkung 12.7.7. Ist f : V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus, so gilt
V=kerfe&Im f

und die Untervektorrdume sind orthogonal.
Wir kénnen direkt mit orthogonaler Zerlegungen und Satz [12.6.9| rechnen:

V=ker F@® ket F)* =ker F@Im F' "2 ker FpIm F .

Dies lasst sich als Spezialfall des néchsten Korollars verstehen: ker f ist der Eigenraum von 0
und &f ist das Bild aller anderen Eigenvektoren, wenn f eine Basis aus Eigenvektoren hat.

Korollar 12.7.8. Sei (V, (-,)) ein endlich—dimensionaler Vektorraum mit innerem Produkt und
sei f € End(V) selbstadjungiert. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis, die aus FEigenvektoren
von f besteht. Insbesondere ist f diagonalisierbar und es gilt die orthogonale Zerlegung

V = Eig(f, M) @ ... ® Eig(f, \e) mit A\, €R.

Beweis:. Sei zunéchst (V, (-, -)) unitér. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfallt
das charakteristische Polynom P; als komplexes Polynom vollstéindig in Linearfaktoren und
Satz angewendet auf den normalen Endomorphismus f beweist das Korollar.

Seinun (V (-, -)) ein euklidischer Vektorraum. Es geniigt zu zeigen, dass das charakteristische
Polynom Py schon iiber R in Linearfaktoren zerfillt. Dann kénnen wir wie im komplexen Fall
weiter schlieBen. Sei dazu B irgendeine Orthonormalbasis von V. Sei A = Mp(f) € M (nxn,R).
Da A selbstadjungiert und B eine Orthonormalbasis ist, ist A symmetrisch, A7 = A.

Wir fassen nun A als komplexe Matrix auf, also als Element in M(n x n,C). Dann ist
A* = A, d.h. A ist hermitesch. Alle Eigenwerte sind nach Lemma reell, und nach dem
Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das charakteristische Polynom P, vollstédndig iiber C,

Pa(X) = (X = M) ... (X = \y)
mit \; € R, also zerféllt P, schon iiber R. [

Korollar 12.7.9. Sei A € M(n x n, K) hermitesch. Dann ist A diagonalisierbar tiber K.
Insbesondere ist eine symmetrische reelle Matriz diagonalisierbar iiber R.

Beweis:. Wir konnen A als darstellende Matrix eines Endomorphismus f : K" — K" auf-
fassen, A = M¢(f). Versieht man den K™ mit dem (euklidischen oder unitdren) Standards-
kalarprodukt, so ist dieser Endomorphismus nach Bemerkung selbstadjungiert, da die
Standradbasis orthonormal ist. Es gibt daher nach Korollar eine Basis (vy,...,v,) des
R"™, die beziiglich des euklidischen Standardskalarprodukts sogar eine Orthonormalbasis ist und
die aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; besteht. O
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12.8 Isometrien

Definition 12.8.1. Es sei V' ein K-Vektorraum mit innerem Produkt (—, —). Wir
sagen, ein Endomorphismus f € Endg (V) ist eine (lineare) Isometrie von V beziiglich
(—,—), wenn fiir alle x,y € V gilt

(fr, fy) = (z,y)

Eine Isometrie eines euklidischen Vektorraums heifit orthogonale Abbildungen. Eine Isome-
trie eines unitdren Vektorraums heifit unitire Abbildung.

Satz 12.8.2. Sei V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum mit innerem Produkt (—,—). Dann
sind fir f € End(V) dquivalent:

1. f ist eine Isometrie beziiglich (—, —)
2. Es gilt flof=idy .

3. f ist invertierbar und es gilt

freg
4. Fir eine Orthonormalbasis B von V' erfillt A = Mp(f) die Bedingun AA* = E,,.

Beweis:.1.=2. Aus der Definition der Rechtsadjungierten fT beziiglich 5 in Korollar [12.6.1
folgt, dass fiir alle z,y € V gilt

(x, ffy) = (fz. fy) . (%)

Ist f eine Isometrie, so folgt (z, fTfy) = (x,y). Weil (—, —) nicht-ausgeartet ist, folgt
daraus fT o f = idy. Gilt umgekehrt 2. so folgt aus (*), dass f eine Isometrie ist, also

(z,y) = (f(x), f(y)).

2.<3. s folgt aus fTo f = idy, dass f injektiv ist, und da dim V' < oo ist es damit invertierbar
mit Inverser fT ist. Der Umkehrschluss ist klar.

3.& 4. Wir betrachten Mp(f~!) und Mg(f') und wenden Lemma [12.6.5] an.
[

Definition 12.8.3. Eine Matrix M € M(n x n,R) heiit orthogonal, wenn MM* = E,,. Eine
Matrix M € M(n x n,C) heifit unitir, wenn MM* = E,,.

Bemerkung 12.8.4. Die Basiswechselmatrix T' = Tj' zwischen zwei Orthonormalbasen A =
(a1,...,an), B = (by,...,b,) ist immer orthogonal (fir R-Vektorrdume) bzw. unitar (fiir C-
Vektorrdume). Denn es gilt mit a; = 37, Tj:b;

(51J a,, CL] Z T]mbk, Z ng bg

- Z Tk'LTZj bk, b€>

- ZTszk] — )
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Umgekehrt bilden die Spaltenvektoren einer orthogonalen bzw. unitdren Matrix eine Ortho-
nomalbasis des K". Wir rechnen

5ik = (ATA)ik = Zajiajk y

J=1

Ahnlich folgt auch aus AA” = E,, dass

dik = (AAT>ik = Zaijakj )
j=1
also bilden auch die Zeilenvektoren eine Orthonormalbasis.

Lemma 12.8.5. Seien f,g € End V' Isometrien. Dann gilt fir alle v,w € V

L Alf)|| = |lvll, d-h. f ist normerhaltend. Umgekehrt ist jede normerhaltende Abbildung
eine Isometrie.

2. Esist v Lw genau wenn f(v) L f(w). Ist f orthogonal dann gilt fir v # 0 und w # 0
auch Z(v,w) = Z(f(v), f(w)), d.h. [ ist winkeltreu.

3. f ist ein Isomorphismus und die Umkehrabbildung f=! ist ebenfalls eine Isometrie.
4. Die Verkettung f o g von Isometrien ist eine Isometrie.

5. Ist X € R ein Eigenwert von f, so gilt |\| = 1.

6. Es gilt |det (f)] = 1.

Beweis:. 1. Aus der Definition ist f normerhaltend. Umgekehrt folgt aus der Polarisie-
rungsformel

1
(v, w) = 5 (lo+wl* = Jol* = [lw]]*)

dass [[f(v)]] = |lv|| fir alle v € V sofort Orthogonalitit von f impliziert. Fiir unitére
Abbildungen gilt die Polarisierungsgformel

1 . : . .
(w.y) = Jllz +yIP* = lle =yl —ille + iyl +illx — iyl

die Sie auf dem Ubungsblatt iiberpriift haben. Damit ist f unitér, wenn es normerhaltend
ist.

2. Dies folgt sofort aus der Definition.

3. Aus Satz ?? folgt, dass f ein Isomorphismus ist. Als niichstes ist (f~'v, f~lw) = (v, w)
indem wir die Isometrie f anwenden.

4. Direkt aus der Definition

5. Ist v # 0 Eigenvektor zum Eigenwert A\ € R, so gilt
[oll = lfvll = [[Av]] = [A] - [l

also || = 1.
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6. Wir wahlen orthonormale Basen und erhalten fiir die darstellende Matrix M dass 1 =

det(E,) = det(MM*) = det(M) det(M*). Aber es gilt auch det(M*) = det MT = det M.
Damit ist | det(M)| = y/det(M)det M = /1 = 1.

O
Definition 12.8.6. 1. Wir fiithren die orthogonale Gruppe und spezielle orthogonale Gruppe
O(n):={Ae€ M(nxn,R)|ATA=E,}
SO(n) :=={A € O(n)| det A =1}

ein. SO(n) ist Untergruppe von O(n) und beide Gruppen sind Untergruppen der allge-
meinen linearen Gruppe GL(n,R).

2. Die Menge
Un):={Ae M(nxn,C)|A*"A=E,}

ist eine Gruppe und heif3t unitire Gruppe
SU(n):={Ae€ M(nxn,C)|A*A=FE, und det A =1}
heifit spezielle unitire Gruppe von V.

Bemerkung 12.8.7. SO(n) ist eine Untergruppe von O(n) und O(n) ist eine Untergruppe
von GL(n,R).

SU(n) ist eine Untergruppe von U(n) und U(n) ist eine Untergruppe von GL(n,C).

Wir kénnen auch O(n) als Untergruppe von U(n) auffassen, ndmlich als die unitdren Ma-
trizen mit reellen Eintragen, O(n) = U(n) N GL(n,R) C GL(n,C).

Auch fiir einen allgemeinen euklidischen oder unitéren Vektorraum V kénnen wir die Gruppe
O(V) und SO(V) bzw. U(V) und SU(V) einfithren. Sie sind isomorph zu O(n), SO(n),U(n)
und SU(n).

Beispiele 12.8.8. 1. Eindimensionale euklidische Vektorrdume, n = 1: eine Matrix A = (a)
ist genau dann orthogonal, wenn (a?) = ATA = B, = (1) gilt, also fiir a = £1. Es folgt

O(1) = {£1} = Z,
SO(1) = {41} ist die triviale Gruppe.

2. Fiir n = 2 suchen wir Matrizen ( Z Z ) mit reellen Eintrdgen und, wegen der Ortho-

gonalitdt der Spaltenvektoren,
ad+t=1, VP+d*=1, ab+cd=0.
Wegen der ersten beiden Gleichungen finden wir Winkel «, o/ mit
a=cosa, c=sina, b=sinad’ und d=cosa.

Ferner gilt
0=ab+cd = cosasina’ +sinacosa’ = sin(a+ o) .

Also ist o/ = —a mod 27 oder o/ = m—a mod 27, wobei wir mit mod 27 meinen, dass wir
alle Winkel identifzieren, die sich um ein Vielfaches von 27 unterscheiden. Also besteht

SO(2) = {M(Rg) = (COSH _Sine) 16 € ]R}

sinf cos®
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aus den Drehungen um den Ursprung und

0(2) = SO(2) U {M(s(,) _ (COS@ ”1“9) 16c ]R}

sinff —cosf

aus Drehungen um den Ursprung und Spiegelungen an Ursprungsgeraden (mit Winkel

0/2), vgl. Beispiel [7.4.10|

U)={Ae M(1x1,C)|A*A =1} = {(a),a € C mit |a| = 1}

ist vermoge x + iy — (z _a:y) isomorph zu SO(2). Im Allgemeinen sind unitére und

orthogonale Gruppen nicht isomorph.

Satz 12.8.9. Sei f € U(V). Dann existiert eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigenvekto-
ren von f besteht.

Beweis:. Dies ist ein direktes Korollar von Satz [12.7.6] O

Insbesondere ist jeder unitdre Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen unitéren
Vektorraums diagonalisierbar. Jede unitdre Matrix ist also &hnlich zu einer Diagonalmatrix
D = (ay,...,a,), deren Eintriige komplexe Zahlen vom Betrag 1 sind, |a;| = 1, also A = SDS™.
Da die diagonalisierende Basis eine Orthonormalbasis ist, ist .S unitér, also gilt auch A = SDS*.

Betrachtung 12.8.10. Wir betrachten nun noch einmal eine allgemeine symmetrische Bi-
linearform oder hermitesche Sesquilinearform 5 auf K™. (Allgemein heifit hier, dass § nicht
unbedingt positiv definit ist.) Wir setzen A = Mg(3). (Ahnliche Uberlegungen gelten fiir all-
gemeine endlichdimensionale Vektorrdume.)

Da A hermitesch ist, finden wir nun eine Basis B = (vq,...,v,) aus orthonormalen Eigen-
vektoren von A.

Wir betrachten zuerst den reellen Fall.

Wir finden fiir die Eintréige der darstellenden Matrix Mp(0)

B(vi, Uj) = U]TAUi = )\Z"U;-FUZ' = )\16”
Durch Reskalierung, also Ubergang zur Basis

vii=w falls \y =0 o) = v; falls \; # 0

1
VAl

erhalten wir eine Basis, in der die darstellende Matrix diagonal ist mit Diagonalelementen in
{0, 41}, also bis auf Permutation von der Form im Sylvesterschen Trégheitssatz ist.

Wir sehen also wie in Ubungsaufgabe 11.3: n, ist gleich der Zahl der positiven Eigenwerte
der symmetrischen Matrix A, n_ der negativen Eigenwerte von A, mit Vielfachheiten gezéhlt,
und ng ist die Dimension des Kerns von A. Die quadratische Form ist genau dann nicht-
ausgeartet, wenn det A # 0 gilt. Fiir eine positiv definite Form ist det A > 0 notwendig, aber
nicht hinreichend, wie das Beispiel der Diagonalmatrix mit Eintrdgen —1, —1 zeigt.

Die Basiswechselmatrix 7' = T§ von &€ nach B ist nach Bemerkung eine Isomotrie
(denn sowohl B als auch £ sind Orthonormalbasen fiir das Standardskalarproduk), d.h. TT7 =
E,, oder, anders ausgedriickt 7! = T*.

Damit ist die Kongruenzumformung A — TTAT auch eine Ahnlichkeitsumformung, und
umgekehrt!
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Der orthonormale Basiswechsel &ndert also die Matrix auf gleiche Weise, egal ob wir sie als
Bilinearform oder als lineare Abbildung betrachten.

Dies gilt nicht mehr, wenn wir die Basisvektoren skalieren. Dann &ndert sich die Matrix
ihrer Kongruenzklasse, aber nicht in ihrer Ahnlichkeitsklasse.

Wir haben also einerseits gesehen, dass Matrizen sowohl lineare Abbildungen als auch Bi-
linearformen darstellen kénnen, und diese beiden Interpretationen sehr unterschiedlich sind.
Andererseits fiihrt die Analyse im symmetrischen Fall zu den gleichen Rechnungen!

Falls K = C ist wird die Situation etwas komplizierter. Nun veréndert ein Basiswechsel mit
Matrix T = T§ die darstellende Matrix durch A + TT AT, siehe Betrachtung [12.5.5. Wenn
wir eine Basis B = (v1,...,v,) suchen sodass [B(v;, V;) = UJTZ% = \;0;; gilt, dann miissen
die v; nicht Basisvektoren sondern konjugierte Basisvektoren sein (die wir aber immer noch
orthonormal wéhlen kénnen).

Es gelten aber die analogen Resultate zum reellen Fall: Es gilt T*T = E,,, die Basiswech-
selmatrix ist unitdr und A und T AT stellen sowohl die gleiche lineare Abbildung als auch die
gleiche hermitesche Form dar.

Sei nun (V/ (-, -)) ein endlich—dimensionaler euklidischer Vektorraum.
Wir wollen nun noch die orthogonalen Matrizen fiir n > 3 untersuchen. Zentral wird das
folgende Lemma sein:

Lemma 12.8.11. Sei V' ein endlich—dimensionaler euklidischer Vektorraum. Ist f € O(V)
und ist W C V ein f-invarianter Untervektorraum, dann ist das orthogonale Komplement W+
ebenfalls ein f—invarianter Untervektorraum.

Beweis:. Wegen Satz [12.8.2) ist f ein Automorphismus und genauso ist fjy ein Automor-
phismus des invarianten Untervektorraums W. Sei v € W+, Sei w € W beliebig; da uch
w' = f~Hw) in W ist gilt

Also ist f(v) € W, O

Lemma 12.8.12. Ist f € O(V), so besitzt V' einen f-invarianten Untervektorraum W der
Dimension 1 oder 2.

Beweis:. e Betrachte die “Symmetrisierung” ¥ := f + f~! € End(V) und finde
(U(0),w) = (f(0),w) + (£ (v),w)

= (7 @), f7Hw) + {(f 7 (), f(w)) [f und f~" sind orthogonall
= (v, ¥(w)) .

Also ist W selstadjungiert. Mit Satz [12.7.§] gibt es also eine Orthonormalbasis B =
(by,...,b,) von Eigenvektoren:

e Setze W := spang{b;, f(b1)}. Dann ist dimg W € {1,2}. Wir miissen zeigen, dass W

f-invariant ist. Da f(b;) € W per Definition, reicht es, f2(b;) € W zu zeigen. Dies folgt
aus

FAHb) = F (b)) + 71 01) = f7H01) = fU(b) —by = Af(b) =y eW . [
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Satz 12.8.13. Sei V' ein endlich—dimensionaler euklidischer Vektorraum. Ist f € O(V), so gibt
es eine Orthogonalbasis B von V', in der die darstellende Matrixz die folgende Blockdiagonalge-

stalt hat:
1

Mp(f) =

wobei A; = M (Ry,) € M(2 x 2,R) mit 6; € R Drehmatrizen sind.
Beweis:. Wir verwenden vollstdndige Induktion nach n := dimg V.

e Der Induktionsanfang fiir n = 1 und n = 2 ist durch Beispiel [12.8.8/1 und 2 klar; beachte,
dass man wie in Beispiel [9.2.15| fiir eine Spiegelung Sy an einer Ursprungsgeraden stets

eine Basis finden kann mit
1 0
ws= ()0

e Lemma [12.8.12| garantiert die Existenz eines f-invarianten Untervektorraums W von V'
der Dimension 1 oder 2. Wegen Lemma [12.8.11] ist auch das orthogonale Komplement
W+ ein f-invarianter Untervektorraum. Man setzt nun eine Orthonormalbasis B; von W
und B, von W+, in der die jeweiligen Einschrankungen von f die gewiinsche Blockdiago-
nalgestalt haben, zu einer Orthonormalbasis B = By U By von V' zusammen: man findet
so die gewiinschte Blockdiagonalgestalt:

Ms() = 0 i, ()

Beispiel 12.8.14. Im Falle dimg V' = 3 treten nur die folgenden beiden Félle auf:

e Drehungen um eine Ursprungsgerade. Hier hat man in einer geeigneten Orthonormalbasis
von R? die darstellende Matrix

MB(f)—GJ M?Re)) falls  det f = 1

Es heifit Rb; = Eig(f, 1) die Drehachse von f und 6 der Drehwinkel von f.

Der Basiswechsel identifiziert hier die Drehachse mit dem Raum spang(e;).

e Spiegelungen an Ebenen durch den Ursprung, gefolgt von einer Drehung mit Drehachse
senkrecht zur Spiegelebene. Hier hat man in einer geeigneten Orthonormalbasis von R?
die darstellende Matrix

Mg(f) = (—01 M?RO)) falls  det f = —1.
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Diese Charakterisierung folgt sofort aus dem Satz zusammen mit einer Analyse der Dia-

gonalmatrizen mit Eintrdgen +1. Zum Beispiel ist diag(+1,—1,—-1) = (iol u 8% )> eine

Drehung um 7 um die x;-Achse vor.

Lemma 12.8.15. Sei V' ein euklidischer Vektorraum und v,w € V mit ||w|| = ||v||. Dann gibt
es eine Isometrie f mit f(v) = w.

Beweis:. Wir wollen eine Spiegelung durch die Hyperebene definieren, die orthogonal zu v —w
steht. Daraus ergibt sich mit etwas geometrischer Uberlegung die Formel

z.(w —v)

(ool ~ ")

fizr—2-2

(Wir subtrahieren von z das Doppelte der Komponente von z entlang der Richtung v — w.)
Dieses f ist linear und wir berechnen

_ ||Z||2 _4(Z'<w _U))2

= |||

damit ist f eine Isometrie nach Lemma [12.8.5|1.

Schliefllich benutzen wir ||v|| = |Jw|| um zu berechnen
v.(w —v)
fw)y=v—-—2——ZL(w—vw
R
vaw — ||v]|?
—v—2 _
U el e - 2w )
=v— 2_7(10 —0)
=v. [

Bemerkenswerterweise ist jede Abbildung, die das Skalarprodukt bewahrt automatisch line-
ar!

Satz 12.8.16. Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f :V — V eine
beliebige (nicht unbendingt lineare!) Abbildung, so dass (f(v), f(w)) = (v,w) fir alle v,w € V.
Dann ist f linear.

Beweis:. Wir wihlen eine orthonormale Basis (ey,...,e,) von V. Wir werden zuerst per In-
duktion nach n zeigen, dass es ein lineare Isomotrie T" gibt, so dass T o f = idy .

Wir wihlen eine lineare Isometrie 773 mit 77(f(e1)) = e; nach Lemma Dann ist
Ty o f eine Isometrie, die e; fest lidsst. AuBerdem bewahrt T} o f den Raum V'’ = spany(e;)t =

spang ey, ..., e,). Per Induktionsannahme gibt es eine Isometrie 7" von V', so dass T"o(T o f)|v
alle e; fest lasst. Wir definieren 7" durch (1) 7(3, oT7.

Gegeben T gilt nun dass T'f(e;) = e; fiir alle Basisvektoren. Gegeben ein beliebiges
v € V schreiben wir v = >" (v,e;)e; und T'f(v) = Y 0 (T f(v),e;)e;. Aber (Tf(v),e;) =
(Tf(v), Tf(e;)) = (v,e;) denn T'f erhélt das innere Produkt. Damit stimmen alle Koeffizienten
tiberein und T'f(v) = v. Wir haben nirgendwo angenommen, dass f linear ist, aber nun kénnen
wir schlieflen, dass f = T~! linear ist. O
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Der Beweis zugt auch, dass jede Isometrie Produkt von héchstens n Spiegelungen in Hyper-
ebenen ist.

Beispiel 12.8.17. Aus geometrischer Hinsicht ist es interesant quadratische Gleichungen bis
auf Isometrie zu klassifizieren. Es bietet sich hier an auch die nichtlinearen Tranlationen (oder
Paralleverschiebungen) ¢, : v +— v + a fiir a € R™ zu betrachten. Sie erhalten zwar nicht die
Normen von Vektoren (was die Abstdnde zum Nullpunkt sind), aber die Normen von Differenzen
von Vektoren: |[v —w|| = ||ta(v) — to(w)]|, und damit Absténde von Vektoren. (Eine Warnung:
In der Literatur wird der Begriff [sometrie oft auch fiir solche Abbildungen verwendet! Fiir uns
ist jede Isometrie linear.)

Die Gruppe der euklidischen Transformationen FE, wird von O(n) zusammen mit den
{ts | @ € R"} = (R"™, +) erzeugt, ihre Elemente sind Abbildungen R” — R" der Form v — Av+a
fir A€ O(n) und a € R™.

Gegeben sei nun eine quadratische Gleichung Q(z) = > a;z;x; + Y, bix; + ¢, die wir als
Summe aus einer quadratischen Form, einer linearen Form und einer konstanten betrachten
konnen.

Die Losungsmenge {z € R™ | Q(z) = 0} beschreibt interessante geometrische Obejkte, zum
Beispiel Parabeln und Hyperbeln (fiir n = 2), Ellipsoide wie unser Erde oder Hyperboloide
(n = 3) und &hnliche Gebilde in hoheren Dimensionen.

Euklidische Transformationen rotieren und verschieben diese Losungsmengen, ohne ihre
Die Klassifizierungen aller quadratischen Gleichungen bis auf eukldische Transforamtionen ist
also ein interessantes Problem, das die lineare Algebra uns erheblich erleichtert. geometrischen
Eigenschaften zu verdndern. Man kann zeigen, dass es fiir jedes () ein ein Element f € F,, gibt,
so dass Q(fx) eine der folgenden Formen hat, wobei die a; und k positive Konstanten sind:

L Y70 an? iy air} mit p+q < n.
2. 30 ar? ! a?£1mit p+q <n.
3.3 aix? — 2X ) g4 mit p+ g < n.

Hierbei sind (p, ¢, n—p—¢q) die Signature der quadratischen Form in ¢. Fiir graphischen Beispiele
in R? betrachten wir Abbildung [12.8.17

Um diese Klassifizierung zu beweisen schreiben wir ¢(z) = 27 Az + bx + ¢ fiir eine (n x n)-
Matrix A, einen Zeilenvektor b und einen Skalar ¢. Dann wenden wir zuerst einen orthonormalen
Basiswechsel T} an, um A zu diagonalisieren, T ATy = diag(dy, . .., d,), mit d; = 0 fiir i > p+q.
Anschlieflend kénnen wir mit einer Verschiebung V1 den neuen Linearterm b'x reduzieren: Fiir
i < p+q (also d; # 0) ersetzen wir xi durch z; — %*. Wir haben nun eine neue quadratische
Form Q'(z) = Y7 dix? + 57 i—piqi1 Ui + ¢ Durch Skaheren der gesamten Gleichung kénnen
wir ¢ = £1 annehmen, es dndert nichts an der Losungsmenge von Q(z) = 0 (diesen Schritt
hatte ich in der Vorlesung ausgelassen)

Dies deckt die beiden ersten Fille ab, wenn p + ¢ = n oder alle b, = 0 sind. Andernfalls
finden wir eine Rotation T der Ebene spang(epiq+1, - -, e,) (die ey, ..., pyiq fix ldsst), so dass
VT, = egﬂ +1- Anschlieflend verschieben wir mit einer weiter Translationn V3 die i-Koordinate
um die Konstante ¢/, so dass wir (nach einer weiteren Skalierung) die dritte Form erreichen.
Dann ist Q(V2T5ViTi(x)) in der gewiinschten Form.

12.9 Tensorprodukte

Wir wollen nun noch einmal verallgemeinern, und einen ersten Einblick in multilineare Algebra
geben.

201



Nicht ausgeartete Quadriken Ausgeartete Quadriken (gekriimmte Flachen) Ausgeartete Quadriken (Ebenen u. a.)

Ellipsoid (7T Elliptischer Kegel B Zwei schneldende Ebenen
22 yz 22 - (\\) 22 y2 22 . P 22
@ 7 J |\ @ g 27 f J‘—

/ﬂ

Einschaliges Hyperboloid Elliptischer Zylinder Zwei parallele Ebenen
w2 yz 22 - 22 - yz .
B2 72 2 32
& 7)
Zweischaliges Hyperboloid \;ﬂ// Hyperbolischer Zylinder Elne Ebene |:|
z2 y2 22 ~ 22 y2 -
B2 72 o 2

Elliptisches Paraboloid Parabolischer Zylinder Eine Gerade
2 2 2 2 2
T T T
= 2 50 s = - g
ﬁ2 a? B
Hyperbolisches Paraboloid Ein Punkt
22 o2 . o 2
o o ¥

Abbildung 1: Quadriken in R3. Quelle: de.wikipedia.org/wiki/Quadrik

Definition 12.9.1. Sei K ein Koérper und seien V, W und X gegebene K-Vektorrdume. Dann
ist eine K-bilineare Abbildung eine Abbildung

a: VWX
die in beiden Argumenten K-linear ist, also
a(Av + XN, w) = da(v,w) + Na(',w) und a(v, w + Nw') = Aa(v,w) + Na(v,w')
fir alle A, N € K und v,v' € V, w,w’ € W.

Sei B eine Basis von V und B’ eine Basis von W. Eine bilineare Abbildung « ist durch ihre
Werte a(b,b') mit b € B und b’ € B’ festgelegt, vgl. Betrachtung fiir Bilinearformen.

Offenbar ist dann fiir jede lineare Abbildung f : X — X’ auch die Abbildung f o « :
V x W — X’ bilinear. Wir stellen uns die Frage, ob es fiir je zwei K-Vektorraume V, W einen
“universellen” K-Vektorraum U mit einer “universellen” bilinearen Abbildung x: V x W — U
gibt, so dass eine beliebige bilineare Abbildung 5 : V x W — X dann so durch eine lineare
Abbildungen f : U — X in der Form g = f o k beschrieben werden kann.

Definition 12.9.2. Das Tensorprodukt zweier K-Vektorraume VW ist ein Paar, bestehend
aus einem K-Vektorraum V' @ W und einer bilinearen Abbildung

k: VW — VoW
(v,w) = VW
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mit der folgenden universellen Eigenschaft: zu jeder bilinearen Abbildung
a: VW—=X
gibt es genau eine lineare Abbildung f, : V ® W — X mit a = f, o k. Als Diagramm:
VxW—"- ‘// @ W
a)l( PP i,
Satz 12.9.3. Fir zwei K -Vektorrdume V, W existiert VW und ist eindeutig bis auf eindeutige
Isomorphie.

Beweis:. Da das Tensorpodukt durch eine universelle Eigenschaft gegeben ist, muss es eindeu-
tig sein, wenn es existiert. Wir fithren den Beweis noch einmal detailliert aus:
Angenommen, wir hétten zwei solche universelle Abbildungen

K: VW —=VeW E: VxW—oSVW .

Man benutzt die universelle Eingeschaft von « und findet fiir die spezielle bilineare Abbildung
% eine eindeutige lineare Abbildung fz : V @ W — VW mit fxz o k = k.

Durch Vertauschen der Rollen erhilt man ebenso eine lineare Abbildung £, : VW —
V @ W mit f, ok = k. Die Abbildungen x = idygw o k und f, o fz o k beschreiben die gleiche
bilineare Abbildung V' x W — V ® W. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen
Eigenschaft folgt f. o fz = idygw. Als Diagramm:

VoW

|
/ I fz
\

VXW—VW
K I

X ¢f~

VoW

Analog folgt fz o f, = idy gy . (Dies ist genau das gleiche Argument wie im Beweis von Satz
an.)

Um die Existenz des Tensorprodukts zu zeigen, wihlen wir eine Basis B := {b;, bs, ...} von
V und B’ := {b}, b}, ...} von W. Da eine bilineare Abbildung durch ihre Werte auf allen Paaren
(i, b;) eindeutig festgelegt ist, brauchen wir uns nur einen Vektorraum zu verschaffen, fiir den
eine Basis durch diese Paare indiziert wird. Sei also V' ® W der Vektorraum der K-wertigen
Funktionen auf der Menge B x B’, die nur fiir endlich viele Elemente einen Wert ungleich Null
annehmen. Wir bezeichnen mit b; ® 0 die Funktion, die auf dem Paar (b;, ;) den Wert Eins
und sonst den Wert Null hat. Dies ist offensichtlich eine Basis fiir V & W.

Die bilineare Abbildung r ist dann auf dem Paar (b;,b};) vorgeschrieben durch r(b;, b}) =
bi ® . Sie erfiillt die universelle Eigenschaft, denn der bilinearen Abbildung a: V x W — X
wird die eindeutig bestimmte lineare Abbildung f, : V@ W — X mit f,(b; ® b)) = a(bs, b))
zugeordnet. O]

Insbesondere ist fiir endlich-erzeugte Vektorrdume V, W die Dimension des Tensorprodukts
gleich dimg V@ W = dimg V - dimg W.

Die Elemente des Vektorraums V ® W heiflen Tensoren. Wir schreiben auch v ® w fiir
k(v,w). Dann folgt aus der Bilinearitéit von x sofort

()\11)1 + )\2’02) X w = )\11}1 ®w + )\21)2 & w und v &® ()\1'11)1 -+ )\2'11)2) =V )\111)1 +uv® )\271)2 .
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Die Elemente der Form v®w mit v € V und w € W heiflen Tensorprodukte. Die Tensorprodukte
erzeugen V ® W, aber nicht jedes Element von V ® W ist das Tensorprodukt eines Vektors
veVund w e W.

Beispiele 12.9.4.

1. Seien K™ und K™ mit Standardbasen (e;) und (f;) ausgestattet. Dann ist (e; ®
fi)i=t1,..nj=1,.m eine Basis fir K™ @ K™ = K™,

2. Gegeben zwei Vektorrdume V und W ist (V @ W)* = Bil(V, W). Wenn also V und W
endilich-dimensional sind ist V @ W = (V @ W)™ = Bil(V, W)*.

3. Den Polynomring in mehreren Variablen definiert man induktiv. Insbesondere ist
Kt1,ts] := (K|t1])[t2] definiert als der Polynomring fiir den kommutativen Ring K[t;].
Eine Basis sind die Monome #7*¢5? mit ny, ns € Ny.

Wir betrachten die Multiplikation von Polynomen
¢ K[| x K[t] — Klt1,ts]
(P(1), Q) = Pt1)- Q(t2)
Sie ist bilinear; nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts induziert sie eine

lineare Abbildung
(o1 K[t]® K[t] = Klt1, 1]
mit ' @ ¢ — 1} - t%. Da die Monome eine Basis der Polynomringe bilden, ist &g bijektiv

und wir haben den Polynomring in zwei Variablen als Tensorprodukt geschrieben.

4. Sei W ein beliebiger R-Vektorraum. Betrachte C als zwei-dimensionalen R-Vektorraum.
Das Tensorprodukt C ®g W ist ein reeller Vektorraum, der durch die bilineare Abbildung

Cx(CexW) — CorW
(/\,Zj)\j@wj) — Zj/\-)\j@)wj

mit einer skalaren Multiplikation mit komplexen Zahlen so ausgestattet wird, dass er
ein C-Vektorraum wird. Wir erhalten also einen C-Vektorraum C ®g W, indem wir von
allen Elementen von W auch komplexe skalare Vielfache zulassen. (Dies ist die formale
Operation, mit der Sie eine reelle Matrix als komplexe Matrix auffassen kénnen!)

Betrachtung 12.9.5. Fiir zwei K-lineare Abbildungen
f: V=V und g: W — W

betrachten wir das Diagramm:

VxW - VoW

I
fxgl F!f@g
V' x W’ Ve W’

H/

Da die Abbildung ' o (f x g) offenbar bilinear ist, existiert nach der universellen Eigenschaft
der Tensorprodukts V @ W eine lineare Abbildung

fRg: VW sV eW .
Diese erfiillt also

(fogvew)=fv)®@gw) firalltveV undweW .
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Bemerkungen 12.9.6. 1. Aus der Bilinearitéit von s folgt, dass auch das Tensorprodukt
von Abbildungen bilinear ist:

()\1(1)1 +)\2(I)2) ®\Ij - )\1@1 ®\IJ+)\2<D2®\IJ
(I)® ()\1‘111 +)\2‘112> = (I)®>\1\I/1 +q)®>\2\112

2. Ebenso folgt fiir Vektorrdume die Vertraglichkeit mit direkten Summen:
VieWneW=VieW)s (Ve W),

und analog im anderen Argument. Das Tensorproduk distribuirt also iiber der direketen
Summe.

Man hat kanonische Isomorphismen

auv,w : U®(V®W> — (U®V)®W
uR@vew) —» (LRV)w

mit deren Hilfe man die K-Vektorrdume U ®@ (V ® W) und (U ® V') ® W identifizieren
kann. Das Tensorprodukt ist dann assoziativ.

3. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

V*@W — Homg(V,W)
a@w = (v a(v)w)

ein Isomorphismus.
4. Fiir beliebige Vektorraume U, V, W gibt es einen kanonischen Isomorphismus
Homg (U @ V, W) = Homg (U, Homg (V, W)
gegeben durch f — f# mit f#(u) : v — f(u ®v). Vergleichen Sie Bemerkung m

Wenn wir nun fiir gegebenes k¥ € N den Vektorraum V®* betrachten, gibt es eine offensicht-
liche Symmetrie: Wir konnen die verschiedenen Faktoren vertauschen.
Das driickt sich aus, in dem wir fiir jedes Gruppenelement o € Si, den Tensor v = v; ® V9 ®
.-+ ® v, nach
0.V = Ys(1)Vs(2) "~ Vo (k)

schicken. Diese Zuordnung gibt eine Abbildung S, x V& — V& und man sieht leicht, dass
7.(0.w) = (T 0o 0).v gilt sowie e.v = v.

Wir nennen eine solche Abbildung eine Gruppenwirkung von S;, auf V®* wir kénnen die
gleichen Daten auch als Gruppenhomomorphismus Sy — G L(V®*) betrachten.

Wir kénnen nun verschiedene Untervektorriume von V®* betrachten, in Abhiingigkeit von
der Wirkung von Sj.

Zum Beispiel schreiben wir eine Basis von V' ® V' bestehend aus Vektoren der Form v; ®
Vi, 0; @V +v; @v; und v; ® v; — v; ® v; wenn (v;) eine Basis von V' ist. Dann spannen die anti-
symmetrischen Basisvektoren v; ® v; — v; ® v; einen Unterraum auf, auf dem das nichttriviale
Element 7 von S, als —1 wirkt. Die anderen, symmetrischen Basisvektoren spannen einen
Unterraum auf, auf dem 7 als +1 wirkt.

Wir erhalten eine Zerlegung V ® V' = Sym?(V) @ A*(V) in symmetrische und anti-
symmetrische Tensoren. Vergleichen Sie dies mit der Zerlegung von Bilinearformen!

Wir definieren allgemein den Unterraum A*V C V®F als den Unterraum aller Vektoren, auf
denen jede Transposition in S, als —1 wirkt.
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Satz 12.9.7. Sei V' ein K-Vektorraum mit dimgx V' = n. Der Vektorraum A" (V') ist eindi-
mensional. Sei f € Endg (V). Dann ist die induzierte Abbildung N"(f) : A" (V) — A™(V) die
Mulitiplikation mit der Determinante von f.

Beweisidee:. Durch Berechnung der Wirkung von Transpositionen auf allgemeinen Elementen
von V" stellen wir fest, dass ) ¢ sign(o)vs1)®- - - Vy(n) genau A"V aufspannt. Die induzierte
Abbildung wird dann genau von der Leibnizformel fiir die Determinante gegeben. O
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A Leere Summen und Produkte

An verschiedenen Stellen betrachten wir leere Summen und Produkte und dhnliche Konstruk-
tionen. Wir kénnen diese Konstruktionen per Konvention definieren, aber es stellt sich heraus,
dass es jeweils nur eine sinnvolle Antwort gibt.

Was ist eine leere Summe? Wenn wir eine endliche Summe betrachten, zB. A = " | a;
dann soll natiirlich fiir jedes k gelten

n k n
A:Zai:Zarl— Zai. (6)
i=1 i=1

i=k+1

Fir k € {1,2,...,n} ist das klar. Aber was ist mit k = 0 oder k = n? 3._, a; ist eine leere
Summe, da es keine ganze Zahl ¢ mit 7 > 1 und ¢ < 0 gibt, haben wir keinen Summanden. Aber
[6] kann weiterhin gelten, solange wir diese leere Summe gleich 0 setzen.

Allgemein: Es soll immer gelten >, ,a; + > .., a; = >, ;a; fir Indexmengen [ und .J mit
I'NnJ =0. Aber wenn J leer ist dann kann dies nur fiir ), ; a; = 0 gelten.

Wir kénnen auch einen Schritt zuriick gehen und uns fragen, was Addition eigentlich be-
deuten soll. Wenn wir uns erinnern, wie wir Addition in der Grundschule gelernt haben, (“ich
habe 3 Apfel und jemand gibt mir noch 5 Apfel dazu”) und das mit unseren neuen abstrak-
ten Sichtweise formalisieren, dann erhalten wir: Sei eine endliche Menge von endlichen Mengen
{A1,..., A} gegeben, die alle disjunkt sind, d.h. 4; N A; = 0 fiir alle 4, j. Dann soll

|AjU---UA,| =|A|+ -+ A

gelten, hier ist |A;| die Méchtigkeit von A;, also die Anzahl der Elemente.

Dann ist die leere Summe genau die Méchtigkeit der leeren Vereinigung: >, [A;| = | Up Ay
Aber die leere Vereinigung muss die leere Menge sein, denn sie enthélt genau die Elemente, die
in einer der Mengen enthalten sind, die wir vereinigen. Aber es gibt gar keine Mengen, die wir
vereinigen! Also gilt >y = ||J,| = 0. Wenn ihnen die Leere rechts vom Summenzeichen nicht
gefillt, konnen wir auch schreiben ), [A;| = | Up A;|. Aber das A; ist nur ein Platzhalter, wir
haben ja gar keine Summanden/Mengen.

Wir haben bisher nicht spezifiziert, was fiir Summen wir betrachten, aber das erste Argument
gilt in beliebigen abelschen Gruppen, insbesondere fiir ganze Zahlen, reelle Zahlen oder Vektoren
in einem beliebigen Vektorraum!

Insbesondere folgt, dass der Nullvektor als leere Summe in jedem Spann enthalten ist, sogar
im Spann der leeren Menge!

Betrachten wir als Néchstes noch das leere Produkt. Wieder soll gelten:

Hai:Hai- H a;. (7)

Aber damit dies stimmt, wenn k& = 0 oder k = n ist muss das leere Produkt nun 1 sein.

Die leere Summe gibt das neutrale Element der Addition, das leere Produkt ergibt das
neutrale Element der Multiplikation.

Allgemein gilt in jeder Gruppe, dass die “leere Verkniipfung” das neutrale Element sein
muss!

Wenn wir diese Aussage mit Mengen interpretieren wollen, dann ist das Ergebnis vielleicht
etwas iiberraschend: Das leere Produkt von Mengen ist die Menge mit einem Element! Wie kann
das sein? Was sind die Elemente in einem kartesischen Produkt [, A bei dem alle Faktoren
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gleich sind? Ein Element a; € A fiir jedes i. Aber das ist nichts anderes als eine Funktion
{1,...,n} — A. Also ist | ], A| die Anzahl dieser Funktionen.

Und fiir jede Menge es gibt genau eine Funktion von der leeren Menge nach A! Namlich die
leere Funktion, das hatten wir in der Ubungsaufgabe 4.2.2 gezeigt.

Da das leere Produkt 1 muss insbesondere auch gelten 0! = 1. Wir kénnen auch dies aus der
Perspektive von Abbildungen von Mengen betrachten: n! ist die Anzahl aller Permutationen
von n Elementen, also aller Bijektionen {1,...,n} — {1,...,n}. Dann ist 0! die Anzahl der
Bijektionen von ) nach (). Wie wir uns gerade erinnert haben, gibt es genau eine Abbildung
von ) nach (). Diese leere Abbildung ist trivialerweise injektiv und surjektiv, also ist es eine
Bijektion und 0! = 1.
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B Alternativer Beweis fiir Cayley-Hamilton

Dieser Beweis funktioniert iiber einem beliebigen Korper.

Bewei von Satz [9.6.1L. e Sei v € K™\ {0} beliebig. Setze

v=A% i=0,1,...

Wihle m so, dass die Familie (vg,v1,...,0,_1) linear unabhéngig, aber die Familie
(vo, - .., vn) linear abhéngig ist. Es ist m < n, und es gilt
Um = —QQUp — ... — Qpp_1Upy—1 it gewissen «; € K . (%)
e Sei W = spang(vp, ..., v,_1). Dann ist offenbar W ein A-invarianter Untervektorraum,
denn die darstellende Matrix von Ay beziiglich der Basis (vo, ..., vp—1) hat die Gestalt
0 00 —
100 —
010 :
0 01
1 —Qm—1

e Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix A|y:

X (&%))
-1 X
Py (X) = det ~1
X Qm—2
—1 X —|— Ay —1
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Die Entwicklung nach der letzten Spalte liefert:

-1 X
-1 X
. —1
PA|W(X) = (—1)m+ Qp - det
X
—1
X 0
0 -1 X 0
0 -1 X
+(=1)"*2qy - det
X
0 -1
X 0
-1 X 0 0
0 -1 X
+(=1)""ay - det
X
0 —1
X 0
-1 X
b (=D det X
X
-1 -1
X 0
-1 X
+(=1)*" (a1 + X) - det —1
-1 X

=Qp - 1+ OélX + ...+ ozm_z)(m_2 + am_le—l +Xm

e Nach Lemma existiert ein Polynom ¢g € K[X] mit
Pa(X) = g(X) Pap,, (X) -
Es folgt

Pa(A)v = §(A)Pa, (A
G(A) (A" + g A"+ L+ A+ ag) v
9(A) (U + V11 + ...+ v + V) =0,

wobei wir im letzten Schritt (x) verwendet haben. Da dies fiir alle v € V' gilt, ist die

Behauptung gezeigt.
O
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C Was bisher geschah: Kurzzusammenfassung der Ka-
pitel [2| bis

1. Wir haben zuerst unser algebraisches Grundwerkzeug entwickelt:

Gruppen, z.B.. Z/n oder S,

Korper, insbesondere R, Q, die komplexen Zahlen C und den endlichen Koérper F,
mit p Elementen, wobei p prim ist.

Ringe wie Z oder (Z/n, +, -) oder den Polynomring K [T’ fiir einen Kérper K getrof-
fen.

Abbildungen, die algebraische Struktur erhalten heilen Homomorphismen.

2. Fiir einen gegebenen Korper K haben wir den Begriff des K-Vektorraums kennengelernt.
Wir betrachten auch:

Untervektorraume U < V.

Zu einem Untervektorraum U C V koénnen wir den Quotienvektorraum V/U kon-
struieren, in dem wir den Unterraum U “gleich null setzen”. Es gibt eine kanonische
Surjektion V' — V/U.

Zu zwel Untervektorrdumen bilden wir ihre Summe W, + Ws.

Fiir eine Familie von Vektorraumen (V;);c; bilden wir die duflere direkte Summe
DierVi-

3. Wir haben K-lineare Abbildungen f : V — W definiert. Eine K-lineare Abbildung mit
K-linearem Inversen ist ein Isomorphismus, geschrieben V' = W.

Urbilder von Untervektorraumen in W sind Untervektorrdume von V. Insbesondere
ist der Kern von f als Urbild von 0 € W ein Untervektorraum von V. Die lineare
Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn ker f = {0} gilt.

Bilder von Untervektorrdumen in V' sind Untervektorrdume in W, insbesondere ist

J(V)<w.
Der Raum Hompg (V, W) der K-linearen Abbildungen ist selbst ein K-Vektorraum.

Es gilt der Homomorphiesatz fiir eine lineare Abbildung f: V' — W erhalten
wir einen eindeutigen Isomorphismus f : V/ker f = Im (f) und eine Faktorisierung
von f =10 fom wie in diesem Diagramm:

T w

V/ker f -1 = o(W)

4. Aus den Vektoren eines Vektorraums kann man Linearkombinationen bilden. Dies fiihrt
auf zwei wichtige Begriffe

B C V ist ein Erzeugendensystem wenn gilt span, (B) = V.

B ist linear unabhéngig, wenn nur triviale Linearkombinationen von Elementen in

B gleich null sind.
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e Eine Familie B von n Vektoren in V' definiert eine lineare Abbildung von K™ nach
V', die injektiv ist, wenn B linear unabhéngig ist und surjektiv, wenn B Erzeugen-
densytem ist.

e Linear unabhingige Erzeugendensysteme heiflen Basen. Basen sind maximale linear
unabhéngige Familien und minimale Erzeugendensysteme. Sie existieren fiir jeden
Vektorraum.

e Die Anzahl der Basiselemente ist eindeutig und heiffit die Dimension des Vektor-
raums.

e Der Basisauswahlsatz erlaubte es uns, aus Erzeugendensystemen eine Basis aus-
zuwéhlen.

e Der Basiserginzungssatz erlaubt es, linear unabhéngige Familien zu Basen zu

erganzen.

Fiir jede lineare Abbildung f : V' — W zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen gilt
die Dimensionsformel. Mit rg (f) = dim(Im (f)) ist rg (f) + dim ker(f) = dim(V).

Wir kénnen auch die folgenden Dimensionen berechnen:
[ ] dll’IlK<W1 + Wg) - dlmK(Wl) + dlmK(Wg) - dlmK(Wl N Wg)
e dim(V/U) =dimV —dimU
e dim Homg (V, W) = dim(V') - dim(W).
. Wir haben den Vektorraum M (m x n, K) der m x n-Matrizen betrachtet.

e Wir kénnen Matrizen multiplizieren: (A- B)y = Y y A;;Bjj,. Vektoren lassen sich als
Matrizen auffassen und insbesondere gilt (A -v); = > Ajjv;

e Wir kénnen Matrizen transponieren: (A”);; = A;;. Es gilt (AB)T = BT AT,
e Invertierbare Matrizen bilden eine Gruppe GL(n, K).

e Matrizen in M(m x n, K) stellen lineare Abbildungen von K™ nach K™ dar.

Wir haben explizite Beschreibungen fiir jede lineare Abbildungen f : V — W zwischen
endlich-dimensionalen Vektorraume. Dazu miissen wir geordnete Basen A = (vy,...v,)
fir V und B = (wy, ... w,,) fur W wihlen.

e Jede geordnete Basis A von V' gibt einen Isomorphismus vom Standardvektorraum
K™ mit Standardbasis auf V:

G : K" — V mit Dyle;) =v;.

e Es gibt eindeutige Elemente (m;;) von K so dass f(v;) = >_;myw;. Dann ist
MZ(f) = (my;) die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen A und B. Dies
gibt einen Isomorphismus

Mg : Homg(V,W) — M(m x n, K)

von K Vektorrdumen.
Es gilt ME(g) - Mz (f) = Mg\ (g o f).
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e Ein Basiswechsel zwischen Basen A und A’ wird durch invertierbare Transformati-
onsmatrizen
T = M7 (idy)

beschrieben. Fiir lineare Abbildungen gilt die Transformationsformel
) -1
ME (@) = T8 - MA(®) - (T;;‘) .

e Zwei (nicht notwendigerweise quadratische) Matrizen X, Y heiflen dquivalent, wenn
es invertible Matrizen S, T gibt mit Y = SXT 1. Jede Matrix A ist dquivalent zu
einer Matrix der Form

E. 0
(v )

mit 7 = rg (A). Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix sind gleich dem Rang der
zugehorigen linearen Abbildungen.

e Zwei quadratische Matrizen X,Y heiflen dhnlich, wenn es eine invertible Matrix S
gibt mit Y = SXS7L.
6. Fiir die Losungsmenge
Lsg(A,b) :={x € K" | Az = b}

eines inhomogenen linearen Gleichungssystems gilt:

e Lsg(A,b) = () genau dann, wenn b ¢ Im A.

e Lisg(A,b) ist entweder leer oder ein affiner Unterraum der Form xy + ker(a) mit
Dimension n—rg A. Hier ist A = M («) und ker(«) sind die Losungen des zugehorigen
homogenen Gleichungssystems.

Mit dem Gaufischen Algorithmus kénnen wir durch elementare Zeilenumformungen

e lineare Gleichungssysteme l6sen,
e Matrizen invertieren,

e den Rang einer Matrix berechnen.
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D Was noch geschah: Kurzzusammenfassung der Kapi-

tel 12

Sei K im Folgenden ein beliebiger Korper, V' ein K-Vektorraum und f € Endg (V') ein Endo-
morphismus.

1. Fiir eine Matrix A definieren wir die Determinante.

Das ist die eindeutig bestimmte Abbildung
det: M(nxn,K)— K

die (D1) K-zeilenlinear, (D2) alternierend und (D3) normiert ist eingefiihrt.

Zur Berechnung verwenden wir eine der folgenden Methoden:

e Wir entwickeln induktiv nach Zeilen oder Spalten

e Wir wenden die Leibniz’sche Regel an: det(A) = Y- ¢ sign(o) [[;; @is:), wobei
sign : S,, — Z /27 ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.

e Fiir obere Dreiecksmatrizen gilt

)\1 *

) i=1

0 An

e Fiir eine blockdiagonale Matrix gilt

Al *x .
det ( 0 A2> =det A; - det A,

e Eine Determinante dndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Zeile zu einer
anderen Zeile addiert. Man kann durch diese Umformungen eine Matrix in eine obere
Dreiecksmatrix iiberfithren und dann die Determinante als Produkt der Diagonal-
elemente berechnen.

Die Determinante hat folgende Figenschaften :

e Multiplikativitit: det(AB) = det A-det B. Deswegen sind die Determinante &hnlicher
Matrizen gleich, ein Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen Vektorraums
hat eine wohldefiniert Determinant det(f) = det(Mp(f))

e det A # 0 genau dann wenn A invertierbar ist, genau dann wenn rg A maximal ist.

Die Spur Tr (A) = _._, a;; ist eine lineare Funktion M(n x n, K) — K, die Tr (AB) =
Tr (BA) erfiillt und deshalb auch fiir Endomorphismen von endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen wohldefiniert ist.

2. Gilt fv = Av mit v # 0, so heifit A € K Eigenwert und v € V'\ {0} Eigenvektor von f.
Der FEigenraum von f zum Eigenwert A € K ist Eig(f, \) := ker(f — Aidy) < V.

Genauso definieren wir Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen.
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e Die geometrische Vielfachheit ist
:u’9€0<f7 )‘) = dlmK Elg(fa )‘)

e Die Eigenwerte sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms Pp(X) =
det(Xidy — f). Die Vielfachheit von X als Nullstelle von Py heifit algebraische Viel-
fachheit.

Determinante und Spur sind spezielle Koeffizienten von Pj:
a, =1 p_1 = —Tr f ap = (—1)"det f .
e Es gilt fiir jeden Eigenwert A:
1< pgeo(f, A) < patg(f, A) -

3. Polynome sind Elemente der Polynomalgebra K[X].
e Jedes Element a einer K-Algebra S definiert einen Einsetzungshomomorphismus,
der X auf a abbildet, P(a) ist die Auswertung von P bei X = a.

e In Polynomalgebren {iber Korpern gibt es eine Division mit Rest, a ist eine Nullstelle
des Polynoms P genau wenn (X —a) | P.

e Fundamentalsatz der Algebra: Polynome in C[X] zerfallen vollstéandig in Linearfak-

toren.

4. Wir betrachten das Problem der Diagonalisierbarkeit: Eine lineare Abbildung bzw. Matrix
ist diagonalisierbar, wenn Eigenvektoren eine Basis fiir V' bzw. K™ bilden.

e Das Minimalpolynom p; € K[X] ist das normierte Polynom mit minimalem Grad,
so dass p¢(f) =0 € Endg (V).

e Satz von Cayley—Hamilton: ﬁf(f) =0 € Endg (V) & uy| Ps.

e Minimalpolynom und charakteristisches Polynom haben die gleichen Nullstellen.

e Wenn Py vollstandig in Linearfaktoren zerfillt, existiert eine geordnete Basis B von
V', so dass die darstellende Matrix Jordansche Normalform hat:

Mp(f) = M

Die diagonalen Eintriage sind die Eigenwerte von f. Die jordansche Normalform ist
nur bis auf Umordnung der Jordan-Blocks eindeutig.

e Die Anzahl der Blocke zum Eigenwert A ist prgeo(f; A).
Die Grofle des grofiten Blocks zum Eigenwert A ist die Vielfachheit von A als Nullstelle
n fiy.

e Zur Bestimmung der jordanschen Normalform bestimmen wir fiir jeden Eigenwert A
die Rédume U; = ker(f — Aidy)".
Dann ist die Anzahl der Jordan-Blocks mit Gréfe ¢ gegeben als 2 dim U; —dim U, 4 —
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e f ist genau dann diagonalisierbar wenn P; vollstdndig in Linearfaktoren zerfallt
und flgeo(A, f) = pag(A, f) fiir alle Eigenwerte ist. Das gilt genau dann wenn gy
vollsténdig in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfallt .

e Zwei diagonalisierbare Endomorphismen f, g sind genau dann gleichzeitig diagonali-
sierbar, wenn sie kommutieren, fog=go f .

5. Fiir jeden Vektorraum V betrachten wir den Dualraum V* = Homg (V) K).

e Einem Vektorraum V mit Basis B = {by,...,b,}} ordnen wir seinen Dualraum
V* := Hom(V, K), wenn dimg V' < oo mit dualer Basis B* = {b},...,b;} mit
b:(b]) = 61']' zu.

e Einer linearen Abbildung V/ L W ordnen wir zu die duale Abbildung W* 5 v Es
gilt (fog)* =g o f* und
Im f* = (ker f)°  ker f*=(Im f)°  MZ(f*) =Mg(f)",
wobeil U° = {f € V*| fly = 0} < V* der Annullator des Untervektorraums U C V
ist.

e Ist dimV < oo, so gibt es einen kanonische Isomorphismen iy : V = V**,

6. Wir betrachten Bilinearformen f: V xW — K

e Die darstellende Matrix M g(53)i; = B(v;, w;)erfiillt die Transformationsformel fir
Basiswechsel:

Maps(B) = (Tf/)TMA/,Bf(ﬁ)Tg :

Entsprechend heiflen Matrizen M, N kongruent, wenn es 7' € GL(n, K) gibt mit
N =TTMT. Sie stellen die gleiche Bilinearform auf V fiir verschiedene Basen dar.

e [ ist nicht-ausgeartet wenn fiir jedes v € V' \ {0} existiert w € V mit B(v,w) # 0.
Das gilt genau wenn det Mg(5) # 0.

Im Folgenden gelte im Korper K die Ungleichung 1+ 1 # 0.
Eine Bilinearform 5 € Bil(V, V') heifit symmetrisch wenn (z,y) = [(y, x)
e Eine symmetrische Bilinearform ist dquivalent zu einer quadratischen Form ¢ : V' —

K definiert durch ¢(z) = 36(z,z), dann ist B(z,y) = q(z +y) — q(z) — q(y) (Pola-
risierungsformel).

e Ein symmetrische Bilinearform § hat eine Normalform: Es gibt eine Basis (b;) mit
B(b“b]) = aidi,j mit o; € K.

e Fiir K = R gilt giir eine passende Basis (Sylvesterscher Trigheitssatz):
Mgp(B) = diag(1,...,1,—1,...,—=1,0,...,0)
——— —— —— ——
Ty r_ 0

[ ist nicht-ausgeartet genau wenn ro = 0.
B ist positiv definit, d.h. g(v) > 0 fiir alle v € V' \ {0}, genau wenn ro = r_ = 0.

e Mp(B) ist diagonaliserbar und ry (bzw. r_, bzw. 1) ist die Anzahl der Eignwerte
(mit Vielfachheit) groBer als 0 (bzw. kleiner als 0, bzw. gleich 0).
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7. Vektorrdume mit innerem Produkt sind euklidische oder unitédre Vektorrdume, K ist R

oder C.
o Fin euklidischer Vektorraum ist ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit
positiv definiter symmetrischer Bilinearform (-, -).

e Ein unitarer Vektorraum ist ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit
positiv definiter Sesquilinearform (-, -) € Bil(V, V).

e Das innere Produkt wird von der Norm ||z|| := +/(z,z) bestimmt
e Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung;:

(@, ) < l=[lllyl

e Jeder Vektorraum mit innerem Produkt hat Orthonormalbasen. Mit dem Gram-
Schmidt Verfahren wird eine beliebige Basis zur Orthonormalbasis.

e Ein Untervektorraum X < V hat ein orthogonales Komplement X+ = {v € V|
(z,v) = 0 Vo € X} Esgilt V= X & X' und wir erhalten die orthogonale
Projektion auf X mit Kern X*.

Fiir eine Abbildung f : V — W zwischen zwei Vekterraumen mit innerem Produkt gibt
es eine eindeutige adjungierte Abbildung fT: W — V mit (fv,w) = (v, fiw).
Alle Eigenvektoren eines normalen Endomorphismus mit ff = ff' sind orthogonal zu-

einander.

Die Abbildung f ist selbstadjungiert,wenn f = fT. Dann gilt:

e Fiir eine Orthonormalbasis B ist Mp(f) = Mp(f)* := Mp(f)T, die darstellende Ma-
trix ist symmetrisch (K = R) bzw. hermitesch (K = C) und gleich zur adjungierten
Matrix.

e Alle Eigenwerte von f sind reell.
e f ist mit einer Orthonormalbasis diagonalisierbar.

Die Abbildung f ist eine Isometrie wenn fT = f~! ader #quivalent (fv, gw) = (v, w) fiir
alle v,w € V oder dquivalent || f(v)|| = ||v|| fiir alle v € V. Dann gilt

e [sometrien fiir euklidische Vektorraume heiflen orthogonal, fiir unitdre Vektorrdume
unitar.

e Die Eigenwerte von f erfiillen |A\| = 1 und es gilt |det(f)| = 1.

e In einer Orthornomalbasis erfiilt A = Mp(f) die Gleichung A*A = E,,. (Wir nennen
A eine orthogonale bzw. unitire Matrix.)

e Orthogonale Matrizen in M(n x n,R) bilden eine Gruppe O(n). Unitidre Matrizen
in M(n x n,C) bilden eine Gruppe U(n).

e [sometrien sind normal. Unitidre Matrizen sind mit einer Orthonormalbasis diagona-

lisierbar.

Wenn f normal und diagonalisierbar ist gibt es T € GL(n, K) mit T-*MT = T*MT =: D
diagonal, M ist dhnlich und (fir K = R) kongruent zur Diagonalmatrix D.
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