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Blatt 7

ﬂ'bung 7.1 (34141+1+1 Punkte)

Wir konstruieren eine Topologie auf X = R™ U {oo}. Hier ist co ein Platzhalter fiir einen
neuen, “unendlich fernen” Punkt, den wir zu R™ hinzufiigen.

Sei T definiert wie folgt.

e UCR"C X istin T, wenn U € Toya

e U=U'U{o0o} C X istin T, wenn R™\ U’ kompakt ist (mit der Unterraumtopologie
von Teyel)-

Priifen Sie, dass T eine Topologie auf X definiert.
Zeigen Sie, dass (X, T) kompakt ist.

)
)
(c) Zeigen Sie, dass (X, T) Hausdorff ist.
) Ist (X,7) homdomorph zu einem Thnen bekannten topologischen Raum?
)

* Zeigen Sie, dass es fiir jeden lokal kompakten Hausdorff-Raum X einen kompakten
Hausdorff-Raum X+ = (X U {oc}, T) gibt, der eindeutig bis auf Homdomorphismus
ist.

Ubung 7.2 (3 Punkte)

Es sei X eine Menge und F ein Filter auf X . Beweisen Sie, dass F' genau dann ein Ultrafilter
auf X ist, wenn er die folgende Eigenschaft besitzt: Fiir alle Teilmengen A, B C X gilt

AUBeF = AcFoderBckF.

Ubung 7.3 (3 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum und I eine Menge.

Zeigen Sie, dass [[; X = Map(I, X).

Hier fassen wir auf der rechten Seite I als diskreten topologischen Raum auf; Map(/, X)
hat die KO-Topologie.

Ubung 7.4 (242414141 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal in R ist eine Teilmenge I C R, fiir die gilt:
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1. I ist eine Gruppe unter der Einschrinkung der Addition von R

2. fiir jedes x € I und jedes r € R ist das Produkt r - = wieder in I.

Ein Ideal p # R ist ein Primideal wenn fiir r,s € R mit r-s € p gilt, dass r € p oder s € p.
Man definiert das Spektrum wvon R als Menge aller Primideale von R. Wir schreiben
Spec(R).

Wir wollen nun die Spec(R) mit einer Topologie versehen. Zu diesem Zweck definieren wir
zunéchst fiir ein beliebiges Ideal I C R die Menge

A(I) == {p € Spec(R) | I C p}.
Lassen wir I iiber alle Ideale in R laufen, so erhalten wir eine Familie Ar = {A(I)}1cr
von Teilmengen von Spec(R), und wir definieren diese Mengen als abgeschlossen.

(a) Zeigen Sie, dass fiir beliebige Familien (I;) ;e von Idealen in R gilt, dass (;c; A(1;) =
A(Xojey Lj), wobel 3 ;c ; I; das Ideal ist, das aus allen endlichen Summen von Ele-
menten aus den I; besteht.

(b) Zeigen Sie, dass A(I1) U A(Iy) = A(I; - Iz), wobei I - Iy das von Produkten aus Iy
und Iy erzeugte Ideal ist.

(c) Beweisen Sie nun, dass Ag eine Topologie auf der Menge Spec(R) definiert.

(d) Was sind die abgeschlossenen Teilmengen von Spec(Z) in der Zariski-Topologie? Was
ist der Abschluss des Nullideals?

(e) * Wann ist ein Primideal p ein abgeschlossener Punkt in der Zariski Topologie?

Betrachten Sie die Zariski-Topologie auf Spec(B) wobei B = R[X, Y] der Polynomring
mit zwei Variablen ist. Finden Sie eine Kette von vier abgeschlossenen Teilmengen
Ayp € A) € As € A3, und finden Sie drei Punkte x1, x9, 23 mit {x;} = A;.

Veranschaulichen Sie mit einem Bild. Finden Sie hierfiir abgeschlossene Punkte von
Spec(B), die den Punkten der Ebene R? entsprechen. Enthilt Thr Bild alle abge-
schlossenen Punkte von Spec(B)?

Abgabetermin ist die Vorlesung am 3. Dezember.

Die Punktzahl der Aufgaben entspricht nur sehr ungefdhr ihrer Schwierigkeit. Insbesondere
sind Aufgaben mit Sternchen zum Vergniigen da. Sie sind moglicherweise schwieriger als
andere Fragen, aber Ihre Punktzahl wird kaum leiden, wenn Sie die Aufgabe nicht l15sen.



