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Blatt 8

Ubung 8.1 (242 Punkte)

(a) Wir haben eine partielle Ordnung zweimal definiert, vgl. Beispiel 1.21.5.
Zeigen Sie, dass es eine natiirliche Korrespondentz zwischen partiellen Ordnungen als
Kategorien und als Relationen gibt.

(b) Wir erinnern uns an den Vergessfunktor V' : Top — Set der jeden topologischen
Raum auf die zugrundelegende Menge abbildet.

Definieren Sie zwei verschiedene Funktoren L und R von Set nach Top so dass fiir jede
Menge M und jeden topologischen Raum X gilt: Homrep (LM, X) = Homget (M, VX)
und Homget (V X, M) = Homrop (X, RM).

Ubung 8.2 (1414142 Punkte)

(a) Betrachten Sie das Diagramm R e R /R in Set wobei f eine beliebige Funktion
ist. Was ist der Limes?

(b) Eine Aquivalenzrelation auf A ist insbesondere eine Untermenge R C A x A. Dies
gibt zwei Abbildungen von R nach A und damit ein Diagramm R = A in Set iiber
e = o. Zeigen Sie, dass der Kolimes von R = A die Menge der Aquivalenzklassen
von R ist.

(¢c) Zeigen Sie, dass wir einen Limes iiber ¢ = e auch als Limes iiber eine partielle
Ordnung J ausdriicken kénnen.

(d) Sei D : I — Set ein beliebiges Diagramm. Zeigen Sie, dass

lim D = {(da e[p0) 1 d;=D()d) ¥r:i ﬂ'}

Ubung 8.3 (2414141 Punkte)

(a) Erinnern Sie sich an den Quotienten X /A fiir einen topologischen Raum X mit Un-
termenge A. Wie lisst sich X/A als Kolimes ausdriiken? Was ist der Quotient X /()
und warum?

(b) Betrachten Sie S = colim S™ wie in der Vorlesung. Identifizieren Sie fiir jedes n
einen Unterraum, der homdomorph zu S™ ist (in der Folge als S™ bezeichnet). Zeigen
Sie, dass A C S abgeschlossen ist, genau wenn alle A N S™ abgeschlossen sind.
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(c) Betrachten Sie das Diagramm
-+ C Byy4(0) C Byy3(0) C By2(0) C B1(0)
iiber (N, >). Was ist der Limes?

(d) * Betrachten Sie das Bouquet X, := V?_;S' mit einem gemeinsamen Grundpunkt.
Wir haben Projektionen

Xpq1 o= VISt = v Sty ST X, = Vi ST

die die (n + 1)-te Schlaufe auf den gemeinsamen Grundpunkt abbildet.

Ist X = lim X; homdomorph zur unendlichen Einpunktvereinigung v°, St = 110, St/ |
wobei ~ alle Grundpunkte identifiziert?

Ubung 8.4 (241414141 Punkte)

In dieser Ubung beweisen wir den Fortsetzungssatz von Tietze, eine wichtige Konsequenz
von Urysohns Lemma.

Sei X ein normaler Raum, sei A C X abgeschlossen und sei f: A — R stetig.
(a) Nehmen wir zuerst an, dass f beschrinkt ist und f(A) C [—1, 1]. Finde eine Funktion
Gy, die 0 auf f~1([—1,—1]) und 1 auf f1([3,1]) ist.

Fi(z)]
[y (z)]|

firalle z€ A

(b) Definiere Fy := 2G1 —  und zeige { |f(@) - fir alle e X .

Wl ol

(¢) Durch Betrachtung von f(V = f — Fy : A — [=2, 2] konstruiere eine Funktion
IfD(z) — Fy(x)] < (3)? firalle z€A

Fy: X — R mit -
2 m { |Fo(z)] < fir alle ze X .

(d) Definieren Sie induktiv eine Folge (F},), € N so dass
[f(2) = Sy Fi(@)] < (3)" fiiralle z€A
[Fo(z)] < 3-(3)"! firalle z€X.
Zeigen Sie, dass es eine stetige Funktion F' auf X gibt mit F|4 = f.
(e) * Beweisen Sie die Aussage nun fiir den Fall, dass f nicht beschrankt ist.

Abgabetermin ist die Vorlesung am 10. Dezember.

Die Punktzahl der Aufgaben entspricht nur sehr ungefdhr ihrer Schwierigkeit. Insbesondere
sind Aufgaben mit Sternchen zum Vergniigen da. Sie sind moglicherweise schwieriger als
andere Fragen, aber Ihre Punktzahl wird kaum leiden, wenn Sie die Aufgabe nicht l15sen.



