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1 Mengentheoretische Topologie

1.1 Einleitung

Topologie ist ein fundamentales Teilgebiet der Mathematik. Objekt der Topolo-
gie sind die topologischen Rdume und die stetigen Funktionen zwischen ihnen.
Topologische Rdume sind mathematische Strukturen, geometrische Objekte
im weitesten Sinne, die uns nur bis auf stetige Verformungen interessieren.
Es geht um qualitative, nicht quantitative Eigenschaften des Raumes. Zwei
Réume, die sich stetig ineinander verformen lassen (Verformungen ohne Reis-
sen und Kleben) sind fiir uns also dquivalent. Man vergleiche den alten Witz,
dass ein Topologe jemand ist, der den Unterschied zwischen einem Doughnut
und einer Kaffeetasse nicht kennt. Korrekt ist natiirlich, dass ein Topologe oder
eine Topologin den Unterschied kennt, aber die Gemeinsamkeiten interessanter
findet.

Um diese Ideen prizise zu machen werden wir sehr sorgfiltig und abstrakt
arbeiten. Schon die Definition topologischer Rdume und ihrer wichtigen Eigen-
schaften ist nicht ganz einfach.

Sie kennen stetige Funktionen von R nach R, oder von R™ nach R",
oder zwischen Untermengen dieser R&ume. Der natiirliche Lebensraum stetiger
Funktionen sind topologische Réume. Also ist die Topologie eine Verallgemei-
nerung der Analysis.

Als néchstes ist die Topologie Grundlage der Geometrie in all ihren Formen
(Differenzialgeometrie, komplexe Geometrie, algebraische Geometrie, arithme-
tische Geometrie, Lie Gruppen etc.). Ein topologischer Raum mit zusétzlicher
Struktur wird zu einem geometrischen Objekt.

Aufgrund ihrer Verformbarkeit lassen sich topologische Rdume schwer un-
terscheiden und klassifizieren, entscheidende Hilfe kommt aus der Algebra. Die
Anwendung von Algebra auf Probleme der Topologie ist so fruchtbar, dass
wir von einem neuen Teilgebiet, der algebraischen Topologie sprechen, die die
elementare oder mengentheoretische Topologie an Bedeutung weit iibetrtrifft.
In der zweiten Hilfte dieses Kurses werden wir uns mit Grundziigen der alge-
braischen Topologie befassen.

Die Beziehung von Algebra und Topologie ist aber keinesfalls einseitig,
Topologie und algebraische Topologie haben zahlreiche Anwendungen auf die
Algebra, und haben wesentlich zur Entwicklung neuer Bereiche beigetragen,
insbesondere homologische Algebra, Kategorientheorie und das Studium soge-
nannter “hoherer Strukturen”.

Topologie findet Anwendung in allen Bereichen der modernen Mathematik,
ob Funktionalanalysis oder Zahlentheorie, algebraische Geometrie oder mathe-
matische Physik. Wir werden im Laufe des Kurses erahnen, was Topologie so
méchtig macht. Insbesondere beweisen wir fast nebenbei die folgenden beiden
fundamentalen Sétze:

Satz 1.1.1 (Brouwer’s Fixpunksatz). Sei f : [0, 1]> — [0, 1]? eine stetige Funk-
tion. Dann gibt es x € [0,1]? mit f(z) = .

Fir f:[0,1] — [0, 1] ist dies ein Korollar des Zwischenwertsatzes. Fiir den
Fixpunktsatz in beliebiger Dimension miissen Sie auf den Master-Kurs iiber
algebraische Topologie warten.



Satz 1.1.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei f(z) ein nichtkonstantes Po-
lynom mit komplezen Koeffizienten. Dann gibt es xo € C mit f(zq) = 0.

Ein paar Worte zur Geschichte

Die Topologie ist ein recht junges Teilgebiet der Mathematik. Insbesondere die
moderne Formulierung der Grundbegriffe der mengentheoretischen Topologie
hat sich relativ spat herausgebildet.

Ein paar Namen und Daten, die Sie gerne gleich wieder vergessen diirfen:

e Erste Ideen bei Leonhard Euler (Kénigsberger Briickenproblem 1736,
Eulerscher Polyedersatz 1750)

e Johann Benedict Listing (Begriff Topologie 1847, Mobiusband), Bern-
hard Riemann (Mannigfaltigkeiten, Geschlecht, Habilitiationsvortrag
1854), Ludwig Schléfli (vielfache Kontinuitdit, Polyeder),

e Georg Cantors Mengenlehre und sein Studium von Intervallen sind ein-
flussreich

e Anfinge der algebraischen Topologie bei Enrico Betti und insbesondere
Henri Poincaré (Analysis Situs 1895)

e Definition des metrischen Raums durch Maurice Fréchet 1906, cf. Kapitel
1.2

e Explizite Definition eines topologischen Raumes iiber den Umgebungs-
begriff durch Felix Hausdorff 1914 (heute Hausdorfscher Raum, cf. Defi-

nition und Satz |1.3.5)).

e Moderne Definition topologischer Rdume durch Kazimierz Kuratowski
erst 1922, cf. Kapitel (als die Topologie schon ein lebhafter For-
schungsbereich war).

1.2 Metrische Raume

Wir beginnen, indem wir den Abstandsbegriff aus der Analysis abstrahieren.

Definition 1.2.1. Ein metrischer Raum ist eine Menge X, zusammen mit

einer Funktion
d: X xX =R

mit den folgenden Eigenschaften:

1. Positivitéit: d(z,y) > 0 fiur alle z,y € X und d(z,y) = 0 genau dann,
wenn r = y.

2. Symmetrie: d(z,y) = d(y,x) fiir alle z,y € X.
3. Dreiecksungleichung:

d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) firallez,y,z€ X .
Die reelle Zahl d(z,y) fiir z,y € X heifit auch der Abstand von x und y,
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Beispiele 1.2.2. Die folgenden Raume sind metrische Rdume:

1.

(R™, dy) mit dy(z,y) \/ZZ [z —y;)? fir alle z = (x;),y = (y;) € R™
Das ist die Standardmetrik oder euklidische Metrik.

(R™, dy) mit dy(z,y) = >, |z; — ;| wird manchmal Manhatten-Metrik
oder Mannheimer Metrik genannt.

(Rn’ doo) mit doo(xa 3/) = MaX;=1,..n ‘xl yz’

. Allgemein, ist fiir jeden normierten Vektorraum die Funktion d(x,y) =

||z — yl|| eine Metrik.

. Auf einer beliebigen Menge X gibt es immer die diskrete Metrik

_J Ofallsz =y
d(z,y) = { 1falls z £y

. Auf dem Raum C/([0, 1], R) der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem

Intervall [0, 1] definiert man eine Metrik d;(f, g) fo |f(x (x)|dz.

Sei X = Z und definiere d,(a,a) = 0 und andernfalls dp(a, b) = p N
wobei N = max{n | n teilt |a — b|}. Das ist die p-adische Metrik. (Sie
lasst sich auf Q ausweiten)

Sei Y eine beliebige endliche Menge und X die Menge aller Untermengen.
Die symmetrische Differenz von zwei Menge A und B ist AAB = (AU
B)\ (AN B). Dann definiert d(A, B) = |AAB| eine Metrik auf X, die

sogenannte Hamming-Distanz.

Sei X die Menge aller Zeichenketten iiber einem Alphabet. Man definere
die Levenshtein-Distanz von s; nach sy als die minimale Anzahl der
Editierungen (Einfiigung, Austauschung, Loschung) um s; in sy umzu-
wandeln.

Bemerkungen 1.2.3.

1.

2.

Sei (X, d) ein metrischer Raum, Y C X eine Teilmenge. Dann versieht die
Einschrankung d|y xy die Teilmenge Y mit der Struktur eines metrischen
Raumes.

Sind (X1, d;) und (X, ds) metrische Raume, so hat auch das kartesische
Produkt X; x X5 durch

d((21,2), (y1,y2)) = di(z1, Y1) + da(72, y2)

die Struktur eines metrischen Raums.

Sie haben also eine reiche Auswahl an Beispielen fiir metrische Rdume. Wir
wenden uns nun den Abbildungen zwischen metrischen Rdumen zu.

Definition 1.2.4. Seien (X, d) und (X', d’) metrische Raume. Eine Abbildung
f: X — X' heifit stetig im Punkt x € X, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0
gibt, so dass aus d(x,y) < 0 folgt d'(f(x), f(y)) < e.

Die Abbildung f heifit stetig, wenn sie in allen Punkten x € X stetig ist.
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Beispiele 1.2.5.

1. Jede stetige Abbildung R — R (im Sinne von Analysis) ist natiirlich ste-
tig als Abbildung zwischen metrischen Rdumen mit der Standarmetrik.

2. Die Identitétsabbildung und jede Verkniipfung stetiger Funktionen sind
immer stetig.

1.3 Offene und abgeschlossene Mengen

Wir untersuchen nun unsere metrischen Rdume genauer, um ein allgemeineres
Versténdnis vom Stetigkeitsbegriff zu erreichen.

Definition 1.3.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum, z € X und ¢ > 0. Dann
definieren wir die Teilmenge B.(x) = {y € X | d(z,y) < €}, die offene Kugel
vom Radius € um z.

Definition 1.3.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Eine Teilmenge U C X heifit eine Umgebung eines Punktes z € X,
wenn es ein € > 0 gibt, so dass B.(z) C U gilt, d.h. wenn U eine offene
Kugel um x enthélt.

2. Eine Teilmenge O C X heifit offen, wenn es fiir jedes x € O ein € > 0
gibt, so dass B.(z) C O gilt. Das ist genau dann der Fall wenn die
Teilmenge O eine Umgebung jedes ihrer Punkte ist.

3. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, falls das Komplement
X \ A offen ist.

Die unvermeidliche Warnung: Ein und dieselbe Menge kann sowohl offen
als auch abgeschlossen sein. Oder weder offen noch abgeschlossen. Sie werden
sich daran gewhnen.

Lemma 1.3.3. Jede offene Kugel B.(x) in einem metrischen Raum ist offen
und insbesondere eine Umgebung von x.

Beweis. Sei y € Be(z) ein beliebiger Punkt in der Kugel. Setze ¢ = € —
d(z,y) > 0. Dann ist Be(y) C B(x). Fiir jedes z € Bu(y) gilt d(z,y) < € also
ist d(z,x) < d(z,y) +d(y,z) < € +d(x,y) = € und z € B(x). O

Bemerkung 1.3.4. Fiir jeden Punkt z in einem metrischen Raum (X, d) ist
die Menge {z} abgeschlossen. Fiir y € X \ {z} wihle 0 < € < d(x,y). Dann
ist Be(y) C X \ {z}. Also ist das Komplement X \ {z} offen.

Satz 1.3.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(U1) Jede Umgebung von x € X enthdlt auch x. Der metrische Raum X selbst
1st etne Umgebung von x.

(U2) Ist U Umgebung von x € X undV DO U, so ist auch V' Umgebung von x.

(U3) Sind Uy, Uy Umgebungen von x € X, so auch ihr Schnitt Uy N Us.



(U4) Ist U Umgebung von x € X, so gibt es eine weitere Umgebung V' von z,
so dass U eine Umgebung von allen y € V ist.

Beweis. Die Aussagen (U1l) und (U2) sind klar. Fiir (U3) finde offene Kugeln
B, (z) C U; fiir i = 1,2. Dann ist Buin(e, ) () € Uy N Uz und min(e, €2) > 0.

Zum Beweis von (U4) bemerken wir, dass es € > 0 gibt, so dass B.(z) C U
gilt. Dann ist V' := B.(x) Umgebung jedes Punktes in V', also ist es auch U. [

Satz 1.3.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt
(O1) Die Mengen 0, X sind offen.
(02) Mit zwei Mengen Oy, Oy ist auch ihr Schnitt O1 N Oy offen.

(03) Fir eine beliebige Familie (O;);cr offener Mengen ist auch die Vereini-
gung U;c1O; offen.

Beweis. (O1) Fiir () ist die leere Bedingung erfiillt. Fiir X folgt die Aussage
aus (U1) aus Satz[1.3.5]

(02) Fiir jeden Punkt x € O;N0O, finde offene Kugeln B, (z) C O; fiiri = 1, 2.
Dann ist Buin(e, e)(#) C O1NO5 und somit ist der Schnitt O N O, offen.
Mit genauem Hingucken folgt die Aussage auch aus (U2) in Satz [1.3.5]

(03) Liegt z € U;cs0;, so gibt es wenigstens ¢ € [ mit x € O;. Da O; offen ist,
gibt es € > 0 mit B.(x) C O;. Dann ist auch B.(z) C U;c;0;. O

Bemerkung 1.3.7. Zu (0O2) bemerken wir dass allgemein alle endlichen
Schnitte offener Mengen offen sind. (Das folgt durch Inspektion des Bewei-
ses oder Indukution.)

Der néchste Satz folgt direkt aus den de Morganschen Regeln: das Kom-
plement einer Vereinigung ist der Schnitt der Komplemente,

X\ UierUi = Nier(X \ Us) ;5

Das Komplement eines Schnitts ist die Vereinigung der Komplemente,
X\ NierUi = Uie (X \ Uy)

Korollar 1.3.8. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt

(A1) Die Mengen (0, X sind abgeschlossen.

(A2) Mit zwei Mengen Ay, As ist auch ithre Vereinigung A; U Ay abgeschlossen.

(A3) Fiir eine beliebige Familie (A;);cr abgeschlossener Mengen ist auch der
Schnitt Nier A; abgeschlossen.

Beweis. Wir betrachten Komplemente:

(A1) Es gilt 0 = X \ X und X = X \ 0 und X und () sind nach Satz
(O1) offen.



(A2) Die Komplementmengen O; := X \ A; sind offen. Nach Satz (02)

ist somit
X\ (A UA)=(X\A)N(X\A) =01N0;
offen.
(A3) Die Mengen O; = X \ A, sind offen. Nach Satz (03) ist
X\ NMierAi = Uier X\ A; = UiesO;
offen. ]

Bemerkung 1.3.9. Da abgeschlossene Mengen genau die Komplemente von
offenen Mengen sind, kénnen wir jeden Satz iiber offene Mengen in einen Satz
iiber abgeschlossene Mengen iibersetzen. Wir miissen dabei nur die Richtung
von Teilmengen umkehren (denn A C B wird B¢ C A®) und, nach den de
Morganschen Regeln, Schnitte und Vereiningungen vertauschen. Da wir den
Beweis genauso iibersetzen kénnen bekommen wir zwei Sédtze zum Preis von
einem. Dies ist ein wichtiges Beispiel fiir Dualitét.

Ein Grund fiir die Einfiihrung von Umgebungen, offenen Mengen und ge-
schlossenen Mengen ist, dass sich mit jedem dieser Begriffe stetige Abbildungen
definieren lassen — ohne die Metrik explizit zu erwéhnen.

Satz 1.3.10. Seien (X,d) und (X', d') metrische Riume und f : X — X'
eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. f ist stetig.

2. Fiir jedes x € X und fiir jede Umgebung V' des Bildes f(x) ist f~1(V)
eine Umgebung des Urbilds x.

3. Ist O offen in X', so ist f~1(O) offen in X.
4. Ist A abgeschlossen in X', so ist f~'(A) abgeschlossen in X.

Bevor wir den Beweis unternehmen erinnern wir uns an folgende Eigen-
schaften von Urbildern einer Abbildung f : X — X"

710 = 0
flX) = X

fTAMUN) = f~Y{M)U f~Y(N)

A MNN) = f~HM)N fH(N)

fTHXAN) = fFHXD)N\fHN) =X\ f7H(N)
MCN = fY(M)Cf(N)

Beweis.

(1)=(2) Ist V eine Umgebung von f(z), so gibt es € > 0 mit B.(f(z)) C V. Da

f als stetig vorausgesetzt ist, finde 6 > 0 mit f(Bs(z)) C B(f(x)).
Nun gilt £ C f~1f(F) fiir alle Teilmengen £ C X. Somit ist

Bs(z) C [~ f(Bs(x)) € [T Be(f(z)) C f7H(V) .
Somit ist das Urbild f~!(V') eine Umgebung von z in X.
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(2)=(3) Sei O C X’ offen. Wir betrachten z € f~1(O) und miissen zeigen, dass
f7HO) eine offene Kugel um x enthilt. Aber O ist eine Umgebung von
f(x), also ist nach Annahme f~1(O) eine Umgebung von x und enhilt
eine offene Kugel um z.

(3)=-(1) Fiir beliebiges x € X betrachten wir die offene Menge B.(f(z)). Dann ist
f7HB.(f(x))) nach Annahme offen, also gibt es Bs(z) C f~Y(B.(f(x))).
In anderen Worten, fiir jedes y folgt aus d(x,y) < 0 dass d(f(z), f(y)) <
€.

(3)<(4) Nehmen wir (3) an. Ist A C X’ abgeschlossen, so ist O = X’ \ A offen
und deswegen

FHA) = FHXN0) = FTHX)NFH0) =X\ f71(0)

abgeschlossen.
Der Umkehrschluss folgt genauso. O
Man iiberzeugt sich mit &hnlichen Argumenten, dass f : X — X’ genau

dann in x € X stetig ist im Sinne von Definition [I.2.4] wenn fiir jede Umgebung
V von f(x) die Menge f~!(V) eine Umgebung von x ist.

Definition 1.3.11. Zwei Metriken d;,dy auf einer Menge X heiflen dqui-
valent, wenn es fiir jedes x € X und jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass
gilt

Bemerkungen 1.3.12.

1. Sind zwei Metriken d;, dy dquivalent, so gibt es fiir jede Kugel B% () ein
§ > 0, so dass B2(z) € B%(x) und umgekehrt. Aquivalente Metriken
ergeben also dieselben offenen und somit auch dieselben abgeschlossenen
Mengen.

2. Die Metriken d; und ds sind genau dann dquivalent, wenn die Abbildun-
gen
idX : (X, dl) — (X, dz) und ldX : (X, dg) — (X, dl)

stetig sind. Sind die Metriken dquivalent dann sind alle Urbilder offener
Mengen offen, so dass nach Satz(1.3.10| die Identitatsabbildung stetig ist.
Umgekehrt folgt Definition [1.3.12] sofort aus der Stetigkeit von idx.

Beispiele 1.3.13.
1. Die Metriken dy, do, d, auf R™ sind dquivalent.

2. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist

, _d,y)
d(z,y) = 1+d(z,y)

eine dquivalente Metrik. Wegen d'(z,y) < 1 ist die Metrik beschrénkt.
Insbesondere ist jede Metrik dquivalent zu einer beschriankten Metrik.
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1.4 Topologische Raume

Wir untersuchen nun stetige Abbildungen in groiter Allgemeinheit. Aus Satz
folgt, dass hierfiir nicht die Metrik selbst, sondern die durch die Metrik
definierten offenen Mengen bzw. Umgebungen entscheidend sind. Ein topo-
logischer Raume definiert sich vollstédndig durch seine offenen Mengen. Wir
orientieren uns fiir die folgende Definition an Satz

Definition 1.4.1. Ein topologischer Raum ist eine Menge X, zusammen
mit einer Familie 7 von Teilmengen von X, fiir die gilt:

(01) 0, X eT.
(02) Mit O1,05 € T ist auch der Schnitt O; N Oy € T.

(O3) Fiir eine beliebige Familie (O;);ec; von Mengen O; € T ist auch die Ver-
einigung U;c;0; € T.

T heifit dann eine Topologie auf X und die Elemente von 7 heilen offene
Mengen von 7T .

Es reicht auch aus zu fordern, dass T abgeschlossen ist unter endlichen
Durchschnitten und beliebigen Vereinigungen. Denn der Durchschnitt iiber
der leeren Indexmenge I = () ist X, da eine leere Bedingung vorliegt, und die
Vereinigung iiber ) ist 0.

Wir werden im Laufe des Kurses oft nur X schreiben um (X,7) zu be-
zeichnen, falls die Topologie aus dem Zusammenhang klar ist.

Beispiele 1.4.2.

1. Metrische Rdume mit offenen Mengen wie in Definition [1.3.2] sind nach
Satz topologische Réume. Ein topologischer Raum, dessen Topolo-
gie von einer Metrik induziert wird, heiffit metrisierbar.

2. Insbesondere ist jede Menge X C R™ auf natiirliche Art ein topologischer
Raum. Die Topologie wird von der Beschriankung der euklidischen Metrik
auf R" induziert. Wann immer wir von einem topologischen Raum X C
R™ sprechen, meinen wir diese Topologie.

3. Jede Menge X wird durch die Potenzmenge, 7 = P(X), zu einem to-
pologischen Raum, in dem alle Mengen offen sind. Dies ist die diskrete
Topologie auf X. Diese Topologie wird zum Beispiel durch die diskrete
Metrik aus Beispiel [1.2.2]5 definiert.

4. Die indiskrete Topologie oder Klumpentopologie oder triviale To-
pologie auf einer Menge X ist gegeben durch 7 := {), X'}. Diese Topo-
logie wird nicht von einer Metrik induziert.

5. Die koendliche Topologie auf einer Menge X wird durch die folgenden
offenen Mengen definiert: O¢ = O C X ist offen, wenn das Komplement
X \ O endlich ist oder O = ) gilt.

Offensichtlich sind dann nach Annahme @) und wegen X \ X = () auch X
in der Topologie. Wegen der de Morganschen Regeln
X\ (O1N0y) = (X\O)U(X\0Oy)
X\ UierO; = Nier(X\ Oy)



ist die Topologie unter endlichen Durchschnitten und beliebigen Vereini-
gungen abgeschlossen.

Wann immer Sie eine Vermutung iiber topologische Rdume haben, sollten
Sie zuerst die folgenden Félle iiberpriifen: die diskrete Topologie, die indiskrete
Topologie (jeweills auf einer beliebigen Menge), R™ und [0, 1] (jeweils mit der
Topologie, die von der euklidischen Metrik kommt).

Definition 1.4.3. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

1. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
offen ist, X \ A€ T.

2. Eine Teilmenge U C X heiit Umgebung von x € X, falls es eine
offene Menge O € T gibt mit x € O C U. Mit U(z) bezeichnen wir
die Menge aller Umgebungen von x € X. Man nennt U(x) auch das
Umgebungssystem von x.

Satz 1.4.4. Die abgeschlossenen Mengen fiir eine Topologie (X,T) erfiillen
die Eigenschaften (A1)-(A3) aus Satz[1.5.84
Die Umgebungen fiir eine Topologie (X, T) erfillen die Figenschaften (U1)-

(U4) aus Satz[1.3.5,

Beweis. Die erste Aussage folgen direkt aus der Definition und den de Morgan-
schen Regeln.

Fiir die zweite Aussage gilt, dass (U1) und (U2) direkt aus den Definitionen
folgen. Fiir (U3) verwenden wir, das der Schnitt zweier offener Mengen offen ist.
Fiir (U4) verfahren wir wie im Beweis von Satz [1.3.5] Sei U eine Umgebung
von z. Es gibt eine offene Menge O mit x € O C U und diese Menge ist
Umgebung all ihrer Punkte ist. O

Um eine Topologie zu definieren, kann man auch die abgeschlossenen Men-
gen angeben.

Definition 1.4.5. Seien (X,7) und (X, 7") topologische Rédume. Eine Abbil-
dung f : X — X’ heifit stetig, wenn die Urbilder offener Mengen offen sind,
also wenn fiir jedes O’ € T gilt f~1(0’) € T.

Eine Abbildung f : X — X’ heifit stetig in € X, wenn alle Urbilder
der Umgebungen des Bildes f(z) Umgebungen von z sind, also wenn fiir jedes
UelU(f(x)) gt f~HU) € U(x).

Beispiele 1.4.6.

1. Jede stetige Abbildung zwischen metrischen Réumen induziert eine ste-
tige Abbildung topologischer Raume. Wegen Satz [1.3.10] ist die topo-
logische Stetigkeitsdefinition im Falle metrischer Rdume aquivalent zu

Definition [1.2.4]

2. Sei X eine beliebige Menge die wir als X° = (X,P(X)) und X7 =
(X,{0,X}) mit der diskreten und der indiskreten Topologie betrach-
ten. Dann ist Die Identitdtsabbildung X° — X stetig, aber die Iden-
tititsabbildung von X — X7 ist nicht stetig.

Allgemein ist jede Abbildung aus einem diskreten topologische Raum
stetig, genauso jede Abbildung in einen Raum mit der trivialen Topolo-

gie.



Man iiberlegt sich leicht, dass die Identitdtsabbildung id x 7 stetig ist und
die Verkettung stetiger Abbildungen wieder stetig ist.

Man {iberlege sich auch, dass eine Abbildung f : X — X’ genau dann
stetig ist, wenn sie in jedem Punkt x € X stetig ist.

Definition 1.4.7. Seien (X, 7) und (X', T") topologische Raume. Wir schrei-
ben Hom(X, X’) fiir die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach X'.

Bemerkung 1.4.8. Man sagt, dass topologische Rdume und stetige Abbil-
dungen eine Kategorie formen.

Eine Kategorie C besteht aus den folgenden Daten: Eine Klasse von
Objekten Ob(C), und fiir jedes Paar von Objekten XY € Ob(C) eine
Klasse von Morphismen Hom¢(X,Y) mit einer assoziativen Verkniipfung
o : Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z) und Identitdtsmorphismen
idy € Home(X, X) fiir jedes Objekt. Wir werden uns diesem Begriff spéter
im Detail zuwenden.

1.5 Vergleich von Topologien

Definition 1.5.1. Seien 7; und 75 Topologien auf der gleichen Menge X. Die
Topologie 77 heifit feiner als 73 (und 73 gréber als 7;), wenn 75 C Ty gilt.

Also ist jede offene Menge O € 75 der groberen Topologie auch offen in der
feineren Topologie 77, also O € T;.

Bemerkungen 1.5.2.

1. 77 ist feiner als 75 genau dann, wenn die Identitéit als Abbildung der
topologischen Raume

(X,T1) 5 (X, Ta)
stetig ist.

2. Abbildungen aus der feineren Topologie (X, 7;) heraus haben es einfa-
cher, stetig zu sein, denn es gibt im Urbild mehr offene Mengen. Abbil-
dungen in die grobere Topologie (X, 72) hinein haben es einfacher, stetig
zu sein, denn es muss fiir weniger offene Mengen das Urbild offen sein.

3. Die indiskrete Topologie (X, {0, X'}) ist die grobste Topologie auf einer
Menge X; die diskrete Topologie (X, P(X)) ist die feinste Topologie auf
einer Menge.

Aus der Algebra kennen Sie Isomorphismen zwischen Gruppen oder Vek-
torrdumen, wenn zwei Objekte sich nur durch die Namen der Elemente unter-
scheiden, und als dquivalent betrachtet werden konnen. Wir wenden uns nun
der entsprechenden Relation von topologischen Raumen zu.

Definition 1.5.3. Eine bijektive Abbildung f : (X,7) — (X', T") zwi-
schen topologischen Ridumen heifit Homéomorphismus, wenn f und f!
stetig sind. Die topologischen Rdume heiflen dann homdomorph, in Zeichen

(X, T)=(X",T).
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Bemerkung 1.5.4. Ist f ein Homdomorphismus, so induziert f durch
7120~ f(O) €T

eine Bijektion zwischen 77 und 7s.

Beispiele 1.5.5.

1. Die abgeschlossene Einheitskreisscheibe

B(0) = D* = {z € R?| || < 1}
ist homdomorph zum Quadrat 12 = [0, 1] x [0, 1].
2. Die Abbildung
51 = {z € B ] = 1)

eth

f:10,1)
t

USNS

ist zwar stetig und bijektiv, hat aber kein stetiges Inverses. Das halboffene

interval [0, %) ist offen in [0,1), aber die Teilmenge (f~)~*([0,1

f([0, %) ist nicht offen in S* da sie keine offene Kugel um f(0) enthélt.

12

3. Die Abbildung

f: (-1,1) - R
T 7]
mit Inversem f~1(y) = 717 ist ein Hom&omorphismus. Man sieht leicht,

dass jedes offene Intervall in R homéomorph zu R ist.

4. Sei §? :== {z € R¥|||z]| = 1} und N = (0,0, 1). Dann ist die stereogra-

phische Projektion
f: $2\{N} = C
)

1 s T2
(1'1,33'2,.1'3 1—x3 + 11_z3

mit Inversem

e 2Re(z) 2Im(z) |z]*—1
' L+ 22714227 1+ |2)?

ein Hom6omorphismus. Es ist mit den Methoden der Analysis leicht zu

sehen, dass f und f~! stetig sind.

5. Sind zwei Metriken d und d’ dquivalent dann ist die Identitdtsabbildung

idy : (X,d) = (X,d’) ein Homéomorphismus.

Um zu zeigen, dass zwei topologische Rdume homéomorph sind geniigt es,
einen Homoéomorphismus anzugeben. Es ist im Allgemeinen deutlich schwie-
riger, zu zeigen, dass zwei topologische Rdume nicht homéomorph sind. In
Beispiel [1.5.5]2 haben wir gesehen, dass eine bestimmte Funktion keinen
Homo6omorphismus darstellt. Aber das zeigt noch nicht, dass es nicht irgend-

einen anderen Homéomorphisms gibt.

Satz 1.5.6. Homdomorphismen definieren eine Aquivalenzrelation auf topolo-

gischen Rdumen.
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Beweis. Die Bedingungen einer Aquivalenzrelation lassen sich leicht
iiberpriifen. O

Definition 1.5.7. Eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen heiflt of-
fen, falls das Bild offener Mengen offen ist.

Eine Abbildung zwischen topologischen Raumen heifit abgeschlossen,
falls das Bild abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist.

Satz 1.5.8. FEine bijektive Abbildung
f: (X,7T)— (X', T

ist genau dann ein Homdomorphismus, wenn f stetig und offen ist (und genau
dann, wenn f stetig und abgeschlossen ist).

Beweis. Direkt aus der Definition. O

1.6 Unterraume

Definition 1.6.1. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und Y C X eine Teil-
menge. Die Unterraumtopologie Txy ist definiert durch

TX|Y 2:{OﬂY|O€T}.

Man rechnet leicht nach, dass die Axiome einer Topologie erfiillt sind. Eine
Teilmenge B C Y ist also genau dann offen in Y, wenn es eine offene Menge
O C X gibt mit B = Y N O. Eine Teilmenge A C Y ist genau dann abge-
schlossen in Y, wenn A = Y N C fiir eine abgeschlossene Teilmenge C' C X
gilt.

Zum Beispiel definiert die Unterraumtopologie auf [0,1) C R alle Teilmen-
gen A als offen, die Schnitte von [0, 1) mit offenen Mengen in R sind. Das sind
offene Intervalle sowie die halboffenen Intervalle [0,a) mit a < 1.

Satz 1.6.2. Die Inklusion v : (Y, Txyy) — (X, T) ist stetig und Txy ist die
grobste Topologie aufY sodass v stetig ist.

Uberdies gilt die folgende universelle Eigenschaft: Sei (Z,S) ein belicbiger
topologischer Raum. Fine Abbildung f : (Z,S) — (¥, Txpy) ist genau dann
stetig, wenn die Abbildung vo f: (Z,8) — (X, T) stetig ist.

Beweis. Die erste Aussage folgt wegen :71(0O) = Y N O nach Definition von
Tx|y- Wenn ¢ stetig ist, miissen jedenfalls alle O N'Y offen sein, also ist die
Unterraumtopologie grobstmoglich.

Fiir die universelle Eigenschaft bemerken wir zuerst dass, wenn f stetig ist,
auch die Verkettung stetiger Abbildungen ¢ o f stetig ist.

Sei umgekehrt ¢ o f stetig und B C Y offen, also B=Y NO mit O € T.
Dann ist

FB) = f(YNO)
)
= (o f)(0)

offen, weil die Komposition ¢ o f nach Voraussetzung stetig ist. O
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Satz 1.6.3. Die Unterraumtopologie auf Y C X ist durch die universelle Fi-
genschaft in Satz[1.6.9 eindeutig bestimmt. Sei also T’ eine andere Topologie
auf Y mit der Figenschaft, dass fir jeden topologischen Raum f : (Z,S) eine
Abbildung (Z,8) — (Y, T') genau dann stetig ist, wenn v o f stetig ist. Dann
ist idy : (Y, Txyy) = (Y, T") ein Homdéomorphismus.

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft fir 77 ist o/ : (Y,T') — (X, T)
stetig. Nach der universellen Eigenschaft fiir Ty ist dann idy : (Y,77) —
(Y, Txy) stetig da ¢/ oidy stetig ist.

Andererseits ist ¢ : (Y, Tx)y) = (X, T) stetig. Nach der universellen Eigen-
schaft fiir 77 ist dann idy : (Y, Txpy) — (Y, T7) stetig.

Damit definieren idy und id} einen Homdomorphismus. O

Bemerkungen 1.6.4.

1. Gilt X DY D Z, soist
Tx1z = Tixyyyz -

Denn O € Txz ist von der Form O’ = Z N O mit O offen in X und
somit O' = (ONY)NZ € Tixyyz-

Ist umgekehrt O" € T(x|y)z, so finde O” € Txy mit O’ = 0" N Z. Es
gibt dann O € T mit O” = ONY und somit gilt O’ = (ONY)NZ =
OonNnze 7-X|2-

2. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Dann ist Y ein metrischer
Raum mit der induzierten Metrik und erhélt so eine Topologie. Ande-
rerseits induziert d auf X eine Topologie und wir kénnen Y mit der
Unterraumtopologie versehen. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass
diese Topologien iibereinstimmen.

Definition 1.6.5. FEine Abbildung f : X’ — X heifit Einbettung, falls
f X" — f(X') ein Homéomorphismus auf das Bild f(X’) mit der Unter-
raumtopologie ist.

Beispiele 1.6.6.

1. Die Abbildung
0,1) — R?
t +— exp(2mit)

ist zwar injektiv, aber keine Einbettung, da die Umkehrabbildung nicht
stetig ist, vgl. Beispiel 2.

2. Fiir jede stetige Abbildung ¢ : R — R ist ihr Graph

f: R - RxR
t = (te(t)

eine Einbettung. Denn die Umkehrabbildung, die Projektion auf den
ersten Faktor, ist stetig.
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3. Vorsicht: Ist f : X — X’ stetig und Y C X, so ist nach Satz [1.6.2]2
fly = f o stetig, wobei Y mit der Unterraumtopologie versehen ist.
Aber man kann nicht umgekehrt aus der Stetigkeit einer Einschrankung
fly auf die Stetigkeit von f schlieBen.

Als einfaches Gegenbeispiel betrachte man

f:QCcR — R

0 z€Q
v {1 reR\Q

Die Einschrankung f|p ist als konstante Funktion stetig, f selbst aber
nirgendwo stetig.

4. Einbettungen von S' := {z € R?|||z|| = 1} in den R? heifien Knoten.
Als Beispiel betrachten wir den Kleeblattknoten und den Unknoten.

1.7 Abgeschlossene Hiille und offener Kern

Definition 1.7.1. Sei (X,7T) ein topologischer Raum und sei B C X eine
Teilmenge. Dann nennen wir

B = ﬂ C

CDB,Cabg.

die abgeschlossene Hiille oder den Abschluss von B.

Wir nennen
B = U O
OCB,O offen

den offenen Kern oder das Innere von B.

Die Idee ist, dass der Abschluss von B die kleinste abgeschlossene Menge
ist, die B enhélt. Das ist ein weiteres Beispiel einer universellen Figenschaft.
Man beachte, dass es im Allgemeinen keinen Sinn ergibt, von der kleinsten
offenen Menge zu sprechen, die B enthélt.

Beispiel 1.7.2. Sei A eines der Intervalle (a,b), [a,b] oder [a,b). Dann gilt
A =[a,b] und A = (a,b).

Satz 1.7.3. Sei (X, T) ein topologischer Raum.

1. Die abgeschlossene Hiille einer Teilmenge B C X ist abgeschlossen. Es
gilt B C B. Fir jede abgeschlossene Menge C' mit B C C' gilt auch
B C C. Insbesondere ist B = B wenn B abgeschlossen ist.

2. Der offene Kern B einer Teilmenge B C X st offen. Es gilt B C B.
Fiir jede offene Menge O mit O C B gilt auch O C B. Insbesondere ist
B = B wenn B offen ist.

3. Es gilt B = (BOC)C und B = BC . (Hier bezeichnet —C das Komplement
in X.)

14



Beweis. Dieser Beweis besteht im Wesentlichen aus der Ubersetzung von De-
finitionen.

Als Schnitt abgeschlossener Mengen, die B enthalten, ist B nach Satz
abgeschlossen und enthilt B. Per Definition ist B in jeder abgeschlossenen
Menge enthalten, die B enthilt. Ist B also abgeschlossen gilt B ¢ B und
damit B = B.

Der Beweis von 2. folgt dual.

Fiir 3. bemerken wir dass B C D genau dann gilt wenn D¢ € B¢ und D
abgeschlossen ist genau wenn U = D¢ offen ist. Nach den De Morganschen
Regeln gilt also B = UpcpDY = UpecpelU = BC. Wobei die erste Vereini-
gung iiber alle abgeschlossenen Obermengen und die zweite iiber alle offenen
Teilmengen geht. Die zweite Aussage folgt dual. n

Wir wollen nun Abschluss und inneren Kern konkreter beschreiben.

Definition 1.7.4. Ein Punkt z € X heifit Berithrpunkt einer Teilmenge
B C X, falls B jedes Umgebung von z schneidet, also falls fiir alle U € U(x)
gilt UN B # 0.

Ein Punkt x € X heifit innerer Punkt einer Teilmenge B C X, falls B
eine Umgebung von z enthélt, also falls es U € U(x) gibt mit x € U C B.

Satz 1.7.5. Sei (X,T) ein topologischer Raum mit Teilmenge A. Dann ist
die abgeschlossene Hiille A die Menge der Berihrpunkte von A. Der offene
Kern A ist die Menge der inneren Punkte von A.

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage iiber die abgeschlossene Hiille, die Aussage
iiber den inneren Kern folgt dual.

Sei x € X kein Beriihrpunkt von A. Dann existiert eine Umgebung U €
U(x) mit UNA = 0. Also ist A C X\ U. Da U eine Umgebung von z ist,
finde eine offen Teilmenge O C U, die x enthélt. Dann ist X \ U € X \ O. Es
ist X \ O abgeschlossen mit A C X \ O und somit A C X \ O. Damit ist aber
r & A.

Sei umgekehrt 2 € A. Dann existiert eine abgeschlossene Obermenge A C C
mit z ¢ C. Die offene Menge V := X \ C in X enthélt z, ist also Umgebung
von z. Sie ist aber zu A disjunkt, ANV = (). Also ist x kein Beriihrpunkt der
Menge A. O

Definition 1.7.6. Sei B C X eine Teilmenge. Dann nennen wir
OB ={zxeX| firalle Uecl(z)glt UNB#A0£UN(X\B)}=B\B

den Rand von B. Es gilt 0B = BN X \ B, jede Umgebung eines Randpunkts
von B enthilt also Punkte von B und des Komplements von B.

Bemerkungen 1.7.7.

1. Seien A, B Teilmengen eines topologischen Raums X. Aus A C B folgen
dann A C B und A C B.

2. Es gilt

AUB=AUB wdANB=ANB.
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Denn es ist AUB C A U B. Daraus folgt, dass AUB ¢ AUB =
AU B gilt, weil AU B als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen
abgeschlossen ist.

Umgekehrt folgt aus A C AU B und B C AU B, dass AC AUB und
B C AU B und somit die umgekehrte Inklusion AU B C AU B.

Der Beweis der Identitit AN B = AN B ist dual: Aus AN B C A und
ANB C Bfolgt ANB C Aund AN B C B. Daher gilt AN B C AN B.
Umgekehrt gilt AN B c AN B. Daraus folgt ANBc AN B, weil ANB
als endlicher Schnitt offener Mengen offen ist und somit gleich seinem
Inneren ist.

Definition 1.7.8. Sei (X, 7)) ein topologischer Raum.

1. Wir sagen, eine Teilmenge A C X liegt dicht in X, wenn der Abschluss
von A gleich X ist, A = X.

2. Wir sagen, eine Teilmenge A C X liegt nirgends dicht, wenn A = ()
gilt.

Beispiel 1.7.9. Wir betrachten Q C R: es ist Q = R, also liegt Q dicht in R.

Die Teilmenge Z C R ist nirgends dicht, denn Z = Z und 7 = . Auch
A = {1},cn ist in R nirgends dicht. Denn A = AU {0} und A = 0.

Definition 1.7.10. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Folge (z,)nen
mit z,, € X konvergiert gegen r € X, in Zeichen z,, — =, wenn es zu jeder
Umgebung U von z ein N € N gibt, so dass z,, € U fiir alle n > N.

Definieren wir auf X zwei Topologien, dann gibt es weniger konvergente
Folgen in der feineren Topologie als in der groberen Topologie, denn es muss
fiir mehr offene Mengen getestet werden, ob dort fast alle Folgenglieder liegen.

Beispiel 1.7.11. Betrachte die indiskrete Topologie 7 = {0}, X} aus Beispiel
1.4.3] Dann konvergiert jede Folge gegen jedes Element von X. Fiir eine Menge
X mit zwei oder mehr Elementen hat eine Folge also mehr als einen Grenzwert.

Beispiele zeigen, dass der Grenzwert einer Folge in einem allgemeinen to-
pologischen Raum nicht eindeutig sein muss. Konvergente Folgen sind also im
Allgemeinen deutlich weniger niitzlich sind als in R” (oder anderen metrischen
Réumen). Man konnte zum Beispiel vermuten, dass Beriihrpunkte von A die
Grenzwerte von Folgen in A sind. Das ist nicht immer korrekt.

1.8 Basen, Subbasen, Umgebungsbasen

Wir fithren nun Begriffe ein, die es uns erlauben, Topologien explizit anzuge-
ben.

Definition 1.8.1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

1. Eine Familie B C T heiffit Basis der Topologie 7, wenn jedes O € T
eine Vereinigung beliebig vieler B; € B ist.

2. Eine Familie § C T heiit Subbasis von 7, falls jedes O € T eine
beliebige Vereinigung endlicher Durchschnitte von Elementen S € S ist.
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Wir erinnern uns hier, dass die leere Vereinigung die leere Menge ist und
der leere Durchschnitt die gesamte Menge X ist.

Beispiele 1.8.2.

1. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist die Menge B = {B.(z)|e >
0,z € X} der offenen Kugeln eine Basis der Topologie. Denn sei O C X

offen. Finde fiir jedes x € O eine offene Kugel B(;)(x) C O und schreibe
0= UJ:EOBe(x) (l‘)

Schon die offenen Kugeln By, (z) mit n € N und € X bilden eine
Basis.

2. Die kofinale oder koendliche Topologie aus Beispiel [1.4.2/.5 hat eine Sub-
basis B = {X \ {z} | x € X}.

3. Eine Topologie T ist stets Basis fiir sich selbst.

Satz 1.8.3. Jedes System von Teilmengen S von X ist Subbasis einer Topolo-
gie T =(S). T ist die grobste Topologie die alle Elemente von S enthdlt, d.h.
jede Topologie, die alle Elemente von S enthdlt ist feiner als T .

Beweis. Wir definieren 7 als die Menge aller beliebigen Vereinigungen endli-
cher Durchschnitte von Teilmengen in S. Dann sind die Axiome fiir eine Topo-
logie erfiillt. X ist der leere Schnitt und () die leere Vereinigung. 7 ist per De-
finition unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen. Man beachte nun, dass
ein Schnitt von Vereinigungen von Schnitten selbst wieder eine Vereinigung
von Schnitten ist, also ist 7 auch unter endlichen Schnitten abgeschlossen.

Eine Basis dieser Topologie ist durch endliche Schnitte von Elementen aus
S gegeben,

B={S,N...NS;, |neNund S, €S}

und die Topologie ist

Sei T” eine Topologie, die alle Mengen aus S enthélt. Dann enthélt 77 auch
alle Vereinigungen endlicher Schnitte von Elementen von S und damit 7. [J

Bemerkungen 1.8.4.

1. Nicht jedes System B von Teilmengen von X ist Basis einer Topologie.
Ein System von Teilmengen ist genau dann Basis einer Topologie wenn,
UpegB = X gilt und wenn es fiir jedes x € UNV mit U,V € B ein
W e B gibt,sodassz € W CUNV gilt.

2. Jede Basis ist auch eine Subbasis, aber nicht jede Subbasis ist eine Basis.
(Sub-)Basen ersparen Arbeit:

Satz 1.8.5. Seien (X, T) und (X', T’) topologische Rdaume. Die folgenden
Aussagen fiir eine Abbildung f : X — X' sind dquivalent:

1. f (X, T) — (X', T) ist stetig.
2. Fiir jede Basis B' von T gilt: Fiir jedes B' € B' ist f~Y(B') offen, also
[YB)eT.
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3. Es gibt eine Basis B von T, fir die gilt: Fiir jedes B' € B' ist f~(B’)
offen.

4. Fiir jede Subbasis 8" von T gilt: Fiir jedes S" € 8 ist f~1(S") offen.

5. Es gibt eine Subbasis S' von T, fiir die gilt: Fiir jedes S’ € B' ist f~(5")
offen.

Beweis. Es gilt (1) = (2), (3), (4) und (5) da alle Elemente einer Basis oder
Subbasis offen sind. Wir brauchen nur (1) = (4).

Die Implikation (4) = (5) folgt unmittelbar, wir kénnen zum Beispiel 7’
als Subbasis fiir 77 verstehen. Genauso (2) = (3).

Fir (5) = (1) sei B’ eine Basis wie in 3. Schreibe eine beliebige offene
Menge U C X’ als Vereinigung von endlichen Schnitten von Elementen von
S’. Dann ist f~}(U) Vereinigung der endlichen Schnitte der offenen Urbilder,
und damit nach Definition selbst offen. Damit sind (1), (4) und (5) dquivalent.

Da jede Basis auch eine Subbasis ist, folgen (4) = (2) und (3) = (5).
Zusammen mit (2) = (3) zeigt das die Aquivalenz aller fiinf Bedingungen. [

Definition 1.8.6. Sei (X,7) ein topologischer Raum und z € X. Eine
Teilmenge B(x) C U(x) der Mengen aller Umgebungen von z heifit Umge-

bungsbasis von z, falls in jeder Umgebung U € U(z) ein B € B(x) liegt mit
reBCU.

Insbesondere sind die Elemente einer Umgebungsbasis B(z) Umgebungen
von x.

Beispiel 1.8.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum und x € X. Dann bilden die
offenen Kugeln (B1/,(%))nen eine Umgebungsbasis von x.

Beispiel 1.8.8. Fiir jeden topologischen Raum (X, 7") mit Basis B und jeden
Punkt x € X ist das System von Teilmengen B(x) == {B € B|z € B} eine
Umgebungsbasis von x. Sei U 3 x eine Umgebung; finde eine offene Menge
x € O C U, die als Vereinigung von Mengen in der Basis B geschrieben werden
kann, O = U;¢;0;. Wenigstens eine offene Menge O; enthilt x, also O; € B(x)
und es ist O; C U.

Satz 1.8.9. Seien (X,T) und (X', T") topologische Réiume. Eine Abbildung
[ X — X' ist genau dann stetig in v € X, wenn f~1(U) € U(x) fir alle
U e B(f(x)), wobei B(f(z)) eine Umgebungsbasis des Bildes f(x) ist.

Beweis. Ist f in x € X stetig, so sind nach Definition die Urbilder von Um-
gebungen des Bildes f(x) Umgebungen von z, also insbesondere die Urbilder
der Mengen in der Umgebungsbasis B(f(z)).

Umgekehrt sei U eine beliebige Umgebung von f(x). U enthélt eine Um-
gebung B € B(f(z)). Wir haben f~}(B) C f~Y(U) und f~(B) ist nach Vor-
aussetzung eine Umgebung von x. Deswegen ist auch f~'(U) eine Umbegung
von . O
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1.9 Abzihlbarkeit

Wir diskutieren nun Abzédhlbarkeitseigenschaften:

Definition 1.9.1. Ein topologischer Raum (X, 7) erfiillt das erste Abzé&hlbar-
keitsaxiom (AZ1), wenn jeder Punkt von X eine abzéhlbare Umgebungsbasis
besitzt.

X erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom (AZ2), wenn die Topologie T
eine abzéhlbare Basis besitzt.

Bemerkung 1.9.2. (AZ2) impliziert offensichtlich (AZ1): ist B eine abzihl-
bare Basis, so ist auch die Umgebungsbasis B(x) aus Beispiel abzahlbar.

Beispiele 1.9.3.

1. Fir jeden metrischen Raum (X, d) gilt die Abzéhlbarkeitseigenschaft
(AZ1): betrachte fiir gegebenes x € X die offenen Kugeln B, () mit

n € N, vgl. Beispiel [[.8.7]

2. Der R™ mit der euklidischen Topologie erfiillt (AZ2): betrachte B/, ()
fiir alle n € N und alle z € Q".

3. Sei X eine iiberabzéhlbare Menge mit diskreter Topologie aus Beispiel
[1.4.2]3. Dann gilt (AZ1), denn fiir jeden Punkt z € X ist {z} € U(x) eine
einelementige Umgebungsbasis. Aber (AZ2) gilt nicht, denn eine Basis
muss {x} fiir jeden Punkt = enthalten.

Der folgende Satz ist insbesondere wichtig fiir metrische Raume, wir be-
weisen ihn aber in groflerer Allgemeinheit.

Satz 1.9.4. Fin topologischer Raum (X, T) erfille die Abzihlbarkeitseigen-
schaft (AZ1). Dann gilt:

1. x € A genau dann, wenn es eine Folge (ay,) in A gibt mit a, — x.

2. Sei (X', T") ein beliebiger weiterer topologischer Raum (der nicht unbe-
dingt (AZ1) erfillen muss). Dann ist eine Abbildung f : X — X' stetig
inx € X genau dann, wenn aus x, — x folgt f(x,) — f(z).

Gilt also die Abzéhlbarkeitsbedingung (AZ1) im Urbild, so reduziert sich
Stetigkeit auf Folgenstetigkeit.

Beweis. Wir beweisen 1. Es gebe eine Folge a,, — a mit a,, € A. Dann liegen
in jeder Umgebung U von a fast alle Folgenglieder, und diese sind Elemen-
te von A. Also ist U N A # () fiir jede Umgebung U von a. Also ist a ein
Berithrpunkt von A; nach Satz m gilt @ € A. In diese Richtung geht die
Abzahlbarkeitseigenschaft (AZ1) nicht ein.

Sei umgekehrt a € A. Wihle wegen (AZ1) eine abzihlbare Umgebungsbasis
(Us)ien von x. Nun setze Vy = Uy, Vo := Uy NUsy und induktiv V,, .=V, _1NU,,
so dass wir eine Umgebungsbasis von x bekommen, mit V,, C V,,_;. In jedem
V,, N A liegt, da a € A nach Satz m Beriihrpunkt von A ist, mindestens ein
Punkt; wir wahlen einen solchen, a,, € V,, N A.

Diese Folge konvergiert gegen a: denn sei W eine beliebige Umgebung von x,
dann gibt es N € N mit Uy C W und somit Vy C W und sogar V,, C Vy C W
fir alle n > N. Insbesondere ist a;, € W fiir alle £ > N.
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Wenden wir uns nun 2. zu. Sei f: X — X’ stetig in x € X im Sinne von
Definition [1.4.5} dann folgt die Folgenstetigkeit wie aus der Analysis bekannt:
sei , — z und U eine Umgebung von f(z). Dann ist f~1(U) C X eine
Umgebung von x und enthélt fast alle Folgenglieder von (x,). Damit liegen
aber auch fast alle Folgenglieder der Folge (f(x,)) in U. Auch hier geht die
Abzahlbarkeitseigenschaft (AZ1) nicht ein.

Umgekehrt nehmen wir an, dass die Funktion f nicht stetig in x ist. Das
bedeutet, dass eine Umgebung U von f(z) existiert, fiir die f~(U) keine Um-
gebung von x ist.

Sei B = (B,,)nen eine abzihlbare Umgebungsbasis des Punktes x. Fiir jedes
n € N ist der endliche Schnitt C,, = (;_, Bx eine Umgebung von z. Fiir jedes
n € Ngilt C,, € f~1(U), denn sonst wire auch f~1(U) als Obermenge eine
Umgebung von z. Wir wihlen ein Element z,, € C,,\ f~*(U). Die Folge (2, )nen
konvergiert gegen x, was man #hnlich wie im dritten Absatz sieht. Aber die
Folge f(z,)nen kann nicht gegen f(x) konvergieren, weil fiir jedes n € N das
Element f(x,) nicht in U liegt. Deswegen ist f nicht folgenstetig in x. O]

Korollar 1.9.5. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes (X,T) mit
Figenschaft (AZ1) ist genau dann abgeschlossen wenn fiir jede konvergierende
Folge x,, — = in X mit (z,) C A auch x € A gilt.

Beweis. Angenommen A ist abgeschlosen, dann is A = A und A enthélt nach
Satz[1.9.41 alle Grenzwerte von Folgen in A. Wenn umgekehrt A alle Grenz-
werte enthélt dann gilt A D A und A ist abgeschlossen. O

Satz 1.9.6 (Urysohnscher Einbettungssatz). Sei (X,T) ein topologischer
Raum, der die Abzdhlbarkeitseigenschaft (AZ2) erfille. Dann gibt es eine
abzdhlbare dichte Teilmenge in X.

Beweis. Sei (B,,)nen ein abzihlbares System von Basismengen. Wihle fiir jedes
n € N einen Punkt p, € B,. Dann ist die Menge P := {p, }nen dicht.

Denn in jeder Umgebung U € U(z) jedes Punktes z € X liegt eine offene
Menge O C U, die x enthélt. O enthélt eine offene Menge B; der Basis und
somit den Punkt p;. Also p; € B; C O C U und damit ist U N P # 0. O

1.10 Initialtopologie und Produkt

Wir wollen uns nun der Konstruktion neuer topologischer Rdume aus alten
zuwenden. Wenn wir eine Familie von Mengen { A4, };c; haben, kénnen wir zum
Beispiel das kartesische Produkt [[..; A; oder die disjunkte Vereinigung IT;c; A;
bilden.

Wir wenden uns zuerst dem Produkt zu. Wenn wir die gleiche Konstrukti-
on mit topologischen Rdumen {(X;, T;) }ie; durchfithren wollen, dann kénnen
wir [ [, X; als zugrunde legende Menge verwenden. Aber welche Topologie ver-
wenden wir?

Wir erinnern uns, dass das Produkt [[, X; natiirliche Projektionen 7, :
[1X: — X; zu all seinen Faktoren hat. All diese Projektionen sollten stetig
sein.

Wir definieren:

i€l
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Definition 1.10.1. Gegeben sei eine Menge M, eine Familie von topologi-
schen Réaumen (X;, 7;);cr und eine Familie von Abbildungen (f; : M — X});er.
Die Initialtopologie auf M beziiglich der Familie (f;);cs ist die grobste To-
pologie, so dass alle f; stetig sind.

Wir miissen natiirlich zeigen, dass eine solche Topologie existiert.

Warum haben wir die gréobste Topologie gewéhlt und nicht die feinste? Die
feinste Topologie auf M ist die diskrete Topologe. Sie macht offensichtlich alle
fi stetig und enthélt gleichzeitig keinerlei Informationen iiber die f;.

Beispiel 1.10.2. Die Unterraumtopologie auf U C X aus Definition ist
die Initaltopologie beziiglich der Inklusion U — X.

Der folgende Satz rechtfertigt unsere Definition. Man beachte, dass dies
eine Verallgemeinerung von Satz ist.

Satz 1.10.3. Mit Notation wie in Definition |1.10.1| gilt: Die Initialtopologie
auf M ist eindeutig definiert und hat die Subbasis

S=Uier{fi (0:) | 0:i€Ti } .

Uberdies gilt die folgende universelle Eigenschaft: Ist T ein beliebiger topo-
logischer Raum, so ist eine Abbildung g : T — M genau dann stetig, wenn die
Kompositionen f;0qg:T — X; fir alle i € I stetig sind,

T—%(M,T)

Jiog lfi

Man koénnte die Initialtopologie auch direkt mit der universellen Eigen-
schaft definieren. Aber auch dann muss die Existenz gezeigt werden. Oder
man definiert die offenen Mengen iiber die Subbasis, dann ist die Existenz
klar, aber die universelle Eigenschaft muss gezeigt werden.

Beweis. Die Initialtopologie 7 muss sicher die Mengen in der Subbasis S ent-
halten, denn andernfalls wire eine der f; nicht stetig. Nach Satz gibt es
eine grobste solche Topologie, namlich T = (S).

Es bleibt zu zeigen, dass die durch & erzeugte Topologie die universelle
Eigenschaft erfiillt. Klar ist eine Richtung: wenn g : " — (M, T) stetig ist, so
ist die Verkettung f; o g stetig.

Seien also umgekehrt die Abbildungen f;og fiir alle i € I stetig. Wir miissen
wegen Satz zeigen, dass fiir jedes S € S die Menge g~ !(5) offen in T ist.
Nun ist aber fiir ein 7 € I und O; € 7; die Menge S = fi_l(Oi). Dann ist

g7(S) =g f7H(0) = (fio9)7(O)
offen, da f; o g stetig ist. m

Wir kehren zuriick zum kartesischen Produkt von Mengen. Fiir eine belie-
bige Familie X; von Mengen ist []..,; X; die Menge, deren Elemente Familien
(x;)ier von Elementen mit z; € X; sind. Es existiert fiir jedes i eine Projektion

T - HjEIXj — Xz

(Tj)jer = @,
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fiir die die folgende universelle Eigenschaft gilt: Ist T" eine beliebige Menge, so
gibt es eine Bijektion zwischen Abbildungen f : 7" — [][..; X; und Familien
von Abbildungen (f; : T'— X})ier,

Jel

die gegeben ist durch

HOHI(T,H]EIX]‘) — ng[Hom(T7Xj)
o= (w0 fjer

Hier steht Hom(—, —) fiir die Menge aller Abbildungen zwischen zwei Mengen.
Die Umkehrabbildung schickt die Familie (f;);c; auf die Abbildung

f: T — HjGIXj
t = (.., f;i®),...)

Wir beschreiben also die Menge [] ser Xi dadurch, dass wir die Abbildungen
aus einer beliebigen Menge 7' in das kartesische Produkt [] jer Xi hinein be-
schreiben.

Definition 1.10.4. Sei (X, 7;)icsr eine Familie topologischer Rdume. Die
Initialtopologie auf der Menge X := [[,.; X; beziiglich der Projektionen
o Hje] X; — X, heiit die Produkttopologie auf X.

Die universelle Eigenschaft der Produkttopologie bedeutet, dass wir, wie
in der Analysis, Abbildungen komponentenweise auf Stetigkeit priifen kénnen.

Satz 1.10.5. Die Produkttopologie ([[,.; Xi, T) hat die Basis

B = {HOZ-|O,- €T, 0, =X, fir fast allei € I'}
iel
Bewers. Nach Satz [1.10.3] hat die Produkttopologie eine Subbasis bestehend
aus den 7~ 1(O;) fiir O; € T;. Es gilt

_ . X, firj#1
jer '

Die Basis besteht also nach Satz [[.8.3] aus den endlichen Schnitten dieser
Mengen. Wir betrachten eine beliebige endliche Familie offener Mengen in
den X;, die wir als {Og;}aca(y),jes schreiben mit O,; € X;. Endlich heifit
insbesondere, dass J und alle A(j) endlich sind. Dann gilt

ﬂ 7T]‘_1(Oaj) == HUz mit Uj == { Xj fiir J Q J

O T fir
a€A(j)j€] Naca)Oaj € T; fiir j € J

Da J endlich ist sind damit die endlichen Schnitte der Subbasis genau die
Elemente von B. L
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Satz 1.10.6. Sei weiterhin (X;,T;)ier eine Familie topologischer Raume. Es
gibt eine Bijektion zwischen Familien stetiger Funktionen (f; : T — X;)ier
und stetigen Funktion f: T — [[,c; Xi.

Beweis. Wir haben eine Bijektion von Funktionen aufgrund der universellen
Eigenschaft des kartesischen Produkts von Mengen, insbesondere definieren

f@) = (... fi®), ).

Es bleibt, zu priifen, dass f genau dann stetig ist, wenn alle f; stetig sind.
Da fiir alle ¢ € I gilt dass m; 0 f = f; folgt dies aus der universellen Eigenschaft
der Initialtopologie aus Satz[1.10.3] O

Beispiele 1.10.7.

1. R™ wird mit der Produkttopologie der euklidischen Topologie auf R ver-
sehen. Die Basis besteht aus offenen Quadern. Man priift leicht, dass die
Produkttopologie mit der euklidischen Topologie auf R™ iibereinstimmt.

2. Sei fiir jedes i € I eine Teilmenge A; C X; gegeben. Einerseits kénnen
wir A; mit der Unterraumtopologie versehen und dann auf dem Produkt
[T A; der topologischen Raume die Produkttopologie 7py 4, betrachten.
Andererseits ist [ [,.; Ai C [],c; Xi eine Teilmenge. Versehen wir [[..; X;
mit der Produkttopologie, so hat die Teilmenge nach Definition[1.6.1]eine
Unterraumtopologie 7y, ;|17 4,- Beide Topologien sind gleich,

Tria, = T, x4, -

Denn eine Subbasis der Produkttopologie auf [ A; ist gegeben durch die
Mengen 7; *(O) mit O offen in A;. Nun ist aber O = A, NO mit O € Tx,.
Wir bezeichnen mit 7; die Verkniipfung der Inklusion [[ A; C [] X; mit
der Projektion von [[ X; nach X;. Das ist die gleiche Abbildung wie die
Verkniipfung von m; mit der Inklusion A; C X;. Dann ist

w1 (0) = m H(A) N7 0) = <H Aj) N7 '(0).

Damit sind die 7; 1(O;) auch eine Subbasis der Unterraumtopologie.

3. Insbesondere ist mit S* € R? der n-Torus S' x ... x S! in natiirlicher
—— ——

n
Weise ein topologischer Raum.

4. Sei X; fiir alle ¢ € I ein diskreter topologischer Raum mit | X;| > 1. Dann
ist die Produkttopologie auf [],., X; genau dann diskret, wenn I endlich
ist.

Denn ist [ = {1,2,...n} endlich, so ist O; x Oy X ...O,, mit beliebigen
Teilmengen

eine Basis der Topologie von [[,c; X;. Somit ist Trp,_, x, = P([[ic; Xi)
und die Topologie auf dem Produkt ist diskret.
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Ist dagegen I unendlich, so treten in der Basis der Produkttopologie nur
Mengen der Form [ O; mit O; = X fur fast alle ¢ € I auf. Nur Mengen
dieser Form sind offen, die Topologie kann daher nicht diskret sein.

5. Was passiert, wenn unsere Indexmenge I leer ist? Diese Frage ist nicht so
uninteressant, wie sie klingt. Die folgende Diskussion gilt fiir topologische
Raume genau wie fiir Mengen.

Die Menge []; hat genau ein Element, namlich die leere Familie (). Die
universelle Eigenschaft besagt, dass wir fiir jede Menge T" mit Funktio-
nen {f; : T — X;}icp eine eindeutige Funktion 7" — [] X; haben. Die
Bedingung iiber Funktionen ist aber leer, also muss es fiir jede Menge T
genau eine Funktion T — [, geben. Diese universelle Eigenschaft erfiillt
die Menge mit einem Element.

1.11 Finaltopologie und Summe

Dual zum Begriff der Initialtopologie ist der Begriff der Finaltopologie.

Definition 1.11.1. Gegeben sei eine Menge M, eine Familie von topologi-
schen Rdumen (X;, 7;);c; und eine Familie von Abbildungen (f; : X; — M);¢;.
Die Finaltopologie auf M beziiglich (f;);cr ist die feinste Topologie so dass
alle f; stetig sind.

Der folgende Satz ist Dual zu Satz [1.10.3

Satz 1.11.2. Auf M gibt es beziiglich (f;)ic; eine eindeutig bestimmte Final-
topologie. Die offenen Mengen sind

T={OCM sodass f7'(O)eT;, firaleicl}.

Die Finaltopologie erfiillt die folgende unverselle Figenschaft: Ist T ein belie-
biger topologischer Raum, so ist eine Abbildung g : M — T genau dann stetig,
wenn go f; : X; = T fiir alle 1 € I stetig ist,

(M, T)L—T

fiT gofi

Beweis. Die Finaltopologie T ist eine Topologie da alle Urbilder mit Schnitten
und Vereinigungen kommutieren. Sei 7 eine andere Topologie, so dass alle f;
stetig. Sei U € T, dann sind alle f; ' (U) offen, also ist U € T, also ist T feiner
als 7.

Wir beweisen die universelle Eigenschaft. Wenn g : T'— (M, T) stetig ist,
so sind die Verkettungen f; o g stetig.

Seien umgekehrt die Abbildungen g o f; fiir alle ¢ € I stetig. Sei O € T.
Wir miissen zeigen, dass g~'(O) offen ist. Per Definition reicht es zu zeigen,
dass alle f; '¢g~1(O) offen sind, was aus der Stetigkeit der g o f; folgt. O

Als néchstes erinnern wir an den Begriff aus der Mengenlehre, der dual
zum kartesischen Produkt von Mengen ist.
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Gegeben sei eine Familie von Mengen (X)) es. Bilde die Familie von Mengen
Xi={(z;,5) |z € X5} =X;x{j}.
Dann ist die disjunkte Vereinigung die Menge
Sie kommt mit Injektionen

LZ'ZXZ' — HjGIXj
T; (ZEZ,Z)GX,LI,

fiir die die folgende universelle Eigenschaft gilt: Ist T" eine beliebige Menge,
gibt es eine Bijektion zwischen Abbildungen f : Ijc;X; — T und Familien
von Abbildungen (f; : X; — T)ier,

HjEIXj f—> T
”T £
Xi

die gegeben ist durch

[1;e; Hom(X;,T)
(fous)jer

Die Umkehrabbildung schickt eine Familie (f;);e; auf die Abbildung

HOm(Hjerj,T) —
f =

f : Hje X i T
(z5,5) = fi(z;)
Wir beschreiben also die Menge II,;c;.X; dadurch, dass wir die Abbildungen
aus I;c7X; heraus in eine beliebige Menge 7" hinein beschreiben. Die disjunkte

Vereinigung ist also dual zum Produkt. Wer werden spéter auf diesen Punkt
zuriickkommen.

Definition 1.11.3 (Topologische Summen). Gegeben seien topologische
Raume (X, 7;)es. Die Topologie auf der disjunkten Vereinigung X = IL;¢;X;
mit offenen Mengen

T={0CX|ONX; T, firallejecl}

heifit Summentopologie auf X.
Statt ON X sollten wir korrekter ¢; '(O) C X schreiben. Wir identifizieren
aber stillschweigend X; mit ¢;(X;) C X.

Es folgt direkt aus Satz|[1.11.2] dass die Summentopologie genau die Final-
topologie auf IT;c; X ist.

Satz 1.11.4 (Universelle Eigenschaft der direkten Summe). Seien (X;,T;);es
und (T, S) topologische Riume. Es gibt eine Bijektion zwischen Familien steti-
ger Abbildungen (g; : X; — T')jer und stetigen Abbildung g : X = ;e X; = T
mit g; = g ot;.
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Beweis. Die Bijektion von Funktionen existiert fiir Abbildung von Mengen
wegen der universellen Eigenschaft der disjunkten Vereinigung von Mengen.
Wegen der universellen Eigenschaft der Finaltopologie ist g stetig genau wenn
alle g o ¢; stetig sind. O]

Die leere Vereinigung Il ist die leere Menge (mit ihrer trivialen Topologie),

dies erfiillt Satz|1.11.4] da es immer genau eine Funktion von der leeren Menge
gibt.

Bemerkung 1.11.5. Sei X ein topologischer Raum, der als Menge eine dis-
junkte Vereinigung von Untermengen ist, X = U;c;X;, die alle offen in X sind.
(Wegen X; = X \ U;; X; ist dann auch jedes X; abgeschlossen in X.) Dann ist
die Abbildung X — I/ X}, die z; € X; auf (x;,1) € ;e X; schickt, injektiv,
surjektiv, stetig und offen. Also ist X als topologischer Raum homéomorph
zur Summe X = 11, .X;.

Die Annahme, dass alle X; offen sind ist notwendig. [0, 1] IT (1, 2] ist nicht
homoomorph zu [0, 2]. Die Aussage ist scheinbar offensichtlich, aber nicht ganz
trivial zu beweisen. Man sieht leicht, dass [0, 1] I (1, 2] homéomorph zu [0, 1]U
(2,3] C R ist. Wenn es also eine stetige Surjektion von [0, 2] nach [0, 1] I (1, 2]
gibt, dann gibt es durch Verkniipfung eine stetige Funktion [0,2] — R deren
Bild 0 und 3 enthélt, nicht aber 2. Das widerspricht dem Zwischenwertsatz.

Wir werden bald zahlreiche Techniken entwickeln, die solche Beweise ein-
facher machen.

1.12 Quotientenriume
Wir wenden uns nun dem dualen Konzept zur Unterraumtopologie zu.

Definition 1.12.1. Sei X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzre-
lation auf X. Sei 7 : X — X/. die kanonische Projektion. Die Finaltopologie
auf X/ beziiglich m heifit Quotiententopologie 7. und X/. heifit Quoti-
entenraum von X beziiglich der Aquivalenzrelation ~.

Es ist also O C X/ nach Satz[1.11.2| genau dann offen, wenn 7=1(O) offen
in X ist.
Aus Satz [1.11.2] folgt auch sofort:

Satz 1.12.2. Sei 7 : X — X/. wie in Definition |[1.12.1. Die Abbildung f :
X/ =Y ist genau dann stetig ist wenn f o stetig ist.

Auch wenn duale Begriffe formal sehr dhnlich sind, gilt dennoch zu beach-
ten: Die Beispiele die aus dualen Phdnomenen erwachsen kénnen sehr unter-
schiedlich sein. Psychologisch féllt uns oft ein Konzept deutlich leichter als sein
Duales. Die meisten von uns finden Untergruppen und Unterrdume freundli-
cher als Quotientengruppen und Quotientenrdume. Aber zahlreiche interessan-
te Beispiele fiir topologische Réaume treffen wir zuerst als Quotientenrdume.

Beispiel 1.12.3. Betrachte auf X = R die Aquivalenzrelation mit = ~ y
genau dann, wenn x —y € Z. Wir schreiben R/Z fiir R/ und sehen, dass
R/Z =S
Hierzu betrachten wir
f: R — R?
t +— exp(2mit)
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Die Abbildung ist stetig und faktorisiert durch f : R/Z — S'. Nach der
universellen Eigenschaft der Quotintentopologie (Satz ist die induzierte
Funktion R/Z — R? stetig, und nach der universellen Eigenschaft der Unter-
raumtopologie (Satz auch f : R/Z — S'. Da f bijektiv ist, miissen wir
nur noch priifen, dass es offen ist. Aber das ist ersichtlich.

Definition 1.12.4. Sei (X, 7)) ein topologischer Raum und A C X nicht leer.
Betrachte die Aquivalenzrelation mit a ~4 o falls a,a’ € A, und (z ~4 ) fiir
alle x. Dann setze

X/A=X/., .

Wir setzen X /g = X 1T {x}.

Im Quotientenraum X 4 werden also alle Punkte der Teilmenge A C X zu
einem Punkt identifiziert (selbst wenn es keine Punkte in A gibt). Damit hat
X/A immer einen ausgezeichneten Punkt.

Wir beachten, dass dies mit der Notation in Beispiel in Konflikt

steht, und ignorieren diesen Punkt vorerst.
Beispiele 1.12.5.

1. Seien X,Y topologische Rdume und Punkte zy € X, yo € Y gewihlt.
Dann betrachte A := {xg,yo} C X II'Y. Dann heifit

XVY :=XTY/A=XTY/zo~ yo

das Bouquet oder die verbundene Summe von X und Y. Es héngt
im Allgemeinen von der Wahl der Punkte z, yo ab.

Zum Beispiel ist S! VS! eine Figur von der Form zweier sich beriihrender
Kreise, also eine 8.

2. Als Quotienten des Quadrates [0,1]? finden wir den Zylinder, das M&bi-
usband, den Torus und die Kleinsche Flasche. Den Torus haben wir schon
als (S')? kennengelernt, einen Beweis reichen wir spiter nach.

3. Der Quotient D?/0D? ist die Sphiire S?.

Man kann dies zum Beispiel sehen, indem man S? \ {N} erst durch ste-
reografische Projektion nach R? und dann in das Innere von D? schickt.
N wird mit dem Punkt oo identifizert, der 0D reprisentiert. Diese Ab-
bildung ist bijektiv.

Es ist noch Stetigkeit zu priifen, wobei vor allem Stetigkeit in NV bzw. oo
interessant ist. Es reicht, die Komplemente der offenen Umgebungen von
N und oo zu identifieziern. Die Komplemente der offenen Umgebungen
von N sind genau die abgeschlossenen Teilmengen, die disjunkt von N
sind. , Genauso sind die Komplemente der offenen Umgebungen von oo
die abgeschlossener Teilmengen von D?, die disjunkt von dD? sind. Diese
Mengen werden von der stereographischen Projektion identifiziert.

4. Seien XY mit Punkten zyp € X und yo € Y wie in 1. gewahlt. Die
Abbildungen
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induzieren eine Abbildung XITIY — X XY, die xg und yo auf den gleichen
Punkt (xg,yo) schickt, sonst aber injektiv ist und daher eine Injektion

XVY =X xY.

Dann heifit der topologische Raum X AY = X x Y/X VY das Smas-
hprodukt von X und Y.

Wir {iberlegen uns als Beispiel das Smashprodukt S! A S*. Das Produkt
St x S! ist ein zweidimensionaler Torus, die Teilmenge S' Vv S! darin
sind ein Meridian und eine Lénge, die sich in einem Punkt schneiden.
Kontrahiert man diese auf einen Punkt, so erhdlt man die Sphére S2,
das folgt aus Beispielen 2 und 3.

Allgemeiner gilt S® A S™ = S*™,

5. Betrachte die auf S C R® von & ~ —x erzeugte Aquivalenzrelation. Der
Raum RP? := S§?/ heifit projektive Ebene.

Betrachte auf R3 \ {0} die Aquivalenzrelation x ~ y, falls es A # 0 gibt,
so dass = \y. Ahnlich betrachte auf der abgeschlossenen Kreisscheibe
D? ¢ R? die Aquivalenzrelation mit z ~ —z fir z € S' C D?, bei der
antipodale Punkte auf dem Rand der Kreisscheibe identifiziert werden.
Dann gilt

RP?:=8§%/. = R*\ {0}/~ = D?/..

Man kann direkt zeigen, dass die natiirlichen Abbildungen
Hom&omorphismen sind. Zum Beispiel induziert die natiirliche
Einbettung S* — R3 \ {0} eine Bijektion j der Quotienten. Da
S? — R3\ {0} — R3\ {0}/~ stetig ist, folgt aus der universellen
Eigenschaft der Quotientiententopologie (Satz[1.11.2)), dass auch j stetig
ist. Man kann nun enteweder direkt priifen, dass j auch offen ist, oder
mithilfe der Funktion z +— z/||z|| ein Inverses von j konstruieren (das
wieder nach der universellen Eigenschaft stetig ist).

6. Definiere auf X := R x {£1} die Aquivalenzrelation (z,1) ~ (z,—1)
fir  # 0. (Aber (0,1) und (0, —1) sind nicht dquivalent.) Der Quotien-
tenraum ist eine “Gerade mit zwei Urspriingen”. Man kann die beiden
Punkte (0, —1) und (0, 1) nicht durch disjunkte offene Umgebungen tren-
nen.

1.13 Hausdorffsche Riaume

Eine wichtige Eigenschaft metrischer Rdume ist, dass es genug offene Mengen
gibt, um alle Punkte voneinander zu unterscheiden.

Definition 1.13.1. Ein topologischer Raum (X, 7") heit Hausdorff-Raum
oder Hausdorffscher Raum wenn es fiir jedes Paar von verschiedenen Punk-
tion z,y € X Umgebungen z € U und y € V gibt so dass UNV = ().

Die Hausdorff-Eigenschaft ist ein Beispiel fiir eine Trennungseigenschaft.
Es gibt zahlreiche weitere, die aber deutlich weniger bedeutsam sind.

Satz 1.13.2. Jeder metrisierbare Raum ist ein Hausdorff-Raum.
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Beweis. Wihle € kleiner als die Halfte des Abstandes der beiden Punkte. Dann
sind die € -Umgebungen der Punkte disjunkt. O

Man sieht leicht dass in Hausdorff-Rdumen Grenzwerte von Folgen eindeu-
tig sind. Das gilt nicht in allgemeinen topologischen Rdumen, wir erinnern uns
aus Beispiel dass in der indiskreten Topologie Grenzwerte nicht eindeu-
tig sind.

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Wir erinnern uns aus Kapitel [1.10]
dass X x X mit der Produkttopologie wieder ein topologischer Raum ist. Wir
kénnen Hausdorff-Réume auch folgendermafien charakterisieren:

Satz 1.13.3. Ein topologischer Raum ist genau dann Hausdorffsch, wenn die
Diagonale

A={(r,r) e X x X} CXxX
i X x X abgeschlossen ist.

Beweis. Esist ¢ # y genau dann, wenn (z,y) ¢ A. Die Diagonale A ist genau
dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ A offen ist, d.h. wenn es fiir
jedes (z,y) € A offene Mengen Oy, Oy gibt mit (z,y) € O; X Oy C X x X \ A.
Das ist aber genau dann der Fall, wenn z € Oy, y € O, und O;N Oy = (). Dann
ist aber X nach Definition Hausdorffsch. O

Satz 1.13.4. Ist ein topologischer Raum X Hausdorffsch, so ist auch jede
Teilmenge Y C X mit der induzierten Topologie Hausdorffsch.

Beweis. Sei X Hausdorffsch, Y € X und zy,22 € Y mit 27y # x5. Da X
HausdorfIsch ist, gibt es Umgebungen U; von z; und U, von xo mit U;NUy = 0.
Dann sind U] = U; N'Y Umgebungen von z; im Unterraum Y und auch
disjunkt, U] N U5 = 0. O

In Beispiel [1.12.5{6 haben wir gesehen (auch wenn wir das Vokabular noch
nicht kannten), dass der Quotient eines Hausdorffschen Raumes nicht Haus-
dorff sein muss. Es gilt aber:

Satz 1.13.5. Sei X ein Hausdorff-Raum und A C X mit der Eigenschaft,
dass es fiir jedes x ¢ A disjunkte offene Mengen U und V' gibt mit x € U und
A C V. Dann ist X/A Hausdorffsch.

Beweis. Seien z,y € X/A verschiedene Punkte. Sind beide vom Punkt [A]
verschieden, so betrachte die eindeutigen Repréasentanten in X und disjunkte
Umgebungen in X, die A nicht treffen. (Dies ist moglich da wir stets mit
Umgebungen schneiden koénnen, die A nicht treffen.)

Die Bilder dieser Umgebungen in X/A trennen die Punkte. Ist einer der
Punkte y = [A], so benutzen wir die Annahme, um das Urbild von  und A in
X durch offenen Umgebungen zu trennen. O

Wir kénnen nun eine wichtige Klasse von topologischen Rdumen definieren.

Definition 1.13.6. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein Haus-
doffscher Raum (X,7) mit einer abzéhlbaren Basis (in anderen Worten X
erfiillt AZ2), der iiberdies die folgende Eigenschaft erfiillt: Fiir jeden Punkt
x € X gibt es eine Umgebung U C X, die homéomorph zur offenen Kugel in
R™ ist.

Beispiele sind R" selbst, S* = {z € R"™ | ||z|| = 1}, der n-torus (S')*"
oder die projektive Ebene RP™ aus Beispiel [1.12.5]5.
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1.14 Zusammenhang

Definition 1.14.1. Ein topologischer Raum (X,7) heift zusam-
menhingend, wenn er nicht die disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer of-
fener Teilmengen ist.

Bemerkungen 1.14.2.

1. Aquivalent kann man einen zusammenhingenden Raum dadurch cha-
rakterisieren, dass er nicht disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer ab-
geschlossener Teilmengen ist.

2. Kann man also einen zusammenhdngenden topologischen Raum X
schreiben als X = K; U Ky mit K; N Ky = () sowie K; und K, bei-
de offen (oder beide abgeschlossen), so gilt K; = () oder Ky = .

3. Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhingend, wenn ()
und X die einzigen Teilmengen sind, die gleichzeitig offen und abge-
schlossen sind.

4. Eine Menge X mit diskreter Topologie ist nicht zusammenhéngend, falls
sie mehr als ein Element hat.

Korollar 1.14.3 (Zwischenwertsatz). Sei X ein zusammenhingender to-
pologischer Raum, Y ein topologischer Raum und f : X — Y stetig. Dann ist
das Bild f(X) C Y zusammenhdingend.

Beweis. Angenommen, das Bild f(X) lasst sich schreiben als disjunkte Verei-
nigung von nicht-leeren offenen Mengen in f(X), f(X) = O;UO,. Dann gilt
auch X = f~1(0;)Uf~1(Oy) mit nicht-leeren offenen Mengen, im Widerspruch
zur Annahme, dass X zusammenhéngend ist O]

Insbesondere ist ein zu einem zusammenhingenden Raum homéomorpher
Raum zusammenhéngend, Zusammenhang ist also eine topologische Eigen-
schaft.

Satz 1.14.4. Das Interval [0, 1] mit der von der euklidischen Topologie auf R
induzierten Topologie ist zusammenhdngend.

Da je zwei abgeschlossene Intervalle homéomorph sind, sind alle abgeschlos-
senen Intervalle zusammenhéngend.

Beweis. Angenommen, wir finden eine Zerlegung [0, 1] = Ko Il K7, mit Ky, K,
offen und nicht-leer. Wir kénnen 1 € K; annehmen. Weil K offen ist, liegt
eine Umgebung von 1 in K7, also ist s := sup Ky < 1.
Angenommen s € Ky. Dann finde, weil K, offen ist, ein offenes Interval
B.(s) C Ky. Dann ist aber s + 5 € Ko und s nicht das supremum von K
Angenommen, s € K;. Dann finde, weil K; offen ist, eine Umgebung
B(s) C Ky von s. Dann kann aber s nicht das supremum von K sein, weil

alle Elemente von Ky kleiner als s — £ sind. O

Aus unseren Ergebnissen folgt nun:
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Korollar 1.14.5 (Klassischer Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetige
Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall. Fir jedes ¢ mit f(a) < ¢ < f(b)
gibt es wenigstens ein t € [a,b] mit f(t) = (.

Beweis. Andernfalls zerlege das Bild

f(la; 8]) = (f([a,b]) N (=00,¢)) U (f(la,b]) N (¢, 00))

in disjunkte nicht-leere offene Teilmengen. Aber nach Satz|1.14.4|ist [a, b] zu-
sammenhédngend und nach Korollar [1.14.3] damit auch f([a,b]). Das ist ein
Widerspruch. O

Das folgende Lemma ist oft sehr hilfreich zur Charakteriserung zusam-
menhédngender Raume.

Lemma 1.14.6. FEin topologischer Raum (X,T) ist genau dann zusam-
menhdngend, wenn jede stetige Funktion von X in den diskreten Raum 2 =
{0,1} konstant ist.

Beweis. Ist X nicht zusammenhingend, schreibe X = AU(X \ A) mit A und
X \ A offen und abgeschlossen. Dann ist die Funktion f: X — 2 mit f|4 =0
und f|x\a = 1 nicht konstant auf X, aber stetig, weil die Urbilder offener
Mengen offen sind.

Umgekehrt gebe es eine nicht-konstante stetige Funktion f : X — 2. Dann
ist X die Vereinigung der disjunkten nichtleeren offenen Mengen f~1(0) und

7). O
In Lemma [1.14.6] und seinem Beweis konnen wir 2 mit einer beliebigen

diskreten Menge ersetzen, zum Beispiel den ganzen Zahlen.

Korollar 1.14.7. Ist ein topologischer Raum X von einer Familie (X;) zu-
sammenhdngender Unterrdume tiberdeckt und sind je zwei X; nicht disjunkt,
so ist auch X zusammenhdngend.

Beweis. Sei f: X — 2 eine beliebige stetige Funktion. Dann ist f|y, fiir alle ¢
nach Lemma konstant, weil jedes X; zusammenhéngend ist. Da die X;
nicht disjunkt sind, muss f auf ganz X konstant sein. Wiederum nach Lemma
1.14.6|ist daher X zusammenhéngend. O

Beispiele 1.14.8.

1. Der topologische Raum R mit der euklidischen Topologie ist zusam-
menhéingend. Denn wihle als nicht-disjunkte Uberdeckung (X, =
[—7,7])jen. Die abgeschlossenen Intervalle sind nach Satz zusam-
menhéngend.

2. Da nach Beispiel [1.5.5/1 jedes offene Intervall zu R homéomorph ist, sind
auch offene Intervalle zusammenhéngend.

3. Die rationalen Zahlen QQ C R als Unterraum der reellen Zahlen sind nicht
zusammenhingend. Sei ¢ € R\ Q. Dann schreibe

Q - (Qﬂ (_007<)) U (@ﬂ (Cv OO)) :

Die Dedekindschen Schnitte zerteilen also Q in disjunkte offene Mengen.
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4. Der Kreis S! ist als Bild der nach Beispiel [1.14.8/1 zusammenh#ngenden
Menge R unter der stetigen Abbildung

f: R — St
t — exp(2mit)

nach dem Zwischenwertsatz [1.14.3| zusammenhéngend.

Da Zusammenhang invariant unter Homoéomorphie ist, sehen wir leicht dass
z.B. (0,1) I (1, 2) nicht homéomorph zu (0, 1) ist.
Wir kénnen mit einem Trick mehr zeigen.

Satz 1.14.9. Sei f : (X, T) — (Y,S) ein Homdomorphismus und A C X.
Dann ist X \ A=Y\ f(A).

Beweis. Die Restriktion von f ist eine Bijektion und ist stetig da X \ A C X
stetig ist. Sei nun U C X \ A offen. Dann ist f(U) offen in Y. Da f bijektiv
ist, sind f(U) und f(A) disjunkt und damit ist f(U) offen in Y\ f(A). O

Korollar 1.14.10. Keine zwei der Riume [0,1], (0,1), [0,1) und S* sind
homdéomorph.

Beweisidee. Angenommen f : [0,1) — S! ist ein Homdomorphismus. Dann ist
es nach Satzauch die Einschrénkung ' : [0,1/2) U (1/2,1) = S*\ f(3)-

Aber die rechte Seite ist durch die Exponentialfunktion hom6omorph zu
(0,1), und damit zusammenhéngend. Die linke Seite hingegen ist nicht zusam-
menhingend. Die anderen Beweise sind #hnlich, sieche Ubungsblatt. O]

Satz 1.14.11. Auf der Menge der Punkte eines topologischen Raumes X
fiihren wir die folgende Relation ein: x € X hdngt mit y € X zusammen, in
Zeichen x ~ y, wenn es eine zusammenhdngende Teilmenge C C X gibt, die
z und y enthdlt, z,y € C. Dies ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Relation ist offensichtlich symmetrisch und sie ist reflexiv, da
C = {z} zusammenhéngend ist. Um zu sehen, dass sie transitiv ist, finde fur
x,y,2 € X zusammenhéingende Mengen C7,C5 mit x,y € C] und y, z € Cj.
Dann ist C; N Cy # (B, so dass aus Korollar folgt, dass die Vereinigung
C1 U Cy zusammenhéngend ist; offenbar ist z, 2z € C U Cs. m

Definition 1.14.12. Sei X ein topologischer Raum. Die Aquivalenzklasse
Z(z) von x € X unter der Aquivalenzrelation “héngt zusammen” heifit die
Zusammenhangskomponente von .

Es ist klar, dass ein topologischer Raum als Menge die disjunkte Vereini-
gung seiner Zusammenhangskomponenten ist.

Satz 1.14.13. Sei X ein topologischer Raum.

1. Jede Zusammenhangskomponente eines topologischen Raumes ist zusam-
menhdngend.

2. Gilt fir Teilmengen A,B C X die Relation A C B C A und st A
zusammenhdngend, so ist B zusammenhdngend. Insbesondere ist A zu-
sammenhdngend.
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3. Jede Zusammenhangskomponente eines topologischen Raumes ist abge-
schlossen, aber nicht unbedingt offen.

Beweis. 1. Betrachte die Zusammenhangskomponente Z(z) eines Punktes
x € X. Fiir jedes y € Z(x) konnen wir eine zusammenhéngende Menge
Z, C X finden, die y und x enthilt. Die Mengen Z, iiberdecken die
Zusammenhangskomponente Z(x) und sind nicht disjunkt, da sie alle x

enthalten. Nach Korollar [1.14.7ist Z(z) zusammenhéngend.

2. Angenommen, B ist nicht zusammenhéngend. Wéhle nach Lemma [1.14.6
eine nicht-konstante Funktion f : B — 2 = {0,1}. Die Einschrdnkung
f]a ist konstant, ohne Beschrankung der Allgemeinheit mit Wert 0, also
ist das Urbild von 1 offen in B und schneidet nicht A. Es gibt also U offen
in X mit U C B\ A. Aber nach Satz besteht B aus Berithrpunkten

von A und wir haben einen Widerspruch.

3. Wegen 1. ist jede Zusammenhangskomponente zusammenhéingend; es gilt

natiirlich Z(z) C Z(z) und wegen 2. ist Z(z) zusammenhéngend und

daher gleich Z(x).

]

Das folgende Beispiel zeigt einen Raum mit einer Zusammenhangskompo-
nente, die nicht offen ist.

Beispiel 1.14.14. Betrachte
1
X ={-,neN}u{0}CR
n

mit der von R induzierten Topologie. Dann sind die einelementigen Teilmengen
{2} offen und abgeschlossen in X und daher Zusammenhangskomponenten von
X. Die Zusammenhangskomponente {0} ist nach Satz .3 abgeschlos-
sen, aber nicht offen. Denn jede Umgebung von 0 in der Unterraumtopologie
enthélt unendlich viele der Punkte 1/n, die aber jeder in ihrer eigenen Zusam-
menhangskomponente liegen.

Wir schlieBen nun genau die Situation, die im Beispiel [1.14.14] beim Punkt
0 vorliegt, aus:

Definition 1.14.15. FEin topologischer Raum X heifit lokal zusam-
menhingend, falls fiir jeden Punkt z € X und jede Umgebung U € U(x)
eine zusammenhéngende Umgebung V' € U(x) enthilt.

Mit anderen Worten: bei einem lokal-zusammenhéngenden Raum bilden
die zusammenhéngenden Umgebungen Umgebungsbasen.

Beispiel 1.14.16. Vorsicht: Ein zusammenh#&ngender Raum X ist nicht un-
bedingt lokal zusammenhéangend.

Als Beispiel betrachte den “konvergierenden Besen”: sei @, = ( %, 0) € R?
Qo == (0,0) und P := (0, 1). Setze X = U,50Q,, P. Jede der Mengen Q,, P ist als
homomorphes Bild eines Intervals zusammenhédngend. Da sich alle Intervalle
@, P in P schneiden, ist X nach Korollar zusammenhéngend. Betrachte
aber andererseits Umgebungen des Punktes (0, %) Jede dieser Umgebungen
besteht aus unendlich vielen Intervallen und enthélt keine zusammenhéngende
Umgebung.
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Satz 1.14.17. Der topologische Raum X sei lokal zusammenhédngend. Dann
ist jede Zusammenhangskomponente offen und abgeschlossen. Wihlt man Re-
prasentanten (z;);cr fir die Zusammenhangskomponenten, so ist als topologi-

scher Raum
X = HzGIZ(xz) .

Beweis. Nach Satz[1.14.13] sind die Zusammenhangskomponenten auch schon
ohne die Annhame “lokal zusammenhingend” abgeschlossen. Sei y € Z(x)
beliebig. Sei V' eine zusammenhéngende Umgebung von y. Dann ist V' C Z(z).

Damit enthilt die Zusammenhangskomponente Z(z) eine Umgebung von y
und ist somit offen. Die Behauptung folgt nun aus Bemerkung [1.11.5] O]

1.15 Wegzusammenhang

Definition 1.15.1. Ein topologischer Raum X heiit wegzusam-
menhingend, wenn es fiir je zwei x,y € X eine stetige Abbildung

w: [0,1] - X
gibt mit w(0) = z und w(1) = y. Eine solche Abbildung heifit Weg.
Satz 1.15.2. Ist X wegzusammenhdngend, so ist X zusammenhdngend.

Beweis. Wire X nicht zusammenhiingend, so schreibe X = X;UX, mit nicht-
leeren disjunkten offenen Teilmengen X; und X5. Wahle x; € X7 und x5 € X5
und einen Weg w, der x; und x5 verbindet. Dann wére

U)_l(Xl)Uw_l(Xg)

eine disjunkte Zerlegung des nach Satz [1.14.4] zusammenh&ngenden Intervalls
[0, 1] in nicht-leere offene Mengen, Widerspruch. O

Satz 1.15.3. Die topologischen Réiume R und R? sind nicht homdomorph.

Beweis. Angenommen f : R! — R? ist ein Homd6oorphismus. Dann ist nach
Satz LILOR' \ {0} = R\ {/(0)}.

R\ {0} = (=00, 0) U (0, 00) ist nicht zusammenhingend, fiir einen Wider-
spruch werden wir zeigen, dass R? \ {f(0)} zusammenhingend ist. Nach Satz
reicht es zu zeigen, dass R? \ {f(0)} wegzusammenhéngend ist.

Wir kénnen beliebige 21 und z in R?\ {£(0)} mit einem Geradenabschnitt
w(t) = z1 + t(xe — x1) verbinden, es sei denn f(0) liegt im Bild von w. Dann
aber wahlen wir irgendein z das nicht kollinear mit x; und x, ist und verbinden
21 mit z und z mit x5 durch Geradenabschnitte. Wir definieren den Weg von x;
nach z, durch w(t) = ;+2t(z—x1), wenn ¢ < 3, und w(t) = z+(1—-2t)(z2—2),
wenn t > % ]

Bemerkung 1.15.4. Dieser Satz scheint offensichtlich, aber die Invarianz der
Dimension war eine der wichtigen theoretischen Fragen in den Anfangsjahren
der Topologie. Die Frage ist jedenfalls nicht trivial, wie man an der Existenz
von stetigen Surjektionen [0,1] — [0,1] x [0,1] (!) sieht. Wir werden spéter
sehen, dass R? nicht homdomorph zu R? ist. Fiir den allgemeine Beweis, dass
R™ nicht homéomorph zu R™ ist, wenn n # m, miissen Sie auf einen Folgekurs
warten.
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Auf den Punkten eines topologischen Raumes definieren wir eine Relation
Wegzusammhang durch = =~ y, wenn es einen Weg w gibt mit w(0) = x und

w(l) =y.
Satz 1.15.5. Wegzusammenhang ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Der konstante Weg zeigt x ~ x. Aus  ~ y mit einem Weg w folgt mit

w(t) = w(l —1t), dass auch y ~ z. Um die Transitivitét der Relation zu zeigen

definieren wir die Verkettung von zwei Wegen w und v: Gilt v(1) = w(0) dann
1

definieren wir w * v(t) = v(2t) wenn ¢t < 5 und w * v(t) = w(2t — 1) wenn

1
t>1 O

Definition 1.15.6. Wir nennen die Aquivalenzklasse von z € X die Weg-
komponente von z, geschrieben als W (x). Die Menge aller Wegkomponenten
von X bzeichnen wir auch als my(X).

Satz 1.15.7. Sei X ein topologischer Raum. Dann gilt

1. Firze X ist W(z) C Z(x).

2. Eine Wegkomponente ist wegzusammenhdngend.

3. Das Bild eines wegzusammenhdngend Raumes ist wegzusammenhdngend.
Bewezs.

1. Fiir x,y in der gleichen Wegkomponente finde einen Weg w, der x und y
verbindet. Dann ist w([0, 1]) eine zusammenhéngende Teilmenge, die x,y
enthélt, so dass diese Punkte in der gleichen Zusammenhangskomponente
liegen.

2. Ist klar wegen der Transitivitdt der Relation.

3. Sei f: X — Y ein Homéomorphismus und z,y € Y. Sei w ein Weg von
f~Y(x) nach f~'(y), dann ist f ow ein Weg von x nach y. O

Satz 1.15.8. Jede stetige Abbildung X — Y induziert eine Funktion f, :
mo(X) = m(Y). Wenn f ein Homéomorphismus ist, dann ist f. eine Bijekti-
on.

Beweis. Da Wegkomponenten wegzusammenhéngend sind ist das Bild einer
Wegkomponente in einer eindeutigen Wegkomponente enthalten, wir erhalten
also eine wohldefinierte induzierte Funktion von my(X) nach m(Y) die W (x)
nach W(f(z)) schickt. Es ist klar, dass (g o f). = g« o f. gilt, da beide Funk-
tionen durch W (x) — W (g(f(z))) représentiert werden

Da die Identitéat auf X die Identitéat auf mo(X') induziert kénnen wir folgern,
dass fiir einen Homéomorphismus f : X — Y mit Inversem ¢ die Abbildun-
gen f, und g, ebenfalls invers zueinander sind. Also sind m(X) und 7y(Y)
gleichméchtig. ]

Ein &hnlicher Beweis, zeigt dass die Anzahl der Zusammenhangskompenen-
ten ebenso homoéomorphie-invariant ist.
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Beispiel 1.15.9. Eine Wegkomponente W (x) eines topologischen Raumes ist
im allgemeinen weder abgeschlossen noch offen. Setze dazu

1
X, ::{(x,sin5)|0<x§1}C]R2 Xo={0,y)| -1<y<1}

und X = X;UX, C R? mit der von R? induzierten Topologie. Als hom&mor-
phes Bild eines Intervals in R sind X; und X, wegzusammenhéngend.

Wir werden zeigen, dass X; und X, die Wegkomponenten von X sind.

Zuerst stellen wir fest, dass X; offen ist (X; = X U {(z,y) | y > 0}). Aber
X ist nicht abgeschlossen, denn alle Punkte des Geradensegments X5 sind
Beriihrpunkte von X;, aber nicht in X; enthalten, X, C Xj.

Die Zusammenhangskomponente X, ist als Komplement von X; abge-
schlossen, aber nicht offen, da jede Umgebung jedes Punktes von X, einen
Punkt der Zusammenhangskomponente X; enthélt.

Nehmen wir nun an, dass X; und X, Teil der gleichen Wegkomponente
sind. Dann gibt es w : [0,1] — X mit w(0) = (0,0) und w(1) = (£,0). Wir
betrachten 7" = {s | w([0,s]) € X3} und t = sup(7'). Da w(0) € X, ist
T nicht leer, also existiert t. Wir stellen fest, dass ¢t € T, denn w!(Xy) ist
abgeschlossen.

Wir versehen nun X mit der Euklidischen Unterraumetrik. Mithilfe der
Stetigkeit von f wéhlen wir 6 so dass fiir [z —t| < § gilt d(f(z), f(t)) < 3. Dann
ist insbesondere der Abstand in der zweiten Koordinate < % und w([t,t +9))
ist in der Untermenge X' = X N{(z,y) | |y — m o w(t)| < 5} enthalten.

X’ ist nicht zusammenhéngend, da das Tal oder der Gipfel der Sinuswelle
einen Abstand > 1 von myow(t) hat. Uberdies ist X,MX’ eine Wegkomponente
von X', denn fiir jedes (z,y) € X’ mit z > 0 gibt es einen Tal oder Gipfel der
Sinuswelle mit 2’ € (0, z) und (2/,sin(%)) ¢ X’. Dann zerlegen die Schnitte mit
Uc=A{(z,y) | <2’} und Us = {(x,y) | * > 2’} die Menge X' in disjunkte
offene Teilmengen und (z,y) kann nicht in der Zusammenhangskomponente
von (0,0) liegen.

Also gilt fur alle ¢/ € [t,t + 0) dass w(t') € X, liegt, was im Widerspruch
dazu steht, dass t = sup(7"). Wir folgern, dass X; und X3 nicht in der gleichen
Wegkomponente liegen.

Dies ist auch ein Beispiel fiir einen Raum der zusammenhédngend, aber
nicht wegzusammenhingend ist. X ist zusammenhiingend, da X C X, vgl.

Satz [[L14.13

Definition 1.15.10. Ein topologischer Raum heifit lokal wegzusam-
menhingend, wenn fiir jeden Punkt x jede Umgebung U von x eine weg-
zusammenhédngende Umgebung V' von x enthalt.

Mit anderen Worten: bei einem lokal wegzusammenhéngenden Raum bilden
die wegzusammenhéngenden Umgebungen Umgebungsbasen. Aus Satz [1.15.2
folgt, dass lokal wegzusammenhéngende Riéume auch lokal zusammenhéngend
sind.

Satz 1.15.11. Sei X ein lokal wegzusammenhdngender topologischer Raum.
Dann gilt Z(x) = W (z) fir alle x € X. Die Wegkomponenten sind also die
Zusammenhangskomponenten. Sie sind offen und abgeschlossen, und es gilt
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mit einem Reprdsentantensystem (z;);c;r der Zusammenhangskomponenten als
topologischer Raum

X = HieIW(xi) = HieIZ(ﬂUi) .

Bewers. Ist X lokal wegzusammenhéngend, so ist X lokal zusammenhéngend.
Daher sind nach Satz[1.14.17| die Zusammenhangskomponenten offen und ab-
geschlossen. Nach Bemerkung |1.11.5| gilt

X = HieIZ(xi) .
Als Menge gilt auch
X = UZE[W<JIZ) .

Die Wegkomponenten W (x) sind offen, weil jede Umgebung U € U(x) eine
wegzusammenhédngende Umgebung von x enthélt. Nun gilt

W () = X\ Ujen oW (z;)

so dass die Wegkomponente W (z;) als Komplement offener Mengen auch ab-
geschlossen ist. Somit gilt auch als topologischer Raum nach Bemerkung|1.11.5

X = HieIW(xz’) .

Nach Satz [1.15.7] gilt immer W (z) C Z(x). Angenommen, es wire Z(z) 2
W (x) fiir ein z € X. Dann wiire Z(z) = (Z(x)\W (x))UW (z), im Widerspruch
dazu, dass Z(x) zusammenhéngend ist. O

Korollar 1.15.12. Sei U eine zusammenhdngende offene Menge in R™. Dann
wst U wegzusammenhdngend.

Beweis. Da die offenen Kugeln in R"™ wegzusammenhédngend sind, ist je-
de offene Menge in R" lokal wegzusammenhéngend. Da U die einzige Zu-
sammenhangskomponente ist, ist U wegen Satz [L.I5.11] auch wegzusam-
menhéangend. O]

1.16 Mehr iiber Quotientenriume

Wir wenden uns noch ein paar niitzlichen Beispielen von Quotientenrdumen
zu.
Das Argument aus Beispiel [1.12.3] ldsst sich verallgemeinern:

Satz 1.16.1. Seien X und Y topologische Rdume und f : X — Y eine ste-
tige Abbildung. Wir betrachten auf dem Urbildraum X die Aquivalenzrelation
x ~y y genau dann, wenn f(x) = f(y) und versehen X/., mit der Quotien-
tentopologie. Das Bild f(X) versehen wir mit der Unterraumtopologie in Y .
Wir zerlegen mit den kanonischen Abbildugngen

fio X5x,hix) Ly

Dann ist die Abbildung f stetig.
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Beweis. Nach der universellen Eigenschaft der Unterraumtopologie (Satz
- ) folgt aus der Stetigkeit der Verkettung f = j o (f on), dass f o 7 stetig
ist. Nach der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie (Satz [1.12.2)
folgt aus der Stetigkeit der Verkettung f o 7 die Stetigkeit von f. O

Da die Abbildung f qua Konstruktion bijektiv ist, ist f genau dann ein
Hom&omorphismus, wenn sie offen (oder wenn sie abgeschlossen) ist.

Definition 1.16.2. Es gelten die Bezeichnungen aus Satz [1.16.1]
1. Ist f ein Homémomorphismus, so heifit f identifizierende Abbildung.

2. Ist f : X — Y stetig und surjektiv und f ein Homoomorphismus, so
nennt man die Topologie von Y Identifizierungstopologie beziiglich
f. In diesem Fall vereinfacht sich die Zerlegung zu

foox5x/, Ly,

Es folgt sofort:

Korollar 1.16.3. Ist f : X — Y stetig, surjektiv und offen, so trigtY die
Identifizierungstopologie beziiglich f.

Beispiel 1.16.4. Betrachte die Abbildung

Rn-‘rl \ {0} - §»

T Hi_l
die jedem vom Nullvektor verschiedenen Vektor den zugehorigen Einheitsvek-
tor zuordnet. Sie ist stetig, surjektiv und offen. Sie induziert auf R™*!\ {0}
die Aquivalenzrelation z ~ ¢y genau dann, wenn es A > 0 gibt mit o = Ay.
Die Identifizierungstopologie auf S™ stimmt also mit der Unterraumtopologie

iberein.

Wir wenden uns noch einem wichtigen Beispiel von Quotententraumen zu.
Wir definieren die Verklebung entlang von Abbildungen.

Definition 1.16.5. Seien X, Y topologische Réume. Sei A C X abgeschlossen
und f: A — Y eine Abbildung. Wir betrachten die folgende Aquivalenzrelati-
on auf X I1Y:

21 = 29  fiir beliebige 21,20 € X UY .
21,20 € Aund f(z1) = f(29)

71 €A 2 € f(A) und f(z1) = 2

21 € f(A), 22 € Aund 2z = f(29)

21 ~f 7y  genau dann, wenn

Der Quotientenraum X I1Y/ ~; wird mit X Uy Y bezeichnet und heifit der
durch Zusammenkleben von X und Y mittels f entstandene Raum.

Es werden also die Punkte in f(A) C Y mit ihren Urbildern in A identifi-
ziert.

Beispiele 1.16.6.

38



1.

Seien X =Y = [0,1] und A = {1}. Mit f; = ids erhalten wir durch
Zusammenkleben zwei sich in einem Punkt berithrende Intervalle (ein
MX??)

Fir fy - % +— 0 erhalten wir ein “T7.

Man sieht durch Entfernen des Beriihrungspunktes und zéhlen von Weg-
kompenenten, dass diese beiden Rdume nicht homéomorph sind. Die Ab-

bildung f ist also wesentlich, auch wenn sie manchmal in der Notation
unterdriickt wird.

Seien X =Y = [0,1] und A = {0,1}. Mit f = id4 erhalten wir durch

Zusammenkleben eine Kreislinie

Seien X =Y = D? abgeschlossene Kreisscheiben, A C X der Rand von
X und f = idg:. Dann ist

S? = D? Us: D? .

Hierbei schreiben wir als Subskript die Teilmenge A = S' und notieren
nicht die Abbildung.

Definition 1.16.7. Sei D" C R™ die abgeschlossene Einheitskugel, e" = D~
und S"7! = 9D" = D" \ D", jeweils versehen mit der Unterraumtopologie der
euklidischen Topologie auf R™. (Es gilt D” = e® = {x}.)

1.

Die zu diesen Rdumen homoéomorphen Raume heiflen n-dimensionaler
Ball, n-dimensionale Zelle und (n — 1)-dimensionale Sphére.

Sei f : S"! — X eine Abbildung in einen topologischen Raum. Man
sagt, X Uy D" sei durch Ankleben einer n-Zelle mittels f entstanden.

Beispiele 1.16.8.

1.

2.

Die Sphére erhéilt man durch Ankleben einer 2-Zelle an die Kreisscheibe
D entlang des Randes, vgl. Beispiel [1.16.6]3.

Klebt man an den Rand eines M&biusschen Bandes eine 2-Zelle, so erhélt
man die reelle projektive Ebene. Das lédsst sich anhand eines Bildes ver-
stehen.

Man kann natiirlich auch mehrere disjunkte n-Zellen durch eine Familie
stetiger Abbildungen gleichzeitig ankleben.

Definition 1.16.9. Ein n-dimensionaler CW-Komplex ist induktiv defi-
niert wie folgt.

1.

Ein 0-dimensionaler CW-Komplex ist eine Menge von Punkten, versehen
mit der diskreten Topologie.

Ein n-dimensionaler CW-Komplex X, ist ein Raum der Form
X, =X, Uy DY,

wobei X}, ein k-dimensionaler CW-Komplex mit k£ < n ist, D} = ;D"
eine Summe von n-dimensionalen Béllen und f : Il;c; D! — X} eine
stetige Abbildung.
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Ein CW-Komplex heifit endlich, wenn die Gesamtzahl der Zellen endlich sei.

Es gilt X = Up<, [}, €*. X hat also eine disjunkte Zerlegung in Zellen und
wird auch Zellkomplex genannt.
Wir werden spater auf allgemeine CW-Komplexe zuriickkommen.

Beispiel 1.16.10. Die Sphiire S? ist zu einem 2-dimensionalen CW-Komplex
homéomorph. Man kann einfach eine 2-Zelle an einen Punkt kleben, d.h. f :
0D? — x ist die konstante Funktion.

Alternativ ist S° diskret mit zwei Elementen. Wir erhalten S' indem wir
zwei 1-Zellen jeweils mit ihren Endpunkten an die beiden Elemente von S°
kleben. Dann kleben wir zwei 2-Zellen als Hemisphéren an S indem wir ihren
Rand mit S* identifizieren und erhalten so S%.

Induktiv erhalten wir S™ als CW-Komplex mit 2 Zellen in jeder Dimension
<n.

1.17 Kompaktheit

Aus der Analysis wissen Sie, dass das abgeschlossene Intervall viele gute Ei-
genschaften hat, die im offenen Intervall oder in R nicht gelten. Folgen haben
konvergente Teilfolgen, stetige Funktionen sind beschrinkt und erreichen ih-
re Extremwerte. Der Grund ist eine gewisse Endlichkeit des abgeschlossenen
Intervalls, nichts geht in die Unendlichkeit.

Die Verallgemeinerung dieser Eigenschaften ist eines der wichtigsten Kon-
zepte dieses Kurses.

Definition 1.17.1. Eine Familie &/ von Teilmengen einer Menge X heifit
Uberdeckung von X, wenn X = Uy U gilt.

Eine Uberdeckung eines topologischen Raumes X heiBt offen, wenn jedes
U € U offen in X ist.

Eine Teiliiberdeckung einer Uberdeckung ¢ von X ist eine Teilfamilie
VY C U, die ebenfalls eine Uberdeckung ist.

Definition 1.17.2. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Wir sagen, dass X
kompakt, ist, wenn jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiber-
deckung hat.

Satz 1.17.3. Ein topologischer Raum (X,T) ist genau dann kompakt, wenn
es fiir jede Familie A;, 1 € I von abgeschlossene Teilmengen mit NicrA; = (),

endlich viele Indizes iy, ...,1, € I gibt, so dass
AN N4, =0.
Beweis. Folgt aus der Definition. O

In mancher Literatur heiflen solche Rdume auch nur quasikompakt und
man fordert zusétzlich Hausdorffsch fiir Kompaktheit.
Unser erstes Beispiel ist wichtig genug, um es als Satz zu formulieren:

Satz 1.17.4. Das abgeschlossene Intervall [0,1] ist kompakt.
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Beweis. Sei U = (U;);cy eine offene Uberdeckung von [0, 1]. Wir betrachten £
die Menge der endlichen Teilmengen von J. Setze

T:={te|0,1]| es gibt £ € £, so dass Uecr U. D [0,t]}

T enhalt also die t € [0, 1], fiir die sich das Teilintervall [0, ¢] endlich {iberdecken
lasst.

Es gilt T # (), denn 0 € T, weil 0 € U; fiir ein ¢ € J. AuBlerdem ist T nach
oben beschréinkt als Teilmenge von [0, 1]. Wir setzen also s := sup 7.

Ist to € T und 0 < t; < t9, so gilt [0,1] C [0, 2] C UijepU; und somit ist
ty € T. Also ist T ein (halboffenes oder abgeschlossenes) Interval.

Angenommen 7" = [0, s]. Wenn s = 1 ist, dann ist [0, 1] kompakt. Ist aber
s < 1 dann ist s € U, fiir einen Index i; und es existiert ¢ > s mit [s,t] C U,,.
Damit ist aber auch [0,¢] C T, im Widerspruch dazu, dass s das Supremum
von T ist.

Sei also T" von der Form [0, s) mit 0 < s < 1. Dann ist s € U, fiir einen
Index ig. Da Uj;, offen ist, gibt es t < s mit [t,s] C U;,. Weil s = sup T, ist
t € T. Damit hat aber [0,s] = [0,#] U [t, s] eine endliche offene Uberdeckung
bestehend aus Uy, und einer endlichen offenen Uberdeckung von [0,¢]. Das ist
ein Widerspruch zur Annahme s ¢ T'. m

Satz 1.17.5. Sei (X,T) ein kompakter topologischer Raum. Dann ist jeder
abgeschlossene Teilraum von X kompakt.

Beweis. Sei A C X abgeschlossen. Zu einer offenen Uberdeckung (U:)ier von
A finde in X offene Mengen V; C X mit U; = V;NA. Dann ist (X \ A)U(U;e/V5)
eine offene Uberdeckung von X, in der wir eine endliche Teiliiberdeckung
UieeV;U(X \ 4) von X finden kénnen. Dann ist U;cgU; eine endliche Teiliiber-
deckung von A. |

Satz 1.17.6. Sei (X,T) ein kompakter topologischer Raum. Ist f : X — Y
stetig und surjektiv, so ist Y kompakt. Insbesondere ist das Bild eines kompak-
ten Raumes immer kompakt.

Beweis. Ist U = (U;)ie; eine offene Uberdeckung des Bildes Y, so ist
(f~"(U;))ier wegen der Stetigkeit von f eine offene Uberdeckung des Urbilds
X. Weil X kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (f~*(U;))icr
mit £ C I endlich. Da f surjektiv ist, ist (U;)iep eine endliche Uberdeckung
von Y. [

Vorsicht: ist K C Y kompakt, so ist das Urbild f~'(K) nicht unbedingt
kompakt. Als Gegenbeispiel betrachte eine konstante Abbildung R — R.

Beispiele 1.17.7.

1. Ein diskreter topologischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn X
endlich ist.

2. Ein endlicher :copologischer Raum X = {x1,29,...,2,} ist immer kom-
pakt, da alle Uberdeckungen endlich sind.

3. R™ ist nicht kompakt: die offene Uberdeckung (Bi(z))yer» durch Ein-
heitskugeln hat keine endliche Teiliiberdeckung.
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4. Die Menge X := {1 |n € N} C R ist nicht kompakt: zum Beispiel hat
die Uberdeckung B__ 1 (%) keine endliche Teiliiberdeckung. Aber die

2n(n+1)

Menge X' := X U {0} ist kompakt: in jeder Umgebung von 0 liegen fast
alle Punkte %, d.h. wir brauchen fiir eine Uberdeckung nur noch endlich
viele andere offene Mengen.

Im néchsten Lemma verwenden wir den Begriff der Umgebung einer Teil-
menge A. Dies ist einfach eine Obermenge A C B so dass es eine offene Menge
U mit AC U C B gibt.

Lemma 1.17.8. Seit X topologischer Raum, L C X und K C X kompakt
und LN K = (. Kann man jeden einzelnen Punkt des Kompaktums K und die
ganze Menge L durch offene Umgebungen trennen, dann kann man auch das
gesamte Kompaktum K und ganz L durch offene Umgebungen trennen.

Beweis. Fiir jeden Punkt x € K wahle eine offene Umgebung U, von x und
eine offene Umgebung V, D L von L, die disjunkt sind, K, N L, = (). In der
Uberdeckung (U, )zex des kompakten Raums K wihle eine endliche Teiliiber-
deckung,

KcU=U,U...UU,, .

Dann ist der endliche Durchschnitt V .=V, N...NV,,  eine offene Umgebung
von L, die zur offenen Umgebung U von K disjunkt ist. O]

Satz 1.17.9. Sei K C X und X Hausdorffsch. Ist K kompakt, so ist K in
X abgeschlossen.

Beweis. Sei y € X \ K. Setze L. = {y} und finde, da X Hausdorffsch ist, fiir
jeden Punkt z € K offene Umgebungen, die z und y trennen. Nach Lemma
[1.17.8 gibt es dann eine offene Umgebung von y, die die ganze Menge K nicht
trifft. Also ist X \ K offen und K somit abgeschlossen. O

Der néachste Satz ist bemerkenswert.

Satz 1.17.10. Sei f : X — Y stetig und bijektiv. Ist der Urbildraum X
kompakt und der Bildraum Y Hausdorffsch, so ist f ein Homdomorphismus.

Ist f : X — Y stetig und injektiv mit X kompakt und der' Y Hausdorffsch,
dann ist f eine Einbettung.

Beweis. Nach Satz[1.5.§ miissen wir zeigen, dass f abgeschlossen ist. Ist A C X
abgeschlossen, so ist A nach Satz kompakt. Nach Satz ist f(A) C
Y kompakt. Nach Satz folgt aus der Tatsache, dass Y Hausdorffsch ist,
dass f(A) abgeschlossen ist. Die Abbildung f ist also abgeschlossen. m

Satz [1.17.10] erleichtert oft die Konstruktion von Homéomorphismen.

Beispiel 1.17.11. Wir vergleichen zum Beispiel das Quadrat mit parallel iden-
tifizierten Seiten X = [0,1] x [0, 1]/~ mit S' x S* (dies sind zwei Beschreibun-
gen des Torus, sollten also dquivalent sein). Wir definiteren f : [0, 1] x [0, 1] —
St x S durch die beiden Projektionen. Also ist f stetig und da es die Réinder
parallel identifiziert, gibt es eine Faktorisierung mit f : X — S' x S'. Auf-
grund der Eigenschaften der Quotiententopologie ist f stetig ist. Man sieht
leicht, dass f bijektiv ist. Da der Urbildraum als Bild des Quadrats kompakt
ist und der Bildraum Hausdorffsch ist, muss f ein Homéomorphismus sein.
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Wir erreichen nun, nach etlichen Wochen, das erste tiefe Theorem dieses
Kurses. Bisher lag der Inhalt dieses Kurses vor allem in Definitionen und Bei-
spielen, die meisten Beweise waren kurz und folgten auf recht natiirliche Art
aus den Definitionen.

Der Satz von Tychonoff (zuerst in allgemeiner Form bewiesen von Cech)
wird uns dagegen einiges an Arbeit abverlangen. Die Miihe lohnt sich aber,
dieser Satz ist einer der wichtigsten Sétze der mengentheoretischen Topologie.
(Anwendungen finden sich insbesondere in der Analysis, z.B. der Satz von
Arzela-Ascoli.)

Satz 1.17.12 (Satz von Tychonoff). FEin Produkt X = [[,.; X; ist genau
dann kompakt, wenn jeder topologische Raum X; kompakt ist.

Man beachte, dass hier keine Endlichkeitsannahmen fiir die Indexmenge I
gemacht werden. Der Beweis ist deutlich einfacher wenn wir annehmen, dass
I endlich ist.

Aus der Analysis wissen Sie vielleicht, dass sich Folgenkompaktheit fiir ein
abzéhlbares Produkt mit einer Idee aber ohne allzu groflen Aufwand bewei-
sen léasst. Es scheint unmdoglich, diesen Beweis zu verallgemeinern, denn er
héngt entscheidend von der Verwendung von Folgenkompaktheit und von der
Abzéhlbarkeit der Indexmenge ab.

Wir werden diese Probleme im néchsten Abschnitt durch Einfithrung einer
neuen Idee von Konvergenz iiberwinden, um dann im iibernéchsten Abschnitt
den Beweis vom Satz von Tychonoff nachzureichen.

Fiir das néchste Korollar brauchen wir nur endliche Indexmengen.

Korollar 1.17.13 (Heine-Borel). Eine Teilmenge des R" ist genau dann kom-
pakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Ist K C R™ kompakt, so ist K nach Satz abgeschlossen,
weil R" als metrischer Raum nach Satz [L13.2] Hausdorffsch ist. Die offene
Uberdeckung (B, (0))ney durch Kugeln wachsenden Radius hat eine endliche
Teiliiberdeckung, weshalb K auch beschrénkt ist.

Sei umgekehrt K abgeschlossen und beschréankt. Weil K beschrankt ist,
existiert a € R mit K C [—a,a]™. Der Wiirfel [—a, a]™ ist wegen des Satzes von

Tychonoff [1.17.12] und Beispiel kompakt. Wegen Satz ist K als
abgeschlossene Teilmenge des kompakten Wiirfels [—a, a|” kompakt. O

Bemerkung 1.17.14. Aus der Analysis kennen Sie Folgenkompaktheit und
haben gezeigt, dass K C R"™ genau dann folgenkompakt ist, wenn K beschréankt
und abgeschlossen ist, also nach Satz genau denn wenn K kompakt ist.
Dies gilt nicht in allgemeinen topologischen Réumen.

Korollar 1.17.15. Ist f : X — R stetig und X kompakt, so nimmt [ sein
Mazimum und Minimum an.

Beweis. Nach Satz [1.17.6|ist f(X) kompakt und damit nach Satz [1.17.13|ab-

geschlossen und beschrankt. O
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1.18 Filter

Wir formalisieren die Eigenschaften der Menge U(z) aller Umgebungen eines
Punktes x € X in einem topologischen Raum X und verallgemeinern gleich-
zeitig den Folgenbegriff.

Definition 1.18.1. Ein Filter F' auf einer Menge X ist ein System von
Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften:

1. X € F,aber ) ¢ F.

2. Abgeschlossenheit unter endlichen Schnitten: aus A, B € F folgt ANB €
F.

3. Abgeschlossenheit unter Obermengen: aus B € F und B C C folgt
CeF.

Die Anschauung ist, dass ein Filter aus allen Mengen besteht, die hdngen
bleiben. (Er ist also der Filterkuchen, nicht das Filtrat.)

Definition 1.18.2. Ein nicht-leeres System B von Teilmengen von X heifit
Filterbasis auf X, falls

1. der Durchschnitt zweier Mengen aus B eine Menge aus B enthélt,
2. 0 & B gilt.
Beispiele 1.18.3.

1. Sei X ein topologischer Raum; die Menge der Umgebungen U(x) eines
Punktes x € X bildet einen Filter, den Umgebungsfilter von z.

2. Sei B eine Filterbasis auf einer Menge X. Dann ist das System von Ober-
mengen von Mengen in B

(B) ={Y C X| esgibt B€ Bmit BCY}

ein Filter, der von B erzeugte Filter.

Ist F' ein Filter und B C F eine Filterbasis, so heifit B eine Filterbasis
fir F, falls (B) = F gilt, also F' der von der Filterbasis B erzeugte Filter
ist.

Das ist genau dann der Fall, wenn es fiir jedes Y € F ein B € B gibt
mit B C Y. Denn (B) C F folgt aus B C F; die andere Inklusion aus
der Annahme.

3. Fiir jede Menge X ist /' = {X} ein Filter. Fiir jedes € X bildet
F, ={A C X |z € A} einen Filter.

4. Als weiteres Beispiel, das das Beispiel in 3. verallgemeinert, wiahle A C X
eine nicht-leere Teilmenge einer Menge X. B := {A} ist eine Filterbasis
und erzeugt den Filter, der alle Obermengen von A enthélt.

5. Sei (x,) eine Folge mit Werten in einer Menge X. Dann ist das System
der Mengen By := {z;};>r mit k € N, ndmlich der Endstiicke der Folge,
eine Filterbasis auf X.
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6. Ist F' ein Filter auf einer Menge X und f : X — Y eine beliebige
Abbildung, so ist

By ={f(A) |A e F}

eine Filterbasis fur den Bildfilter f(F') des Filters F' unter der Abbil-
dung f. Man beachte, die Notation, f(F') ist nicht die Menge aller Bilder
von Elementen von F'.

Definition 1.18.4. Seien F} und F; Filter auf einer Menge. F; heifit feiner
als Fy und F3 heifit grober als Fi, falls Fy, C F) gilt.

Denn in einem feineren Filter “bleibt mehr héngen“. (Der Filter in dieser
Analogie besteht aus den Mengen, die hingen bleiben.)

Beispiel 1.18.5. Sei X ein topologischer Raum und x € X. Der Umge-
bungsfilter U (x) von x ist im Allgemeinen grober als der Filter F), aus Beispiel
1.18.3/1. Der Filter F' = {X} auf einer Menge X ist der grobste Filter auf X.

Definition 1.18.6. Ein Filter F' auf einer Menge X heifit Ultrafilter, wenn
es keinen echt feineren Filter auf X gibt.

Beispiel 1.18.7. Der Filter F, aus Beispiel [[.18.3]3 ist fiir jedes z € X ein
Ultrafilter.

Angenommen, F' ist ein Filter, der feiner als der Filter F, ist, F, C F.
Dann existiert Y € F'\ F,. Das heifit aber nach Definition von F,, dass z ¢ Y.
Andererseits ist {z} € F, C F. Damit muss der Schnitt {z} NY im Filter
F liegen, aber der Schnitt ist leer. Ein Filter darf aber nicht die leere Menge
enthalten.

Das néchste sehr niitzliche Lemma leiten wir vom Zorschen Lemma und
damit vom Auswahlaxiom ab. Das Ultrafilterlemma ist aber nicht dquivalent
zum Auswahlaxiom

Lemma 1.18.8 (Ultrafilterlemma). Jeder Filter ist in einem Ultrafilter ent-
halten.

Beweis. Sei F die Menge aller Filter auf X, die feiner sind als ein gegebener
Filter Fy. Die Menge F wird durch Inklusion partiell geordnet. Ist Fy eine
nicht-leere total geordnete Teilmenge von F, so ist Upcx, F' ein Filter und eine
obere Schranke von Fy. Nach dem Zornschen Lemma, siehe Anhang [A.1] gibt
es ein maximales Element, das per Definition ein Ultrafilter ist O]

Zum Beispiel ist fiir ) # A C X nach Beispiel [1.18.3]4 das System von
Teilmengen Fy = {Y C X | A C Y} ein Filter. Ist a € A, so ist der Filter F, =
{Z c X|a € Z} aus Beispiel [1.18.3]3 nach Beispiel ein Ultrafilter. Er
enthélt den Filter F4. Dies zeigt auch, dass der Ultrafilter im Allgemeinen nicht
eindeutig durch den Filter bestimmt ist (wie iiblich bei maximalen Elementen,
die man mit dem Zornschen Lemma findet).

Satz 1.18.9. Fin Filter F' auf einer Menge X ist genau dann ein Ultrafilter,
wenn fir jede Teilmenge A C X entweder A € F oder X \ A € F gilt.
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Beweis. Sei F' ein Ultrafulter und A C X eine beliebige Teilmenge. Betrachte
nun Yy € F. Angenommen Yo N X \ A = (), dann gilt Yy C A. Dann gilt aber
fir jedes Y € F, dass Y N A # (), denn sonst ist Y C X \ Aund YoNY = 0.
Also schneiden entweder alle Y € F' die Menge A, oder alle Y € F schneiden
X\ A
Wir nehmen an, dass fiir alle Y € F gilt Y N A # (). Dann ist

B:={YNA|Y € F}

eine Filterbasis und der von B erzeugte Filter (B) feiner als F. Da F ein
Ultrafilter ist, gilt (B) = F. Offenbar ist aber A € (B) wegen X N A = A.
Fiir alle Teilmengen A C X sei nun entweder A € F oder X \ A € F. Sei
nun der Filter G echt feiner als F'. Dann gibt es Y € G mit Y & F. Wegen
der Annahme ist X \' Y € F. Da G feiner als F' ist, ist auch X \ 'Y € G. Die
disjunkten Mengen Y und X \ Y konnen aber nicht gleichzeitig Elemente eines
Filters sein, Widerspruch. O

Definition 1.18.10.

1. Ein Filter I’ auf einem topologischen Raum X konvergiert gegen x €
X, in Zeichen F' — z, falls U(x) C F gilt, also falls der Filter F' feiner
als der Umgebungsfilter U(x) von z ist, U(xz) C F.

2. Ein Punkt x € X heifit Berithrpunkt eines Filters F', falls fiir alle
Y € Fund alle U € U(z) gilt Y N U # 0. (Jede Menge im Filter trifft
jede Umgebung.)

Beispiele 1.18.11.

1. Sei (z,,)nen Folge in einem topologischen Raum X und F' der von (z,,)
erzeugte Filter mit der Basis aus Mengen von Endfolgen By = {z;}i>k
wie in Beispiel [1.18.3]5. Dann ist # € X genau dann Beriihrpunkt der
Folge, wenn z Beriihrpunkt des Filters F ist.

Denn ein Punkt z € X ist nach Definition genau dann Beriihrpunkt
der Folge (x,,)nen, wenn jede Umgebung U € U(x) unendlich viele Glieder
der Folge enthiilt. Genau dann ist aber B, N U # () fiir alle n € N.

2. In der gleichen Situation ist z € X genau dann Grenzwert der Folge
(Zn)nen, wenn der Filter ' gegen x konvergiert.

Denn gilt x,, — x, so gibt es fiir jede Umgebung U € U(z) ein N = N(U)
mit z,, € U fiir n > N. Dann ist aber B,, C U fir alle n > N und somit
UeF.

Umgekehrt gelte U(z) C F. Gegeben eine Umgebung U € U(z), finde
Ny € N mit By, C U; das heifit aber, x,, € U fiir alle n > Nj.

Satz 1.18.12. Die Menge aller Beriihrpunkte eines Filters F ist NyepY .

=

Beweis. Es gilt © € NycpY genau dann, wenn fiir alle Y € F gilt = €
und das ist genau dann der Fall, wenn fiir alle Y € F' und alle U € U(x) gil
Y NU #0.

U
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Satz 1.18.13. Seien X,Y topologische Riume. Fine Abbildung f : X — Y
ist genau dann stetig in x € X, wenn das Bild jeden Filters F auf X, der
gegen x konvergiert, gegen f(x) konvergiert.

Beweis. Das Bild jeden Filters F' auf X, der gegen x konvergiert, konvergiere
gegen f(x). Wéhle als Filter den Umgebungsfilter von z selbst, F' = U(z).
Dann konvergiert f(U(z)) — f(z), also gilt U(f(x)) C f(U(x)). Fir jede
Umgebung V' € U(f(x)) kénnen wir also U € U(z) finden mit f(U) C V. Das
heifit aber nach Definition [I.4.5] dass die Abbildung f im Punkt z € X stetig
ist.

Sei umgekehrt f stetig und gelte fiir einen Filter auf X, dass F' — . Fiir
jede Umgebung V' € U(f(x)) des Bildes f(x) gibt es wegen der Stetigkeit von
f eine Umgebung U € U(x) mit f(U) C V. Wegen F' - x gilt U e U C F
und somit f(U) C Byr). Wegen f(U) C V folgt, dass auch V' im Bildfilter
f(F) ist. Da V eine beliebige Umgebung von f(z) war, folgt U(f(z)) C f(F)
und somit F(f) — f(z). O

Satz 1.18.14. FEin Punkt x € X eines topologischen Raums ist genau dann
Beriihrpunkt eines Filters F' auf X, wenn es einen Filter G D F ¢ibt, der
gegen x konvergiert.

Bewers. Hat der Filter F' den Berithrpunkt x € X, so ist
B={UNY mit UeU(z)und Y € F}

eine Filterbasis fiir einen Filter G, der feiner ist als F' und U (z) und somit
gegen x konvergiert.

Gilt umgekehrt F' C G und G — z, so liegt jede Umgebung U € U(x) und
jedes Y € F im Filter G, also ist Y NU # (), also ist x Beriihrpunkt des Filters
F. O

Satz 1.18.15. Seien (X;)er topologische Riume und (f; : X — X;)ies Abbil-
dungen. Wair versehen die Menge X mit der Initialtopologie. Dann konvergiert
ein Filter F' auf X genau dann gegen v € X, wenn f;(F) — fi(z) fir alle
1€ 1 gilt.

Beweis. Konvergiere F' — x. Da die Abbildungen f; beziiglich der Initialto-

pologie stetig sind, folgt mit Satz [1.18.13] dass f;(F) — fi(z) fur alle i €
gilt.

Umgekehrt hat x € X in der Initialtopologie nach Satz [1.10.3| die Umge-
bungsbasis aus Mengen

Necef; '(V.)  mit E C I endlich und V, € U(f.(x)) .

Nach Annahme gibt es fiir jedes V., mit e € E ein U, € F mit f.(U.) C V.. Es
ist der endliche Schnitt U := NeepU, € F. Aus f.(U,) C V, folgt

fA Vo) o f7 fe(Ue) D U

und somit U C Neepfo (V). Damit ist jedes Element der Umgebungsbasis
von x € X im Filter F' enthalten, also F' — x. O
Als Spezialfall erhalten wir:

Korollar 1.18.16. Seien (X;)icr topologische Riume und X = [[,.; Xi ihr
Produkt mit Projektionen m; : X — X;. Ein Filter F' auf X konvergiert genau
dann gegen x € X, wenn alle Bildfilter m;(F') — m;(x) konvergieren.
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1.19 Filter und Kompaktheit

Wir verbinden nun die Ideen der letzten beiden Abschnitte.

Lemma 1.19.1. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

1.

X st kompakt.

2. Jeder Filter auf X hat einen Beriihrpunkt.

3. Jeder Ultrafilter konvergiert.

Beweis.

1.= 2.

2= 3.

3.= 1.

Sei F' = {Y;}ier ein_ beliebiger Filter auf X. Betrachte die abgeschlosse-
nen Mengen A; := Y. Dann sind alle endlichen Schnitte nicht-leer,

AllﬂﬂA,n#(Z) fﬁralleil,...,in,

weil F' ein Filter ist. Nach Satz [1.17.3] ist dann M;c;A; # (), wenn X
kompakt ist. Jeder Punkt x € N;c;A; ist dann Beriihrpunkt von F' nach
Satz [LL18.12]

Jeder Ultrafilter F' habe einen Beriihrpunkt x; nach Satz [1.18.14] gibt
es dann einen feineren Filter G D F', der gegen = konvergiert. Weil F
Ultrafilter ist, ist F' schon maximal und es gilt F' = G.

Sei U = (Uj)ier eine offene Uberdeckung, fiir die es keine endliche
Teiliiberdeckung gibt. Fiir jede endliche Teilmenge E C I betrachte das
Komplement

AE =X \ (UEEEUG) 7é 0 )

das wegen der Widerspruchsannahme nicht leer ist. Der Schnitt zweier
Mengen Ag und Ag: ist

ApNAg = X\ (UeepurUe) = Apur

und enthélt daher eine Menge der Form Ag.. Die Mengen (Ag) bilden
daher die Basis eines Filters, der nach Lemma [1.18.8|in einem Ultrafilter
F' enthalten ist.

Nach Annahme gilt dann F — x fiir ein x € X, was heifit, dass F' feiner
ist als der Umgebungsfilter von z. Da eine Uberdeckung vorliegt, gibt es
ein ¢ € [ mit x € U;. Es muss wegen F' — x die Umgebung U; von x in
F liegen, also U; € F gelten. Aber nach Konstruktion von F muss auch
Ay = X\ U; € F gelten, im Widerspruch zu Satz . O

Wir brauchen noch ein Lemma, dann folgt der Beweis des Satzes von Ty-
chonoff auf sehr natiirliche Art und Weise.

Lemma 1.19.2. . Sei f : X — Y eine Abbildung und F ein Ultrafilter auf X .
Dann ist f(F) ein Ultrafilter auf Y .

Beweis. Wir verwenden Satz [1.18.9 Sei also A C Y. Dann ist X \ f~!(A) =
7YY \ A). Da F ein Ultrafilter ist gilt f~'(A) € F oder f~}(Y \ A) € F.
Aber im ersten Fall gilt f(f~'A4) C A und A € f(F), im zweiten Fall gilt

f

(Y \A) CY\Aand Y\ A€ f(F). O
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Beweis von Satz[1.17.13. Die Projektionen m; : X — X sind nach Satz
stetig und surjektiv. Daher sind nach Satz die Bilder X; kompakt, wenn
X kompakt ist.

Seien umgekehrt alle X; kompakt. Sei F' ein Ultrafilter auf X. Dann ist fiir
jedes j € I der Bildfilter Nach Lemma ist m;(F) ein Ultrafilter. Nach
Lemma konvergiert m;(F') gegen ein z; € X;, weil X; kompakt ist. Nach
Satz konvergiert dann F' — (z;);c7. Also ist das Produkt kompakt. [J

Der Satz von Tychonoff ldsst sich auch ohne Betrachtung von Ultrafiltern
beweisen, siehe die Biicher von Munkres und Kelley.
Ultrafilter sind aber ein niitzliches Konstrukt fiir die Analysis.

1.20 Abbildungsriume

Aus der linearen Algebra wissen Sie, dass die linearen Abbildungen zwischen
zwei Vektorrdumen selbst einen Vektorraum bilden. In der Topologie hétten wir
gerne, dass die stetigen Abbildungen von X nach Y selbst einen topologischen
Raum bilden.

Definition 1.20.1. Die kompakt-offene Topologie oder KO-Topologie
auf Hom(X,Y") ist die Topologie mit der Subbasis B(K, V), die wir wie folgt
definieren. K variiert iiber die kompakten Teilmengen von X und V iiber
die offenen Teilmengen von Y; B(K, V) ist definiert als Menge aller stetigen
Abbildungen f mit f(K) C V.

Wir schreiben Map(X,Y') fiir den topologischen Raum (Hom(X,Y), Txo),
also die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y, ausgestattet mit der
KO-Topologie.

Zur Motivation bemerken wir ohne Beweis: Wenn Y ein metrischer Raum
ist, dann ist die KO-Topologie identisch mit der Topologie der uniformen Kon-
vergenz auf kompakten Untermengen. (Siehe zum Beispiel von Querenburg
Abschnitt 14B.)

Die KO-Topologie hat gute Eigenschaften, wenn wir uns auf bestimmte
topologische Rdume beschrénken.

Definition 1.20.2. Ein Raum X heifit lokal kompakt wenn es fiir jeden
Punkt x und jede Umgebung U von x eine kompakte Umgebung K von X
gibt mit x € K C U.

Bemerkung 1.20.3. Man definiert X auch manchmal als lokal kompakt,
wenn in X jeder Punkt eine kompakte Umgebung hat. Wenn X auch Haus-
dorff ist, ldasst sich unsere Definition daraus herleiten, siehe von Querenburg,
Abschnitt 8B.

Der folgende Satz ist Grundlage fiir die topologische Bedeutung der KO-
Topologie.

Satz 1.20.4. Seien X, Y, Z topologische Riume und serY lokal kompakt. Dann
gibt es eine natirliche Bijektion G : Hom(X x Y, Z) = Hom(X, Map(Y, Z)).
Wir schicken dazu f(—,—) mit zwei Variablen zu der Funktion x — f(z,—).
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Bewers. Wir priifen zuerst, dass G eine Bijektion von Mengen ist. Zuerst ein-
mal ist G wohldefiniert: Wenn f stetig ist, dann ist auch G(f)(z) fiir jedes x
stetig. Das Inverse G~! schickt h : X — Map(Y, Z) nach (z,y) — h(z)(y).

Es bleibt zu priifen, dass G(f) genau dann stetig ist, wenn f stetig ist.

Sei also f : X xY — Z stetig, v € X und B(K,V) in der Subbasis von
Map(Y, Z) sodass G(f)(z) € B(K,V). Die letzte Bedingung bedeutet, dass
{z} x K C f~%V). Da f~!(V) offen ist, gibt es Umgebungen U, x W}, C
F~YV) von (x,k) fiir jedes k € K, und da K kompakt ist finden wir eine
endliche Teiliiberdeckung K, der Wy. Sei U = Ngek,Uk. Dann ist U eine offene
Umgebung von z in f~}(V) und f(U x K) C V, anders ausgedriickt U C
G(f)"Y(B(K,V)). Wir haben nicht benutzt, dass Y lokalkompakt ist.

Sei umgekehrt G(f) stetig, z € X, y € Y und V eine offene Umgebung von
f(z,y) in Z. Wir suchen Umgebungen U von x und W von Y mit f(U x W) C
V. Es ist f(x,—) : Y — Z ecine stetige Funktion. Da Y lokalkompakt ist,
kénnen wir eine kompakte Umgebung K von y wihlen so dass f({z} x K) C V.
Aus der Stetigkeit von G(f) folgt, dass U = {2’ € X | G(f)(z) € B(K,V)}
offen in X ist. Also ist U x K die gesuchte Umgebung von (z,y). O

Korollar 1.20.5. Sei X lokal kompakt. Die Evaluierung ev : (f,x) — f(z)
von Map(X,Y) x X nach Y ist stetig. Insbesondere ist ev, : f — f(x) stetig
fiir jedes x € X.

Beweis. Nach Satz gilt, dass ev : Map(X,Y) x X — Y stetig ist, wenn
G(ev) : Map(X,Y) — Map(X,Y) stetig ist. Aber G(ev) : f — ev(f,—). Also
gilt G(ev)(f) : x — f(x), und G(ev) ist die Identitét.

Die zweite Aussage folgt durch Komposition mit der stetigen Inklusion
Map(X,Y) x {z} — Map(X,Y) x X. O

Bemerkung 1.20.6. Durch Inspektion des Beweises von Korollar [1.20.5(14sst
sich auch zeigen, dass die KO-Topologie die grébste Toploogie ist, so dass die
Evaluierungsabbildung stetig ist.

1.21 Kategorien

Wir wollen die Konstruktion von Produkt und Koprodukt und die entscheiden-
de Rolle der universelle Eigenschaften verallgemeinern und besser verstehen.
Das ist Gegenstand der Kategorientheorie.

Definition 1.21.1. Eine Kategorie C besteht aus den folgenden Daten:
e cine Klasse von Objekten Ob(C),

e fiir jedes Paar von Objekten X,Y € Ob(C) eine Klasse von Morphis-
men Home(X,Y) (manchmal auch Pfeile genannt),

e fiir jedes Objekt X einen ausgezeichneten Morphismus idy €
Home (X, X), die Identitét,

e fiir je drei Objekte X,Y,Z € ODb(C) eine Verkniipfung o
Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home (X, Z),

so dass gilt:
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e die Verkniipfung ist assoziativ: (fog)oh = fo(goh),

e die Identitét ist eine Identitét fiir die Verkniipfung: idy o f = f = foidx
fir f € Home(X,Y).

Wenn f € Home(X,Y) dann nennen wir X die Quelle und Y das Ziel
von f.

Beispiele 1.21.2.

1. Mengen und Abbildungen formen eine Kategorie, die wir mit Set be-
zeichnen.

2. Topologische Rdume und stetige Abbildungen formen eine Kategorie, die
wir mit Top bezeichnen.

3. In der Algebra finden wir viele weitere Kategorien: Gruppen und Ho-
momorphismen formen eine Kategorie Group, Vektorrdume und lineare
Abbildungen formen die Kategorie Vect, auch abelsche Gruppen, Ringe,
Korper etc. formen Kategorien.

4. Es gibt eine Kategorie mit einem Objekt und einem Morphismen. All-
gemein heiflt eine Kategorie diskret wenn die einzigen Morphismen die
Identitédten sind. Jede Menge I kann auch als diskrete Kategorie I mit
Ob(I) = I aufgefasst werden.

5. Fiir jede Kategorie C gibt es eine duale Kategorie C°? mit den gleichen
Objekten, Homeop (A, B) = Home (B, A) und focerg := goc f. C entsteht
also aus C, indem wir alle Pfeile umdrehen.

Definition 1.21.3. Ein Morphismus f : C' — D heifit Isomorphismus, wenn
es g: D — C gibt mit go f =idg und f o g =idp.

Homdomorphismen und (Gruppen-)Isomorphismen sind Beispiele. In allen
Kategorien werden wir isomorphe Objekte als dquivalent betrachten.

Bemerkung 1.21.4. Da wir Kategorien wie die Kategorie aller Mengen be-
trachten wollen, ist es wichtig, dass wir nicht nur eine Menge sondern eine
Klasse von Objekten zulassen. Man kann auch Hierarchen von Mengen ver-
wenden, so genannte Universen. Wir werden uns in diesem Kurs nicht weiter
fiir diese Grundlagenfragen interessieren.

Wenn eine Kategorie eine Menge von Objekten und Morphismen hat, dann
sprechen wir von einer kleinen Kategorie.

Beispiel 1.21.5. Eine kleine Kategorie in der es zwischen je zwei Objekten
hochstens einen Morphismus gibt, und in der jeder Isomorphismus eine Iden-
titat ist, heift partielle Ordnunng. Die Verkniipfung ist dann eindeutig von
den Morphismen bestimmt (da es nur eine Funktion in eine Menge mit einem
Element gibt). Ein Beispiel ist die Kategorie N mit Objekten gegeben von den
natiirlichen Zahlen und es gibt einen Morphismus ¢ — j genau dann, wenn
i <7j.

Wir kenen eine partielle Ordnung schon als Relation <, die reflexiv, an-
tisymmetrisch und transitiv ist. Es ist eine Ubung die Aquivalenz der beiden
Begriffe zu zeigen.
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Ein wichtiger Impetus zum Studium von Kategorien ist die Beobachtung,
dass wir mathematische Objekte oft am besten durch die Abbildungen zwi-
schen ihnen verstehen. Das gleiche Prinzip gilt natiirlich fiir Kategorien.

Definition 1.21.6. Ein Funktor F zwischen zwei Kategorien C und D besteht
aus den folgenden Daten:

e cine Abbildung, die jedem X € Ob(C) ein Objekt F'(X) € Ob(D) zuweist

e fiir jedes Paar von Objekten X,Y € Ob(C) eine Abbildung von
Home(X,Y') nach Homp(F(X), F(Y)), die wir als f — F(f) schreiben,

so dass gilt:
e [ ist kompatibel mit Verkniipfungen: F'(f o g) = F(f) o F(g),
e [7 bewahrt Identitdten: F'(idx) = idp(x).

Beispiele 1.21.7.

1. Eine Familie topologischer Rédume (X;);es ist genau ein Funktor von I,
betrachtet als diskrete Kategorie, nach Top.

2. Fiir jeden topologischen Raum X sei mo(X) die Menge der Wegkompo-
nenten. Wir haben im Beweis von Satz gesehen, dass jede stetige
Abbildung eine Abbildung von Wegkomponenten induziert und my so
zum Funktor Top — Set werd.

3. Von jeder Kategorie, deren Obejkte eine zugrundeliegende Menge haben
(z.B. Top, Group, Vect) gibt es einen Vergessfunktor nach Set, der
alle zusétzliche Struktur vergisst und nur die zugrundeliegende Menge
betrachtet.

1.22 Limes und Kolimes

Definition 1.22.1. Sei [ eine kleine Kategorie und C eine beliebige Kategorie.
Ein Diagramm iiber I in C ist ein Funktor D : I — C. Ein Kegel von
C € Ob(C) auf D ist eine Familie ¢; : C'— D(i) von Morphismen in C so dass
fir jeden Morphismus m : ¢ — j in [ gilt D(m) o ¢; = ¢;.

Ein Limes fiir das Diagramm D ist ein Kegel (p; : L — D(i));e; in C so dass
fir jeden Kegel (¢; : C — D(i)) auf D genau einen Morphismus ¢ : C' — L
gibt so dass ¢; = p; o @ fiir alle 7.

Wir nennen dann auch L einen Limes fiir D und schreiben L = lim; D.

Als Diagramm, sieht das so aus:




Ein Limes ist also ein universeller Kegel.

Wir schreiben in einem Diagramm D oft D; fir D(i). Des weiteren schreiben
wir lim; D;. Diese Schreibweise ist etwas gefahrlich, da sie die Morphismen
zwischen den D; unterdriickt, die fiir den Limes natiirlich sehr wichtig sind.

Wir interessieren uns vor allem fiir Félle in denen die Kategorie [ eine recht
einfache Struktur hat.

Ein wichtiges motivierendes Beispiel ist das folgende:

Beispiel 1.22.2. Sei [ eine diskrete Kategorie. Dann ist ein Diagramm X {iber
I genau eine Famile {X;};c; von Objekten. Denn die einzigen Morphismen in
I sind die Identitéten, und X (id;) = idy, nach Definition [I.21.6] Also brachen
wir nur den ersten Teil der Definition eines Funktors, und das ist eine Familie
von Objekten.

Wenn X ein Diagramm in Top ist, dann ist nach Satz [Lic; Xi ein
Limes fiir X. Betrachten wir ein Diagramm in Set dann ist genauso [[,., X;
ein Limes fiir X.

Wie jede universelle Konstruktion ist auch der Limes eindeutig — wenn er
existiert. Wir benutzen deswegen auch den bestimmten Artikel.

Satz 1.22.3. Seien L und L' Limites fiir ein Diagramm D. Dann gibt es einen
eindeutigen Isomorphismus zwischen L und L.

Beweis. Nach Definition eines Limes gibt es p: L — L' und ¢ : L' — L die mit
allen Morphismen L — D(i) und L' — D(i) kompatibel sind. Dann ist aber
auch pogq: L — L mit allen Morphismen kompatibel. Nach Definition gibt es
genau einen Morphismus L. — L mit dieser Eigenschaft. Es ist aber klar, dass
id;, diese Eigenschaft hat. Also ist p o ¢ = id;. Genauso ist g o p = idy und p
ist ein Isomorphismus. O

Wir sprechen hier auch von einem kanonischen Isomorphismus, was allge-
mein bedeutet, dass wir bei der Konstruktion des Isomorphismus keine Wahl
hatten.

Man kann in der Definition eines Limes alle Morphismen umdrehen (man
spricht von der dualen Definition) und erhélt die Definition eines Kolimes.

Definition 1.22.4. Sei I eine kleine Kategorie, C eine beliebige Kategorie
und D ein Diagramm iiber I in C. Ein Kokegel von C' € Ob(C) auf D ist eine
Familie ¢; : D(i) — C von Morphismen in C so dass fiir jeden Morphismus
m:i— jin I gilt ¢; o D(m) = ¢;.

Ein Kolimes fiir das Diagramm D ist ein Kokegel (¢; : D(i) — K);c; in
C so dass fiir jeden Kokegel (¢; : D(i) — C) auf D genau einen Morphismus
p: K — C gibt so dass ¢; = ¢ o ; fiir alle .

Wir nennen dann auch K einen Kolimes fiir D und schreiben K = colim; D.

Als Diagramm:

Auch der Kolimes ist eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomorphismus.
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Satz 1.22.5. Seien K und K' Koimites fiir ein Diagramm D. Dann gibt es
einen eindeutigen Isomorphismus zwischen K und K'.

Beweis. Wie fiir Satz [1.22.3] O

Beispiel 1.22.6. Sei [ eine diskrete Kategorie. Wir schreiben ein Diagramm
X diber I als Famile {X;};,c; von Objekten. Fiir X in Set ist colim; X die
disjunkte Vereinigung der Xj;.

Fiir X in Top ist nach Satz ist colim; X = II;c; X;, die disjunkte
Vereinigung mit der Summentopologie.

1.23 Limes und Kolimes von topologischen Riumen

Wir werden aber nun die allgemeine Theorie hinter uns lassen und Beispiele
studieren.

Wir werden nun alle Limes und Kolimes in Top {iber partiellen Ordnungen
explizit berechnen. (Der allgemeine Fall ist nicht viel schwieriger.)

Sei also I eine partiell geordnete Menge, die wir als Kategorie auffassen
kénnen. Ein Diagramm {iiber I, oder ein Funktor X : I — Top, besteht also
aus

e cinem topologischen Raum X; fiir jedes ¢ € I,

e einer stetigen Abbildung

fiio Xi— X;  fiiralle ¢ < j,

so dass
o fi; =idy, fir alle 7 € I gilt.

i

Sei [ eine partielle Ordnung und X : [ — Top ein Diagramm. Wir schrei-
ben f;; fir X (i < j). Wir betrachten auf der Summe Il;c; X; die Aquivalenz-
relation, die von (z;,4) ~ (f;i(x;),j) fir i < j erzeugt wird.

Wir definieren temporér den topologische Raum

COllim /Xi = H’iGIX’i /N

mit der Quotiententopologie aus Definition [1.12.1}]

Man beachte, dass sowohl die topologische Summe nach Definition [1.11.3
als auch der Quotientenraum nach Definition [1.12.1] mit einer Finaltopologie
versehen sind.
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Satz 1.23.1. Sei I eine partielle Ordnung und X : I — Top ein Diagramm.
Dann ist colim’} X; der Kolimes von X.

Wir schreiben noch einmal aus, was das bedeutet. Sei Y ein gegebener
topologischer Raum. Dann gibt es zu jeder Familie (X; Rl Y);er von stetigen
Abbildungen mit ¢; o f;; = ; fiir alle ¢ < j genau eine stetige Abbildung

o collim’Xi —Y

mit ¢ o fij = ©j.
Als Diagramm, mit ¢ < 7,

X; —— colim/; X;
ij N
N

Beweis. Wir stellen zuerst aus den Definitionen fest, dass colim’ X; die kor-
rekte universelle Eigenschaft fiir Mengen hat. Die Abbildung ¢ existiert also
eindeutig, wir miissen priifen, dass ¢ stetig ist.

In der Definition

- L .
bj : Xj —]> HieIXz’ l> HieIXi /N - COlIII’Il/Xi

treten zweimal Finaltopologien auf, so dass colim’ die Finaltopologie beziiglich
den 7; hat. Die universelle Eigenschaft aus Satz|1.11.2| garantiert, dass ¢ stetig
ist. Damit erfiillt colim’ die universelle Eigenschaft fiir topologische Raume. [J

Insbesondere zeigt der Beweis, dass die Abbildungen 7; : X; — colim} X;
stetig sind.

Beispiele 1.23.2.

1. Fir I = (N, <) mit der gewohnlichen Ordnung. Dann ist ein Diagramm
iiber I eine aufsteigende Kette X7 C X5 C ... und es ist

Coll\%mXi = |_|Xi/w = UXi ;
ieN ieN
der Kolimes ist also die Vereinigung mit der Finaltopologie.
2. I kann die leere Kategorie sein. Dann ist X das leere Diagramm. Also
ist jedes Objekt ein Kokegel und der Kolimes K hat die universelle Ei-

genschaft, dass es fiir jedes Objekt Y genau einen Morphismus K — Y
gibt. Es gilt also colimg = ().

In allgemeinen Kategorien nennt man den Kolimes iiber die leere Kate-
gorie auch ein initiales Objekt.
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3. Betrachte die partiell geordnete Menge I = {0,1,2} mit 0 < 1,0 < 2,
aber nicht 1 £ 2. Betrachte das zugehorige Diagramm

X0ﬂ>X1

fzol

X
Der Kolimes iiber I heifit auch pushout.
Nehmen wir nun an, dass Xy C X ein abgeschlossener Unterraum ist

und benennen Objekte und Morphismen um.

A——=X

)

Dann ist ‘
colimX; = AIXI Y/(a,0)~(a,1)~(f(a)72)

= XIIY/@~(fa)2)

Das ist genau die Verklebung entlang f aus Definition [1.16.5|

4. Setze wieder I = (N, <). Wir betrachten X,, := S" und X,, — X,y ist
die Einbettung, die S C R**! als Aquator von S"*! C R"*2 auffasst,
St — snft

(.%'1,1'2, . ,l’n+1) — (1'1,1'2, ey T, 0) .

Wir bezeichnen S* := colim S™.

5. Ein (allgemeiner) CW-Komplex ist der Kolimes von Xy C X; C Xy C
. wobei X, diskret ist und jedes X, die Form X,,_; Uy D} hat, fiir eine
stetige Funktion f : Il;c; D" — X,,_1. I, kann leer sein und dann ist
X, =X,_1.
Jedes X, ist dann ein CW-Komplex, vgl. Beispiel [[.16.9, und X ist
endlich-dimensional wenn das Systems schliefSlich konstant ist.

CW steht fiir closure-finite weak-topology. Closure-finite bedeutet dass
der Abschluss jeder Zelle von endlich vielen offenen Zellen iiberdeckt
wird. Weak topology bezieht sich auf folgende Charakterisierung der To-
pologie: Eine Teilmenge von X ist dann genau dann abgeschlossen, wenn
sie den Abschluss jeder Zelle in einer abgeschlossenen Teilmenge schnei-
det.

S aus dem vorherigen Beispiel kann als unendlich-dimensionaler CW-
Komplex S = Iy(e" IT ") aufgefasst werden.

Wir berechnen Limites dual:

Definition 1.23.3. Sei Y : [ — Top ein Diagramm {iber einer partiellen
Ordnung. Wir schreiben gj; fiir Y (i < j). Wir definieren

mit der Unterraumtopologie. Dies ist der Unterraum der “kompatiblen Ele-
mente” im Produkt [[.., Yi.
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Man beachte, dass sowohl das Produkt nach Definition als auch der
Unterraum nach Definition [1.6.1| mit einer Initialtopologie versehen sind.
Vollkommen analog zu Satz [1.23.1| kann man beweisen:

Satz 1.23.4. Sei I eine partielle Ordnung und X : I — Top ein Diagramm.
Dann ist lim; X; der Limes von X.

Beispiele 1.23.5.

1. Fiir I = ) gilt limy = *, der topologische Raum mit einem Punkt. Der
Limes iiber ein leeres Diagramm heifit auch das finale Objekt.

2. Betrachte I = {0,1,2} mit 1 < 0,2 < 0, aber nicht 2 £ 1. Dies ist die
duale Kategorie zu I aus Beispiel .4. (Da Kolimes und Limes dual
sind, ist es oft interessant den Limes iiber einem Diagramm [ und den
Kolimes tiber dem dualen Diagramm [°? zu betrachten.)

Betrachte das zugehorige Diagramm

Ys
go2

Y, ﬂ)yo
Der Limes
11}113/2 = {(yo7y173/2) ’902(92) =Y = 901(91)} = {(yh 3/2) |902(y2) = 901(y1)}

ist das Faserprodukt Y; Xy, Y5 oder der pullback von Y; und Y; iiber
Yy. Wir schreiben
Y1 Xy, Yo—=Y>

o

}q» go1 }1)

3. Sei (X, ) ein topologischer Raum mit Grundpunkt und PX die Menge
aller Wege, die int zyp € X starten. Als Unterraum von Map([0, 1], X) ist
dies nach Definition [1.20.1]ist PX ein topologischer Raum.

PX ist auch der Limes von

Map([0, 1], X)

evoj

X

{wo}

Wir beachten, dass die Abbildung evy, die einem Weg w : [0,1] — X
seinen Anfangspunkt zuordnet, evo(w) = w(0), nach Korollar [1.20.5
stetig ist.

Betrachte nun den Pullback von

PX

{wo} —=X
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Dies ist
li}nYi ={(w,z9) € PX x{zo}|w(l) = 0},

also der Raum aller Wege in X, die in xy anfangen und authéren. Wir
nennen dies den Schleifenraum von (X, zy), geschrieben Q(X, o).

4. Sei p € N eine fest gewdhlte Primzahl. Wir betrachten das Diagramm
iiber (N, <) = (N, )

(Z/p ST pP TP e— )

mit den iiblichen Projektionen Z/p"t! ™ Z/p". Wir versehen hierbei
Z/p" mit der diskreten Topologie. Dann ist

Zy =NmZ[p" = {(21,23,....,) | @0 € Z/p" , T0(T011) = 20} C Iz

neN

Dies ist die Vervollsténdigung von Z mit der p-adischen Metrik aus
Ubungsaufgabe 1.4!

Wir nenen Z, die ganzen p-adischen Zahlen. Sie haben nicht nur eine
Topologie, sondern auch eine (kompatible) Ringstruktur.

1.24 Normale Ridume und Urysohn’s Lemma

Wir kehren noch einmal zuriick zur mengentheoretischen Topologie und be-
fassen uns mit Urysohns Lemma. Um es iiberhaupt formulieren zu koénnen
wenden wir uns zuerst einer Variante der Hausdorff-Begriffs zu.

Wir erinnern, dass sich der Umgebungsbegriff erweitern léasst: eine Umge-
bung V' einer beliebigen Teilmenge A eines topologischen Raums (X, 7) ist
eine Obermenge einer offenen Menge O € 7T, welche die Teilmenge enthélt,
ACOCV.von A.

Definition 1.24.1. Ein topologischer Raum (X,7) heiit normal wenn X
fiir je zwei abgeschlossene disjunkte Teilmengen von X disjunkte Umgebungen
hat.

Vorsicht: Die Literatur ist uneinheitlich. Manchmal wird zusétzlich ver-
langt, dass normale Rdume Hausdorff sind. Es kursiert auch der Begriff T4,
in unserer Konvention bezeichnet er normale Hausdorffsche Rdume, anderswo
wird er fiir diejenigen Raume verwendet, die wir normal nennen.

Solange alle Punkte abgeschlossen sind (diese Eigenschaft heifit T'1), folgt
die Hausdorff-Eigenschaft sofort aus Normalitét.

Wir erinnern uns, dass sich die Hausdorff-Eigenschaft auf beliebige Teil-
mengen vererbt, vgl. Satz [[.13.4] Allgemeine Teilmengen normaler Raume
miissen hingegen nicht normal sein! Abgeschlossene Teilmengen normaler
Réume hingegen sind normal. (Der Beweis ist Routine.)

Auch Produkte normaler Rdume sind nicht immer normal. Die Gegenbei-
spiele sind recht kompliziert, siehe Abschnitt 6B in von Querenburg.

Wir werden in Kiirze sehen, dass alle metrischen Rdume normal sind. Eine
weitere wichtige Klasse von normalen Rédumen ist die folgende.
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Satz 1.24.2. Jeder kompakte Hausdorffraum X ist normal.

Beweis. Seien A, B disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X; sie sind nach
Satz beide kompakt. Weil X Hausdorffsch ist, finde fiir jedes Paar a € A
und b € B disjunkte offene Umgebungen Uy, von a und V,;, von b. Dann hat
fiir festes a € A die offene Uberdeckung UpeVap der kompakten Menge B eine
endliche offene Teiliiberdeckung U}V, ;,. Dann ist der endliche Durchschnitt
N Uqp, eine offene Umgebung von a, die disjunkt zur offenen Menge U, V,;,
ist, die B enthéalt. Man kann also B und jeden Punkt a € A durch offene
Umgebungen trennen. Nach Lemma kann man dann auch A und B
durch offene Mengen trennen, also ist X normal. O

Wir erreichen nun das zweite zentrale Theorem der mengentheoretischen
Topologie. Mit Urysohns Lemma lassen sich stetige Funktionen konstruieren,
was man zum Beispiel verwenden kann, um zu zeigen, dass alle reguldren
Hausdorff-Raume mit abzéahlbarer Basis metrisierbar sind, oder dass man kom-
pakte Mannigfaltigkeiten in R™ einbetten kann.

Theorem 1.24.3 (Urysohns Lemma). Ein topologischer Raum X ist genau
dann normal wenn gilt: Zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B
existiert eine stetige reellwertige Funktion

f: X—=[01cCcR,
so dass p
0 e
fz) = { 1 ze€B
Man nennt eine solche Funktion eine Urysohn-Funktion.

Beweis. Nehmen wir zuerst 2. an. Dann ist X normal, denn fiir jede Urysohn-
Funktion f : X — R trennen die disjunkten offenen Umgebungen

ACi(0g) wd B (G

die abgeschlossenen Teilmengen A und B.
Wir wenden uns nun dem deutlich schwierigeren zweiten Teil zu.
Wir nennen eine endliche Kette von Teilmengen

A=AyCA C...CA, CX\B

zuldissig, wenn A;_; C A; und 4, € X \ B gilt.

Ist X normal und sind A, B abgeschlossene disjunkte Teilmengen, so exi-
stiert jedenfalls eine zuldssige Kette der Liange k£ = 1: finde disjunkte Umge-
bungen A C U und B C V. Dann gilt

AcUcCUcCX\B.

Die erste Inklusion gilt, weil U Umgebung von A ist; die dritte Inklusion, weil
die Teilmenge X \ V' C X \ B in Xabgeschlossen ist und daher U C X \ V gilt.
Gegeben eine zulédssige Kette, konnen wir eine zuldssige Kette

A=A CACA CAl...CA. CA, CX\B
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doppelter Lange finden, indem wir das Argument auf die disjunkten abge-
schlossenen Mengen A, ; und X \ AZ anwenden.

Nachdem wir n-mal verfeinert haben, erhalten wir eine zuldssige Kette
A, = (A} C Aﬁ”) C---C Agi),z C Agﬁll). Wir definieren noch Ag;i) = X und
A(fl) = () um uns spitere Fallunterscheidungen zu ersparen.

Fiir jedes (A, )nen definieren wir nun eine Treppenfunktion f,, : X — [0, 1]
durch .
ule) = 5
Die Funktionenfolge ist monoton fallend und beschrénkt, konvergiert also
punktweise gegen eine Grenzfunktion f. Da A C Ay, ist f konstant 0 auf
A und ebenso konstant 1 auf B.
Es bleibt zu zeigen, dass die Grenzfunktion f stetig ist. Dazu beachte, dass
fiir jedes x € X gilt

fir x€ A \ A1 .

| ful@) = frpa(2)| < 2700
In der Kette A, gilt fir z,y e U = A, \ Ar_1
fa(x) = faly).

Damit folgt fiir solche x,y

[f(x) = fW)] < [f(z) = ful@)] + | fulz) = fu)] + | faly) — f(y)]
< Y1 2740+ 27"

und somit ist U eine Umgebung von x mit f(U) C Bzao-n(f(x)). Also ist f
stetig in x. 0

Das folgende Korollar folgt aus der einfachen Richtung von Uyrsohns Lem-
ma.

Korollar 1.24.4. Metrische Raume sind normal.

Beweis. Sie haben in Ubung 1.3(c) eine Urysohn-Funktion fiir abegschlossene
Teilmengen eines metrischen Raumes konstruiert! Aus Theorem [1.24.3] folgt
nun, dass X normal ist. O
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2 Einfiihrung in die algebraische Topologie

2.1 Homotopien

Im folgenden seien X, Y, Z topologische Raume. Abbildungen f, g, H, ... seien
stetig, wenn nichts anderes vorausgesetzt wurde. Mit I = [0, 1] bezeichnen wir
das Standard-Interval.

Definition 2.1.1.

1. Eine Homotopie ist eine (stetige) Abbildung

H: XxI—=Y.

2. Eine Abbildung f : X — Y heifit homotop zu einer Abbildung g : X —
Y, wenn es eine Homotopie H : X x I — Y gibt mit f(z) = H(z,0) und
g(x) = H(z,1) fur alle x € X. Wir schreiben dann f ~ g und betrachten
die durch das Intervall I parametrisierte Familie von Abbildungen H; :
X = Y mit H(z) = H(x,1).

Beispiel 2.1.2. Wenn X ein Punkt ist dann ist eine Homotopie genau ein
Weg in Y.

Sei ¢+ : S — R? die iibliche Inklusion und ¢y : S* — (0,0) die konstante
Funktion. Dann ist H : S* x I — R? mit H(z,t) = (1 —t)z eine Homotpie von
¢ nach cg.

Lemma 2.1.3. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Es gilt f ~ f, wegen der konstanten Homotopie H(z,t) = f(x) fiir
alle t € I. Gilt f ~ g mit Homotopie H(x,t), so ist H(z,t) == H(z,1 —t) eine
Homotopie von g nach f.

Sei H Homotopie von f nach g und H' von g nach h. Dann ist

" _ [ H(z,2t) fir0<t<i
H<x’t)‘—{H’(a:,2t—1) fir L <t <1

eine Homotopie von f nach h. O]

Definition 2.1.4. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei
topologischen Raumen. Die Aquivalenzklasse

fl={9: X =>Y]g~f}

heifit die Homotopieklasse von f.
Die Homotopiemenge von zwei topologischen Rdumen XY ist die Men-
ge von Homotopieklassen von Abbildungen

(X Y] =Alf]If: X =Y},

Lemma 2.1.5. Secien f,g: X — Y Abbildungen mit f ~ g und seien k,h :
Y — Z Abbildungen mit k ~ h. Dann ist ko f ~ hog.
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Beweis. Ist H: X x I — 'Y eine Homotopie von f nach g, so ist

koH: XxIBvZHEyg

eine Homotopie von k o f nach k o g. Ebenso ist

Ho(fxid): XxI'™yxr%hz

eine Homotopie von k o f nach h o f wenn H' eine Homotopie von k nach h
ist. Dank der Transitivitdt von ~ vervollstdndigt dies den Beweis. O]

Definition 2.1.6. Gegeben
whxhyhz
haben wir wegen Lemma wohldefinierte Abbildungen

k.. [X,)Y] — [X,Z]
[/ = [kof]
und
o [ X,)Y] — [W)Y]
/T = [feohl
Korollar 2.1.7. Fiir ky >~ ky : Y — Z gilt (k1) = (k2)«. Fiir hy ~ hy : W —
Mit Notation wie in der Definition gilt auch k, o f. = (ko f). : [W, X] —
(W, Z] und h* o f* = (foh)" : [Y, Z] — [W, Z].

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus Lemma [2.1.5]
Die zweite Aussage folgt direkt aus der Definition. n

Definition 2.1.8.

1. Eine Abbildung f : X — Y heiit Homotopiedquivalenz, falls es eine
Abbildung g : Y — X gibt mit

gof~idy und fogo~idy .

Dies ist tatséchlich eine Homotopiedquivalenz dank Lemma [2.1.5

Die topologischen Réume X, Y heiflen dann homotopieiquivalent, in
Zeichen X ~ Y.

2. Eine Abbildung f : X — Y heiit nullhomotop, falls f homotop zu
einer konstanten Abbildung ist. Wir schreiben dann f =~ x.

3. Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar, wenn idx null-
homotop ist. Dann gibt es einen Punkt zy € X und eine Homotopie
H: X xI— X mit H(z,0) =z und H(x,1) = z, fiir alle z € X. Wir
schreiben dann X ~ x.

4. Ein topologischer Raum X mit einem ausgewéhlten Punkt zy € X heifit
Raum mit Grundpunkt. Kann nun die Homotopie H in 3. sogar so
gewahlt werden, dass H(xo,t) = x, fiir alle ¢t € I, so heifit der topologi-
sche Raum mit Grundpunkt (X, xy) zusammenziehbar.
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Beispiele 2.1.9.
1. Jeder Homdomorphismus ist auch eine Homotopiedquivalenz.

2. Der R"™ ist in Bezug auf jeden Punkt xy € R" zusammenziehbar. Eine
Homotopie ist
H(z,t) = (1 —t)x +txg .

Genauso sind alle offenen oder abgeschlossenen Bélle in R" zusammen-
ziehbar.

3. Ein Raum ist genau dann zusammenziehbar, wenn er homotopiedquiva-
lent zu einem Einpunktraum ist. Dazu betrachte die eindeutige Abbil-
dung f : X — % und die Abbildung g : * — X mit g(*) = xy. Dann ist
fog=1id, und go f : X — X die konstante Abbildung mit Wert z(, die
wir mit ¢, bezeichnen.

X ist genau dann zusammenziehbar, wenn es eine Homotopie H von id x
zu g o f gibt. Dies rechtfertigt die Notation X ~ x fiir einen zusammen-
ziehbaren Raum.

4. Wir erinnern uns aus Beispiel [1.23.5/3 an PX, den Raum aller Wege in
X, die von z(y ausgehen, ausgestattet mit der KO-Topologie.

PX ist zusammenziehbar. Wir konstruieren eine Homotopie H : PX X
I — PX von der Identitat zum konstant Pfad xy. Dafiir definieren wir
H(w,t)(s) =w((1—1)s). Es gilt H(w,0) = w, H(w,1) = w(0) = o und
man kann priifen, dass H stetig ist.

Wir kénnen nun eine neue Kategorie definieren.

Definition 2.1.10. Die Homotopie-Kategorie hat als Objekte alle topolo-
gischen Rdume und als Morphismen von X nach Y die Homotopiemenge. Wir
schreiben kurz hTop und es gilt Homprop(X,Y) = [X, Y]

Es folgt aus Lemma dass die Verkniipfung wohldefiniert ist.
Homotopie-Aquivalenzen sind genau Isomorphismen in hTop und es gilt:

Korollar 2.1.11. Gilt X ~ X', so haben wir fiir jeden topologischen Raum
Y, Z Bijektionen

X, Y]~ [XY] wnd [Z,X]2[Z,X].

Beweis. Sei f: X ~ X' eine Homotopiedquivalenz mit Homotopieinversem g.
Dann sind f, und g, inverse Abbildungen zwischen [Z, X| und [Z, X’] dank
Korollar 2.1.7 O

Insbesondere gilt fiir X ~ %, dass |[W, X]| = |[W, *]| = 1 fiir alle topologi-
schen Raume W. Es gilt auch [X, W= | W] =mr (W)

Definition 2.1.12.
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1.

Eine Teilmenge Y C X mit Einbettung ¢ : ¥ — X heifit Deformati-
onsretrakt, falls es eine Abbildung

riX x[0,1] > X
gibt mit r(z,0) = z und r(x,1) € Y fir alle x € X und r(y,1) = y fur
alley € Y, d.h. ry ot =idy und ry = idx und r(X) C Y.

Aquivalent kann man verlangen, dass es einen Retrakt 1 : X — Y gibt
mit 7y o ¢ = idy und ¢ or; ~ idx. Insbesondere gilt also X ~ Y.

Gilt zusatzlich r(y,t) = y fir alle t € I und alle y € Y, so heifit Y C X
starker Deformationsretrakt.

Beispiele 2.1.13.

1.

Der Unterraum S"~! < R™ \ {0} ist ein Deformationsretrakt, wie die
Abbildung

zeigt. Es liegt sogar ein starker Deformationsretrakt vor.

. Indem man ein Mo6biusband auf seine Mittellinie zusammenzieht, sieht

man, dass es homotopiequivalent zu S! ist.

Definition 2.1.14.

1.

2.

Sei A C X und seien zwei Abbildungen X Lo,y gegeben mit f|4 = g|a.

f heifit homotop zu g relativ zu A, f ~ g rel A, falls es eine Homotopie
H gibt mit

H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(x) fur alle z € X

und
H(a,t) = f(a) = g(a) fir allea € Aund t € I .

Fir AC X und B C Y setzen wir

[X,A;Y,B] ={[f] | f(A) C B,[-] Homotopieklassen relativ zu A } .

Insbesondere ist also Y C X ein starker Deformationsretrakt wenn ¢ o rq
homotop zu idx ist relativ zu Y.
Wir werden im néchsten Abschnitt wichtige Beispiele treffen.

2.2 Fundamentalgruppen

Wir kénnen nun topologischen Rdumen eine erste algebraische Invariante zu-
zuordnen.

In der Folge werden wir topologische Rdume mit Grundpunkt betrachten,
geschrieben (X, xg). Eine stetige Funktion f : (X,z9) — (Y, o) soll immer
f(zo) = yo erfiillen.
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Definition 2.2.1. Sei X wegzusammenhéngend mit Grundpunkt xy € X.
Dann heifit
771(X7 .fL'o) = [ [07 1] ) {07 1}7 X7 370]

die Fundamentalgruppe von X.

Ein Element [w] € m (X, zo) wird also reprisentiert durch einen geschlos-
senen Weg w : [0,1] — X mit Anfangs- und Endpunkt w(0) = w(1) = xy. Ein
solcher Weg heifit Schleife.

Wir identifizieren zwei Wege, wenn es zwischen ihnen eine Homotopie gibt,
die den Grundpunkt festldsst, also mit H(0,¢) = H(1,t) = xo fur alle t € I.

Definition 2.2.2. Fiir zwei Wege v, w” in X mit w'(1) = w"(0) definieren

wir o) .
0 ) w2t ir 0
wrul(t) = { w”’(2t —1) fir 1

Satz 2.2.3. Die Menge m (X, xo) trigt die natirliche Struktur einer Gruppe.
Fiir den Beweis brauchen wir den folgenden niitzlichen Trick.

Lemma 2.2.4. Sei ¢ : [ — I stetig und ¢(0) = 0 und (1) = 1. Dann gilt fir
jeden Weg f: 1 — X, dass fop~ f.

Wir nennen in der Situation des Lemmas f o ¢ eine Reparametrisierung
von f.

Beweis. Es gibt die Homotopie

H(s,t) = f((1 = t)p(s) + ts) ,

fir die gilt H(s,0) = f(p(s)) und H(s,1) = f(s). Der Ausdruck ist wohldefi-
niert, denn (1 — ¢)p(s) + ts liegt zwischen ¢(s) und s, also in 1. O

Beweis von Satz[2.2.3 Wéhle Reprisentanten [w'], [w”] € m (X, x¢) und setze
[w"] - [w'] = [w” x w'] mit Definition [2.2.2] Dies ist wohldefiniert, denn aus
einer Homotopie H' von w’ nach v' und einer Homotopie H” von w” nach v”
konstruieren wir eine Homotopie H”x H' von w”xw’ nach v”%v’. Wir definieren

H"(s,2t)  fiirt <

" ! o
H *H<S’t>_{ H'(s,2t — 1) fiir t >

D [0 [ —=

Ein neutrales Element ist gegeben durch den konstanten Weg in z(, also
Cao(t) = xp fiir alle t € 1. Es ist

Wk Cpg W D Cpy %W
dank Lemma Zum Beispiel folgt c,, xw ~ w aus der Reparametrisierung

(s) == 2s fﬁrOSsS%
LA I fﬁrsZ% ’

denn w o p(s) = ¢y * W.
Die Verkniipfung ist assoziativ auf Homotopieklassen; es gilt

(W' *w") xw" =~ w' * (w" *w") .

65



Wir verwenden wieder eine Reparametrisierung:

25 fir0<s<
p(s) =4 s+1 fir;<s<

1 1 g 1
38+45 firs>3

DO | = [

Fiir einen Weg w ist w(t) := w(1—t) ein Reprisentant des Inversen, [w]™! =

[w]. Eine Homotopie von @ * w nach ¢,, ist explizit gegeben durch

w(2x) fir 0 <z <%
H(z,t) =4 wlt)=w(l—-t) firi<z<1-3%
w(2x — 1) fir 1 — £ <a <1
Damit formen die Elemente von (X, xy) eine Gruppe. O]

Man die Homotopien in diesem Beispiel auch explizit skizzieren.

Bemerkung 2.2.5. Die Fundamentalgruppe ist im Allgemeinen nicht
abelsch. Wir werden in Korollar und Beispiel [2.7.10] konkrete Beispie-
le sehen.

Definition 2.2.6. Die Kategorie Top, hat als Objekte alle topologischen
Réume mit Grundpunkt (X, z() (auch punktierte topologische Radume oder
topologische Rdume mit Basispunkt genannt), und Homrep, ((X, z0)(Y, y0))
besteht genau aus den stetigen Abbildungen f, fiir die f(zq) = yo ist.

Wir definieren auch hTop, als Kategorie mit den gleichen Objekten wie
Top, und Hompyrop (X, 20), (Y, y0)) = [X, z0;Y, yo] besteht genau aus den
Homotopieklassen von Abbildungen relativ zu xy.

Mit dieser Definition gilt auch
7T1(Xa xO) = Hothop*«Sla 1))7 (X> l‘o))
wobei wir St C R? auffassen und als Grundpunkt 1 € S ¢ C wihlen.

Satz 2.2.7. Die Fundamentalgruppe definiert einen Funktor m : Top, —
Group, wobei wir fir jede stetige Abbildung f : (X, z9) — (Y, yo) definieren

i (f) = fo i m(X,m0) — m(Y,90)
[w] = [fouw]

Diese Konstruktion definiert auch einen Funktor m : hTop, — Group.

Beweis. Sei f : (X,z9) — (Y, y0) gegeben. Zuerst einmal ist f, wohldefiniert
wegen Lemma [2.1.5] vgl. auch Korollar

Wir zeigen, dass f, ein Gruppenhomomorphismus ist. Fiir die Identitét gilt
felewo) = [f © €uy] = [cy]. Fiir die Verkniipfung gilt

flwx ) = [f o (wxw)] = [(f ow) % (f ow)]

Ist auch g : (Y,y0) — (Z,20) gegeben dann gilt (g o f). = g« o f. per
Definition. AuBerdem ist id, = idy, (x,2,). Also ist 7 ein Funktor.

Um zu zeigen, dass m; auch einen Funktor auf hTop, definiert, nehmen wir
an f ~ g. Es folgt mit Lemma[2.1.5 dass fow ~ gow und damit f, = g.. O
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Da jeder Funktor Isomorphismen auf Isomorphismen abbildet, haben wir:

Korollar 2.2.8. Sind zwei Rdume mit Grundpunkt homotopiedquivalent,
(X,z0) = (Y,40), so sind ihre Fundamentalgruppen isomorph, m (X, zq) =
771(Y7 yO)'

Ist insbesondere (X, xg) zusammenziehbar, so ist die Fundamentalgruppe
trivial, m (X, xg) = 1.

Bemerkungen 2.2.9.

1. Die Umkehrung gilt aber nicht: wir werden spéter in Korollar [2.7.1]2
sehen, dass 71 (S?, ) = 1 gilt, aber S? nicht zusammenziehbar ist.

2. Ist X C R” sternféormig beziiglich 2y € X, d.h. fiir jeden Punkt p € X
ist die Verbindungsstrecke pzg = {(1 — t)p + tzo|0 < t < 1} in X
enthalten, so ist X zusammenziehbar: Dazu betrachte die Homotopie

H(p,t) = (1 —1t)p +txg

von Hy = idx auf die konstante Abbildung c,,. Also ist die Fundamen-
talgruppe eines sternformigen Raumes trivial, m (X, zo) = 1.

3. Fiir einen Deformationsretrakt (vgl. Definition [2.1.12)) ¢+ : A — X in-

duziert ¢ fiir jeden Punkt a € A einen Isomorphismus ¢, : m (A, a) —
T (X, a).

4. Es gilt auch die folgende Stirkung von Korollar 2.2.8f Seien X und YV
homotopiedquivalent und zg € X und yy € Y beliebige Punkte. Dann
ist m (X, zo) = m1(Y, yo). Fiir einen Beweis siche z.B. Proposition 1.18 in
Hatcher.

Definition 2.2.10. Ein Raum heifit einfach zusammenhingend, falls er
wegzusammenhéngend ist und jeder geschlossene Weg nullhomotop ist.

Ein wegzusammenhéngender Raum ist genau dann einfach zusam-
menhédngend, wenn seine Fundamentalgruppe (fiir irgendeinen Grundpunkt)
trivial ist. Das folgt aus Ubung 9.5.

Insbesondere sind zusamenziehbare Rdume einfach zusammenhéngend.

Satz 2.2.11 (Fundamentalgruppe von Produkten). FEs gilt
(X X Y, (w0, y0)) = m (X, m0) X m1 (Y, 90) -

Beweis. Siehe Ubungsblatt 9. ]

Da wir noch keine nicht-trivialen Beispiele fiir Fundamentalgruppen ken-
nen, miissen wir mit Beispielen noch bis zum néchsten Abschnitt warten.

Wir diskutieren noch die Abhéngigkeit der Fundamentalgruppe von der
Wahl des Grundpunkts.

Satz 2.2.12. Sei X wegzusammenhdngend, xq,xo € X. Dann induziert jeder
Weg o von x1 nach xo einen Isomorphismus o : (X, z1) = 7 (X, 29) durch
Konjugation [w] — [a* w x@.
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Beweis. Wir leiten den Satz aus einigen niitzlichen Eigenschaften der Kon-
struktion a — o her.

Sind zwei Wege ay, ap von z1 nach x5 homotop relativ zu (z1, x2), so indu-
zieren sie die gleichen Abbildungen, oﬁf = a# . Hierzu verwenden wir, dass die
Aneinanderhédngungen von homotopen Schleifen wieder homotop zueinander
sind, vgl. den Beweis von [2.2.3

Gegeben drei Punkte z1, x5, x3 und Wege a von x; nach x5 und £ von x,
nach x3, so gilt

p*oat = (Bxa)”

Es folgt hieraus, dass o und (@)# invers zueinander sind. Auflerdem sieht
man, dass o ein Homomorphismus ist. O

Man beachte auch den Spezialfall x; = x5. Dann ist o ein geschlossener
Weg, der aber nicht unbedingt nullhomotop ist. Dann gilt

Die Konjugation mit der Klasse von « ist ein innerer Automorphismus der
Gruppe 71 (X, xo).

2.3 Fundamentalgruppe des Kreises

Es ist nun an der Zeit, eine nicht-triviale Fundamentalgruppe zu berechnen.

Wir stellen uns R als eine Spirale vor, die iiber S! liegt. Die Idee ist es nun,
die Schleifen in S! nach R hochzuheben, und sie gewissermafien abzurollen.

Wir benutzen hierzu die Identifikation von S' mit dem Quotienten R/Z =
{lx] eR |z ~y & x—y € Z} via exp(2mi—) : R — S'. Wir schreiben in
diesem Abschnitt also S! fiir R/Z (und nicht wie gewoéhnlich fiir den Unterraum
von C). Wir bezeichnen die Projektion R — R/Z mit E und wihlen [0] als
Grundpunkt von S*.

Wir betrachten die offenen Mengen

Ut =S"\{[1/2]} und U =S"\{[0]}

und werden z € U™ eindeutig als eine Zahl in (—31,1) repriisentieren und

z € U™ als Zahl in (0,1). Dann haben wir lokale Inverse von E:
LF U SR 20 z+n

und
L U —-R z—z+n,

n

und es gilt
1
E(Ly(2)) =2 Li(l0) =n, L([1/2) =n+3.
Der Bildbereich von L ist also das offene Intervall (n—%, n—l—%), der Bildbereich
von L ist (n,n + 1). Zusammen iiberdecken die offenen Intervalle R. Jeder

Punkt = € R liegt in hochstens einem Bildbereich einer Funktion L} und in
hochstens einem Bildbereich einer Funktion L.
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Bemerkung 2.3.1. Mann kann auch S! C C mit den ausgezeichneten Punk-
ten —1 und +1 betrachten und verschiedene Zweige des Logarithmus verwen-
den, um lokale Inverse fiir die Exponentialfunktion zu finden.

Satz 2.3.2. Fiir jeden geschlossenen stetigen Weg
w: [0,1] — S
mit w(0) = w(l) =1 gibt es eine eindeutige stetige Hochhebung
@:[0,1] - R

mit Anfangspunkt w(0) = 0. Eine Hochhebung ist eine stetige Funktion w mit
Eow=w.

Es gilt wegen E(w(1)) = w(1) =1 fiir jede Hochhebung w(1) € Z.

Beweis. Wir erinnern an das Lebesguesche Lemma, vgl. auch Anhang, Lemma
Sei K C R™ kompakt und (U;) ;s eine offene Uberdeckung von K. Dann
gibt es eine positive Zahl A € R, , die Lebesguesche Zahl der Uberdeckung, so
dass jede zu K nicht disjunkte Teilmenge A C R", die einen Durchmesser < A
hat, ganz in einer der offenen Teilmengen U; enthalten ist.

Fiir den Weg w : [0,1] — S' ist w™'(U*) =: V4 eine offene Uberdeckung
des kompakten Intervalls [0, 1], wobei die Mengen Vi im Allgemeinen nicht
zusammenhédngend sind. Man kann eine Lebesguesche Zahl % wéhlen, so dass
jedes der Intervalle T}, = [%, %] entweder ganz in V, oder in V_ enthalten
ist und wy, == w|g, ein Weg in U, oder U_ ist.

Wir liften nun induktiv: wegen w(0) = [0] ist w(77) C U,. Wir setzen
w(s) = L (w(s)) fiir alle s € Ty. Angenommen, wir haben eine Hochhebung
W : [0, £] — R gefunden. Das Bild des néchsten Intervalls liege w(Tj+1) C U,
wobei e € {+1, —1}. Dann liegt der Punkt @(£) im Bildbereich einer Funktion
L fiir genau ein n. Dieses L, benutzen wir zur weiteren Fortsetzung.

Die so konstruierte Hochhebung ist eindeutig. Denn die Differenz w — @’
zweier Hochhebungen ist stetig und nimmt nur ganzzahlige Werte an, da
E(w) = E(w'). Also muss w — @' konstant sein. Aus der Anfangsbedingung

w(0) =1 =a'(0) folgt die Gleichheit w = @' O

Definition 2.3.3. Fiir einen geschlossenen Weg w : I — S! heifit die ganze
Zahl w(1) € Z der Grad des Weges w.

Satz 2.3.4. Der Grad eines geschlossenen Wegs hingt nur von seiner Homo-
topieklasse ab. Es gibt einen Isomorphismus von Gruppen

grad : 7 (S, 1) = Z .

Beweis. Seien w',w” : I — S! geschlossene Wege. Nach Satz gibt es
eindeutige Hochhebungen @', w” : I — R. Dann ist mithilfe der Addition in
R

(" + @' (1)) '
eine Hochhebung des Weges w” x w’, denn E((0” + @'(1)) » @) = E(0")
E(@') = w" xw'. Somit ist grad(w” xw') = w”(1) + w'(1) = grad w” + grad w'.
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Fiir n € Z hat der Weg w,,(s) = [ns] (oder s — exp(27ins) fir S* C C)
die offensichtlicher Hochhebung w,,(s) = ns und daher grad w,, = @,(1) = n.
Die Abbildung grad ist also surjektiv.

Als néchstes zeigen wir, dass die Abbildung grad wohldefiniert auf Homo-
topieklassen ist, d.h. homotope Wege wy, wy haben gleichen Grad.

Sei dazu H : [0,1)> — S' eine Homotopie von w nach w’. Wieder
wéhlen wir eine Lebesguesche Zahl % fiir die Zusammenhangskomponenten
von H=YU*) = W#* C [0,1]% und zerlegen das grofie Quadrat [0, 1] in kleine
Quadrate T}, = [E*, £] x [44, L], auf denen mindestens ein Zweig von L,
wohldefiniert ist.

Auf dem kleinen Quadrat T} ; setze wegen H(0,0) = [0]

H|T1,1 = LE")_ © H|T1,1 .

Auf den angrenzenden Quadraten 75 ; = [, ] x [0, %] und auf T} 5 = [0, %] X
[+, 2] setze fort wie im Beweis von Satz [2.3.2]

Wir konnen nun auf 755 entweder vom Quadrat 77, oder von Th; aus
fortsetzen und erhalten zwei Hochhebungen. Diese stimmen aber im Eckpunkt
(%, ) iiberein und miissen daher denselben Zweig L, benutzen. Diese Proze-
dur setzt man nun fort.

Diese Hochhebung ist eindeutig, denn die Differenz H — H’ zweier Hoch-
hebungen ist stetig und nimmt nur ganzzahlige Werte an, muss also konstant
sein. Aus H(0,0) = [0] = H'(0,0) folgt die Gleichheit.

Weil H(0,t) stetig ist und wegen [0] = H(0,t) = E(H(0,t)) Werte in Z
annehmen muss, gilt H(0,t) = [0] fiir alle t € I. Ebenso ist die Funktion H(1, 1)
stetig und muss Werte in Z annehmen. Beide Funktionen sind also konstant
und somit ist

w(1) = H(1,0) = H(1,1) = @'(1) .

Schliellich zeigen wir, dass die Gradabbildung injektiv ist. Sei dazu w :
I — S! ein Weg mit gradw = 0, der also eine Hochhebung @ : I — R hat mit
w(1) = 0; der Weg w ist also geschlossen. Dann ist

K(s,t) = (1 —t)w(s) + tw(1)

eine Homotopie von @ zum konstanten Weg cg(1) = ¢o, und fiir alle ¢ € I gilt
K(0,t) = 0 = K(1,t). Dann ist das Bild F o K eine Homotopie von w zum
konstanten Weg cy. O

2.4 Anwendungen

[

Wir betrachten nun Anwendungen des Isomorphismus 7 (S*, 1) & Z.
Korollar 2.4.1. Der Raum (S*,1) ist nicht zusammenziehbar.

Beweis. Nach Korollar [2.2.8] gilt fiir einen zusammenziehbaren Raum
(X, z) 2 1 und nach Satz [2.3.4]is m (S, 1) = Z. O

Auch ohne Grundpunkt is S nicht zusammenhziehbar, wir werden spiter
sehen, wieso.
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Beispiel 2.4.2. Nach Satz [2.2.11] gilt fiir Tori und irgendeinen Grundpunkt
*
(T %) 2 (St x ... x St x) 22" .

—
n—mal

Also sind auch Tori (fiir n > 1) nicht zusammenziehbar.

Satz 2.4.3 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : D? — D?
hat mindestens einen Fizpunkt.

Beweis 1. Angenommen, es gilt f(z) # z fiir alle 2 € D?. Dann definiere eine
Abbildung
T D? — St

indem z € D? der Schnittpunkt der Halbgeraden von f(z) nach z mit S!
zugeordnet wird. Die Abbildung ist stetig und es gilt 7(z) = z fiir z € S'.
Dann ist H(t,2) == z +tr(z) —z fiir t € [ und z € S' eine Homotopie
relativ zu S' von der konstanten Abbildung H (0, 2) = r(0) € S! auf H; = ids:.
Bildlich gesprochen ist H; die Abbildung, die z nur einen Anteil ¢ des Weges
entlang der Halbgeraden durch f(z) und z zum Rand schickt. Also ist S! ein
starker Deformationsretrakt von D? und damit insbesondere zusammenziehbar,
im Widerspruch zu Korollar [2.4.1] O

Beweis 2. Wie zuvor nehmen wir ein Gegenbeispiel an und konstruieren r :
(D?*,1) — (S*,1). Fiir die Einbettung ¢ : (S',1) — (D% 1) ist dann r o ¢ :
(S',1) — (S', 1) die Identitit. Wir wenden den Funktor m; an und erhalten

das Diagramm:
id

2 Z

1

Z

was genau aussagt
re0ty = (rou), = (ids), = idg

. Also faktorisiert die Identitatsabbildung auf Z durch die trivial Gruppe 1 =
71 (D% 1). Das ist ein Widerspruch: Man betrachte zum Beispiel 1 € Z. Dann
gilt 1 =idz(1) = rus(l) = ri(er) = ez = 0, wo wir eg fiir die Einheit in der
Gruppe G schreiben. O

Der Brouwersche Fixpunktsatz gilt {ibrigens fiir Kreisscheiben D™ beliebiger
Dimension n. Im Falle n = 1 ist er dquivalent zum klassischen Zwischenwert-
satz [1.14.4] Denn betrachte fiir eine stetige Funktion f : [—1,1] — [—1,1] die
ebenfalls stetige Funktion g(z) = f(z)—=z. Dannist g(1) = f(1)-1 <1-1=0
und g(—1) = f(=1)+ 1> —1+1 = 0. Der Wert 0 wird von der Funktion ¢
genau dann angenommen, wenn die Funktion f einen Fixpunkt besitzt.

Fiir die ndchsten Anwendungen erweitern wir die Definition des Grades.

Definition 2.4.4. Sei f : S! — S! eine beliebige stetige Abbildung. Betrachte
den Weg in S*

1

wrg: I — S
t —  f(exp(2mit)) .
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Sei wy : I — R eine beliebige Hochhebung des Wegs wy, d.h.

R

or j
E
I——S!

wy
Dann ist der Grad von f definiert als

grad(f) == wy(1) — wy(0) .

Beispiel 2.4.5. Die Abbildung z — 2™ hat Grad n, denn wy : t — exp(2mint)
hat die Hochhebung ¢ — nt.

Satz 2.4.6. Die Abbildung f — grad(f) definiert eine Bijektion von [S!,S!]
nach 7.

Beweis. Zur Wohldefiniertheit miissen wir zeigen, dass der Grad nicht von der
Wahl der Hochhebung w; abhéngt. Aber wie im Beweis von Satz legt die
Wahl des Anfangspunkts @w;(0) die Hochhebung eindeutig fest.

Es ist w;(0) = f(1) und wy(1) = f(e*™) = f(1). Daher ist grad(f) € Z.

Homotope Abbildungen f, g haben den gleichen Grad. Wieder gilt der glei-
che Beweis wie in Satz[2.3.3] wir miissen allerdings beriicksichtigen, dass f und
g unterschiedliche Anfangspunkte haben kénnen. Sei also f(0) # ¢(0) dann gilt
f(0) = exp(27i6)g(0) fiir irgendein #. Man sieht, dass f und exp(27if)f den
gleichen Grad haben (Anfangspunkt und Endpunkt der Hochhebungen unter-
scheiden sich um #). Also haben auch f und g den gleichen Grad, da g und
exp(2mif) f homotope Abbildungen mit gleichem Anfangspunkt sind.

Das Beispiel z — 2™ zeigt, dass der Grad surjektiv ist. Wenn f Grad null
hat, dann ist w; eine Schleife in R. Da R zusammenziehbar ist, gibt es eine
Homotopie von wy nach ¢g,(0). Wir wenden £ an um eine Homotopie von wy
nach ¢, (o) zu erhalten. O

Wire S! zusammenziehbar dann hétten wir nach Korollar [S1, 5] =
%, im Widerspruch zu Satz . Also ist S! (auch ohne Grundpunkt) nicht
zusammenziehbar.

Wir diskutieren nun weitere Anwendungen des Abbildungsgrades:

Satz 2.4.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom
f(2)=ap+arz+...+a, 12" 42"
mit Grad n > 0 und a; € C hat eine Nullstelle in C.
Beweis. Wir setzen
s:=|ag| + ...+ |a,_1| +1>1.
Wir schiitzen fiir z € S' C C ab:

|f(s2) — s"2"]

lag + aysz + ...+ a, 18" 12"

lag| + |a1]s + ... an—1]|s
$"lao| + |ar| + .. |an—1]) [dals| > 1]
s = ‘Snzn| ,

n=1 " [Dreiecksungleichung]

ANVANVAN
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da der Ausdruck in der letzten Klammer gleich s — 1 ist. Damit liegt f(sz) im
Innern eines Kreises vom Radius |s"2"| um den Punkt s"2".
Die Strecke von f(sz) nach s"z" enthélt daher den Nullpunkt nicht. Damit
ist
H: S'xI — C*
(z,t) — (1 —1t)f(sz) +t(s"z")

eine Homotopie in C* von z +— f(sz) nach z — s"2".
Wir nehmen nun an, dass f keine Nullstellen hat. Dann ist z — f(sz2)
innerhalb von C* mittels

H(t,2) = F((1—1)sz)

nullhomotop und daher muss z — s™2" ebenfalls nullhomotop sein. Wir schal-
ten die stetige Abbildung
1

C*

z

n

z

|l

—>
—
nach. Dann ist auch die Abbildung

g: St — St

PR szn = "

lsm2n

nullhomotop, im Widerspruch zu grad(g) = n > 0, siehe Satz [2.4.] ]

Fiir das néchste wichtige Resultat brauchen wir die Aussage des folgenden
Satzes:

Satz 2.4.8. Eine Abbildung f : S' — S' heif$t antiperiodisch, wenn f(—z) =
—f(2) fiir alle z € S* gilt. Eine antiperiodische Abbildung hat ungeraden Grad.

Beweis. Sei w(t) = f(exp(2wit)) und @ : I — R eine Hochhebung von w.
Dann gilt fiir 0 <t < %

Eow(t+1) = w(t+3)=f(exp(2mi(t + 3)) = f(— exp(27it))
= —f(exp(27it)) = —FE o w(t)
und damit sind E(w(t + 5)) und E(w(t)) antipode Punkte. Also betréigt der

Winkel zwischen den beiden Punkten 7. Da £ ein Homomorphismus von (R, +)
nach (S',-) ist und E(3) = e™ gilt, haben wir

und

Die Funktion N ist stetig, also konstant, N(t) = N fiir alle 0 < ¢ < 1. Damit
folgt

grad(f) = w(1)—w(0) = w(1)—w(%)+w(%>—w(0) = %+N+%+N €27+1 .

]
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Satz 2.4.9 (Satz von Borsuk-Ulam). Sei f :S? — R? eine stetige Abbildung.
Dann gibt es einen Punkt x € S* mit f(x) = f(—x).

Korollar 2.4.10. Es gibt keine stetige Injektion von S? nach R2.

Nimmt man an, dass Luftdruck und Temperatur stetige Funktionen auf der
Erdoberfliche sind, so gibt es also zwei antipodale Punkte auf der Erde, die
gleichen Luftdruck und gleiche Temperatur haben.

Beweis. Angenommen, f(z) # f(—x) fiir alle x € S%. Dann ist die Funktion

f: 8?2 = st
@)~ f(—z)
T @)=l

wohldefiniert. Thre Einschréinkung auf den Aquator S' € S? ist antiperiodisch
und hat nach Satz ungeraden Grad.
Andererseits definiert f eine Funktion ¢ auf der oberen Hemisphére D? C S?
g: D? — St
(v1,m9) —  f(x1,22,\/1 — 2% — 13)

Die Funktion stimmt auf dem Rand von D? mit der Einschrinkung von f
iiberein. Aber diese Funktion ist nullhomotop, wie die Homotopie

H:S'xI — S!
(z,t) = g(tz)

zeigt, fiir die Hy konstant ist und H; = §|s:. Dies ist ein Widerspruch. O

Definition 2.4.11. Sei f:S! — R? stetig und z € R?\ f(S'). Der Grad der
Abbildung

f: St — St
flz)—=
T @)=

heifit Umlaufzahl oder Windungszahl des geschlossenen Wegs f beziiglich
des Punktes z, und wird mit U(f, z) € Z bezeichnet.

_ Sie kennen die Umlaufzahl womdglich aus der Funktionentheorie, auf dem
Ubungsblatt konnen Sie die beiden Charakterisierungen vergleichen.

Satz 2.4.12. Liegen 2z’ und 2" in der gleichen Wegkomponente des Komple-
ments R?\ f(S!), so gilt U(f,2) =U(f, 7).

Beweis. Tst w : I — R? ein Weg von 2’ nach z”, der das Bild f(S") nicht trifft.

Dann ist .
o) = L@ =l
1/ (z) = w(@)]
eine Homotopie von f,, nach f,,. Die Aussage folgt nun aus Satz [2.4.6] da
homotope Abbildungen S' — S! gleichen Grad haben. O
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2.5 Satz von Seifert-van Kampen

Sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum, X = X; U X, mit X;
und X, offen in X, wobei X, X5 und X; N Xy wegzusammenhéngend seien.
Wahle einen Grundpunkt zy € X7 N Xo.

Unser Ziel ist es, die Fundamentalgruppe 7 (X, zg) durch die Fundamental-
gruppen w1 (X1, zo), m1(Xs, z) und 71 (X7 N Xs, x¢) auszudriicken. Nach Satz
bekommen wir aus dem Diagramm

XlﬂXle—>X1

XQ—Z2>X1 UXQ

von topologischen Réumen ein Diagramm von Fundamentalgruppen

(1)
7T1(XlﬁX27350)1—>7T1(X1,$0) (1)

(Q)*L L(zl)*

(X2, z) Wﬁ@ﬁ U X5, x0)

Idealerweise konnen wir 71 (X3 U X5, o) aus den drei gegebenen Fundamental-
gruppen bestimmen.

Theorem 2.5.1 (Seifert-van Kampen). Sei X ein wegzusammenhdngender
topologischer Raum, X = X; U Xy mit X; und Xs offen in X und Xy =
X1N Xy, wobei X1, Xo und X1 N Xy wegzusammenhdngend seien. Wihle einen
Grundpunkt xo € X1 N Xs. Dann ist das Diagramm

(Ll)*
m (X1 N Xy, z0) (X1, zo)

(L2)*l L(Zl)*

71 (X2, xo) Wﬁ()ﬁ U X, z0)

ein Pushout-Diagramm.

Es gibt einen recht direkten, aber technisch involvierten Beweis fiir den
Satz von Seifert-van Kampen, der sich in den meisten Referenzen findet.

Ich mochte stattdessen einen etwas indirekten, aber konzeptionell klaren
Beweis zeigen, auf den wir aber warten miissen, bis wir deutlich mehr Theorie
entwickelt haben.

Unser Beweis gilt nur fiir topologische Rdume mit einigen gute Eigenschaf-
ten. Diese sind aber bei den Rdumen, fiir die wir uns in der Homotopietheorie
interessieren, fast immer gegeben.

2.6 Pushouts von Gruppen

Wir wollen nun Pushouts in Gruppen explizit verstehen.

75



Seien Gy, Gp und G9 Gruppen und i, : Gg — G; und iy : Gy — Gy
Homomorphismen. Der Pushout ist der Kolimes fiir das Diagramm

Go—> G,
Go

Nach Definition [1.22.4] ist dies eine Gruppe G mit Gruppenhomomorphismen
J1,J2 so dass das Diagramm

Go—2~ G,

Gz]—2>G

kommutiert und G die folgende universelle Eigenschaft hat: zu jedem Paar von
Homomorphismen

h11G1—>H und h22G2—>H

mit hqy 04y = hgoiy gibt es genau ein h : G — H mit hoj; = hy und hojy = hs.
Als Diagramm:

)
Go— G
ul jlt hy
J2
Gy ——G
N
N\ Jh
N
Q
H
ha

Als Kolimes ist der Pushout, wenn er existiert, eindeutig bis auf einen
eindeutigen Isomorphismus.

Wir werden nun das sogenannte amalgamierte freie Produkt G, x¢, G
konkret konstruieren und dann zeigen, dass es ein Kolimes in Group ist.

Definition 2.6.1.

1. Sei G eine Gruppe und E C G eine Teilmenge. Der Durchschnitt aller
Untergruppen von G, die die Teilmenge E enthalten, heifit die von F
erzeugte Untergruppe (F).

Gilt (E) = G, so heifit E ein Erzeugendensystem der Gruppe G. Wir
sagen, E erzeuge G.

2. Sei GG eine Gruppe und R C G eine Teilmenge. Der Durchschnitt aller
Normalteiler von G, die die Teilmenge R enthalten, heifit der von R
erzeugte Normalteiler NV(R).

Bemerkungen 2.6.2.
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1. Erzeugt eine Teilmenge £ C G die Gruppe G, so hat jedes Element
g € G mit g # 1 eine Darstellung der Form
g=s-.. . -5 (2)

mit s; € E und i, € Z.

2. Das Erzeugendensystem ist nicht eindeutig, z.B. ist G selbst ein Erzeu-
gendensystem fiir G. Auch die Darstellung (2) ist nicht eindeutig; man
kann zumindest immer Terme der Form s, - s; " kiirzen.

3. N(E) besteht aus Elementen der Form [2] mit s; € R, ihren Konjugierten
und den Produkten der Konjugierten.

Definition 2.6.3. Sei G eine Gruppe. Ein Erzeugendensystem F C G
heift frei, falls aus s%' -...- s = 1 mit s; € £ und i), € {&1} folgt, dass es
ein j € {1,...n— 1} gibt mit s; = 5,41 und i; = —i;;;. (Es gelten dann keine
anderen Relationen als s;s;7" = 1.)

Eine Gruppe G heifit frei, falls sie ein freies Erzeugendensystem E besitzt.
Das Erzeugendensystem F legt die Gruppe fest; wir schreiben dann G = F(E).

Die Elemente von F(FE) sind genau alle Worter in den Elementen von E
und ihren Inversen, also alle e; e;, ... e;, mit e; € E oder e, Le E ff alle i.

Wir werden mit dem Satz von Seifert-van Kampen sehen, dass die freie
Gruppe iiber 2 Ergzeugenden genau die Fundamentalgruppe des Bouquet’s
Stv St ist.

Definition 2.6.4. Sei F # () eine Menge und R C F(FE) eine Teilmenge der
frei erzeugten Gruppe. Bezeichne mit (E, R) = F(F)/N(R) die Faktorgruppe.
Gilt G = (E, R), so sagen wir, G werde durch die Erzeuger E und die Rela-
tionen R beschrieben. (F, R) heifit eine Priasentierung der Gruppe. Kann
man fiir eine Gruppe G eine Présentierung mit £, R endlichen Mengen finden,
so heiflit G endlich présentierbar.

Fir £ = {e,...,ep} und R = {ry,...,rn} schreiben wir auch
(€1,...yen | T1,... 1) fur (B, R)

Die Gruppe (E, R) hat als Elemente wieder alle Worter in den Elementen
von £ und ihren Inversen, aber es gilt e ¢;, ... €, = ej.¢ej, .. .¢e;, wenn sich die
beieden Worter ineinander {iberfiithren lassen, indem man wiederholt Worter
aus R oder ihre Konjugierten streicht oder einfiigt. (Es ist in der Regel extrem
schwierig, zu bestimmen, ob das moglich ist!)

Beispiele 2.6.5.
1. Es gilt F(0) = {1}, vgl. Satz[2.6.6] und F({x}) = Z = ({t},0).
2. Die freie Gruppe F(S) = (S, 0) mit |S| > 1 ist nicht abelsch.

3. Die Gruppe (a | a™) mit Erzeuger £ = {a} und Relation R = {a"} ist
die zyklische Gruppe Z/nZ. Fiir n = 0 erhalten wir wieder Z.

Wird eine Gruppe von einem Element erzeugt, so heifit sie zyklisch.

4. Die freie abelsche Gruppe vom Rang 2 ist Z x Z = (a,b | aba='b71).
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5. Jede Gruppe G hat eine Présentierung, denn das Ausmultiplizieren von
Wortern in G liefert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

e: FG)—G,

und der Normalteiler R := kere C F(G) gibt die richtigen Relationen.
Niitzliche Préasentierungen zu finden kann dagegen sehr schwierig sein.

Satz 2.6.6. Die freie Gruppe F(E) auf einer Menge E hat die folgende uni-
verselle Eigenschaft: fiir jede Gruppe H gibt es einen natirlichen Isomorphis-
mus

Homgroup(F(E), H) 2 Homses(E, H) .

Daraus folgt sofort fiir £ = ), dass Homgroup(F (), H) = Homget (0, H).
Da es genau eine Abbildung aus der leeren Menge gibt, muss F () die triviale
Gruppe mit einem Element sein.

Beweis. Sei  : E — F(FE) die natiirliche Einbettung von Mengen. Gegeben
f € Homgroup(F(E), H), erhalte f ot € Homget(E, H). Umgekehrt, gegeben
¢ € Homget(E, H), definiere f : F(E) — G auf g = si* - ... si» durch

Flst o osy) = gls)™ o p(sa)™

Da es in der freien Gruppe keine Relationen gibt, ist f wohldefiniert und ein-
deutig festgelegt. Man iiberlege sich, dass diese Abbildungen invers zu einander
sind. O

Bemerkung 2.6.7. Die Konstruktion F +— F(F) lasst sich zu einem Funktor
F : Set — Group erweitern. Jede Abbildung f : H — G von Gruppen
und jede Abbildung ¢ : E — F von Mengen induziert Abbildungen auf den
Hom-Mengen, vgl. die Konstruktion aus Definition [2.1.6]
Das Adjektiv natiirlich in Satz bedeutet nun Folgendes: Die Diagram-
me
Homgroup(F(E), H) = Homge(E, H)

| |

~

Homgroup(F(E), G) — Homget(E, G)

und
Hom(;mup(]-'(E), H)—— Homge(E, H)

F (9)*T Tg*
Homgroup (F(F), H) = Homge (F, G)

kommutieren. Wahrend sehr viele Mengen abstrakt isomorph sind, weil sie et-
wa abzdhlbar unendlich sind, ist eine natiirliche Bijektion eine deutlich stérkere
Bedingung!

Wir beschreiben nun das freie Produkt von Gruppen.

Definition 2.6.8. Seien die Gruppen G = (E1, Ry) und Gy = (Es, Ry) durch
Erzeugendensysteme gegeben. Dann ist das freie Produkt G, x G5 die Gruppe
<E1 II EQ, R1 U R2> . Hier betrachten wir Rl U RQ C ]:<E1 I EQ)
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Wir bilden also endliche Worter in Elementen aus G II G; die einzigen
Relationen sind gegeben durch Relationen in 1, angewandt auf Elemente in
(G1 und Relationen in (G5, angewandt auf Elemente in (G5. Das leere Wort ist

eGl*GQ'
Die Gruppenverkniipfung ist das Hintereinanderschalten von Wortern.
Jedes Element von GG; x G hat also eine reduzierte Darstellung der Form

9i, iy - - - Gi,,, wobei die Gruppenelemente abwechselnd in GG; und G5 liegen.
Esgilt Gx {1} =2G={1}xG dal=(0,0).

Beispiele 2.6.9. e Zum Beispiel ist Z x Z = (a) x (b) = F(a,b) die freie
Gruppe auf den beiden Erzeugern a, b. Sie ist nicht abelsch, da ab # ba
gilt.

e Auch die Gruppe Zs x Z5 ist unendlich und nicht-abelsch. Sie heifit un-
endliche Diedergruppe. In ihr gilt zum Beispiel:

aba - abab = aba*bab = ab’ab = a’b =1 .

Wir betten in offensichtlicher Weise die Gruppen G; und G, in das freie
Produkt G, x G5 als Worter der Lénge 1 ein:

G1 g Gl*Gg G2 g Gl*GQ
= Q g2 = g2

Das leere Wort eg,«q, ist das einzige Element in G N Gs.
Wir kénnen nun die Existenz von pushouts von Gruppen sicher stellen:

Definition 2.6.10. Gegeben sei ein Diagramm von Gruppen

CIO —=G (3)
Gy

Sei N die normale Untergruppe des freien Produkts G, x Gg, die von den
Elementen

{i1(90) (i2(90)) ™" Yaoeco
erzeugt wird. Wir definieren Gy xg, G2 = G x G3/N.

Satz 2.6.11. Der Pushout des Diagramms|[3 ist G1*¢, G2 mit den Abbildungen
ji: GiAGl*GQLGl*GOGQ.
Insbesondere ist das freie Produkt G x G4y der Pushout fir den Fall Gy = 1.

Beweis. Im Diagramm

Go———— Gy

[

GQLGl*Gg/N

h\\&
H

ho
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setze fiir g;, - gj, - - .. - gj, € G1 % Go, vgl. Definition [2.6.8]

h(g]1 : g.72 Tt gjn) = hel (gjl) e hen (g]n)

mit ¢, € {1,2}, je nachdem ob g;, € G; oder g;, € G5 gilt. Der Gruppenhomo-
morphismus h : Gy * Gy — H ist so eindeutig festgelegt und induziert einen
Gruppenhomomorphismus h : Gy *g, G2 — H auf dem Quotienten, denn fiir
g0 € Gy gilt

R(i1(90)) = hi(i1(g0)) = halia(go)) = hlis(go)) .

also ist N C ker h. Nach Konstruktion gilt & 0 ja(g2) = ha(ge) und ho j(gs) =
hao(g2) und G % G5 /N is der Kolimes. O

2.7 Anwendungen des Satzes von Seifert-van Kampen

Wir bemerken zuerst die folgenden direkten Folgen des Satzes von Seifert-van
Kampen. Sie folgen sogar schon aus

Korollar 2.7.1. Ist ein topologischer Raum X Vereinigung zweier offe-
ner, einfach zusammenhdngender Teilrdume, deren Durchschnitt wegzusam-
menhdngend ist, so ist X einfach zusammenhdngend.

Beweis. Nach Annahme kénnen wir Satz [2.5.1] anwenden. Da die Teilmengen
X; und X, einfach zusammenhéngend sind ist m (X, zg) ein Quotient von 1% 1
und damit selbst trivial.. O

Beispiel 2.7.2. Insbesondere ist die Sphére S™ fiir n > 2 einfach zusam-
menhédngend: wihle als Teilrdume die Komplemente von Nordpol und Siidpol,
die beide homdomorph zu R™ und damit beide einfach zusammenhéngend sind.
Ihr Durchschnitt ist homdomorph zu S*~! x R ~ S"~! also fiir n > 2 zusam-
menhéngend.

Beispiele 2.7.3.

1. Sei X = S'VS! das Bouquet aus zwei Kreisen. Wir iiberdecken es so mit
zwei offenen Mengen X, X5, dass der Grundpunkt ¢ mit vier Segmenten
im Schnitt X7 N Xy liegt. Dann ist w1 (X1, 20) = m(Xa,20) = Z und
71 (X1 N Xy, 29) = {1}. Daher ist m(S' VS') = Z x Z die freie Gruppe
auf zwei Erzeugern.

2. Induktiv finden wir 7 (V2 ,SY) = Zx...x7Z =: F,. Hierbei ist F, die

n
freie Gruppe auf n Erzeugern.

3. Betrachte den zweidimensionalen Torus ohne einen Punkt, X = T%\{po}.
Der Raum ist ein Deformationsretrakt des Bouquets, 7° \ {po} =~ S%l) Y
8%2) und nach Bemerkung m?) ist m (T2 \ {po}) X Z * Z.

Beispiel 2.7.4. Diese Beispiele erlauben es uns, einen topologischen Unter-
schied zwischen manchen verschlungenen und nicht verschlungenen Schleifen
in R? zu machen. Wir betrachten hierzu Komplemente in S*. (Man kannn auch
Komplemente in R? betrachten.)
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Zwei Kreise in verschiedenen Halbriumen haben in S? ein Komplement,
das sich auf S* v S zusammenziehen lisst. Die Hopf-Verschlingung hingegen
(bestehend aus zwei benachbarten Kettengliedern), hat ein Komplement in S?
das sich auf den Torus zusammenziehen lésst.

Diese Aquivalenzen konnen Sie in einer Ubungsaufgabe genauer ausarbei-
ten.

Nach Beispiel ist m(S' VS, %) = Z x Z und nach Beispiel ist
m(T?% %) = Z% An der unterschiedlichen Fundamentalgruppe des Komple-
ments konnen wir diese beiden Verschlingungen unterscheiden.

Wir kénnen nun auch R? und R? unterscheiden:

Satz 2.7.5. Sein > 3. Die topologische Réume R? und R™ mit der euklidischen
Topologie sind nicht homdéomorph.

Beweis. Angenommen, es gibe f : R? 2 R™. Dann ist auch X = R?\ {(0,0)}
homdomorph zu Y = R™\ {£((0,0))}. Aber X hat S' als Deformationsretrakt
und ist damit nicht einfach zusammenhéngend. Y hingegen ist einfach zusam-
menhédngend nach Beispiel , denn es hat S"! als Deformationsretrakt.
Wir verwenden hier zweimal Beispiel 2.1.13] O

Man beachte, dass R? und R? natiirlich homotopie-dquivalent sind. Den-
noch haben wir mit Hilfe der Homotopietheorie gezeigt, dass sie nicht
hom&omorph sind.

Wir untersuchen nun, wie sich die Fundamentalgruppe durch Ankleben von
Zellen wie in Definition verandert.

Satz 2.7.6. Sei X ein wegzusammenhdngender Raum und o € X ein Grund-
punkt. Sei f : S"' = X stetig mit f(1) = zo. Sei v : X — X Uy D™ die
Inklusion von X . Dann ist fiir n > 3 der induzierte Gruppenhomomorphismus

Lt (X, o) = m (X Up D", )
ein Isomorphismus.

Das Ankleben von Zellen e™ mit n > 3 verdndert also die Fundamental-
gruppe nicht.

Bewezs. Betrachte
F (]D”,S”fl) — (X Us D")

mit Flgn-1 = f. Setze
Yy =X U; D"\ F(0) Yo:=DcXU;D" .

Wiéhle einen beliebigen Hilfspunkt yo in Y7 NY; und einen Weg w von yg nach
zo. Es liegt die Situation des Satzes [2.5.1] von Seifert-van Kampen vor.

e Esist m (Y2, y0) = {1}, da D" = R" zusammenziehbar ist.
e Ferner ist der Durchschnitt
YiNY, =D\ {F(0)} = R"\ {0} ~ """

nach Korollar 2.7.1}2 fiir n > 3 einfach zusammenhéingend, also ist
(Y1 N Yy, 90) = {1}.
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Nach dem Satz von Seifert-van Kampen [2.5.1] ist
(X Ur D", o) = m1(Y1,%0) -
Ferner haben wir die Isomorphie
71 (X, 7o) = m (Y1, 20) = (Y1, %0) ,

wobei die letzte Isomorphie durch den Weg w vermittelt wird und die erste
nach Bemerkung [2.2.9.3 folgt, weil X ein Deformationsretrakt von Y; ist. [

Die Situation ist anders beim Ankleben von 2-Zellen:

Satz 2.7.7. Sei X ein wegzusammenhdngender Raum mit Grundpunkt zo € X
und sei f: (S',1) = (X, x0). Dann induziert die Inklusion v : X — X Uy D?
einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

Lt m (X, 20) = m (X Uy D2, 20).

Wenn wir
C(f : I
t f(exp(2rit))

definieren dann ist ker(t,) der von [ay] € m (X, xo) erzeugte Normalteiler
N(ay). Es gilt also

71'1<X Uf ]D)Q,xo) = Wl(X,xo)/N(Oéf).

Beweis. Mit den gleichen Bezeichnungen wie im Beweis von Satz [2.7.6] ist
nun der entscheidende Unterschied, dass der Durchschnitt Y; N Y, ~ S! nicht
einfach zusammenhingend ist, sondern nach Satz [2.3.4] Fundamentalgrup-
pe Z hat. Der Homomorphismus (¢1). : 71 (Y1 N Ya,v0) — m1(Y1,y0) indu-
ziert einen Homomorphismus zwischen den Fundamentalgruppen der homoto-
piefiquivalenten Rdume, 7;(S*, 1) — m (X, o). Dieser bildet den Erzeugenden
exp(2mi—) : I — S1) auf die Klasse von ay in m1(X, z) ab. Daher ist nach
dem Satz von Seifert-van Kampen [2.5.1

7T1(X Uf D2,x0) = 7T1(X, ZCo) *ﬂ'l(Slﬂ) 7T1(]D2) = 7T1(X, mo)/N(Oéf) . ]

Durch das Ankleben der 2-Zelle haben wir das Element ay € m(X;x0)
“getotet”.

Bemerkung 2.7.8. Falls f nicht den Grundpunkt von X trifft, dann kann
man ay mit einem Hilfsweg von f(1) nach zy konjugieren.

Korollar 2.7.9. Sei G eine endlich prisentierte Gruppe, G = (S, R).
Dann gibt es einen wegzusammenhdngenden Raum X mit xg € X, so dass
7Tl(X, [IZ'[)) axe gllt

Beweis. Sei S = {sq,. ..y} die endliche Menge der Erzeugenden. Setze X; =
V7, St mit Grundpunkt 9 = [1]. Wir wissen aus Beispiel [2.7.3] dass m; (X1, zo)
die freie Gruppe F(S) auf der Menge S ist. Seien R = {ry,rq,...,7,} C F(S5)
die Relationen. Jede Relation r; ist ein Wort in den Erzeugern sy, . . ., s,,. Finde
nun geschlossene Wege

fi : Sl — Xl = viESSr}
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mit f;([a]) = r;, wobei [a] ein Erzeuger von m(S',1) ist. Wir konstruieren
dann induktiv und finden mit Satz 2.7.7

X2 = X1 Uf1 D2 = 7T1(X27 ‘/L‘O) = f(S)/N(Tl)
Xipn =X U, D? = m(Xia,20) = F(S)/N(r1,...,m3).

Dann ist X, der gesuchte Raum mit Fundamentalgruppe (S, R) = G. ]
Wir kénnen nun leicht die Fundamentagruppen von Flachen ausrechnen.

Beispiel 2.7.10. Zum Beispiel betrachten wir die Kleinsche Flasche. Wir
erhalten K durch identifizierung der Seiten eines Quadrats als + — |. Wir
setzen X; das Quadrat ohne seinen Mittelpunkt und X, das offene Quadrat.
X, hat Deformationsretrakt S' Vv S' mit Fundamentalgruppe (a,b), X, ist
zusammenziehbar und X; N X, hat Deformationsretrakt S*.

Der Homomorphismus 4 : 7 (X7 N Xy, %) — 71 (X7, %) schickt den Erzeuger
von (X1 N Xy, *) nach abab™!. Alternativ kénnen wir Satz 2.7.7 verwenden.

Also gilt (K, *) = (a,b | abab™?).

Beispiel 2.7.11. Fiir die Fundamentalgruppe einer Fliche F, vom Geschlecht
g (intuitiv gesprochen: den Torus mit g Lochern) kann man induktiv zeigen

g
7T1(Fg, Io) = <CL1, b17 Ce CLg, bg | Haib,;aflbf) .
i=1
Vgl. das Ubungsblatt.

2.8 Fundamentalgruppe des projektiven Raumes

Aus Beispiel [1.12.55 kennen wir schon verschiedene Darstellungen des reellen
projektiven Raums RP™ = S"/{£1}.

Satz 2.8.1. RP" hat eine Zellzerlegung RP™ = U e'. Es gilt RP" =
RP"U,D" wobeip : OD™ — RP™! die kanonische Abbildung S™™* — RP™*

18t.

Beweis. Wir betrachten mit Beispiel [1.12.5l5 RP" = D"/ mit der iiblichen
Aquivalenzrelation z ~ —z auf oD".

Es gilt aber nach Beispiel [.12.5]5 auch D" /.. = RP"~! und die Abbildung
p: D" — 9D" /. ist genau die kanonische Abbildung "~ — RP" 1.

Damit entsteht RP" durch Zusammenkleben von D" und RP"~! mittels p,
vergleiche Definition [I.16.5] ]

Satz 2.8.2. Fiir jedes n > 2 gilt m(RP") = Z,.

Beweis. Fiir n = 2 folgt gilt RP? = RP' U, 51_,gp1 D?. Der Homomorphimus
RP! = S! identifziert p mit der Abbildung z + z2. Also gilt m (RP?, %) = Z,
nach Satz R.7.7
Fiir n > 3 haben wir die Zerlegung aus Satz [2.8.1]
RP"=RP*Ue’U...Ue".

Aus Satz folgt m (RP™) = Z,. O
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Den Fall n = 3 kann man auf iiberraschend konkrete Weise veranschauli-
chen.

Hierzu konstruieren wir zuerst einen Homdomorphismus SO(3) = RP3.
Jedes Element von SO(3) ist als Rotation durch eine orientierte Achse und
einen Winkel bestimmt, wobei die Rotation um die Achse x mit Winkel 6
gleich der Rotation um die Achse —x mit Winkel —6 ist. Also kodieren wir die
Rotation um die Achse x mit Winkel 6 durch einen Vektor x in R™ mit Lange
|z|]| = 0 € [0, 7] und wir identifizieren x und —z, wenn ||z|| = 7. Wir kénnen
Wenn wir nun mit Faktor 1 skalieren identifizieren wir alle Punkte von SO(3)
mit D3/, wobei ~ Antipoden auf dem Rand von D? identifizert.

Man priift leicht, dass dies ein Homéomorphismus ist (wenn wir Achse und
Winkel verdndern, dann verdndern sich die Matrixkoordinaten der Rotation
stetig). Nach Beispiel [1.12.5]5 ist also SO(3) = RP2.

Wir versuchen also, die Fundamentalgruppe unserer Euklidischen Symme-
triegruppe zu verstehen. Das lasst sich anschaulich verstehen. Nehmen Sie eine
(gefiillte) Teetase in ihre rechte Hand, am besten fassen Sie die Tasse am unte-
ren Rand an. Drehen Sie die Tasse gegen den Uhrzeigersinn. Bewegen Sie Thren
Arm auf und ab, wenn nétig (aber passen Sie auf, dass kein Tee auslduft). Dre-
hen Sie die Tasse um 360 Grad im Uhrzeigersinn. Thr Arm ist leicht verknotet.
Der Pfad der Tasse reprisentiert einen Erzeugenden von m1(SO(3)). Drehen
Sie noch einmal um 360 Grad im Uhrzeigersinn. Ihr Arm ist entknotet. Der
Erzeuger hat Ordnung zwei.

2.9 Gruppenwirkungen auf topologischen Riumen

Definition 2.9.1. Sei G eine Gruppe und X ein topologischer Raum. Wir
kénnen G als diskreten topologischen Raum betracten und sagen, G operiert
auf X, wenn es eine stetige Abbildung

p: GxX—-X

gibt mit p(1,x) = z fiir alle z € X und p(go, p(g1,7)) = p(g2 - g1, x) fiir alle
g1, g2 € G. Wir nennen p eine Gruppenoperation oder Gruppenwirkung.
Dann heifit X heifit G-Raum.

Wir schreiben auch p(g,z) = g.x = gz. Eine Gruppenwirkung definiert
einen Gruppenhomomorphismus G — Homoo(X) von G in die Gruppe der
Homoomorphismen von X.

Beispiele 2.9.2.
1. Z operiert durch Translation auf R.

2. Die Gruppe GL,(R) operiert auf R" durch Multiplikation einer Matrix
mit einem Vektor.

3. Die Gruppe S, operiert durch Rotationen auf dem Kubus I3.

Definition 2.9.3. Sei X ein topologischer Raum mit einer Operation einer
Gruppe G. Wir definieren genau wie fiir Gruppenoperationen auf Mengen die
folgenden Konzepte.
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1. Eine Teilmenge A C X heifit invariant, falls g.a € A fiir alle g € G und
alle a € A gilt.

2. Sei zy € X Dann heifit
Gzo = {g.70| g € G}

die Bahn von z(y. Die Bahn Gz ist invariant unter G.

Die Gruppe
G, = Stabg(zg) ={g € G| gro =20} < G

heifit Stabilisatoruntergruppe oder Isotropiegruppe von z;. (Es gilt
Stabg(gzo) = gStabg(zg)g™'.)

3. Ein Punkt zy € X h§iﬁt Fixpunkt der Gruppenwirkung, wenn g.xq = g
fir alle g € G gilt. Aquivalent: Stabg(zg) = G.

4. Eine Gruppenwirkung heifit frei, falls gxr # x fiir alle ¢ € G mit g # 1
und alle z € X gilt (also wenn alle Stabilisatoren trivial sind).

5. Eine Gruppenwirkung heifit transitiv, falls Gxy = X alle g € X gilt
(also wenn es nur eine Bahn gibt).

Eine Gruppenwirkung p : G x X — X induziert eine Aquivalenzrelation
auf X: esist x ~¢ y genau dann, wenn es ein g € GG gibt mit gr = y, also genau
dann, wenn y € Gz gilt. Die Aquivalenzklasse von x5 € X ist dann die Bahn
von 1z, also [zo] = Gxg. Die Menge der Aquivalenzklassen, den sogenannten
Bahnenraum, bezeichnen wir mit X/G = X/.

Wir versehen den Bahnenraum mit der Quotiententopologie, so dass die
Projektion 7 : X — X/G stetig ist.

Beispiel 2.9.4. Z operiert auf R durch Translation und der Bahnenraum ist
R/Z = S*. Das erklért auch unsere Notation aus Beispiel [1.12.3]

Definition 2.9.5. Seien X,Y G-Réume. Eine Abbildung f : X — Y heifit
G-aquivariant, falls f(gz) = gf(x) fiir alle g € G und alle z € X gilt.

Eine G-dquivariante stetige Abbildung f : X — Y induziert eine Abbildung

f: X/G — Y/G
[z] = [f(2)]

Wir haben nédmlich eine eindeutige Abbildung

T | T
x/G-L-v/G

die stetig ist, weil forX =7Y o f stetig ist. Ist f ein Homdomorphismus, so
ist auch f ein Homéomorphismus.
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Beispiel 2.9.6. Betrachten wir die Einbettung ¢ : S* C S? des Aquators.
Wenn wir S™ mit der Zo-Wirkung x — —x ausstatten, dann ist ¢ Zo-dquivariant
und induziert RP! — RP?.

Der folgende Satz zeigt, dass Gruppenwirkungen sehr besondere Identifi-
zierungen ergeben. Die Projektion auf einen Quotientraum ist immer stetig.
Es gilt aber auch:

Satz 2.9.7. Sei X ein G-Raum. Die Projektion m: X — X/G st stets offen.

Beweis. Sei B C X offen. Es ist 7(B) genau dann offen in der Quotientento-
pologie auf X/G, wenn das Urbild 77'7(B) C X offen in X ist. Aber

7T_17T(B) = UyeqyB

und mit B ist auch ¢B fiir alle ¢ € G offen, weil man leicht sieht, dass die
Linkstranslation L, : x — gz ein Hom6omorphismus ist. O]

Wir werden uns vor allem fiir Operationen interessieren, die die folgende
Bedingung erfiillen.

Definition 2.9.8. Sei G diskret und X ein G-Raum. Dann nennen wir die
Operation Uberlagerungswirkung, falls es fiir alle z € X eine Umgebung
U € U(x) gibt, so dass aus U N gU # () folgt g = e.

Uberlagerungswirkungen sind insbesondere frei.
Man sieht leicht, dass die Operation von Z auf R eine
Uberlagerungswirkung ist.

Bemerkung 2.9.9. Fiir diese Art von Operation findet sich in der Literatur
oft der Begrift eigentlich diskontinuierlich oder frei und eigentlich diskonti-
nuierlich. Der Begriff findet sich allerdings auch fiir einige andere Arten von
Wirkungen und ist ein Beispiel fiir nicht besonders gegliickte Nomenklatur.

Deswegen folgen wir hier Hatcher, der fiir solche Operationen, den Begrift
covering space action einfithrt. Damit der Begriff mehr Sinn ergibt, werden wir
uns nun mit Uberlagerungen befassen.

2.10 Faserbiindel und Uberlagerungen

Wir erinnern uns, dass wir (S, 1) mithilfe der stetigen Abbildung R — S*
berechnet haben. Fiir den Rest des Kurses werden wir diese Heransgehenweise
auf eine grofle Anzahl von Rdumen ausdehnen.

Zuerst wollen wir verstehen, was R! — S' besonders macht.

Definition 2.10.1.

1. Sei p : F — B eine stetige Abbildung und U C B offen. Eine lokale
Trivialisierung mit typischer Faser F' iiber U ist ein Homéomorphismus

h:p ' (U)SUXF

mit pry o h(z) = p(2) fiir alle z € p~(U), als Diagramm

pHU) —= UxF
p'Pm pr
U
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2. Die Abbildung E % B heifit lokal trivial mit typischer Faser F, falls
jeder Punkt b € B eine offene Umgebung Uhat, so dass es eine lokale
Trivialisierung iiber U mit typischer Faser F' gibt. Eine solche Abbildung
heifit auch Faserbiindel iiber B. Wir nennen E den Totalraum, F' die
Faser und B die Basis

Eine lokal triviale Abbildung ist stets surjektiv. Denn jeder Punkt b € B
hat eine Umgebung U, so dass p|,-1(y) ist eine Surjektion sogar auf die ganze
Umgebung U ist.

Es gibt allerdings eine Ausnahme: Nach der Definition ist die leere Abbil-
dung () — B ein Faserbiindel! Wir wollen dieses Beispiel aber der Einfachheit
halber in der Folge ausschlieflen.

Definition 2.10.2. Eine lokal triviale Abbildung mit diskreter typischer Faser
F heiBt Uberlagerung und wir schreiben oft p : X — X.

Eine Uberlagerung mit Grundpunkt ist eine Abbildung p : (X, %) —
(X, z) von topologischen Réumen mit Grundpunkt, so dass X — X eine
Uberlagerung ist.

Beispiele 2.10.3.
1. Die Abbildung

f:R — St
t — exp(2mit)

die wir in Abschnitt betrachtet haben, ist eine Uberlagerung mit
typischer Faser Z, denn f~1(U*) = U* x Z.

2. Fiir n € N ist die Abbildung

f:St — st
z = "

eine Uberlagerung, deren typische Faser n Elemente hat.

3. Das Mobiussche Band ist ein Faserbiindel iiber S! mit typischer Faser
I = [0, 1], aber keine Uberlagerung.

Definition 2.10.4.

1. Zwei Faserbiindel X; & X und X, 2 X heiBen dquivalent, falls es
einen Homéomorphismus f von X; nach X, gibt mit py, o f = pq, als

Diagramm:
X

Dann bildet f fiir jedes * € X die Faser p;'(z) bijektiv auf die Faser
—1
py () ab.

X4

2. Ein Faserbiindel £ — B mit Faser F' heif3t trivial, falls es dquivalent

zum trivialen Faserbiindel B x F 2% B ist.
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Beispiele 2.10.5.

1. Die Projektion S' x R — R (und allgemen jede Projektion ¥ x X — X))
ist ein triviales Faserbiindel.

2. Das durch das Mobiussche Band gegebene Faserbiindel ist nicht trivial.
Denn eine Trivialisierung wiirde einen Homdomorphismus auf dem Rand
induzieren. Aber der Rand des trivialen Biindels ist S'IIS! und der Rand
des Mébiusbandes ist S!.

Im Falle einer Uberlagerung X % X, also einer lokal-trivialen Abbildung
mit diskreter typischer Faser F', ist fiir eine lokale Trivialisierung auf U C X

pHU)2U x F 21U x {y} .

Die Summanden von p~'(U) heifien Blétter. Die Einschrinkung von p
auf ein Blatt ist ein Homoomorphismus. Man sagt auch, p ist ein lokaler
Homéomorphismus, denn jede Umgebung von # € X hat eine Umgebung,
die hom6omorph zu einer Umgebung von p(z) € X ist.

Beispiele fiir Uberlagerungen erhalten wir durch Gruppenoperationen.

Satz 2.10.6. Sei G eine diskrete Gruppe und X em G-Raum. Handelt es
sich um eine Uberlagerungswzrkung, vgl. Deﬁnmon so ist die kanonische

Projektionp: X — X/G auf den Bahnenraum eine Uberlagerung mat typischer
Faser G.

Definition 2.10.7. Wir nennen eine solche Uberlagerung eine G-Uberlage-
rung.

Zum Beispiel operiert die Gruppe Z/2 als Uberlagerungswirkung auf S”,
wobei der Erzeuger durch die Antipodenabbildung operiert. Daher ist

S*" — S"/Zy = RP"
eine zweiblittrige Uberlagerung.

Beweis. Sei # € X. Nach Definition kénnen wir eine offene Umgebung U
von # so withlen, dass U N gU # 0 impliziert, dass ¢ = 1 ist. Es ist dann U =
pU € U([7]) eine offene Umgebung von [] := pi € X /G und p|j ist eine offene,
stetige Bijektion, also ein Homdomorphismus. Wir finden Homéomorphismen

P (pU) = Ugeq gU 2 1yeq gU 2 U x G .

Hierbei haben wir erst ausgenutzt, dass gU N ¢'U = @ fiir g # ¢ gilt, so dass
die Vereinigung disjunkt ist. Da L, :  — g.x ein Homdomorphismus ist, gilt
gU = U. Im letzten Schritt wurde des weiteren benutzt, dass die Gruppe G
mit der diskreten Topologie versehen ist. O]
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2.11 Hochhebungen und Faserungen

In unserem motivierenden Beispiel R — S! haben wir gesehen, dass die wir-
kende Gruppe genau gleich der Fundamentalgruppe des Quotentien ist. Wir
untersuchen also als nichstes, wie sich Fundamentalgruppen unter Uberlage-
rungen verhalten. Es ist erstaunlich, wie fruchtbar die Verbindung von Funda-
mentalgruppen und Uberlagerungen ist.

Wir kénnenn, so wie wir es mit R — S! getan haben, die Uberlagerungen
von X als (teilweise) Abwicklung von Wegen in X betrachten.

Definition 2.11.1. Sei X 5 X eine Uberlagerung und f : Y — X eine
Abbildung. Dann heifit eine Abbildung f:Y — X eine Hochhebung von f,
wenn po f = f gilt. Als Diagramm:

Wir haben schon in Kapitel fiir die Uberlagerung R — S' aus Beispiel
2.10.3/1 Hochhebungen von Wegen w : I — S! zu Wegen w : I — R betrachtet.
Wir beweisen nun ein allgemeines Eindeutigkeitsresultat fiir Hochhebungen:

Lemma 2.11.2 (Eindeutigkeit von Hochhebungen). Sei X 5 X eine Uber-
lagerung und Y ein zusammenhéngender Raum. Stimmen zwei Hochhebungen
fl, f2 Y - X wvon f:Y — X in einem Punkt tberein, so sind sie gleich,

fi="Fa

Beweis. Seiy € Y beliebig und U € U(p f1(y)) eine trivialisierende Umgebung
von pfi(y) = pfa(y) = f(y) € X. Dann ist

plUXU X FILpU x {2} .

Sei Uy C p~'U das Blatt, das fi(y) enthélt und U, C p~'U das Blatt, das
f2(y) enthélt. Ferner betrachte die folgende Umgebung von y in Y:

Vo= 7Y U) N N Us) € Uly) .

Fall 1: Es gilt fi(y) = fo(y). Dann ist U; = U, und, weil die Faser diskret ist,
fi(2) = fa(z) fir alle z € V. Daher ist die Teilmenge

W={zeY|fi(z) = faz)} CY offen.

Fall 2: Es gilt fi(y) # fo(y). Dann ist Uy # U, und fi(2) # fo(2) fiir alle
z € V. Daher ist auch die Teilmenge

W' ={zeY|fi(z) # fo2)} CY offen.

Damit ist Y als disjunkte Vereinigung der beiden offenen Mengen W und W’
geschrieben. Nach Voraussetzung ist W # (); da Y zusammenhéngend ist, muss
= () gelten. O]

Wir wollen nun Wege in X zu Wegen in X mit vorgegebenen Anfangspunkt
T € X heben.
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Satz 2.11.3 (Eindeutige Hochhebbarkeit von Wegen). Sei X ~£> X eine
Uberlagerung. Zu jedem Weg w : I — X und jedem Punkt T € X mit pT =
w(0) gibt es genau eine Hochhebung w von w mit Anfangspunkt w(0) = .

Dieser Satz ist ein Spezialfall vom néchsten Satz, daher geben wir keinen
gesonderten Beweis..

Wir schreiben auch w; fiir die Hochebung von w mit Anfangspunkt z.

Wir bemerken, dass die Hochhebung einer geschlossenen Kurve nicht un-
bedingt geschlossen ist. Dies hatten wir schon bei der Uberlagerung R — S*
in Kapitel gesehen.

Da wir auch Homotopien, also durch I parametrisierte Familien von Ab-
bildungen, heben wollen, fithren wir die folgende Definition ein.

Definition 2.11.4.

1. Eine Abbildung p : E — B hat die Homotopiehochhebungseigen-
schaft fiir einen Raum Y, falls es zu jeder Abbildung

h: YxI—DB

und jeder Abbildung ¢ : Y — E mit po g = hg eine Abbildung H :
Y x I — E mit po H = h gibt, so dass H(y,0) = g(y) fir alley € Y
gilt. Als Diagramm:
Yy —2~F
7
H -
7

YxI" B

2. Eine Abbildung p : E — B heifit Faserung, falls sie die Homotopie-
hochhebungseigenschaft fiir alle Rdume Y hat.

Satz 2.11.5. Eine Uberlagerung X 2 X ist eine Faserung.

Beweis. Zu Abkiirzung nennen wir eine offene Teilmenge U C X zuldssig,
wenn es iiber U eine lokale Trivialisierung von X % X gibt.

Wir legen einen Punkt y € Y fest. Fiir jedes (y,t) € Y x I hat der Bildpunkt
h(y,t) € X eine zuldssige Umgebung U(y,t) in X. Da h stetig ist finden wir
Umgebungen N; von y und Intervalle I; C I mit (y,t) € Nyx I, C h=(U(y, t)).
Da I kompakt ist, konnen wir es mit endlich vielen Intervallen I; iiberdecken.
Wir withdlen also 0 =ty < t; < ...t, = 1 mit N; x [t;,t;41] € h=2(U;) fiir
endlich viele zulédssige Mengen {U;}.

Wir definieren die Umgebung N, von y in Y

N, = Nt N,

und werden nun H auf N, x I definieren. Wir induzieren iiber <. Wir nehmen
zuerst an, dass wir H auf N, x [0, ¢;] konstruiert haben. Wir bezeichnen mit U,
das Blatt iiber U;, das H(y,t;) enthilt. Wir konnen annehmen, dass U, ganz
H(N, x {t;}) enthélt. Falls dies nicht der Fall ist, schneiden wir N,, mit der
offenen Menge (H|Nyx{ti})*1(0i).

Wir definieren H | Nyx[titis1] = p~loh,dap: U, — U, ein Homo6omorphismus
ist. H| N, x[0,t:41) 15t stetig, da die Konstruktionen auf Hy, (4, iibereinstimmen.
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Nach endlich vielen Schritten haben wir Hy, 7 konstruiert. (Und da wir
N, nur endlich oft mit offenen Mengen geschnitten haben ist es immer noch
eine offene Menge.)

Da Y von den N, iiberdeckt wird, haben wir H gefunden. H ist stetig, da
seine Enschrankung auf jedes N, x I stetig ist.

Wir miissen allerdings noch priifen, dass H wohldefiniert ist. Sei also z €
N, N Ny und bezeichne mit H und H’ die beiden Hochhebungen, die wir von
y bzw. ' ausgehend definieren.

Die beiden Hochhebungen stimmen nach Annahme auf (z, 0) tiberein. Dann
wenden wir Lemma auf das Intervall {z} x I an. Die Eindeutigkeit der
Hochhebung zeigt, dass H(z,t) = H'(z,t) fir alle t € I. O

Beweis von Satz[2.11.3. Wir setzen einfach Y = %, h = w und g : x — T in
Satz[2.10.4] (Wir identifizieren % x [ und I.) Dann ist H : [ — X die gesuchte
Hochebung w. O]

2.12 Uberlagerungen und Fundamentalgruppen

Die Hochebungseigenschaft hat zahlreiche wichtige Konsequenzen.

Korollar 2.12.1. Se: (X,i’) 5 (X, x) eine Uberlagerung mit Grundpunkt.
Der Gruppenhomomorphismus

P m(X,z) = m(X, z)
15t injektiv.

Beweis. Wir werden die folgende Behauptung beweisen: Seien g, w; : I — X
Wege mit gleichem Anfangspunkt, wy(0) = @w;(0) =: Z. Dann gilt wy ~ 0,
relativ  in X genau dann, wenn pwgy ~ pw, relativ x in X gilt.

Die Aussage des Korollars folgt sofort aus der Behauptung.

Wenn es eine Homotopie H : @y ~ w; in X relativ zu # gibt, dann ist
natiirlich pH eine Homotopie von pwy nach pw;.

Es gelte pwy ~ pw; relative zu pxy. Es gibt also eine Homotopie in X

h:IxI—=X

mit h(s,0) = pwo(s), h(s,1) = pwy(s) fiir alle s € I und Anfangspunkt
h(0,t) = pz fur alle t € I. Finde nun wegen Satz [2.11.5 eine Hochhebung
H in

><<—~
\
><<—><z

wobei ¢(s) = (s,0).

Es gilt dann Hy = wo und po H = h. Da fiir alle t € I der Punkt H(0,¢) in
der Faser iiber z liegt und diese Faser bei einer Uberlagerung diskret ist, gilt
H(0,t) = wy(0) = w;(0) fiir alle ¢t € I.

Zu zeigen ist Hy = w;. Aber die beiden Wege

s+ H(s,1) und s~ w(s)
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in X sind Hochhebungen des Wegs s — piy(s) in X, da pH(s,1) = pi(s) =
h(s,1). Die Hochhebungen stimmen im Anfangspunkt iiberein, also sind sie

nach Lemma [2.11.2] gleich und H ist eine Homotopie von wy nach wy = H; in
X. n

Beispiele 2.12.2.

1. Die Uberlagerung z — 2 von S' nach S' induziert den Homomorphis-
mus k — 3 -k von Z nach Z.

2. Es gibt eine undendlich-blittrige Uberlagerung X — S v S mit X =
R 10y (I17S"), wir kleben also an jede ganze Zahl in R einen Kreis an.
Der Totalraum X ist homotopiuedquivalent zur Einpukntvereinigung von
unendlich vielen Kreisen. Es gilt m,(X, %) = Z**. Nach Korollar
ist also die freie Gruppe auf abzéhlbar unendlich vielen Erzeugenden eine
Untergruppe der freien Grupp auf zwei Erzeugenden!

Die Hochhebung erlaubt uns auch, eine natiirliche Abbildung von der Fun-
damentalgruppe der Basis in die Faser zu definieren:

Korollar 2.12.3. Seip: (X,%) — (X, ) eine Uberlagerung mit Grundpunkt.
Sei F' die typische Faser F mit Homdomorphismus v : F' — p~'(x). Dann ist

0 fw] = (wz(1))
eine wohldefinierte Abbildung m (X, z) — F.

Wir erinnern uns, dass fiir jeden Weg w in X der Weg w; eine Hochhebung
von w mit Anfangspunkt z ist. Wir lassen das Subskript weg, wenn keine
Verwechslungsgefahr besteht.

Beweis. Nach Satz [2.11.3] ist w; eindeutig definiert, und nach Satz [2.11.5
konnen wir auch Homotopien hocheben. Sei also H eine Homotopie w’ >~ w,
dann ist H eine Homotopie @' ~ w. Da H(t,1) fiir alle ¢ in p~'(z) liegt, defi-

niert ¢ — ¢~ '(H(t,1)) einen Weg von ¢(w) nach ¢(w') in F' und da F diskret
ist gilt l(w) = £(w'). O

Wir erinnern uns, dass mo(X ) die Menge der Wegkomponenten eines topolo-
gischen Raums X bezeichnet. Jede stetige Abbildung f : X — Y von Rédumen
induziert eine Abbildung mo(f) : mo(X) — m(Y) von Wegkomponenten Im
allgemeinen ist mo(X) keine Gruppe. Wenn (X, xy) ein Raum mit Grundpunkt
ist, dann hat immerhin auch die Menge m(X) einen Grundpunkt, namlich die
Wegkomponente von x.

In der Notation von Korollar hat F' einen Grundpunkt f = .7'(Z).
Da F diskret ist, gilt F' = mo(F).

Satz 2.12.4. Mit Notation wie oben gibt es eine Sequenz von Abbildungen:

1o m(X,7) 227 (X 1) S mo(F) ™Y (X)) 2% r0(X) =+ (%)

Hier ist p, ein Gruppenhomomorphismus, die anderen Abbildungen bilden
Grundpunkte auf Grundpunkte ab.
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Man sagt auch, dass ¢, m(¢), mo(p) Abbildungen von Mengen mit Grund-
punkt sind.

Beweis. Die Aussage gilt fiir my(¢) und mo(p) wegen unserer Wahl der Grund-
punkte. Die Existenz von Abbildung ¢ haben wir in Korollar gezeigt.
Der Grundpunkt in 7;(X, pZ) ist das neutrale Element und hat einen null-
homotopen Weg w als Repréasentanten, der zu einem nullhomotopen Weg w
hochgehoben wird. Da die Faser diskret ist, folgt @w(1) = Z. Somit geht ein
nullhomotoper Weg w in X unter ¢ auf den Grundpunkt f € F. m

Bemerkung 2.12.5. Diese Sequenz von Abbildungen ist natirlich. Das be-
deutet: Angenommen wir haben zwei Uberlagerungen p : (X1,#1) — (X, )
und ¢ : (X3, %) — (X, z) und eine Abbildung f : (X1, #1) — (X3, &), so dass
go f = p. Dann induziert f Abbildungen zwischen zwei Sequenzen wie in Satz
und das entstehende Diagramm kommutiert.

Satz 2.12.6. Die Sequenz in Satz st exakt. Das bedeutet, dass das
Urbild jedes Grundpunktes genau das Bild der vorhergehenden Abbildung ist.

Explizit gelten also folgende Bedingungen:

1. Der Gruppenhomomorphismus 7 (p) ist injektiv.
2. Es gilt Im p, = ¢71(f) in m(X, p2).

3. Es gilt Im £ = mo(¢)"1(Z) in mo(F) = F.

4. Es gilt Tm mo(1) = mo(p) 1 (p) in mo(X).

5. Die Abbildung my(p) ist surjektiv.

Beweis. Aussage 1. ist Korollar [2.12.1]

Zu Aussage 2: Sei [w] € Im p,, d.h. es gibt einen geschlossenen Weg @ in
X, der den Weg w in X mit Anfangspunkt i hebt. Dann ist aber £([w]) =
THw(1) =Y z)=f€F.

Sei umgekehrt [w] € (X, pZ) mit f[w] = f. Das heifit aber, dass es eine
Hochhebung @ von w gibt mit @w(0) = & und w(1) = Z, also einen geschlossenen
Weg mit [w] € 7 (X, Z). Dann gilt

[w] = [pow] = p.[w] .

Fiir Aussage 3 gilt: Ist f/ € Im ¢ C F, so gibt es einen Weg w vom Grund-
punkt Z zu «(f’). Die Punkte & und «(f’) liegen daher in der gleichen Zusam-
menhangskomponente von X, also mo(¢)(f) = &.

Sei umgekehrt f' € F mit my(¢)[f'] = [Z]. Dann gibt es einen Weg w : [ —
X mit @w(0) = Z und (1) = o(f’). Dieser Weg ist eine Hochhebung des Wegs
w = pow in X. Der Endpunkt +(f") des Wegs @ in X liegt in der Faser
iitber z. Also ist der Weg w = pw in X geschlossen. Es gilt fiir diesen Weg
Ulpow] =u(f) i

Zu Aussage 4: Ist y € Im¢ C X, so liegt y iiber pz. Daher gilt sogar
py = pi.

93



Sei umgekehrt § € X ein Repriisentant von [j] € mo(p)~*(pi). D.h. es gilt
[py] = [pZ] in 7o(X); daher gibt es einen Weg w : I — X von pgy nach pz. Im
Diagramm

~ wo <7
Wy —X

e
Lo 7/ p
s/

I =X

finde mit der Homotopiehochhebungseigenschaft von p einen Weg H in X mit
Anfangspunkt H(0) = y und Endpunkt H(1) in der Faser iiber pz. Also ist g
in der gleichen Wegkomponente von X wie ein Punkt in der Faser von pZ und
somit § € Im 7mp(¢) = Im ¢.

Aussage 5. folgt, weil eine Uberlagerung stets surjektiv ist. O]

Nur fiir die erste Aussage haben wir verwendet, dass X — X eine
Uberlagerung ist, alle anderen Aussagen gelten fiir allgemeine Faserungen. Fiir
ein Faserbiindel ist der Kern von (X, %) — m (X, p#) das Bild von 71 (F, f).

Sei nun G eine diskrete Gruppe mit einer Uberlagerungswirkung auf X.
Die typische Faser tragt in dieser Situation zusétzlich eine transitive und freie
Wirkung der Gruppe G und die Wahl des Grundpunktes definiert eine Bijek-
tion G — F mit g — g '.f. (A priori kénnen wir natiirlich auch g mit gf
identifizieren, die Wahl des Inversen vereinfacht aber die folgende Theorie.)
Wir identifizieren mit dieser Bijektion die typische Faser mit der Gruppe G.
Insbesondere identifizieren wird den Grundpunkt von F' mit dem neutralen
Element von G ist.

Dann ist nach Satz X 5 X /G eine Uberlagerung mit typischer Faser
G. Wir wihlen Grundpunkte # € X, z = p# € X und f = 1 7'(%).

Satz 2.12.7. In der soeben beschriebenen Situation gibt ¢ einen Gruppenho-
momorphismus m (X, x) — G.

Beweis. Seien w; : I — X fiir i = 1,2 Schleifen in X mit Anfangspunkt z.
Seien Wy, ws : I — X Hochhebungen mit gleichem Anfangspunkt . Finde
eindeutig bestimmte Elemente g;,go € G mit g;'% = ;(1). Dann ist nach
unserer Konvention ¢|w;| = g;.

Der Weg g; 'y %y lduft von Z iiber g;'% = @, (1) zu g 'g; '% und hebt
den Weg ws + w; in X zu einem Weg in X mit Anfangspunkt Z hoch. Daher
ist

f(wz *wl) = g1W> *?171(1) = 91_192_% :

Also gilt £(wy * wy) = (gflggl)_l = gog1 = Lfws]lw]. O

In der Vorlesung hatten wir in der Faser ¢.7 mit ¢ identifiziert und
dann gezeigt, dass ¢ ein Antihomomorphismus ist, der das Produkt nicht be-
wahrt, sondern die Faktoren vertauscht. Das ergibt einen Homomorphismus
7 X, x) = G, wobei die duale Gruppe G°? die Gruppe mit den gleichen Ele-
menten wie G aber umgekehrter Multiplikation ist. Jede Gruppe ist allerdings
zu ihrer dualen Gruppe durch g + ¢~! isomorph, insofern bekommen wir
auch einen Homomorphismus nach G. Die neue Konvention ist hoffentlich kla-
rer. Ein Ursprung unserer Verwirrung war, dass wir in Definition Wa * Wy
nicht als Durchlaufen von ws gefolgt von w; definiert haben (wie im Buch von
Hatcher) sondern als Durchlaufen von w; gefolgt von ws (wie im Buch von
Laures-Szymik).
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Korollar 2.12.8. Fir eine G-Uberlagerung X — X mit X wegzusam-

menhdngend gilt mo(X) = G/(m (X, z)).

Beweis. G ist die typische Faser, wir haben also die exakte Sequenz 71 (X, z) —
G — mp(X) — *. Also ist G — 7o(X) surjektiv. Indem wir den Grundpunkt
durch verschieden Punkte von X laufen lassen, stellen wir fest, dass g,h e G
genau dann das gleiche Bild in m(X) haben, wenn es [w] € 7,(X, z) gibt mit
h=' = (|w].g7 !, also wenn g und h in der gleichen linken Nebenklasse von

0(m (X, x)) liegen. O

Die folgende Aussage haben wir schon einmal mit dem Satz von Seifert-van
Kampen gezeigt, siehe Satz [2.8.2]

Korollar 2.12.9. Fir den projektiven Raum RP™ mit n > 2 ist die Funda-
mentalgruppe m (RP™) = Zs.

Beweis. Wir betrachten die Z,-Uberlagerung S* — RP" und den induzierten
Homomorphismus ¢. Nach Korollar [2.12.8 ist ¢ surjektiv und da m(S™, 1) =1
ist der Kern von ¢ trivial. m

Mit unseren Methoden und den bisherigen Ergebnissen ldsst sich auch der
folgende Satz beweisen, der beschreibt, wann sich allgemeinere stetige Funk-
tionen Y — X hochheben lassen.

Satz 2.12.10. Sei X 2 X eine Uberlagerung und Y wegzusammenhingend
und lokal wegzusammenhdngend. Sei f 'Y — X stetig. Wihle yo € Y und
iy € X, so dass f(yo) = pio gilt.

Dann gibt es genau dann eine Hochhebung f Y — X von f mit f(yo) =
Zo, falls die Bedingung

fem (Y> yO) - p*Wl(X, 530)
qilt.

Beweis. Die Idde ist die Folgende: Fiir jedes y € Y wahlen wir einen Weg w
von yo nach y und f (y) = mio. Die Bedingung iiber Fundamentalgruppen
stellt sicher, dass diese Konstruktion wohldefiniert ist.

Fiir Details siehe die Ergénzung zu Abschnitt 8.2 in Laures-Szymik oder
Proposition 1.33 in Hatcher. O

2.13 Aquivalenz von Uberlagerungen

Wir hatten bereits in Korollar [2.12.1|gesehen, dass fiir eine Ujoerlagerung X5
X mit Grundpunkt der Gruppenhomomorphismus p, : m (X, Z) — m (X, pZ)
injektiv ist.

Definition 2.13.1. Die Untergruppe p,(m (X, %)) von 71 (X, p#) heift cha-
rakterisierende Untergruppe der Uberlagerung X % X.

Beispiel 2.13.2. Die charakterisierende Untergruppe héngt stark von der
Wahl des Grundpunkts # € X ab. Zum Beispiel betrachten wir die dreiblattrige
Uberlagerung von X = SV S' durch den Raum X, den wir durch Verklebung
von vier Kreisen in einer Reihe erhalten. (Vgl. das Bild aus der Vorlesung.)
Dann findet man zwei Urbilder 1 und x, des Kreuzungspunktes von X und
eine w eine Schleife in X so dass w € p,mi (X, x1), aber w & p,mi (X, 22).
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Wir konnen aber in gewissen Situationen die Abhéngigkeit vom Grund-
punkt € X kontrollieren:

Satz 2.13.3. Sei (X,%) — (X,z) eine Uberlagerung. Sei @' ein Punkt in
p~(x) und w ein Weg von & nach &'. Dann

Dann sind die charakterisierenden Untergruppen p*(m(f( ,T)) und
pu(m1(X, &) mittels [p o w] konjungiert.

Beweis. Wir hatten in Satz [2.2.12] gesehen, dass fiir die Fundamentalgruppe
von X gilt 3 .
7T1(X, jfl) = [w]’ﬂ'1<X, Zig)["LU]il.

Wenn man darauf p, anwendet, folgt sofort die Aussage. n

Satz 2.13.4. Sei (X, %) — (X, z) eine Uberlagerung und H eine Untergruppe
von m (X, p¥), die zu einer charakterisierenden Untergruppe p.(m(X,T)) kon-

jJugiert ist. Dann gibt es einen Punkt @' € p~'(px), so dass H = p.(m (X, 7))
gilt.

Beweis. Es gelte B
H=a" ’p*WI(X7Q~7) e

mit o = [w] € 7 (X, pT). Sei nun w eine Hochhebung des geschlossenen Wegs
w in X mit Startpunkt € X. Setze &’ := w(1). Dann ist

H = pu[a] " pomi(X,8) - palis] = p (0] (X, 8) % [@]) = pu(m (X, 3).
I M
O]
Wir definieren daher:

Definition 2.13.5. Sei X 5 X eine Uberlagerung, fiir die X wegzusam-
menhédngend ist. Fiir x € X nennen wir die Konjugationsklasse von Unter-
gruppen von 7 (X, z)

C(X,p) = {p.m(X,2)| 7 € p~'(2)}
die charakterisierende Konjugationsklasse der Uberlagerung p.

Diese verdient wegen des folgenden Satzes wirklich ihren Namen:

Satz 2.13.6. Zwei wegzusammenhingende Uberlagerungen X %> X und X' LA
X eines lokal wegzusammenhingenden Raumes sind genau dann dquivalent,
wenn ihre charakterisierenden Konjugationsklassen gleich sind, C(X,p) =

C(X ).
Beweis. Zunichst sei eine Aquivalenz X Lx gegeben,

~ /!
- X

N
X

X

Dann ist wegen p = p’ o f
pe(m (X, &) = pl o fom (X, &) = pl(m (X', f7)) .
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Wegen Satz sind dann die Untergruppen p, (m (X, %)) und p.,(m (X', #)
fiir jede Wahl der Grundpunkte konjugiert.

Seien fiir zwei Uberlagerungen die charakterisierenden Konjugationsklassen
gleich. Wihle # € p~'(z) fest. Dann ist p,mi (X, %) eine Untergruppe in der

Konjugationsklasse C(X,p) = C(X',p). Fiir die Uberlagerung p’ finden wir
nach Satz [2.13.4] einen Punkt &' € (p')~!(x), so dass gilt

p(@) =p'(#) uwnd pm(X,E) =pm (X, 7).

Mit X sind auch die Totalriume X und X’ lokal wegzusammenhingend.
Weil X und X’ lokal wegzusammenhingend sind, gibt es nach Satz
Abbildungen

p: X=X wd X —X,

so dass die Diagramme

X' und X
_ L
b s , 7o
V2 p / p
'“/p - /p/
X — X —X

kommutieren und p(z) = #’ und p'(7’) = 7 gilt.

Die Abbildung p’ o p bildet = auf # ab, genau wie id ;. Aus Lemma
folgt daher p' o p = id¢; genauso folgt p o p’ = id y,. Damit sind die Uberlage-
rungen dquivalent. O]

Bemerkung 2.13.7. Mit dem gleichen Beweis sind zwei Uberlagerungen mit
Grundpunkt (X,#) — (X,z) und (X', #) — (X,z) genau dann #quivalent
(d.h. es gibt einen Homéomorphismus X — X’iiber X, der # nach 7’ abbildet),
wenn ihre charakterisierenden Untergruppen gleich sind.

2.14 Die universelle Uberlagerung

Definition 2.14.1. Eine wegzusammenhéingende Uberlagerung X 5 X heifit
universell, wenn der Totalraum X einfach-zusammenhéngend ist.

Satz 2.14.2. Es sei X 5 X eine wegzusammenhingende Uberlagerung und
x € X. Die folgenden Aussagen sind dann dquivalent:

1. Die Uberlagerung X 2 X ist universell.

2. Die charakterisierende Konjugationsklasse ist trivial, C(X,p) = {1} C
m (X, ).

8. Istw: 1 — X ein geschlossener Weg in X mit w(0) = w(1) =z und ist
w : I — X eime Hochhebung von w, so ist w nur geschlosssen, wenn w
nullhomotop ist.

Bewezs.

1.= 2. Die charakterisierende Konjugationsklasse ist nach Definition
C(X,p) = {p.m(X.7)| 7 € p~'(2)}

und 7 (X, %) = {1}, da X einfach zusammenhéngend ist.
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2.= 3. Sei w eine geschlossene Hochhebung von w. Dann ist [@] € m (X, %) =
{1} das neutrale Element und somit auch p,[w] = 1 = [w], also ist w
nullhomotop.

3.= 1. folgt, da p, nach Korollar [2.12.1}2 injektiv ist.

Bemerkungen 2.14.3.
1. Die Wahl von x € X ist fiir die Aussagen unerheblich.

2. Ist X lokal wegzusammenhéngend und sind X und X’ universelle Uber-
lagerungen, so ist X wegen Satz dquivalent zu X’ (aber nicht
kanonisch dquivalent). Wir nennen X dann auch die universelle Uberla-
gerung von X.

Beispiele 2.14.4.
1. Der Kreis S! hat die universelle Uberlagerung exp(27i—) : R — S'.

2. Der Torus S! x S! hat die universelle Uberlagerung R2.

3. Die universelle Uberlagerung des Bouquet S' V S' ist ein unendlicher
Baum in dem jede Ecke Grad 4 hat.

4. Der projektive Raum RP™ hat fir n > 2 die Sphére S" als universel-
le Uberlagerung, denn nach Korollar 2.7.1]2 ist S" fiir n > 2 einfach
zusammenhiingend. (Fiir n = 1 ist RP! = S!/4+ ~ St))

Wir wollen eine grofie Klasse von topologischen Réumen finden, die uni-
verselle Uberlagerungen haben.

Definition 2.14.5. Ein Raum X heiit semi-lokal einfach-
zusammenhingend, falls es fiir jedes x € X eine Umgebung U € U(x) gibt,
so dass jeder geschlossene Weg in U nullhomotop in X ist.

Man beachte, dass die Homotopie U verlassen kann, die Umgebung U muss
also nicht einfach zusammenhéngend sein.

Beispiel 2.14.6. Der Kegel iiber dem Hawaiischen Ohrring [];=, S* ist ein
Beispiel fiir einen semi-lokal einfach zusamenhéngend Raum, der nicht lokal
einfachzusammenhéngend ist.

Bemerkungen 2.14.7.

1. Ein topologischer Raum habe die Eigenschaft, dass es fiir jeden Punkt
eine in X zusammenziehbare Umgebung gibt. Dann ist X semi-lokal
einfach-zusammenhéngend. Dies gilt zum Beispiel fiir Mannigfaltigkei-
ten.

2. Es existiere eine universelle Uberlagerung X 2 X eines topologischen
Raums X. Dann hat jede trivialisierende Umgebung eines Punktes z € X
die Eigenschaft aus der Definition. Denn p ist ein lokaler Homéomorphis-
mus und p~*|y(w) ist in X zusammenziehbar. Das Bild unter p ist dann
eine Homotopie in X, die zeigt, dass w in X nullhomotop ist.
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Es macht also nur Sinn, nach universellen Uberlagerungen fiir semi-lokal
einfach-zusammenhéngende Rdume zu suchen. Der Bequemlichkeit halber ver-
einbaren wir:

Definition 2.14.8. Ein Raum X heifit hinreichend zusammenhingend,
wenn er wegzusammenhéngend, lokal wegzusammenhéngend und semi-lokal
einfach-zusammenhéngend ist.

Wir kénnen nun die Existenz universeller Uberlagerungen fiir hinreichend
zusammenhdngende Rdume zeigen:

Satz 2.14.9. Jeder hinreichend zusammenhingende Raum X hat eine uni-
verselle Uberlagerung.

Bevor wir mit dem technisch anspruchsvollen Beweis beginnen, ein paar
Worte zur Idee.

Mit der exakten Sequenz aus Satz ist ersichtlich, dass die typische
Faser der universellen Uberlagerung gleich fquivalent (X, z) sein sollte (fiir
irgendeine Wahl von z € X).

Wir konnten zuerst raten, dass die Faser iiber y dann (X, y) sein soll,
aber das erlaubt es nicht, die Fasern stetig mit dem Punkt in X zu variieren.
Stattdessen soll die Faser iiber y aus den Homotopieklassen von Wegen von x
nach y bestehen. (Ein beliebiger Weg von y nach = induziert den Isomorphis-
mus mit der typischen Faser m (X, z).)

Als néchstes miissen wir die Menge all dieser Homotopieklassen topologisie-
ren. Das klingt schwierig, aber da ja fiir eine Uberlagerung alle Fasern diskret
sein sollen, definiert sich die Topologie von selbst.

Beweis. Wir fithren den Plan aus, den wir soeben skizziert haben.
Wir wihlen einen Grundpunkt z € X und betrachten die Menge

X = {(y, [w]) | y € X, [w] € F(y)}

Wobei wir F(y) fiir die Menge der Homotopieklassen von Wegen vom
Grundpunkt z nach y relativ zu den Endpuknten schreiben. Also [w] €
[(1,{0,1}); (X, {z,y})] mit w(0) = z und w(1) = y. Die Abbildung

p: X — X
(v, [w]) — vy .

ist eine Surjektion, weil X wegzusammenhéngend ist.

Wir miissen X so mit einer Topologie versehen, dass p zu einer Uberlage-
rung wird, und dann nachweisen, dass m (X, %) = 1 gilt.

Fir y € X sei U eine offene Umgebung U € U(y), die wegzusam-
menhéngend ist und so dass alle Schleifen in U zusammenziehbar in X sind.

Fiir (v, [w]) € p~'(U), also fiir y € U, sei v;’, ein Weg von v’ nach y,
der in U verlauft. Ein solcher Weg existiert, weil die Umgebung U wegzusam-
menhéngend gewahlt wurde. Setze

h: pYU) — UxF(y)
W, [w)) = (v *w])

Dann ist h eine Bijektion und h ist unabhéngig von der Wahl von vz’,, weil
jeder geschlossene Weg in U in X nullhomotop ist.
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e Fiir a € F(y) setze
V(U,a)=h"Ux {a}) ={,[w]) |y €U und [vy xw] = a} .

Es gilt
V (U, «) U x {a}

plvw@)\\ /
U

Insbesondere ist p|y () bijektiv, da h und 7 bijektiv sind. Wir topolo-
gisieren V (U, a) so, dass ply(v,a) ein Homéomorphismus wird.

e Esist klar, dass die Familie der Mengen V (U, a) den Raum X iiberdeckt.
e Wir betrachten Schnitte:

V(U,a)nN VU, B) = {(z[w]) mit z € U,a = [v?*w|}
N A{(Z, [w']) mit 2 € U', § = [v!, xw']}

Ist UNU’ =0, so ist der Schuitt V(U, ) NV (U, ) leer. Ist der Schnitt
UNU' dagegen nicht leer, so ist V(U,a) NV (U’, B) von der Form V(U N
U',~) fiir ein geeignetes v € F(y), denn aus (z,[w]) = (2/,[w']) folgt
[0Y x w] = [vY, x W] =: 7.

Damit bilden die V' (U, «) eine Basis einer Topologie auf der Menge X.

Nach Konstruktion ist p fiir diese Topologie stetig und lokal trivial, denn
P Y (U) = Uner@) V(U, ). Damit ist p eine Uberlagerung.

Sei nun w ein geschlossener Weg in X und @w eine Hochhebung zu einem
Weg in X. Wir zeigen, dass @ genau dann geschlossen ist, wenn w nullhomotop
ist. Nach Satz 9 folgt dann, dass X die universelle Uberlagerung ist.

Da es nach Bemerkung ml nicht auf die Wahl von Grundpunkten an-
kommt, sei w(0) = (x, [¢,]) = @w(1). Wir kénnen den Weg 1 : I — X schreiben
als w(t) = (4, [w)]), wobei w; fir jedes t € I ein Weg mit Anfangspunkt
w;(0) = z und Endpunkt wj(1) = z; ist. Wir werden nun x; und [w}] explizit
konstrurieren.

Aus pw = w folgt w(t) = z, fiir alle t € I, also w(t) = (w(t), [w}]). Der
Weg w; hat Anfangspunkt x und Endpunkt w(t). Betrachte nun w;(s) = w(t -
s). Auch (w(t),[w;]) hebt den Weg w in X zu einem Weg in X. Mit der
Eindeutigkeit der Hochhebung von Wegen folgt w(t) = (w(t), [w]) und w; =
w.

Daher ist die Bedingung @w(1) = w(0) #quivalent zu (w(0),[c,]) =
(w(1), [w]). Das ist aber #dquivalent zu [w] = [c.], so dass die Behauptung
gezeigt ist. O

2.15 Deckbewegungen
Definition 2.15.1.

1. Eine Selbstéiquivalenz einer Uberlagerung X % X heift Deckbewe-
gung. Eine Deckbewegung ist ein Homdomorphismus f : X — X iiber
X, alsopo f=p.
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2. Die Menge
DX, p) ={f: X=X [pof=p}
ist eine Gruppe, die Deckbewegungsgruppe der Uberlagerung p.
Satz 2.15.2. Gegeben sei eine Uberlagerungswzrkung einer diskreten Gruppe
G auf einem wegzusammenhangenden Raum X . Dann ist fir die Uberlagerung

P X = X aus Satz die Deckbewegungsgruppe gleich G, also D(X p) =
G.

Beweis. Es ist klar, dass G C D(X ,p) gilt, denn fiir jedes g € G kommutiert

das Diagramm
X g X
x /
X/G

Sei umgekehrt f : X — X eine Deckbewegung, also po f = p. Wiéhle 7 €
X. Dann ist po f(Z) = pi. Also existiert ¢ € G mit f(Z) = g(z). Da X
wegzusammenhéngend ist folgt nun mit Satz [2.11.2] dass f = g gilt. [

Beispiel 2.15.3. Die universelle Uberlagerung R" 5 R™/Z" des n-
dimensionalen Torus hat die Deckbewegungsgruppe D(R", p) = Z".

Umgekehrt gilt:

Satz 2.15.4. Ist X 5 X eine Uberlagﬁrung und X wegzusammenhdingend, so
operiert die Deckbewegungsgruppe D(X,p) als Uberlagerungswirkung auf dem
Totalraum X.

Beweis. Sei f € D(X,p). Sei & € X beliebig. Wihle eine trivialisierende
Umgebung U von pz. Sei U der Summand des Urbilds p 1 (U), der ¥ enthiilt.
Dann ist plg : U — U ein Homéomorphismus.

Angenommen, es gibt § € U mit f(§) € U. Dann ist pj = pfg. Aber p|s
ist ein Homoomorphismus, also folgt g = f(g). Mit Satz [2 m 2.11.2| folgt wieder
f = idg, da beide Abbildungen Hochebungen von p sind. Damit erfiillt jede

trivialisierende Umgebung die Bedingung fiir eine Uberlagerungswirkung in
Definition 2.9.8 O

Bemerkung 2.15.5. Ist G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G, so
ist der Normalisator von H in G

No(H) ={g€ G|gHg™"' = H} .

Ng(H) ist als die maximale Untergruppe von G, so dass H eine normale
Untergruppe von Ng(H) ist. Insbesondere gilt Ng(1) = G. Wir schreiben auch
N(H) wenn G aus dem Zusammenhang klar ist.

Satz 2.15.6. Sei X lokal wegzusammenhdingend und (X,%) B (X,z) eine
wegzusammenhdngende Uberlagerung mit Grundpunkt. Es gibt einen Isomor-
phismus:

T2 erl(X,x)(p*ﬂ-l(X7j)) /p*ﬂ-l(ij) — D(Xap) :
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Beweisidee. Die Idee ist, dass jedes [w] € N(p,(m1(X,#))) eine Hochhebung

w; hat. Dann ordnen wir [w] die Decktransformation ¢(w ) zu, die wir als
Hochhebung von p : X — X mit Anfangspunkt ¢(w)(Z) = wz(1) definieren.
Hierzu benutzen wir Satz 2.12.101
X
o(w) 7
A b
s
X—X

p

Damit die Bedingung fiir Fundamentalgruppen gilt, muss [w] im Normalisator
von p,(m (X, %)) liegen.

Fiir die Details verweisen wir auf Proposition 1.39 in Hatcher, oder Chri-
stoph Schweigerts Skript. O

Korollar 2.15.7. Es sei (X,z) ein lokal wegzusammenhdngender Raum mit
Grundpunkt und p : (X, %) — (X, x) eine universelle Uberlagerung.
Dann gibt es einen Isomorphismus von Gruppen

7T1<X7pj) - D(X7p)

Beweis. Es 7T1(X ,Z) = 1 und der Normalisator der trivialen Untergruppe ist
die ganze Gruppe. O

Man kann also Fundamentalgruppen als Deckbewegungsgruppen universel-
ler Uberlagerungen berechnen.

Definition 2.15.8. Eine Uberlagerung X B X heiBt regulir, falls fiir jedes
i € X die Untergruppe p,m (X, %) eine normale Untergruppe in m (X, p) ist.

Fiir wegzusammenhéngende reguliire Uberlagerungen erhalten wir aus Satz
2.15.6| den Gruppenisomorphismus

o1 m(X,pE) /p.m(X,F) = D(X,p).
Beispiele 2.15.9.

1. Universelle Uberlagerungen sind regulir, denn die triviale Untergruppe
ist stets ein Normalteiler.

2. Zweiblittrige Uberlagerungen sind regulir, denn Untergruppen vom In-
dex 2 sind immer normal.

3. Jede G-Uberlagerung ist regulir. Betrachte eine Wegkomponente Y mit
Grundpunkt y iiber x. Dann ist (pg).m1(Y,y) = ker(¢) am (X, z).

Den Beweis des folgenden Satzes iiberlassen wir als Ubung:

Satz 2.15.10. Sei )E' wegzusammenhdngend, X lokal wegzusammenhdingend
und X 5 X eine Uberlagerung. Dann ist p requlir, genau wenn D(X,p)
transitiv auf F' = p~'(z) operiert.

Beweis. Den Beweis iiberlasse ich Thnen als Ubung. [
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2.16 Klassifikationssatz fiir Uberlagerungen

Wir konstruieren zunéchst aus der universellen Uberlagerung eine Klasse von
Uberlagerungen hinreichend zusammenhingender Raume.

Satz 2.16.1. Ist (X,x) ein hinreichend zusammenhingender Raum mit
Grundpunkt. Dann gibt es zu jeder Untergruppe H < (X, x) eine wegzu-
sammenhdngende Uberlagerung py : (Xg,xg) — (X, x) mit

pusm1( Xy, xp) = H .

Beweisidee. Nach Satz [2.14.9 existiert die universelle Uberlagerung X 2 X
von X und wir wihlen einen Grundpunkt Z € p~!(z). Wegen Korollar [2.15.7
haben wir einen Isomorphismus

p: m(X,x)— D()E',p) .

Daher ist ¢(H) eine Untergruppe der Deckbewegungsgruppe D(X, p). Sei
Xu = X/p(H) der Quotientenraum; definiere eine Abbildung

PH : Xy — X
] — py) -

Die Abbildung pgy ist offensichtlich wohldefiniert, surjektiv und stetig. Als
Grundpunkt von Xy wihlen wir xy = 7(Z). Es gilt py(xg) = z. Mit der
kanonischen Projektion ¢ : X — Xy auf den Quotientenraum haben wir die
folgende Situation: die universelle Uberlagerung X - X faktorisiert iiber

Es ist noch zu zeigen, dass py tatsichlich eine Uberlagerung ist mit
pr. (T (X, 7)) = H, was wir als Ubung belassen. (Oder lesen Sie in Chri-
stoph Schweigerts Skript nach.)

Kurz gesagt: Eine Umgebung in X iiber der p trivial ist, wird auch py
trivialisieren. Fiir die Fundamentalgruppe vergleichen wir Hochhebungen eines
geschlossenen Weges in X nach Xz und nach X.

O

Fiir jede Untergruppe H < m(X, z) faktorisiert also die universelle Uber-
lagerung X = X iiber



Umgekehrt sind alle wegzusammenhingenden Uberlagerungen von dieser
Form:

Satz 2.16.2. Sei X hinreichend zusammenhingend und p' : (X, %) — (X, z)
eine wegzusammenhangende Uberlagerung Dann diberlagert die universelle
Uberlagerung X 5 X den Totalraum X.

Beweis. Wir wihlen einen Grundpunkt Z € p~'(x) fiir die universellen Uber-
lagerung. Dann ist

~

H = pfkﬂ—1<X7 :%) < 7Tl<X7 LL')
eine Untergruppe. Wir betrachten

X = X/o(H) = Xy

das ist nach Satz eine Uberlagerung und wir wollen zeigen, dass Xy
dquivalent zu X ist.

Nach Satz ist pr © Xy — X eine Uberlagerung mit Untergruppe
P (Xg, w(Z)) = H. Also haben X und X die gleiche charakterisierende
Untergruppe und nach Satz sind die beiden Uberlagerungen dquivalent.

O

Damit erhalten wir

Theorem 2.16.3 (Klassifikationssatz fiir wegzusammenhingende Uberlage-
rungen). Sei X hinreichend zusammenhingend und v € X. Dann gibt es
natirliche Bijektionen

Aquzvalenzklassen WeGgzUSAMMen- Konjugationsklassen von
hingender Uberlagerungen von X Untergruppen von m (X, x)

Regulire Uberlagerungen entsprechen hierbei normalen Untergruppen.

Beweis. Wir weisen einer Uberlagerung X i) X die Konjugationsklasse der
Untergruppe pfkm()?,.f:) wie in Definition [2.13.5| zu. Einer Untergruppe H <
71 (X, x) weisen wir die in Satz [2.16.1] konstruierte Uberlagerung zu.

Aus Satz folgt sofort, dass die Abbildung — o < die Identitét ist,
also — surjektiv und < injektiv ist. Die Surjektivitdt von < wurde in
gezeigt. O

Bemerkungen 2.16.4.

1. Untergruppen von mi(X,z) stehen in natiirlicher Bijektion mit
Aquivalenzklassen von wegzusammenhiingenden Uberlagerungen mit

Grundpunkt, vgl. Bemerkung [2

2. Ist X hinreichend zusammenhéngend und 7 (X, z) = {1}, so hat X nur
triviale Uberlagerungen X = X.

3. Man nennt Theorem [2.16.3| auch Galoiskorrespondenz, aufgrund der for-
malen Ahnlichkeit mit dem Hauptsatz der Galoistheorie.

In der Galoistheorie beschéftigt man sich zuerst mit einer festen ga-
loisschen Korpererweiterung K /L und vergleicht die Untergruppen der
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Galois-Gruppe Gal(K /L) mit den Zwischenkorpern. Auf der topologische
Seite entspricht K /L einer (nicht universellen) reguliren Uberlagerung.
Das Galois-Aquivalent zur universellen Uberlagerung ist ein separabler
algebraischer Abschluss. Die Galois-Gruppe eines separablen algebrai-
schen Abschlusses iiber einem Korper heifit absolute Galois-Gruppe. Die
absolute Galois-Gruppe der rationalen Zahlen ist Gal(Q/Q), wobei Q al-
gebraischer Abschluss von Q ist. Niemand kennt eine explizite Beschrei-
bung dieser Gruppe.

Die absolute Galois-Gruppe ist ein Limes endlicher Gruppen und erhéalt
dadurch eine Topologie. Die endlichen Korpererweiterungen werden dann
von den abgeschlossenen Untergruppen der absoluten Galois-Gruppe
klassifiziert.

Beispiele 2.16.5.

1. Es gilt m(SY,1) = Z. Alle Untergruppen von Z sind von der Form nzZ
mit n € N. Bis auf Aquivalenz gibt es daher nur die Uberlagerungen

R — St pn: St — St
t —  exp(2mint) z = 2"

Die folgenden Uberlagerungen sind alle isomorph zur ersten Uberlage-
rung

¢ :R — R/nZ=S!
t = [t

Wir haben den folgenden Turm von Uberlagerungen:

e
//

Man beachte, dass dies dem folgenden Diagramm im Untergruppenver-
band der Fundamentalgruppe Z entspricht:

N
//
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Fiir die Deckbegungsgruppe von p, : S! — S! finden wir D(S', p,) =
m1(S1,1)/(pn)«(S1, 1) = Z/nZ.

2. Ist X hinreichend zusammenhéngend und m (X) = Z,, so hat X bis auf
Aquivalenz nur eine nicht-triviale wegzusammenhéngende Uberlagerung.
Dies trifft zum Beispiel auf X = RP™ mit n > 2 zu; die einzige nicht-
triviale wegzusammenhingende Uberlagerung ist S”. Dies ist auch die
universelle Uberlagerung, weil S fiir n > 2 einfach zusammenhéngend
ist.

3. Der topologische Raum X = S' vV S! hat sehr viele Uberlagerungen, weil
seine Fundamentalgruppe m1(X,x) = Z x Z, vgl. Beispiel 2.7.3/1, sehr
viele Untergruppen hat.

4. Im vorherigen Beispiel gilt, dass alle Untergruppen von Z x Z frei sind.
Allgemein gilt, dass alle Untergruppen einer freien Gruppe frei sind. Dies
ist der Satz von Nielsen-Schreier, ein wichtiges (und nicht-triviales!) Re-
sultat der Gruppentheorie, das sich rein topologisch beweisen lésst.

Wir erinnern uns hierzu, dass F}, die Fundamentalgruppe von V" ;S! ist.
V7 St ist ein 1-dimensionaler CW-Komplex. (Man nennt 1-dimensionale
CW-Komplexe auch Graphen.)

Nun brauchen wir zwei topologischen Fakten:

(a) Jede Uberlagerung eines 1-dimensionalen CW-Komplexes ist selbst
ein 1-dimensionaler CW-Komplex.

(b) Jeder 1-dimensionale CW-Komplex ist homotopie-dquivalent zu ei-
nem Bouquet von Kreisen.

Man muss bei den Beweisen etwas sorgfiltig sein, aber diese Resultate
sollten nicht iiberraschend sein. Nun wissen wir, dass jede Untergruppe
H von F, die Fundamentalgruppe einer Uberlagerung von V?_,S! ist.
Und dann folgt aus (a) und (b), dass H frei ist.

2.17 G-Uberlagerungen

Analog zu Theorem konnen auch G-Uberlagerungen klassifizieren.

Wir wissen aus Satz[2.12.7] dass eine G-Uberlagerung einen Homomorphis-
mus ¢ : (X, z9) — G induziert. Der néchste Satz zeigt, dass umgekehrt jeder
Homomorphismus 7 (X, zy) — G eine Uberlagerung induziert.

Satz 2.17.1. Gegeben seien (X, x) ein hinreichend zusammenhdngender topo-
logischer Raum und ¢ : m(X,x) — G ein Homomorphismus. Dann ezistiert
eine natirliche G-Uberlagerung py : (Yy,y) = (X, x) mit Grundpunkt.

Wenn ¢ surjektiv ist dann konnen wir mit Theorem [2.16.3|die Uberlagerung
Xier(e) betrachten. Im Allgemeinen jedoch miissen wir auch Uberlagerungen
betrachten, die nicht wegzusammenhéangend sind.

Beweis. Wir versehen G mit der diskreten Topologie und betrachten X x G mit

der 7 (X, z)-Wirkung [w].(z, é) — 1 [w].z, g.¢[w] ™). Die Wirkung von 71 (X, z)
auf X haben wir in Korollar beschrieben.
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Dann definieren wir Yy = (X x G)/m (X, z) mit der universellen Uberla-
gerung p : X = X.

Wir schreiben [z, g] fiir das Bild eines Punktes (z,9) € X x G. Die Abbil-
dung p, : Yy — X ist [z, g] = u(z).

G operiert auf Y, durch h, [z, g] — |z, hg|. Diese Operation ist wohldefiniert
auf Yy, da die linke und rechte Gruppenoperation von G auf G kommutieren!

Als Grundpunkt von Y, wihlen wir y = [z, e].

Wir miissen noch zeigen, dass Y, — X eine Uberlagerung ist. Um dies zu
sehen, wihlen wir eine Teilmenge U C X iiber der p : X — X trivial ist.
X wird von diesen Mengen iiberdeckt. Dann ist p~'(U) & U x (X, z) als
(X, :v)—Uberlagerungen, wobei die Gruppenoperation auf der rechten Seite
durch linke Multiplikation auf m (X, z) erfolgt. Dann ist

pgl(U) = (U xm(X,m)) x G/m(X,20) 22U X G

durch (y,[w],9) — (y,9 - ¢[w]). Das Inverse ist (y,g9) — (y,e,g). Dieser
Homdomorphismus ist kompatibel mit der Projektion auf U. Also ist py ei-
ne G-Uberlagerung iiber U. O]

Diese Konstruktion erlaubt uns eine vollstéindige Klassifizierung von re-
guldren G-Uberlagerungen mit Grundpunkt.

Satz 2.17.2. Sei (X,z) hinreichend zusammenhdingend. Die Konstruktion
¢ — py aus Satz|2.17.1) induziert eine Bijektion:

Aquivalenzklassen von Homomorphismen
G-Uberlagerungen von (X, ) m(X,z) > G

Fiir jede G-Uberlagerung (X,%) — (X, z) erinnern wir uns an den Ho-
momorphismus ¢ : m(X,z) — G aus Satz der durch [w] — ¢ twz(1)
definiert ist, wobei ¢ : G 2 p~!(z) € X die Faser iiber # mit G identifiziert
durch die Zuordnung g — ¢~ '7.

Wir beachten noch, dass aufgrund der Eindeutigkeit von Hochebungen fiir
g€ G, ye X und [w] € (X, ) immer gilt g(w,) = 0,,.

Beweis. Nach Satz induziert jede Uberlagerung einen Homomorphis-
mus, wir schreiben p +— ¢(p). Wir behaupten, dass dies invers zu unserer Kon-
struktion ¢ — p, aus Satz ist.

Wir betrachten zuerst einen Homomorphismus ¢ : m(X,z) — G und
miissen zeigen, dass ¢ = £(py)

Sei [w] € m(X,x). Da G mit der Faser von Y, iiber z identifiziert ist,
berechnen wir die Wirkung von ¢([w]) und ¢(p,)[w] auf [Z,e] = i(e). Es gilt

Lo l(pe)[w].[7, €] = wy; (1) = [Wz(1), €] = [[w].Z,¢]

Die erste Gleichung ist die Definition von ¢(py). Fiir die néchste Gleichung be-
achten wir, dass wir eine Hochebung @’ von w nach Y, durch die Hochhebung
w von w nach X konstruieren kénnen. Wir schreiben die Anfangspunkte un-
eserer Hochhebungen wieder als Subskripte. Wir benutzen die Eindeutigkeit
von Hochebungen. Die letzte Gleichung ist die Definition der Wirkung von
7 (X, x) auf X. Als néchstes benutzen wir die Aquivalenzrelation auf X x G,
die Yy definiert

[w].2,e] = [7, e.([w]) "] = u(o([w]))
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Damit gilt £(py) = ¢.

Sei nun umgekehrt p : (Y, y) — (X, ) eine regulire G-Uberlagerung und
l(p) : m(X,z9) — G der induzierte Homomorphismus. Wir miissen priifen,
dass Yy dquivalent zu Y ist.

Wir konstruieren hierzu eine Abbildung X x G — Y, die alle 71 (X, z)-
Bahnen identifiziert. Wir représentieren die Elemente von X als Aquiva-
lenzklassen von Wegen in X mit Anfangspunkt z. Dann definieren wir f :
([w], g) = wyy(1), die rechte Seite ist der Endpunkt des Lifts von w mit An-
fangspunkt gy € Y. Man priift, dass f stetig ist. Das heifit, wir miissen, zeigen,
dass der Endpunkt der Hochebung von w stetig von w(1) abhéngt. (Denn wir
haben X iiber die Endpunkte der Wege topologisiert und G ist diskret.) Das
folgt genau aus dem Beweis der Stetigkeit der Hochebung f' , vgl. Referenzen
in Satz 2.12.10l

Als néchstes priift man Invarianz auf den (X, z)-Bahnen. Sei also [v] €
7 (X, z). Dann ist [v].([w],g) = ([w * v], g¢[v]™*). Hier verwenden wir, dass
wir die Wirkung von (X, ) durch Deckbewegungen auf X explizit als
[v].[w] = [w x v] berechnen koénnen. (Das folgt mit etwas Sorgfalt direkt aus
den Definitionen!)

Unter f wird (Jw], g) nach w,,(1) geschickt und [v].([w], g) zum Endpunkt
der Hochebung von [w % v] mit Anfangspunkt (gf[v]™!).y. Aber (gf[v]™').y ist
gleich ¢o, = ¥,. Hier ist 0, die Umkehrung des Weges ©,,. Also ist

F([l-([wl, 9)) = wx v x gy = gy = f([w], g).

Wir erhalten also eine Abbildung f : Yy, — Y iiber X, die iiberdies G-
aquivariant ist. Aber diese Abbildung ist automatisch ein Homéomorphismus
nach Lemma 2.17.3 O

Lemma 2.17.3. Seien Y und Y' G-Uberlagerungen iber einem zusam-
menhdngenden Raum X und f 1Y — Y’ eine G-dquivariante Abbildung.
Dann ist f ein Homdéomorphismus tiber X .

Beweis. Man sieht leicht, dass f injektiv ist: Wenn f(y;) = f(y2), dann liegen
y1 und yo in der gleichen Faser. Wenn aber f(gy1) = f(y1) dann ist gf(y1) =
f(y1) und da G frei operiert gilt g = e.

Wir priifen Surjektivitdt. Sei v € Y’ gegeben. Wihle irgendein y €
p~(q(y)). Dann gilt f(y) € ¢ '(y), und damit gibt es g € G mit gf(y) = v/
Also ist ¥ = f(g7(y))-

Es bleibt zu zeigen, dass f offen ist. Betrachte einen beliebigen Punkt
z € X und eine Umgebung U von z, sodass p und ¢ iiber U trivial sind. Wéhle
y € p~1(z) und benenne das Blatt von p~(z), das y enthilt mit V. Betrachte
das Blatt V' in ¢7!(z2), das f(z) enthélt. Da p und ¢ lokale Homdomorphismen
sind induziert f einen Homoéomorphismus V' — V', Das zeigt, dass f offen
ist. [

Im nachsten Abschnitt brauchen wir ein weiteres Lemma iiber G-
Uberlagerungen.

Lemma 2.17.4. Seien fi,fs : Y — Y' awei Aquivalenzen wvon G-
Uberlagerungen tiber einem zusammenhdngenden Raum X. Wenn es ein y mat

fi(y) = faly) gibt, dann gilt f1 = fs.
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Beweis. Wir konnen dem Beweis von Lemma [2.11.2] zur Eindeutigkeit von
Hochhebungen folgen und schlussfolgern, dass die Teilmenge A von Y auf der
f1 und fy tibereinstimmen offen und abgeschlossen ist. Das reicht nicht fiir den
Beweis, da Y nicht unbedingt zusammenhéngend ist. Allerdings ist das Bild
p(A) C X nach Satz offen und abgeschlossen, also gilt p(A) = X da p(A)
nach Annahme nicht leer ist. Es ist aber sofort ersichtlich, dass A G-invariant
ist, und daraus folgt A =Y. O

2.18 Abstieg und Beweis des Satzes von Seifert-van
Kampen

Man kann Faserbiindel iiber einer offenen Uberdeckung eines topologischen
Raumes X verkleben. Diese Methode heifit Abstieg. Sie funktioniert fiir viele
Arten von Biindeln und ihren Verallgemeinerungen. Sie hat zahlreiche Anwen-
dunge, insbesondere in der algebraischen und arithmetischen Geometrie.

Wir beschrinken uns hier auf den Fall von G-Uberlagerungen fiir eine
Uberdeckung aus zwei offenen Mengen.

Satz 2.18.1. Sei (X, x) ein topologischer Raum mit offenen Teilmengen X,
Xo mit X = X7 U Xy und seien X, X1, Xy und X1 N Xy alle wegzusam-
menhdngend. Sei x € X1 N Xo.

Dann gibt es fiir jedes Paar von G-Uberlagerungen iber X, und Xo mit
Grundpunkt, deren Einschrankung auf X1 N Xy dquivalent sind, eine eindeutige
G- Uberlagerung mit Grundpunkt iber X .

Beweis. Gegeben sei eine G-Uberlagerung p : (Y,y) — (X, ). Dann sind
pi 1 Y; = p~1(U;) = X regulire G-Uberlagerungen und die Einschrinkungen
von p; und p, iiber X; N X5 sind gleich. Wir bezeichnen diese Zuordnung mit
p = Y(p). )

Nehmen wir umgekehrt an, dass G-Uberlagerungen p; : (Y1,y1) — (X, z)
und p : (Ya,y2) — (X,x) gegeben sind und wir einen G-dquivarianten
Homoomorphismus 6 : p;H(X1 N X5) — py ' (X1 N Xo) diber X; N X5 haben.
Nach Lemma ist 0 eindeutig, da 0(y;) = y» fest steht!

Wir definieren Y = Y] I1 Y5/ wobei z; ~ z wenn zo = 0(z) fiir z; € V;.
Insbesondere sind die Grundpunkte dquivalent.

Da py0f = p; definieren die Abbildungen p; und p, eine Abbildung p : Y —
X. Da 6 mit der G-Wirkung kompatibel ist, erhalten wir eine G-Wirkung auf
Y und p : Y — X ist eine G-Uberlagerung. Wir nennen diese Konstruktion

V(p1,p2)-

Offensichtlich ist W o ®(p) = p : Y — X. Umgekehrt induzieren die
kanonische Abbildung ¢; : Y, — Y fir j = 1,2 zwei G-&quivariante
Homoéomorphismen auf die offenen Teilmenge p~(X;). Also ist p|y, isomorph
zu p; und ® o U(py, po) dquivalent zu (p1, p2). O]

Wir beweisen nun den Satz von Seifert-van Kampen im speziellen Fall, dass
X7 und X5 hinreichend zusammenhéngend sind.

Beweis von Theorem [2.5.1] fir hinreichend zusammenhdingende Rdume. Es

ist zu zeigen, dass m(X; U X5, x) die universelle Eigenschaft des Kolimes
hat. Sei GG eine Gruppe. Wir wollen zeigen, dass die Angabe eines Grup-
penhomomorphismus 7 (X; U Xy, 2) — G &dquivalent zur Angabe von zwei
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Gruppenhomomorphismen ¢y : 71 (X1, ) = G und ¢5 : 7 (Xy, x) — G ist, die
auf dem Bild von 71(X; N X, z) tibereinstimmen.

Nach Satz ist dies aber dquivalent dazu, zu zeigen, dass eine G-
Uberlagerung mit Grundpunkt iiber (X; U X, 2) #quivalent ist zu zwei G-
Uberlagerungen iiber (X1, z) und (X5, ), so dass die beiden Einschrankungen
auf X; N Xy isomorph sind.

Dies folgt aus Satz [2.18.1]

Wir haben hier benutzt, dass die Einschrinkung der G-Uberlagerungen p
auf einen Unterraum ¢ : U C X der Verkniipfung von ¢(p) mit dem Homomor-
phism ¢, entspricht. Das folgt durch Inspektion des Beweises von Satz [2.17.2]
Allgemein gilt, dass a die Korrespondenz in Satz natiirlich ist. []
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A Erinnerungen und Erginzungen

A.1 Das Zornsche Lemma

Sei S eine Menge. Wir erinnern an die folgenden Begriffe und Resultate der
Mengenlehre:

(i) Eine partielle Ordnung auf S ist eine Relation x < y mit den folgenden
Eigenschaften:
<z Reflexivitat

r<y N y<z = x<z Transitivitat
r<y N y<zr = x=y Antisymmetrie .

(ii) Eine Totalordnung auf S ist eine partielle Ordnung, fiir die je zwei
Elemente vergleichbar sind:

r,2yesS = o<y oder y<zx.

(iii) Sei S partiell geordnet, T C S eine Teilmenge.
Ein Element b € S heifit eine obere Schranke der Teilmenge 7', falls

z<b furalle ze€T.

(iv) Sei S partiell geordnet. Ein Element m € S heifit ein maximales Ele-
ment, falls
m<xr = m=zx.

Das maximale Element muss nicht eindeutig sein. Als Beispiel betrachte
die Menge der Ideale des Rings Z der ganzen Zahlen mit Teilordnung
durch Inklusion. In ihr sind alle Primideale (p) mit p Primzahl maximal.

(v) Eine partiell geordnete Menge S heifit induktiv geordnet, falls jede
nicht—leere, total geordnete Teilmenge von S eine obere Schranke besitzt.

Lemma A.1.1 (Zornsches Lemma). Sei S eine nicht-leere, induktiv geordnete
Menge. Dann besitzt S mazximale Elemente.

A.2 Das Lebesguesche Lemma

Lemma A.2.1 (Lebesguesche Eigenschaft). Ist E ein kompakter me-
trischer Raum und (Uy\)xe; eine offene Uberdeckung von E, so ewistiert ein
p > 0, so dass jede offene Kugel vom Radius p in einer der offenen Mengen
U, enthalten ist.

Beweis. Jeder Punkt x € E liegt in einer offenen Menge U)(,. Finde fiir jeden
Punkt 2 € E also eine offene Kugel B, () C Uy). Schon die Kugeln B, /»(x)
bilden eine offene Uberdeckung von E. Weil E kompakt ist, finde endlich viele
Punkte z; € E, so dass schon die endlich vielen Kugeln B,, js(z;) den Raum
E iiberdecken. Setze p gleich dem Minimum der endlich vielen r,, /2.
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Dann leistet dieses p > 0 das Gewiinschte: sei € E beliebig. Dann liegt
z in einer der Kugeln B,, ,2(z;). Fiir jedes y € B,(v) gilt wegen d(z,y) < p
nach der Dreiecksungleichung

d(yaxz) S d(xay) + d(xaxz) < P + sz/Q S Tz

wobei wir p < 7, /2 benutzt haben. Daher ist B,(r) C B,, (z;). Nach Kon-
struktion liegt aber B, (z;) in einer offenen Menge U). O

B Notation

AUB
AlIB

*

g 0 =
X
= Q

N~ g
o
Na}

3

e
R I
oo~ S

S
~
=

DI

l
P X
p:

disjunkte Vereinigung von Mengen oder topologischen Raumen
topologische Summe; Kolimes {iber ein diskretes Diagramm
topologischer Raum mit einem Element; Menge mit einem Element
triviale Gruppe; kanonischer Grundpunkt von S™; die Zahl 1
Einheit der Grupp G

Verkettung von Wegen durch Hintereinanderdurchlaufung
Umkehrung des Weges w, w(t) = w(1 —t)

Verkniipfung von Funktionen

zyklische Gruppe mit n Elementen

die Abbildungen f und g sind homotop

die topologischen Rdume X und Y sind homotopie-dquivalent

die topologischen Rdume A und B sind hom6omorph;

die Gruppen A und B sind isomorph;

die Mengen A und B sind in Bijektion

Homotopieklassen von Abbildungen A — B

Homotopieklassen von Abbildungen X — Y relativ zu A

von f: X — Y induzierte Abbildung zwischen Fundamentalgruppen
foim(X,x) = w(Y, f(2) mit fo([w]) = [f o w];

Abbildung g — f o g zwischen Hom-Mengen oder Homotopieklassen
kanonische Abbildung 7 (X, z) — p~*(x) fiir Uberlagerung p: X — X
Uberlagerung mit Totalraum X und Basis X.

%
(X,%) — (X,z) Uberlagerung p : X — X mit p(z) = «.

C Glossar englischer Begriffe

Wir geben fiir einige topologische Begriffe die englischen Entsprechungen an.

Deutsch Englisch
Abschluss closure

Bahn orbit

Basis base
Beriihrpunkt closure point
eigentlich proper

Faser fibre

Faserung fibration
Grundpunkt base point
Hawaischer Ohrring Hawaiian earring
Hochhebungseigenshaft lifting property
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innerer Kern
innerer Punkt
Kante eines Graphs
Kegel

Kokegel

Kolimes

Limes

offener Kern

Rand
Schleifenraum
Subbasis
Totalraum
Uberlagerung
Umgebung
verbundene Summe

interior

inner point
edge

cone

cocone

colimit

limit

interior
boundary

loop space
subbase

total space
covering space
neighbourhood
connected sum
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