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Blatt 3

Ubung 3.1 (24241 Punkte)
(a) Es sei X eine Menge und B C P(X) eine Teilmenge der Potenzmenge von X. Zeigen
Sie folgende Aussage:

Die Menge B ist eine Basis fiir eine Topologie auf X genau dann, wenn X = (Jy;cpU
und wenn fiir jedes Paar U;,Us € B und z € U; N Uy ein U € B existiert, sodass
xeUCUNUs.

(b) Zeigen Sie dass R! eine abzihlbare Basis hat. Zeigen Sie, dass R™ fiir jedes n eine
abzahlbare Basis hat.

(c) * Geben Sie eine nicht-diskrete Topologie an, die keine abzihlbare Basis zulésst.

Ubung 3.2 (24141 Punkte)

Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X. Wir schreiben zur besseren Lesbarkeit

cl(A) = A und int(A) = A.

Zeigen Sie:

(a) cl(cl(A)) = cl(A) und int(int(A)) = int(A). Aus A C B folgen cl(A) C cl(B) und
int(A) C int(B).

(b) cl(int(cl(int(A)))) = cl(int(A)).

(c¢) * Finden Sie A und X so dass durch wiederholte Anwendung von ¢l und int auf A
moglichst viele verschiedene Teilmengen entstehen.

Ubung 3.3 (24143 Punkte)

Es sei wie zuvor (Xj, Tx;,)icr eine Familie topologischer Rdume. Wir nehmen an, dass die
Topologien Tx, nicht indiskret sind. Auf der Menge X = [[;c;

Topologie, indem wir fiir eine Basis den “naiven” Produktansatz

X; definieren wir eine

Bgox = {HUz | Ui € TXl}
i€l
verwenden.

(a) Uberzeugen sie sich, dass Bpoy die Basis einer Topologie auf X ist. Diese Topologie
wird als Boxtopologie Tpox auf X bezeichnet. Zeigen Sie, dass Tpox feiner ist als die



Julian Holstein
LoV Universitat Hamburg Topologie (Bachelor)

DER FORSCHUNG | DER LEHRE | DER BILDUNG Wintersemester 2021/22

Produkttopologie Tx, und dass Tgox = 7Tx genau dann, wenn die Indexmenge [
endlich ist.

(b) Wir nehmen nun an, dass die Indexmenge I nicht endlich ist. Uberlegen Sie sich,
dass die Projektionsabbildung pr;: (X, Tox) — (Xi, Tx,) fiir jedes i € I stetig ist,
und zeigen Sie, dass (X, Tpox) nicht die universelle Eigenschaft der Initialtopologie
beziiglich dieser Abbildungen erfiillt.

(c) Es sei nun I = N und X,, = R fiir alle n € N. Also ist X = [[,.yR die Menge der
reellen Folgen. Es sei Xt =[], .yRs0 C X die Menge der positiven reellen Folgen,
wobei Rsg C R die Menge der positiven reellen Zahlen ist. Bezeichne mit 0 € X das
Element von X mit 0, = 0 fiir alle n € N.

Zeigen Sie, dass 0 im Abschluss von X liegt, sowohl beziiglich Tgox, als auch beziiglich
Tx. Finden Sie eine Folge in (X, Tx), deren Folgenglieder aus X sind, und die in
Tx gegen 0 konvergiert, aber nicht in Tgox.

Ubung 3.4 (24241 Punkte)

Wir betrachten S' x S = {z1,20 € C? | |21]?> = |22|?> = 1} mit der Unterraumtopolo-
gie in C? = R*. Aus der Vorlesung wissen wir dass dies dquivalent zu S'xS' mit der
Produkttopologie ist.

Es seien 0 < r < R reelle Zahlen, und es sei T? die Rotationsfliiche, die entsteht, wenn
man die Kreislinie {(z,0, 2) € R3| (z — R)? + 22 = r?} um die z-Achse rotieren lésst.

(a) Zeigen sie, dass es einen Homoomorphismus S'x S = T? gibt.

(b) Betrachten Sie fiir p, ¢ € R die Kurve v, 4: R — S'x St ¢t — (exp(27r ipt), exp(27riqt)).
Wann ist v, 4 injektiv?

(c) Skizzieren Sie das Bild der Kurve y93 in T? fiir 7 = 1 und R = 2.

Abgabetermin ist die Vorlesung am 2.11.2019.

Die Punktzahl der Aufgaben entspricht nur sehr ungeféhr ihrer Schwierigkeit. Insbesondere
sind Aufgaben mit Sternchen zum Vergniigen da. Sie sind moglicherweise schwieriger als
andere Fragen, aber IThre Punktzahl wird kaum leiden, wenn Sie die Aufgabe nicht 16sen.



