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Mathematische Stochastik

Ergdnzungen zu 3.2
A In 3.2 behandelte Begriffe

Riemann-Dichte, Anwendung von Fortsetzungs- u. Eindeutigkeitssatz (0.Bew.),
Rechteck-Verteilung (stetige Gleichverteilung), Exponential-Verteilung,
Normalverteilung, Standard-Normalverteilung, Gamma- und Beta-Verteilung,
R-Dichten in IR", stetige Gleichverteilung in IR".

B Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz: Prizisierung und Beweis-Skizze
Prinzip: Ein Ma8 p wird auf einem ,,geeigneten Erzeuger £ definiert (z.B. G;)
und dann auf A(E) fortgesetzt (A(G1) = B).

Definition: S heifit Semi-Ring i< ) € S, AB€ S, A\B=x",C;, C; € S.
Anwendung: G; ist ein Semi-Ring, ebenso G,,.

Definition: R heifit Ring :< ), AUB, A\ Be R (& 0, AB, AAB € R).
Folgerung: S ist ein Semiring = Rs := {¥%, C;, C; € §} ist ein Ring.
Anwendung: Fiir § = G; (bzw. G,)) heiit Rs der ,Ring der Figuren®.

Definition: p heifit (Pra-)MaB auf £ :& (1) u(A) > 0VA € &, (2) u(d) =0,

(3") w(XiZ; Ai) = X2 n(Ai), falls Aj € £ und X2, A; € €.
Anwendung: Zu e. R-Dichte f ist P((a,b]) := f° f(z)dz ein PrimaB auf G;.
Beweis-Idee fiir o-Additivitit: eine endliche offene Uberdeckung.

Fortsetzungssatz: Ein (Pri-)Maf auf e. Semi-Ring S besitzt e. Fortsetzung
auf A(S), ndmlich p(A) :=inf{SX, u(B;): B; € S, UL, B; D A}.
Beweis-Idee: A +— p(A) ist duBleres Mafl auf P(2), die Einschrankung
auf A(S) ist das gesuchte Ma8.
Definition: £ ist N-stabil, falls mit A, B € £ auch AB € £.
p ist g-endlich auf £ & 3E; € €, E; T Q, mit p(E;) < oo.
Eindeutigkeits-Satz: Zwei MaBle p, ug auf A(E) mit ,,u; = po auf N-stabilem
Erzeuger £ und dort o-endlich“ sind gleich.
Beweis-Idee: Es geht ,fast“ mit dem ,,Beweisprinzip fiir o-Algebren®,
man braucht aber eine Variante, die ,,Dynkin-Systeme®.
Anwendung: Zu e. R-Dichte f ex. eind. P auf B mit P((a,b]) = J° f(z) dz .

Folgerung: Durch A((a,b]) = b—a auf G; wird auf IB eind. e. Ma8 \ definiert,

das Lebesgue-Maf}, und X ist translations-invariant (entspr. auf G, bzw. B").

Anwendung: Es ex. BCIR, B€B: Seiz~y < z—y € Q. B C (0, 1] bestehe
aus je 1 Repris. aus jeder Aquiv.klasse. Sei @ N (—1,1] = {ry,rq,...}.

= (0,1] € 2,(B+r;) C (—1,2]. Wiare B € BB, so wire A(B) = A(B+ry)

definiert. Dann wire 1 = A((0, 1]) < 2, A(B) < A((—1,2]) = 3. Widerspruch!




