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Mathematische Stochastik

Erginzungen zu 6.4: Das Maf}-Integral (vgl. B/N §17)

Ziel: Def. von [fdu fiir (2, A,p) und feF :={f: Q- R, A-B-messbar}.
Beisp.: (IR, B, ), f : R— IR, messbar, R-int. = [ fd\ = [T f(z)dz (s.u.).
Def. in 3 Stufen: 1. f(w) =YX, a;14,(w), 2. f: Q2= Ry, 3. f: Q= R.
Definition: f: Q — Ry mit f(w) = % a;14,(w) (4; €.A;) heilit elementar.
Es sei 0.E. &' A; = Q (4; disjunkt!) und F* := {f: f elementar} [=F(Q, A)].
Bemerkung: Eine Elementarfkt. muss keine Treppenfkt. sein, z.B. f = 1q.

Lemma: Zu f € F, f>0ex. g, € F* mit 0<¢;<g>< ... und lim, g, = f.

Beweis: g, (w) := 5 fiir f(w) € [22_—,}, ’2_—”1), i=1,...,n2" bzw. :=n fir f(w)>n.

Definition: 1. Fiir g = X%, a;14, € F* sei
J*gdp =" a; u(A;), speziell [*14du=pu(A).
2. Fir feF, f>0 sei [ fdu:=sup{[*gdu:g € F* g<f}.
3. Fiir f € F sei S fdp:= [ ftdu— [ f~du,
falls [ fTdu < oo oder [ f~du < oo, andernfalls existiert [ f du nicht.
(vgl. f = fF—f~mit >0, f~>0, 0< [ f*du < co).
4. Falls [ f dp existiert, heifit [ fdp (auch =: [ f(w) p(dw) ) p-Integral von f
(allgemein Maf3-Integral) und f heifit y-quasi-integrierbar.
5. Falls [ f*dyp und [ f~ du endlich sind, heifit f u-integrierbar.

6. Ist 4 = P ein W-Mafl und f = X € F, dann nennt man EX := [ X dP
(auch EpX) den Erwartungswert von X (bzgl. P).

Folgerungen: Die Existenz der u-Integrale sei stets vorausgesetzt.

(a) [*g du ist unabhéngig von der Darstellung g = 372, a;14, = £}, b;1p,.

(b) Fiir g € F* ist [ gdp = [*gdu, also im Folg. | statt [*. [Hierzu (cl)]

(c) Fiir f,g € F mit g < f gilt fgdu < [ fdu. [Beweis in 3 Stufen, wie Def.]
(d) Fir f € F, ce Rgilt f(cf)du=c [ fdu. [Fallunterscheidung c¢>/<0]
(e) Fiir f,g € Fgilt [(f+g)du=/fdu+[gdpu, falls f+g und r.S. definiert.
(f) Fir f € Fgilt |[fdu|l <[frdu+[f du=/|f|ldu [vgl Folg. 6.4].
Bemerkung: Zum Beweis von (e), Stufe 2, benétigt man den folgenden Satz.

Satz von der monotonen Konvergenz: Fiir f, ¢ Fmit 0 < f; < fo < ...
gilt f:=lim,f, €F und lim, [ f,du= flim, f,du. (Beweis folgt.)
Folgerung: Fiir f; € F, f; > 0¢gilt [X2, fidu = X2, [ fidu.

Beweis: 0<¢,,:=%7 fi 1= fi= (mon.K.) flim g, dp=lim [ ¥f =lim ¥} [ fidu.




