Ein kinetisches Verfahren fiir die

Savage-Hutter-Gleichungen

Diplomarbeit

vorgelegt von
Christine Kaland

Betreuer: Prof. Dr. Struckmeier

Department Mathematik

Universitat Hamburg

Hamburg, im Méarz 2007






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Herleitung der Gleichungen
2.1 Die SH-Gleichungen fiir anndhernd konstante Neigunswinkel . . . . . . ..

2.2 Die SH-Gleichungen fiir glatte Bodenprofile. . . . . . . . ... ... .. ..

Die kinetische Formulierung
3.1 Der kinetische Hintergrund der Gasdynamik . . . . . .. .. ... ... ..
3.2 Kinetische Formulierung fiir die SH-Gleichungen . . . . . . . . . .. .. ..

3.3 Die transformierten SH-Gleichungen . . . . . . . . . ... .. ... ... ..

Ein balanciertes Verfahren in 1D

4.1 FEin erstes mikroskopisches Verfahren . . . . . . . . . ... ... ... ...
4.2 FEin erstes makroskopisches Verfahren . . . . . . . . .. ... ...
4.3 Die verbesserten Verfahren: Verfahren 2, 3und 4. . . . . . .. ... .. ..

4.4 FEin gekoppeltes Verfahren: Verfahren 5 . . . . . . . . .. .. ... ... ..

Numerische Beispiele

5.1 Konstante Gleichgewichtslosungen . . . . . . . . . . .. ... L.
5.2 Klassisches Riemannproblem ohne Quellterm . . . . . . . . .. ... .. ..
5.3 Riemannproblem mit Reibung . . . . . . . . . ...
5.4  Geneigtes Riemannproblem mit Reibung . . . . . . .. .. .. ... .. ..

5.5 Parabolisches Anfangsprofil mit Reibung . . . . . . ... .. ... ... ..

12

15
15
19

26

31
32
34
42

49

51



INHALTSVERZEICHNIS

i

5.6 Beschleunigung eines sinusférmigen Profils . . . . . . ... .. ... .. .. 60
6 Fazit und Ausblick 63
65

Literaturverzeichnis



Kapitel 1
Einleitung

Schnee- und Gerélllawinen sowie Erdrutsche verursachen regelméflig hohe Sach- und Per-
sonenschéden. Daher ist es von groflem Interesse, das Verhalten solcher granularen Mate-
rialien vorhersagen zu konnen. Uberaus hilfreich ist es z.B. den Ort angeben zu kénnen, an
dem die betrachtete Masse zum Stehen kommt, damit auf solche Bedrohungen angemessen
reagiert werden kann. Neben dem Umgang mit Naturgewalten spielt auch die industrielle
Anwendung der Beschreibung granularer Materialien, wie z.B. das Befiillen von Getreidesi-
los, eine wichtige Rolle.

In [14] leiten Savage und Hutter ausgehend von den inkompressiblen Eulergleichungen ein
Modell zur Beschreibung der Dynamik solcher granularen Massen auf einer sich ortlich
nur langsam dndernden Bodentopographie unter Beriicksichtigung von Reibeffekten her.
Unter der Annahme, dass der innere Reibwinkel des Materials gleich dem Reibwinkel des

Materials am Boden ist, lautet das System partieller Differentialgleichungen

O(h) + Do (b + B=7) = g

mit
B =c¢ck cos(

und

g=g(u) =sin( —sgn(u) cos( tand firu+#0

in den beiden Unbekannten A, hu : R x (0,00) — R. Die Gréfie h bezeichnet dabei die
Hohe der granularen Masse und u die iiber die Hohe gemittelte Geschwindigkeit. Deswei-
teren beschreibt ¢ den Neigungswinkel der Bodentopographie gegeniiber der Horizontalen,

0 den Reibwinkel des Materials am Boden, € das Verhéltnis von charakteristischer Hohe
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zu charakteristischer Lange der betrachteten Masse und k einen sogenannten Erddruckko-
effizienten. Solange die Hohe h positiv bleibt, ist das System hyperbolisch, da es in diesem
Fall zwei verschiedene reelle Eigenwerte besitzt.

Dieses Modell erweitern die Autoren in [15] auf hinreichend glatte Bodentopographien. In
beiden Modellen wird der Effekt der Reibung durch ein einfaches Coulombsches Reibungs-
modell beschrieben. Andere Reibungsmodelle sind denkbar, werden aber in dieser Arbeit
nicht behandelt.

Die in [14] und [15] hergeleiteten Gleichungen werden Savage-Hutter-Gleichungen und im
folgenden nur noch SH-Gleichungen genannt. Der Einfluss der Bodentopograhie sowie die
Reibung resultieren in einem Quellterm in der zweiten Gleichung, durch den das Modell
aus [14] seine Erhaltungseigenschaft verliert. Das erweiterte Modell aus [15] ldsst sich von
vornherein aufgrund der expliziten Abhéngigkeit der Flussfunktion von der Ortsvariablen
2 nicht in Erhaltungsform schreiben. Der Quellterm sorgt fiir zuséitzliche Schwierigkeiten:
durch ihn treten nichtkonstante Gleichgewichtslosungen auf, die durchaus physikalisch sinn-
voll sein kénnen. Im Gegensatz zu anderen Modellen fiir FlieBprozesse mit Quellterm, wie
z.B. den Flachwassergleichungen, gibt es sogar beliebig viele solcher Gleichgewichtslosun-

gen. In den Gréflen h und u werden diese Losungen nédmlich gerade durch die Bedingung

beschrieben. Es handelt sich bei den physikalisch sinnvollen Gleichgewichtslosungen also
um ruhende granulare Massen. Setzt man (1.2) in die Gleichungen (1.1) ein, so erhdlt man

die Beziehung
BOh=g

fiir diese ruhenden Massen. Aufgrund der Reibung, die in den SH-Gleichungen bertick-
sichtigt wird, muss man fiir ruhende Massen geméfl (1.2) Haftreibung statt Gleitreibung
betrachten. Von dieser Haftreibung weifl man allerdings nur, dass sie betragsméfig
hochstens so groff wie die Gleitreibung werden kann. Der Quellterm und damit die
Gleichgewichtslosungen sind fiir © = 0 also nicht eindeutig bestimmt, man kann aber eine
recht einfache Bedingung an die Gradienten eines Hohenprofils h angeben, unter der sich
das betrachtete Profil im Gleichgewicht befindet. Solche Profile werden im Folgenden als
zuldssig bezeichnet. Genauere Untersuchungen zu diesem Thema sowie eine Definition
zuléssiger Profile findet sich in Kapitel 4.

Ziel dieser Arbeit ist es, ein auf einem kinetischen Ansatz basierendes numerisches Verfah-
ren zu konstruieren, das in der Lage ist, eben diese Gleichgewichtslésungen einer ruhenden
Masse zu erhalten, sowie die Dynamik des Anrutschens und Stoppens allgemeinerer

Losungen zu beschreiben. Daneben wird sich zeigen, dass die hier konstruierte Methode
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unter bestimmten Voraussetzungen die Hohe der betrachteten Masse nichtnegativ halt.

Die Arbeit ist in sechs Kapitel unterteilt. Im zweiten Kapitel werden die SH-Gleichungen
fiir den Fall anndhernd konstanter Neigungswinkel ausfiihrlich hergeleitet. Fiir den all-
gemeineren Fall werden lediglich die grundsétzlichen Ideen zur Herleitung des Modells
genannt. Ein kurzer Uberblick iiber die kinetische Theorie der Gasdynamik wird im er-
sten Abschnitt von Kapitel 3 gegeben, gefolgt von der (semi-)kinetischen Formulierung der
SH-Gleichungen. In Kapitel 4 wird daraus in mehreren Schritten ein konservatives und

konsistentes Verfahren konstruiert, das die gewiinschten Eigenschaften
e der Beschreibung des Anrutschens und Stoppens granularer Massen,
e der Erhaltung von Gleichgewichtslosungen ruhender granularer Massen,
e sowie der Erhaltung der Nichtnegativitdat der Hohe h (zumindest in dem Bereich, in

dem sich die Masse stark bewegt)

besitzt. Dieses Verfahren wird schliefllich in Kapitel 5 an mehreren Beispielen getestet.
In Kapitel 6 findet sich ein Uberblick der Erkenntnisse dieser Arbeit sowie ein Ausblick
auf Erweiterungen und Verbesserungen des vorgestellten Verfahrens. Dariiber hinaus wird

kurz auf alternative Modelle und Verfahren eingegangen.






Kapitel 2
Herleitung der Gleichungen

In diesem Abschnitt sollen die SH-Gleichungen zunéchst fiir den Fall eines sich o6rtlich
nur langsam #dndernden Neigungswinkels des betrachteten Hanges ausfiihrlich hergeleitet
werden (siehe [14]). AnschlieBend folgt ein kurzer Abschnitt iiber die SH-Gleichungen fiir
allgemeinere Bodenprofile. Eine detaillierte Herleitung dieser Gleichungen findet sich in
[15].

2.1 Die SH-Gleichungen fiir annidhernd konstante

Neigunswinkel

Fiir die Herleitung der SH-Gleichungen mit einem sich ¢rtlich nur langsam &dndernden,
zeitlich konstanten Bodenprofil betrachtet man eine in den kartesischen Koordinaten
X = (X,Y) um den konstanten Winkel ¢ geneigte Ebene. Auf dieser schiefen Ebene
befindet sich nun eine Bodentopographie B(X) = 0. Das Profil der granularen Masse wird
dann allein durch ihre freie Oberfliche S;(X,t) = 0 beschrieben (Abb. 2.1).

Den Ausgangspunkt der Herleitung des Modells bilden die inkompressiblen Euler-
Gleichungen der Gasdynamik zur Beschreibung der Massen- und Momentenerhaltung in

der Form

divu =0,
(2.1)
p(Ou+ (u-Viu)=-V-p+pg.

Dabei ist w = (u,v)? € R? der Geschwindigkeitsvektor, der fiir diese Herleitung als ungleich
Null angenommen wird, p € R die Dichte, p der Drucktensor und g = (0,¢9)7 € R? der
Erdbeschleunigungsvektor mit der skalaren Erdbeschleunigung g.
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Abbildung 2.1: Ein sich 6rtlich nur langsam &nderndes Bodenprofil mit granularer Masse.

In [14] erldutern die Autoren diese Wahl des Modells, welches z. B. Dichteinderungen auf-

grund von Lufteinschliissen in Lawinen oder anderen granularen Materialien vernachlassigt.

Zusétzlich zu diesen Gleichungen betrachtet man nun Randbedingungen zum einen an der
freien Oberfliche und zum anderen am Boden. Bezeichnet n den nach auflen gerichteten
Normaleneinheitsvektor und wug die Gleitgeschwindigkeit relativ zum Boden, so kommt

man schnell auf die folgenden Randbedingungen

8tSf+VSf-u = 0
auf Sp(X,t) =0, (2.2)
p-n = 0

Us

p-n—mn-p-n) = —ne(n-p-n) tan 4,

auf B(X)=0. (2.3)

u-n = 0

Die erste Gleichung ist die Materialableitung der Oberfliche und die zweite Bedingung
beschreibt die dort herrschende Druckfreiheit. Fiir die dritte Zeile wurde ein einfaches
Gleitreibungsgesetz |R| = | Ng| p fiir die Reibkraft R, die Normalkraft Nz und den Gleit-
reibkoeffizienten p verwendet. Wendet man dieses Reibgesetz auf die Normal- und Schub-
spannungen an und verwendet man p = tand mit dem Reibungswinkel § am Boden, so
erhélt man die dritte Bedingung. Die letzte Gleichung besagt, dass sich das Material immer
tangential zum Bodenprofil bewegt.

Fiihrt man nun die gegeniiber den urspriinglichen Koordinaten (X,Y) um den konstanten
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Winkel ¢ geneigten kartesischen Koordinaten & = (z,y) ein (Abb. 2.1), so lassen sich die
Gleichungen (2.1) wie folgt schreiben:

Oyu+0u = 0, (2.4)
p(atu +udu+v @,u) = pg sin¢ — 0pDyw — OyDuy - (2.5)
p(@tv +ud,v+ v ayv) = —pg cos( — OpPay — OyPyy - (2.6)

Als néchstes sollen die Gleichungen entdimensionalisiert werden. Dazu gelte fiir die dimen-
sionslosen, mit einem Stern versehenen Grofien der folgende Zusammenhang zu den bisher

betrachteten, dimensionsbehafteten Grofen:

(z,y) = ([L] «*, [H] y"),

[\/%] a (2.7)
(w0 = (IaD [ VAE| v,

(Paws Pyys Pay) = [pgH o8 (] (Dyy, Pyys Py tan C)

,y) =
t
u,v) =

L und H bezeichnen hierbei die charakteristische Lénge bzw. Hohe der rutschenden Mas-
se. Das Verhéltnis ¢ = H/L wird dabei als klein und die dimensionslosen Gréfien von der
Ordnung Eins angenommen. Im Folgenden werden die freie Oberfliche sowie die Boden-
topograghie bzgl. des neuen Kordinatenystems mit y = h(z,t) bzw. y = b(z) beschrieben.

Fiir die skalierten Gréflen gelte dann

h(xz,t) =[H] h*(x*,t") ,
(00) = [ 16,1 o
b(x) = [H] b"(x") .
Nimmt man nun an, dass sich sowohl die Bodentopograhie als auch die freie Oberfliache

nur langsam im Ort dndern, dass also 0h/0x und db/dx von der Ordnung e sind, so erhilt

man wegen

oh  [H] Oh*  Oh*

Or  [L] Ox* M
db[H] db  db

dr _ [L] dor  * dz*’
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dass Oh*/0xz* und db*/dz* von der Ordnung Eins sind. Die Gréflen h* und b* werden
natiirlich auch als Funktionen der Ordnung Eins betrachtet.

Im Folgenden werden nur noch die dimensionslosen Grofien betrachtet und die Sterne zu
ihrer Kennzeichnung der Einfachheit halber weggelassen. Fiir die skalierten Groflen lassen

sich die Gleichungen (2.4) — (2.6) nun wie folgt schreiben:

Ou+0v = 0, (2.9)
Ou+ud,u+voyu = sing (1 — 8ypxy) — e ¢os(C OpPrs » (2.10)
e(Ov+udv+v9yv) = — cosC (14 dypyy) — € sin¢ ppay - (2.11)

Fiir die Materialableitung am Boden und an der Oberflidche gilt weiterhin

Oh+ud,h= v iny=h(x,t)
&b (2.12)
U= iny=>b(x).
Die Gleichungen (2.9) — (2.11) sollen nun iiber die Hohe integriert werden, also von y = b

bis y = h.

Mit Hilfe der gemittelten Gréfen

1 h
U= ?/ udy,
h Ju
1"
X b, (2.13)
Doy = = dy,
DPyy h/b Dyy @Y
_ 1 [h
u? = 7/ u? dy
h Ju

und h = h — b erhilt man dann unter Ausnutzung von (2.12) fiir (2.9)

h db
Oy (/b udy> — (Oxh)ujy—p + <%>U\y:b + Vly=h — Vjy=p

9, (hat) + O,h
O + 0y (i) .

h
/b (&;u + ayv) dy
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Fiir die linke Seite von (2.10) gilt analog

h h
/ (Oru 4+ ud,u+voyu)dy = 0 (/ u dy) — (Och)upy=p,
b b

y=h h
— udyv dy
y=b b SN~

=—ud,u

h h
= @(/ udy) — (Och)upy=p, + 2/ udyu dy + (vu) .
b b y=

_ &(/bhudy) _|_am(/bhu2dy) . [u(@th—i—u@xh—v)]yh

h
+/ uOyudy + (vu)
b

y=h

Dabei wurde verwendet, dass u in y ungefihr konstant ist, weswegen u? ~ @2 gilt. Setzt

man also die beiden Grofen u2 und 2 gleich, so ist mit einem nur kleinen Fehler zu rechnen.

Die rechte Seite von (2.10) wird zu

h
. = db
SmC h — pmy|y:h + pwy|yb:| — £ COSC |:ax (/ Pzx dy) - (axh)pa:a:|y:h + %pa:m|y:b
b
Zur weiteren Vereinfachung dieses Ausdrucks schreibt man nun die Bedingung der Druck-

freiheit an der Oberfldche (die zweite Zeile von (2.2)) in den geneigten Koordinaten. An-

schlielende Skalierung fithrt zu

—€ COS( Paz Oph +sin( pyy = 0

iny=h(xt). (2.14)
—€ 8in¢ Py Oph +cosC py, = 0
Die erste Bedingung in (2.3) lésst sich schreiben als
Pay = —SgN(U) py, cot ¢ tand iny =b(z) , (2.15)

wobei fiir die Geschwindigkeit @ # 0 gelte. Dariiber hinaus wird die Masse wie schon
erwahnt als kohésionsloses Mohr-Coulombsches Material mit einem inneren Reibwinkel ¢
angenommen. Fiir die einzelnen Elemente der granularen Masse gelte wieder das Cou-

lombsche Reibgesetz, d.h. ein Gleiten der einzelnen Elemente tritt genau dann ein, wenn
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|Se| > N, tan¢ mit den an dem jeweiligen Element wirkenden Schub- und Normalspan-
nungen S, und N,.
Zusitzlich nimmt man an, dass die Normalspannungen p,, und p,, iiber einen sogenannten

Erddruckkoeffizienten & = koktiv passiv gemas

Paz = K Dyy (2.16)

zusammenhéngen. Je nachdem, ob das betrachtete Element gerade ausgedehnt (d.h. die an
ihm wirkenden Schubkrifte sind groBer als die Normalkréifte) bzw. komprimiert wird (die
Schubkrifte sind kleiner als die Normalkriifte), nimmt der Erddruckkoeffizient den Wert
Eaktiv Dz2W. kpassiv an. Dieses Verhalten kann man sich anhand eines Mohrschen Spannungs-

kreises graphisch veranschaulichen (siche [14]) und erhélt fiir den Erddruckkoeffizienten

kaktiv,passiv -

cos? 9 3y _
2(1:|Z 1—m>/cos gp]—l fir 0,u 20 . (2.17)

Die Gleichungen (2.14) und (2.16) ergeben zusammen

Paz = Pay =Dy =0 iny=h(zt). (2.18)

Gilt nun fiir den inneren Reibwinkel und den Reibwinkel am Boden ¢ = 9§, dann ist
k =1+ 2 tan® ¢ konstant. Zusammen mit (2.15) und (2.18) erhélt man fiir (2.10)

9,(hi) + 8,(hii?®) = sin( [iz +pxy|y:b} — e cos( [&T (ﬁpm) + <%>pm|y:b}

— sinCh —¢ek cos( [81 (hpyy) + (%)pyﬂy:b} (2.19)

—sgn(a) cos( tand pyyly—p -

Die Grenzwertbildung in (2.11) fiir ¢ — 0 fiithrt auf

pyy(,y,t) = h(z,t) —y , (2.20)

woraus

Pyy(x,b,t) = h(z,t) — b(z) = iz(x,t)

und

Wit = [ oty = [ (.0 =) dy = 5
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folgt.

Damit vereinfacht sich (2.19) nochmals zu

9,(hit) + 8, (hii®) = | sin ¢ — sgn(@) cos ¢ tand |h —ek COSC[8<7> + —h

Insgesamt erhilt man das fiir & > 0 hyperbolische System partieller Differentialgleichungen

12 (2.22)
Oy (hu) + 0, (hu® + p5)=gh,

wobei statt 4 und @ wieder h und u geschrieben wurde. Weiter sind
B =c¢ck cos(

und

g=g(u) =sin( —sgn(u) cos( tand fir w#0.

Im néchsten Abschnitt wird kurz auf die Herleitung der SH-Gleichungen mit variablem
Neigungswinkel ¢ = ((z) und 8 = [(x) eingegangen. Obwohl im folgenden Kapitel die
kinetische Formulierung fiir beide Fille 8 = const und [ = ((z) angegeben wird, kann die
spiter eingefiihrte Funktion x nur fiir ersteren Fall mit dem in dieser Arbeit verfolgten
Ansatz bestimmt werden. Ab Kapitel 4 wird dann ausschlieBlich der Fall § = const
betrachtet.
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2.2 Die SH-Gleichungen fiir glatte Bodenprofile

Die Herleitung der Gleichungen fiir allgemeinere glatte Bodentopographien ist der obigen
Herleitung sehr dhnlich, weswegen hier nur die wesentlichen Unterschiede genannt werden
sollen. Eine detailliertere Beschreibung findet sich in [15].

Lasst man allgemeinere Bodenprofile zu, so ist der oben eingefithrte Neigungswinkel (
nicht mehr konstant, es gilt vielmehr ¢ = ((x). Dies fiihrt zu der Idee, die Gleichungen
(2.1) sowie die Bedingungen (2.2) und (2.3) nicht mehr beziiglich des oben angegebenen ge-
neigten Koordinatensystems, sondern beziiglich kurvenlinearer, dem Bodenprofil folgenden
Koordinaten zu beschreiben (siche Abb.2.2).

Durch die kurvenlinearen Koordinaten erhélt man als zusétzliche Grofle in den Gleichungen
die Kriimmung

Kk = k()

und dadurch einen weiteren Skalierungsparameter: den charakteristischen Kriimmungsra-
dius der Bodentopographie R. Mit diesem wird die Kriimmung wie folgt skaliert

/{/*

K= —=".

R

Ansonsten dndert sich die Skalierung der Gleichungen verglichen mit der aus dem vorheri-

gen Abschnitt nicht. Die Grofie
L

ﬁ:E

wird auch charakteristische Kriimmung genannt.

Eine anschlieBende Mittelung iiber die Hohe liefert die beiden Gleichungen

(1 —enrh)oh+ 0,(hu) =0, (2.23)

(1 - 6772Hh>8tu+ (1 + gn;h>“az“ = (1 N 6772m) Sin G ?a“(k(ws“rmw)

enkh

—(cos ¢ +nku?) [(1 + )sgn(u) tand + 5k8mh]

(2.24)

mit dem Erddruckkoeffizienten

k= kaktiv,passiv

wie im letzten Abschnitt.
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Abbildung 2.2: Granulare Masse in kurvenlinearen Koordinaten

Vernachléssigt man nun in den Gleichungen (2.23) und (2.24) alle Terme von hoherer Ord-
nung als ¢, so erhélt man je nach Gréflenwahl der beiden Parameter tan  und 7 unterschied-
liche Gleichungen, in denen die Kriimmung der Bodentopographie entweder beriicksichtigt
wird oder wegféllt. Wahlt man z.B.

n=0(")
mit o > 0 und
tand = O(e)

so erhélt man anndhernd dasselbe System partieller Differentialgleichungen wie oben (vgl.
(2.22)) mit dem Unterschied, dass der Neigunswinkel ¢ nun von x abhéngt, also ( = ((x)
und damit § = f(x) gilt.

Léasst man dagegen Werte hoherer Ordnung insbesondere fiir tand zu, z.B.
n=0("?)

und
tand = O(e'/?) ,

so erhélt man nach (2.23) und (2.24) das folgende System partieller Differentialgleichungen

12 (2.25)
Oy (hu) + 0, (hu® + f5)=gh,

mit

8 = Bla) = ek cos ((x)
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und

g = g(u,x) = sin(x) —sgn(u) tané (cos ((z) + nru?) fiir u #0 .



Kapitel 3
Die kinetische Formulierung

In diesem Kapitel sollen einige Grundlagen der kinetischen Theorie fiir hyperbolische Glei-
chungen genannt sowie die kinetische Formulierung fiir die SH-Gleichungen hergeleitet
werden. Die Grundlagen der klassischen Gastheorie werden dabei recht kurz behandelt,

eine detailliertere Beschreibung findet man in [4].

3.1 Der kinetische Hintergrund der Gasdynamik

Die in der Herleitung der SH-Gleichungen verwendeten Eulergleichungen beschreiben die

Dynamik inkompressibler Gase und Fluide. Allgemeiner lauten die Eulergleichungen

p m
O | m | +div m@%+pl | =0 (3.1)
E Emip]m

in den Unbekannten Massendichte p, Impulsdichte m und Energiedichte E = p(e + %112)
mit der Geschwindigkeit u, der Dichte der inneren Energie e = ﬁT, der Temperatur T,
dem Druck p = pT" und dem Isentropenexponent v > 1.

Fiir den Spezialfall einatomiger Gase (v = 5/3) lassen sich die Gleichungen (3.1) relativ
einfach aus einem kinetischen Stofimodell fiir die einzelnen Teilchen des Gases ableiten.
Dazu stellt man sich ein System aus N Atomen des Gases vor. Die Atome werden als harte
Kugeln eines festen Durchmessers angenommen. Man geht davon aus, dass die Dynamik
des Systems aus den elastischen Kollisionen dieser Kugeln resultiert. Der Zustand z des
Systems im Phasenraum  werde durch den Aufenthaltsort x; € R3, sowie durch die Ge-
schwindigkeit & € R3, i = 1,..., N, eines jeden Teilchens beschrieben. Der Phasenraum ist

also von der Dimension 6N, d.h. in der Regel sehr grof}. Zur weiteren Beschreibung geht
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man deshalb auf eine Wahrscheinlichkeitsdichte f(z,t) iiber, mit der man die Wahrschein-

lichkeit, dass das System zur Zeit ¢ einen Zustand z aus einer Teilmenge Q C Q annimmt,

/Qf(z,t) dz

Fiihrt man die Uberlegungen der Kollisionen einzelner Teilchen nun fiir die Dichte f fort,

als

angeben kann.

so kommt man zunéchst auf die Liouville-Gleichung

N
Of +) 60nf =0, f(2,0)= fo2)

i=1

fir Zustinde z aus einem Gebiet €2, das man so gewihlt hat, dass dort keine Kollisionen
stattfinden. Diese werden vielmehr durch geeignete Randbedingungen behandelt. Betrach-
tet man anschlieBend statt der Dichte f(z,t) fiir den Zustand des Gesamtsystems die Dichte
fi(z, &, t) zur Beschreibung des Zustandes eines einzelnen Teilchens, so kommt man nach

einigen weiteren Uberlegungen auf die Boltzmanngleichung

Ofi +EVafi=Q(fi, fr) (3.2)

in der die Kollisionen durch den Kollisionsoperator

QUfi 1) = / /ﬁﬁ*fmu@—awmm@

beschrieben werden. Die Grofie x € R? beschreibt dabei wieder den Ort, ¢ € R? die
Geschwindigkeit des Teilchens. Auflerdem sind

fl* = f1(9€ f*, ) )
fi=h(x€ ),
fro = fi(z, 1)
§=¢—nn"(¢-¢)),
E=&+nn"(E-¢),
a=n ( &)

wobei die gestrichenen Groflen diejenigen nach der Kollision bezeichnen und der Stern zur

Unterscheidung der beiden miteinander kollidierenden Teilchen dient. Desweiteren ist S
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die Einheitssphéire im R?® mit dem nach auflen gerichteten Normalenvektor n. Fiir eine

genauere Darstellung sei auf [4] verwiesen.

Die Boltzmanngleichung ist also eine partielle nichtlineare Integro-Differentialgleichung fiir
die ,,Zustands“-Dichte f; eines einzelnen Teilchens. Besonders interessante Verteilungen

sind offensichtlich diejenigen, fiir die der Kollisionsoperator verschwindet, d.h.

Q(fr, 1) =0. (3.3)

Solche Verteilungen sind die sogenannten Maxwellverteilungen, sie sind von der Form

Furao (@, €,t) = exp(a(@, t) + b' (,1) € + (@, 1) [¢])

mit a,c: R3 x (0,00) — R und b: R® x (0,00) — R3.

Wegen (3.3) bezeichnet man diese Verteilungen oft als Gleichgewichtsverteilungen. Terme
der Gestalt

(&) =a+b"E+clEf

mit a,b und ¢ wie oben nennt man Kollisionsinvarianten. Fiir sie gilt

[ v©and=o.

Der Ubergang zu den makroskopischen Gréfien p, m und E der Eulergleichungen erfolgt
nun durch Integration der Teilchendichte f {iber die mikroskopische Geschwindigkeit ¢ :

p= [ rie. m= [ erac. E5@§fﬁ. (3.4)

Multipliziert man also die Boltzmanngleichung (3.2) mit 1, £ und %ﬁQ, integriert anschlie-
Bend {iiber &, wobei man Integration und Differentiation vertauscht, und nimmt man an,
dass f eine Maxwellverteilung ist, so erhélt man die Eulergleichungen der Gasdynamik ge-
geben durch (3.1). An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Funktionen a, b und ¢
durch die Beziehung (3.4) eindeutig festgelegt sind. So erhélt man z.B. fiir ein einatomiges

ideales Gas unter Ausnutzung von 7' = %e die Maxwellverteilung

5_ 2
fMaJ: = (271_5-‘)3/2 eXp(| QTu‘ ) .
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Allerdings gilt der eben besprochene Zusammenhang zwischen der Boltzmanngleichung
und den Eulergleichungen nur in den Punkten (x,t), in denen f eine Maxwellverteilung
ist. Die Herleitung fiir den allgemeinen Fall macht Gebrauch von den sogenannten hydro-
dynamischen Limiten. Dazu nimmt man an, dass die Teilchendichte f eine Entwicklung

der Form

F(@,66) = farae(@, &) + efi(x,€,1) + O(?)

besitzt, f soll also lokal eine Maxwellverteilung sein. Auf diese Herleitung wird hier nicht
weiter eingegangen, fiir Details siehe [4]. Es sei allerdings noch angemerkt, dass die raumlich
homogenen Maxwellverteilungen firaz(2,€,t) = faraz(€,t) nach den obigen Uberlegungen
auf Gleichgewichtslosungen, also zeitlich konstante Losungen fithren. Bildet man ndmlich
den Ubergang von der mikroskopischen Teilchendichte fysq.(€,t) zu den makroskopischen
GrofBlen mittels Integration wie oben, so sind die makroskopischen Gréfen natiirlich auch
raumlich homogen. In den Eulergleichungen fallen also die Divergenzterme einfach weg und

man erhalt

die makroskopischen Groflen dndern sich zeitlich also nicht.

Die kinetische Theorie fiir granulare Gase ist weitaus komplexer als die eben besproche-
ne. Viele der in der klassischen Gastheorie getroffenen Annahmen gelten fiir granulare
Gase nicht mehr. Die klassische Gastheorie behandelt die Energie erhaltende Dynamik ela-
stisch stoflender Partikel. In der Theorie granularer Gase dagegen muss man inelastische
Kollisionen der einzelnen Teilchen betrachten (siehe [3]). Die Partikel konnen sich durch
Kollisionen verformen und geben die dabei frei gesetzte Energie z. B. in Form von Wérme
ab. Thermodynamisch gesehen bilden solche Partikel also offene Systeme. Dariiber hinaus
erweist sich die Annahme des molekularen Chaos hier als falsch (siche [3]). Eine Einfithrung

in die kinetische Theorie granularer Gase findet sich z. B. in [2] und [3].
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3.2 Kinetische Formulierung fiir die SH-Gleichungen

In diesem Abschnitt soll eine kinetische Formulierung fiir die SH-Gleichungen nach den
obigen Uberlegungen konstruiert werden. Dabei wird fiir die mikroskopische Teilchendichte

M (z,&,t) derselbe Ansatz wie in [12] fiir die Flachwassergleichungen

5 (3.5)
Oy (hu) + 0, (hu® + g%) +9gh0,Z =0,

gemacht, wobei ¢ fiir die Erdbeschleunigung steht und Z = Z(z) fiir eine gegebene Bo-
dentopographie. In [12] suchen die Autoren eine Teilchendichte M (z,&,t) = M|h, hu)(§) =
M(h,& — u), die den Bedingungen

h 1
hu = / & | M(h,& —u)dE (3.6)
hu? + Lgh? e

geniigt. Die makroskopischen Groflen A und hu sollen also analog zu oben aus Integration

der Dichte M hervorgehen. Weiter machen die Autoren den Ansatz

M(h.€ —u) =Vh X(f\;ﬁu) (3.7)

mit einer nichtnegativen Funktion y, die die Eigenschaften

/Rx(w) dw =1, (3.8)

besitzt.

Der Nachweis dafiir, dass eine Funktion M von der Gestalt (3.7) die Bedingungen (3.6)
erfiillt, ist sehr schnell erbracht. Tatséchlich berechnen sich das nullte bis zweite Moment
von M beziiglich ¢ mit Hilfe der Substitution w := (¢ — u)/v/h und unter Verwendung der
Eigenschaften (3.8) zu



20 3.2 Kinetische Formulierung fiir die SH-Gleichungen

/RM(h,g—u)dg - /R\/EXG_W”)dg
= /R\/Ex(w)\/ﬁdw

= h/Rx(w)dw
= h,

[emne—wae = [evin(*22)a

= /(\/Ew—l—u) Vh x(w)Vhdw

= h3/2/wx(w)dw—l—hu/x(w)dw
R R

= hu/x(w) dw
R
= hu,

[emns—wae = [ evin(i2r)a
= [ Whew+w? VB x@)Vhde
= h2/Rw2X(w) dw + 2 hg/ZU/wa(w) dw—l—hu2/RX(w) dw

1
= hu’+ 5gh2 .

Die Funktion x wird in [12] dann durch die Forderung nach Erhaltung der physikalisch
sinnvollen Gleichgewichtslosung h(z) + Z(z) = const und u = 0 festgelegt.

Derselbe Ansatz soll hier auch gemacht werden. Es erscheint zunéchst sinnvoll, als ei-
ne Verallgemeinerung des Ansatzes in [12] die Klasse der Verteilungen M(x,&,t) =
M{h, hu, 5](§) = M(h, & — u, 3) mit der Eigenschaft

h 1
ha _ / ¢ | Mhye—u p)de . (3.9)
hu? + 1 Gh? e

zu betrachten.
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Dabei sei analog zu (3.7)

M(h€ —u.8) = Vi x(%‘ﬂﬁ) , (3.10)

mit einer Funktion y, fiir die

/wzx(w,ﬁ) dw = Ve e R
R

IV

gelte.

An dieser Stelle kann man einen entscheidenden Unterschied zu dem Ansatz aus [12] fest-
stellen: durch die dritte Bedingung an y in (3.11) ist die explizite Abhéngigkeit der Funktion
x von [(z) notwendig. Die Autoren in [12] kénnen sich auf eine Funktion y von nur einer
Variablen beschrianken. Die Wahl einer Funktion y(w, #) wird spétestens bei der konkreten
Festlegung durch die Forderung nach Erhaltung von stationdren Losungen problematisch
werden. Der Grund dafiir liegt in der zusétzlichen x-Abhéngigkeit der Funktion y. Bleibt
man namlich bei dem Ansatz einer Funktion x(w, ), so erhdlt man eine kinetische For-
mulierung, in der die Verteilung M eine zusétzliche z-Abhéngigkeit aufweist. Stationére
Losungen (h, hu) der SH-Gleichungen werden dann nicht mehr allein aus rdumlich homo-
genen Verteilungen M hervorgehen. Vielmehr kann man sich Teilchendichten M vorstellen,
deren z-Abhéngigkeit allein aus der GroBle B(x) hervorgeht, also M (h(t),& — u(t), B(x)).
Der Zusammenhang, dass makroskopische Gleichgewichtslosungen aus rdumlich homoge-
nen mikroskopischen Dichten hervorgehen und gleichzeitig rdumlich homogene Dichten zu
Gleichgewichtslosungen fithren, wie bei den Eulergleichungen und den Maxwellverteilun-
gen, ist dann nicht mehr gegeben. Deswegen ist es sinnvoll, sich zundchst nur auf den Fall

konstanter Neigungswinkel ( und damit konstanter Funktionen 3 zu beschranken.

Dariiber hinaus sei angemerkt, dass die allgemeinen SH-Gleichungen in der Form (2.25)
wegen der x-Abhéngigkeit im Fluss nicht in Erhaltungform gegeben sind. In diesem Fall
kann man das System jedoch so transformieren, dass keine explizite x-Abhéngigkeit mehr
auf der linken Seite des Gleichungssystems steht (siche [1]). Es ist also moglich, die z-
Abhéngigkeit aus den Fliissen in die rechte Seite zu ,schieben“ und die Gleichungen so

wieder auf die Form

Oru~+ 0, F(u) = S(x,u)
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fiir eine Grofe u, eine Flussfunktion F'(u) und einen Quellterm S(z,w) zu bringen. Auf

diese Transformation wird in Abschnitt 3.3 ndher eingegangen.

Ab hier gelte also die Einschrédnkung g = const und damit

M(h,6 —u) = VI X<§\;EU) , (3.12)

obwohl man den folgenden Satz ohne Probleme auch fiir M (h, & — u, ) formulieren kénnte.
Es gilt

Satz 1 Das Paar (h, hu) ist genau dann Losung der Gleichungen (2.22), wenn M (h, & —u)
von der Gestalt (3.10) die kinetische Gleichung

OM(h,& —u) +E0,M(h,§ —u)+ g(u) OeM(h, & —u) = Q(t,x,€) (3.13)

lost, wobei Q(t, x, &)

/ng:o und /g@dgzo (3.14)
R R

erfillt.

Beweis. ,, = “: Sei (h, hu) Losung von (2.22) und M von der Form (3.12), dann gilt
trivialerweise (3.13), da es sich in diesem Fall um eine Definition des Operators () handelt.
Man sieht leicht, dass dieses () dann auch (3.14) erfiillt. Dazu bildet man das nullte und das
erste Moment der linken Seite von (3.13) und vertauscht Integration und Differentiation in
den ersten beiden Termen. Da fiir M die Bezichungen (3.9) gelten und da (h, hu) Losung
der Gleichung (2.22) ist, erhélt man fiir das nullte Moment

/R Qlt,z, ) de = / QM (h,€ — u) + €0, M(h€ — ) + gla,u) M (h, € — u) d
= 0 M(h,& —u)d Oy M(h,& —u)d
4(5@& /R£(£U)£

T g / OeM(h, € — u) de
=0.

Dabei wurde verwendet, dass y einen kompakten Tréger besitzt. Fiir das erste Moment

geht man genauso vor und erhélt
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/wms /fat (h€ — ) + € 0,M(h, € — u) + g(u) € M (h, & — u)
:@AgMW£—uM5H%4£Aﬂm§—M%
T g(u) / €Q:M(h, € — u) d
R
::@mw+¢mmﬁ+lﬁﬁy—/Aﬂm§—mdg
2 g

= 0y(hu) + 0, (hu® + %ﬁhQ) —g(u)h
=0.

,» <= “:Sei nun M von der Form (3.12) und (h, hu) so, dass M (h, £ —u) die Gleichung (3.13)
16st fiir ein @, das (3.14) erfiillt. Dann folgt durch das Bilden der ersten beiden Momente

der Gleichung (3.13) beziiglich ¢ wegen der Beziehung (3.9) nach der obigen Rechnung,
dass (h, hu) die Gleichungen (2.22) erfiillt.

Oft wird statt der Gleichung (3.13) der Grenzwert fiir ¢ — 0 des Relaxationsmodells

0Lt 2,6) + € Dufo(1,2,) + (1) OeSo(t,2,) + 2 [J(1,2,6) = Mhes — )] =0,

/fstxf a . (hu). /Efst:cf

betrachtet (siehe [11] oder [16] fiir die Flachwassergleichungen). Dabei geht man davon aus,

dass f. stetig in € = 0 ist, also insbesondere der Grenzwert

Q : —hml[ (hE,S—ue)—fE]

existiert. Die Eigenschaften (3.14) folgen dann unmittelbar aus der obigen Definition der

GroBen h. und (hu).:

e—0 g

[ Qe =tim= [ [Mihg =) - tto0)]

:hmlpk—hJ

e—0 &

=0.
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Auf demselben Weg erhélt man [, € Q d§ = 0. Im Allgemeinen scheint es fiir diese Annahme

jedoch noch keinen rigorosen Beweis zu geben (siehe [11]).

Bemerkung 1 Mit Gleichung (3.13) hat man eine wesentlich einfachere Beschreibung
der SH-Gleichungen (2.22) gefunden. Man beachte, dass die Nichtlinearitit der Gleichung

(8.13) allein durch den Kollisionsoperator () hervorgerufen wird.

Analog zu dem Vorgehen in [12] fiir die Flachwassergleichungen versucht man nun, die
Funktion x, und damit die Verteilung M, so festzulegen, dass die stationédren Losungen
der Gleichungen (2.22) erhalten bleiben. Die Flachwassergleichungen beschreiben jedoch,
im Gegensatz zu den SH-Gleichungen, Stromungen von Fluiden oder Gasen iiber einer
Bodentopographie Z(z). Insbesondere wird in diesem Modell die Reibung vernachléssigt.
Deswegen waren die Autoren in [12] lediglich an dem Erhalt eines ,ruhenden Sees®, d.h.
an stationdren Losungen mit h(x) + Z(z) = const und u(z) = 0 interessiert. Alle anderen
durch den Quellterm hervorgerufenen stationdren Losungen sind physikalisch nicht sinnvoll
und werden deshalb nicht weiter betrachtet.

Bei den SH-Gleichungen kann man sich bei der Bestimmung von x nicht auf den Erhalt
einer einzelnen, physikalisch sinnvollen Losung stiitzen, weil es unendlich viele Gleichge-
wichtslosungen gibt, die es zu erhalten gilt. Man stelle sich dazu eine ruhende Schneemasse
an einem Berghang vor. Das Hohenprofil dieser Masse ist sicherlich nicht eindeutig festge-
legt, vielmehr muss lediglich die Steigung des Profils auf eine bestimmte Weise beschrankt

sein, um das Anrutschen zu verhindern. Dieser Sachverhalt soll als néchstes gekléart werden.

Zunéchst stellt man fest, dass fiir 0;h = 0 und v = 0 durch Einsetzen in die Gleichungen
(2.22) die Gleichgewichtsbeziehung

Bdh=g (3.15)

zwischen der Hohe h und der Funktion g aus dem Quellterm gilt. Man beachte, dass g wie
in Kapitel 2 beschrieben fiir u = 0 nicht definiert ist. Man kann sich aber zumindest leicht
einen zulédssigen Wertebereich fiir ¢ iiberlegen: g besteht zum einen aus einer durch die
geneigten Koordinaten auftretenden Hangabtriebskraft und zum anderen aus einem Term,

der durch die Coulomb-Reibung verursacht wird. Der erste Term wird durch

g1 = SinC )

der zweite durch
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go = . cos( tand
|ul

beschrieben.

Das Coulombsche Reibungsmodell setzt weiter voraus, dass der Term g, auch fiir u = 0
echt zwischen den Grenzen — cos( tand und cos( tand liegen muss. Die Haftreibung ist

betragsméfig also hochstens so grofl wie die Gleitreibung.

Fir 9.h = 0 und u = 0 erhélt man

und

Auflerdem fordert man, dass im Gleichgewicht der Kollisionsoperator () verschwindet. Die-
se Forderung erscheint durchaus sinnvoll im Vergleich mit den Maxwellverteilungen: fiir
Maxwellverteilungen verschwindet der Kollisionsoperator QQ aus der Boltzmanngleichung
iberall. Dies gilt insbesondere fiir rdumlich homogene Maxwellverteilungen, die durch In-
tegration auf stationédre Losungen der Eulergleichungen fiihren. Hier wurde jedoch durch
(3.14) bisher lediglich die Bedingung gestellt, dass die ersten beiden Momente von @) ver-

schwinden.

Damit lautet Gleichung (3.13) fiir Gleichgewichtslosungen der Form d;h = 0 und u = 0

€ 0, M(h,€) +g OM(h,&) =0 . (3.16)

Diese lasst sich nun mittels der Substitution w = £/ V'h dquivalent umformen in

& [wx(w) + (28 —w?)y’ (w)] =0 (3.17)
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Die Gleichung (3.17) ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir y, die unter den Bedin-
gungen (3.11) die eindeutige Losung

x(w)=C /(28— w2)+ mit C = % besitzt . (3.18)

Damit ist schliefllich fiir konstante Neigungswinkel ¢ die mikroskopische Gleichgewichts-

verteilung durch

M(h, § —u) = )

(3.19)
| \/ 2ﬁh )

gegeben. Dies ist natiirlich dasselbe Ergebnis wie in [12] fiir die Flachwassergleichungen.

Im néchsten Kapitel wird sich jedoch zeigen, dass das Ergebnis noch nicht ausreicht, um
die gewiinschten Gleichgewichtslosungen in jedem Fall zu erhalten. Die Art der Diskre-
tisierungen der kinetischen Gleichung und insbesondere die des Quellterms sind hierbei
von entscheidender Bedeutung. Mit Ausnahme des néchsten Abschnitts bezeichnet M im

Folgenden immer eine Gleichgewichtsverteilung der speziellen Gestalt (3.19).

3.3 Die transformierten SH-Gleichungen

Im obigen Abschnitt wurde eine kinetische Formulierung fiir die SH-Gleichungen (2.22)
mit konstantem Neigungswinkel ¢ angegeben. Die allgemeinen SH-Gleichungen (2.25) mit
einem ortsabhingigen Neigungswinkel ¢ = ((x) wurden bisher noch nicht betrachtet. Um
eine (semi-)kinetische Formulierung mit einer moglichst einfachen Funktion y fiir die all-
gemeinen SH-Gleichungen angeben zu kénnen, kann man das System (2.25) so transfor-
mieren, dass die x-Abhédngigkeit nicht langer im Fluss, sondern nur noch auf der rechten

Seite steht(siehe [1]). Dazu multipliziert man die Gleichungen (2.25)

h2
O(hu) + 8m(hu2 + 55) =gh ,

mit J und addiert auf beiden Seiten der Massengleichung den Term

3 (hu)
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sowie den Term .
B (hu® + 517

auf beiden Seiten der Momentengleichung. Definiert man sich nun

p = (h
und
m = Bhu
als neue Unbekannte und setzt man voraus, dass § differenzierbar ist und v := /3

existiert, so erhélt man schliellich das System partieller Differentialgleichungen

O+ 0, F(v) = G(v,2) , (3.20)
mit
=)
F(v) = "
) <m2/,0+p2/2 )
und

G(v,z) = < o > :
y(m?/p+p°/2) + pg

Man sucht nun analog zu oben eine Verteilung M(p,§ —m/p) = \/p X(&&”ﬁ/”), fur die
wieder die Beziehung
1 p
/ £ | M(p,& —m/p)d§ = m gilt. (3.21)
R
&2 m?/p+p?/2

Fordert man fiir y nun

/RX(W) dw=1, (3.22)

so kann man auf demselben Weg wie oben leicht nachrechnen, dass (3.21) immer erfiillt

ist. Fiir die neuen Variablen p und m gilt damit der folgende Satz.
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Satz 2 Das Paar (p,m) ist genau dann Losung von (3.20), wenn M(p,& —m/p) die ki-

netische Gleichung

ot +eom +[3 (- (% +2)) +o] a0 =@ 323

lost mit

/Rng:o und /Rgcgdgzo.

Beweis. Die Gleichungen (3.13) und (3.23) unterscheiden sich lediglich in dem Koeffizien-
ten vor J¢ M. Fiir diesen Kraftterm

2

03 (0= (5 §) s

muss die Beziehung

1 ym
x,&,t) O & —m/p)dé = —
/R<£)F< £,) 0M (p, € — m/p) d (W(mQ/HpQ/QHpg)

Tatséchlich ist wegen des kompakten Trégers von M

gelten.

/RFagMdgz/[%(g?—(—+ 2)) + 9] oeh g
3w o2 +3) o

- —%/R%Mdg

:—/ym

und
/Q“F&E]\/[df— /5385Md§+[g %<%+g)} oo de
2

:—143§2Md§+ 3 (5 +%5) -] [ M

2 P2
3 /m?  p? v /m?  p
-5 (5 +5) 3Gz +g) e
2 2
_ (M p_)_
= 'Y( +2 Py
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Fiir die kinetische Gleichung (3.23) ist es leider nicht so einfach, eine Gleichgewichtsver-
teilung M analog zu dem obigen Vorgehen zu bestimmen. In Gleichung (3.17) konnte man
die storenden makroskopischen Grofien ausklammern und so sehr leicht eine Funktion y(w)
bestimmen. Dieses Vorgehen ist hier leider nicht moglich. Deshalb basiert das im folgen-
den Kapitel vorgestellte numerische Verfahren allein auf den Ergebnissen aus Abschnitt
3.2 fiir konstante Neigungswinkel (. Ideen fiir die numerische Behandlung allgemeinerer

Bodentopographien finden sich in Kapitel 6.






Kapitel 4
Ein balanciertes Verfahren in 1D

In diesem Kapitel wird ausgehend von der kinetischen Formulierung der SH-Gleichungen
ein Finite-Volumen-Verfahren vorgestellt, das die Gleichgewichtslosungen einer ruhenden
granularen Masse sowie die Nichtnegativitidt der Hohe dieser Masse erhélt, zumindest in
den Bereichen, in denen sich die Masse stark bewegt.

Die Vorgehensweise zur Konstruktion dieses Verfahrens ist wie folgt: im ersten Abschnitt
wird ein eindimensionales mikroskopisches Finite-Volumen-Verfahren fiir die oben hergelei-
tete kinetische Formulierung der SH-Gleichungen angegeben. Danach erfolgt der Ubergang
zu einem ersten makroskopischen konservativen und Fluss-konsistenten Finite-Volumen-
Verfahren in einer Dimension (Verfahren 1), fiir das ein Stabilitétsresultat fiir die erste
Komponente gezeigt werden kann. Es stellt sich jedoch heraus, dass dieses Verfahren nicht
in der Lage ist, die in Abschnitt 3.2 angesprochenen Gleichgewichtslosungen zu erhalten.
Durch leichte Modifikationen im mikroskopischen Verfahren und in der Diskretisierung des
Quellterms kann man aber ein makroskopisches konservatives und konsistentes Verfahren
erhalten, das die gewiinschte Eigenschaft besitzt (Verfahren 2). AnschlieBend wird dieses
Verfahren durch zwei weitere Anderungen sukzessive verbessert (Verfahren 3 und 4).
Leider wird man den oben erwihnten Stabilitéitssatz fiir die erste Komponente nicht
mehr auf demselben Weg wie vorher zeigen kénnen, obwohl die numerischen Ergebnisse
aus Kapitel 5 stark vermuten lassen, dass er weiterhin gilt. Dariiber hinaus verursacht
Verfahren 4 bei stark unzulédssigen Hohenprofilen, wie z.B. bei Riemannproblemen,
Oszillationen, die zwar stabil zu bleiben scheinen, jedoch zeitlich auch nicht abklingen.
Aus diesem Grunde wird letztendlich eine Kombination aus Verfahren 1 und 4 benutzt,
letzteres zum Anrutschen und Anhalten sowie das erste fiir den Zeitraum dazwischen, der,
in dem sich die Masse stark bewegt. Auf diese Weise hat man eine numerische Methode

zur Losung der SH-Gleichungen konstruiert, die die gewiinschten Eigenschaften besitzt.
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4.1 Ein erstes mikroskopisches Verfahren

Die kinetische Formulierung der SH-Gleichungen lautete (vgl. 3.13)

M+ &M, + g(u) Mg =Q , (4.1)

welche nun diskretisiert werden soll. Dazu wird der Raum R x (0, 00) mit einem dquidistan-
ten Gitter mit Gitterpunkten (x;,t,) = (iAx,nAt), i € Z, n € N, iiberzogen. Eine Zelle C;
(das Kontrollvolumen) ist dann definiert als C; = [2;_1/2, Tiy1/2] mit Ti1/0 = (i +2i41)/2,
ihre Lange ist Az. Die Groflen Az und At bezeichnet man als Ort- bzw. Zeitschrittweite.
An jedem dieser Gitterpunkte (z;,t,) sollen approximative Werte (h?, ¢ = (hu)}) fur die
exakte Losung (h(x;,t,), q(x;,t,) = (hu)(x;,t,)) berechnet werden. Die diskreten Groen
(h', ") sind dabei als Zellmittelwerte iiber die Zellen C; zu verstehen, d.h.

1

h = — h(x,t,)dx ,
P ), et
1 (4.2)
"= t,) dx .
% =5 . q(z,t,) dx
Weiter sei
KA h;’b
sowie

K
ur=|{ " .
q;'

Mit (4.2) sei nun die Partikeldichte M () durch

MP(E) = M, € — )

2

gegeben.

Die Gleichung (4.1) diskretisiert man nun direkt in der Teilchendichte, wobei der Kollisi-
onsoperator erst einmal vernachlissigt wird bzw. sein Beitrag in der GroSe f(€) statt

auf der rechten Seite zu finden ist. Man erhélt das mikroskopische Verfahren

FIHE) = M) + A (M 5(€) — My j5(8)) + At g7t (M)} () =0 (4.3)

mit A = At/Ax und den mikroskopischen Fliissen M}, /2 geméfy der Upwind-Formel
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W) MPE  fir =0,
FETO ML () fiie € < 0.

Néhere Informationen zum Upwind-Verfahren finden sich z.B. in [6] und [7].

Durch die Vernachlassigung des Kollisionsoperators Q) in Gleichung (4.3) wird die Klasse
der Gleichgewichtsverteilungen, d.h. die Menge der Verteilungen M mit der Eigenschaft
(3.9), in jedem Schritt erst einmal verlassen. Die aus den Daten zur Zeitschicht n berechnete
Teilchendichte zum Zeitpunkt ¢, erfiillt also nicht notwendig die Bedingungen (3.9) und

wird deshalb mit f/"*! statt mit M bezeichnet. Spiter wird f/"*! aber mittels

Upt = / ( 2 ) frH () de (4.5)

auf die Klasse der Gleichgewichtsverteilungen zuriickprojeziert. Dieses Vorgehen ist fiir
kinetische Verfahren durchaus tiblich (siche [11] und [12]).

Die mikroskopische Grofie M (€) berechnet sich also aus den Daten zur Zeitschicht n

wie folgt:

1. man erhilt /"™ (¢) aus Gleichung (4.3),

2. anschliefend wird mittels (4.5) die makroskopische Grée U™ = (R, ¢! H)T be-

rechnet,

3. das daraus gewonnene M1 (&) = M (R} & — u™) besitzt dann wieder die Eigen-

schaften (3.9).

Der Quellterm soll zunéchst durch ¢ = g(u}) fir u? # 0 diskretisiert werden. Im Fall
u = 0 ist, wie schon in Kapitel 3 erwdhnt, die Funktion g(u) nicht eindeutig definiert, es

gilt aber die Beziehung 3 0,h = g. Daher soll fiir ' = 0 der Quellterm geméaf

g =5 (M) (1.6

diskretisiert werden. Zusétzlich weifl man, dass die im Gleichgewicht auftretende Haftrei-
bung durch die Gleitreibung beschrinkt ist (siehe Kapitel 3). Wie schon in der Einleitung

angegeben, soll nun der Begriff eines zulédssigen Hohenprofils genauer definiert werden.
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Definition 1 (zulissiges Profil) Ein Hohenprofil h heifit zuldssig, wenn fiir seine Ab-
leitung O,h die Beziehung

min [sing—i— R, max (5 O.h, sin( — R)} = ([ 0.h

qilt, wobei =R mit
R = cos( tand

den aus der Reibung resultierenden Anteil des Quellterms bezeichnet.

Ersetzt man nun in dieser Definition 0,k durch eine zentrale Differenz wie in (4.6), so

erhélt man analog zu Definition 1 die diskrete Bedingung fiir zuléssige Hohenprofile:

min [sin(’ + R, max (5 ((hroy — b ) /2Ax), sin ¢ — Rﬂ = B((hy — B ))/2A) .

Ist diese Bedingung im Fall u]' = 0 verletzt, so ist das Profil kein Gleichgewichtsprofil. In
diesem Fall soll g/ auf eine der beiden Schranken gesetzt werden. Man hat also insgesamt

fiir den Term g

(u’

. { gr fir ur=0
9 =
g(ul') sonst .

mit

g¢ =min | sin( + R, max (ﬁ ((h?ﬂ — h?q)/QA«T)a sin ¢ — R)] .

Statt (4.3) kann man auch das mikroskopische Verfahren

FIHHE+ Atg?) = MP(§) + A (M1 5(€) — MLy 5(8)) =0 (4.7)

betrachten. Dieses soll den Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen bilden.

4.2 Ein erstes makroskopisches Verfahren

In diesem Abschnitt wird aus dem oben vorgestellten mikroskopischen Verfahren ein erstes

makroskopisches Verfahren entwickelt.

Bildet man das nullte und erste Moment in £ der Gleichung (4.7), so erhdlt man wegen

/Rfff“(f +Atg)) dE = /R(é — Atgl) fH(€) dE = (hu)i ™t — At gi b
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und den Uberlegungen des vorherigen Abschnitts das makroskopische Verfahren

UinH = Uin — A ( iT-li-l/Z - Fz‘n—1/2) + At Sz‘n

' . 0 (4.8)
mit 5] = ( gr ) .

Dabei sind die makroskopischen Fliisse entsprechend den Upwind-Formeln fiir die mikro-

skopischen Fliisse gegeben durch

F?}H/Q = F(Un Uﬁkl)

1 n 1 n
- AN§<£>A@@ﬁ%+A@§<£>NMAQ%-

Anschaulich bedeutet dieses Vorgehen, wie schon oben erwiahnt, dass man bei der Berech-
nung von U"™ aus den Daten der Zeitschicht n die Klasse der Gleichgewichtsverteilungen
M mit den Eigenschaften (3.9) zunichst verlisst, anschliefend aber das berechnete f;"*!

mittels

lw”:4<i>ﬁwﬁms

Nun sollen die numerischen Fliisse des makroskopischen Verfahrens berechnet werden. Fiir

zuriickprojeziert.

die erste Komponente von F" . ,, erhélt man

i+1/2

( iTJLrl/2)1 = § M} (§) d§ + § M4 (8)dS
£§20 £<0
= EM (R, & — ') d§ + EM (R, € —ujly) dE.
\520 J \§<0 J
I I

Setzt man nun in die Integrale Iy und I, die spezielle Gestalt von x nach (3.18) ein, so

ergibt sich

flz/fﬁxg\/%>

£>0
B NG 2\ 1/2
- s Ll () ), o
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Mit der Substitution

sinz := ((5 - u?)/ﬂ?ﬁh?)
und einer Fallunterscheidung in

ay = —ul'/+/26h}

erhalt man dann

9 w/2
fir ay < —1: L =— h?/ (sin(z) /28h} + ul') cos*(z) dx

Q —7/2

/2
= ; \/ﬁ(hzﬂ)?ﬂ/ sin(z) cos®(z) dw + 2 (hu)f/ cos? () dx

—m/2 n —m/2

w/2

w/2 /2
= _% \/ﬁ (h?)3/2 {% COS3({L‘):| + g (hu)? {%;p + i Sin(2$):|

—m/2 T —m/2
= (hu)? )
fir -1 <a; < 1: 9 /2
L =— h?/ <sin(x) 26807 + u?) cos?(r) dx
™ arcsin(ay)
w/2
2 1
N CH E]
Q 3 arcsin(aq)
/2
2 1 1
+ = (hu)? [ax + 1 sin(Qx)] e
2
=3 V28 (h)*/? cos®(arcsin(ay )
T
2 T 1 , I .
+ - (hu)} <Z b arcsin(a;) — 7 sin(2 arcs1n(a1))> ,
fir a4 > 1: I, =0.

Das Ergebnis [; = (hu)! im ersten Fall ist nicht weiter verwunderlich, denn fiir a; < —1
ist u' > /26h! und damit & = sin(x) /26h + u’ > 0. Fiir I; ergibt sich dann

I = /Qosts) dé = /RéMf(é) dé = (hu)"

Die Information iiber die mikroskopische Geschwindigkeit geht in diesem Fall also verlo-
ren, und man hétte genauso gut ein Upwind-Verfahren in den makroskopischen Grofien

verwenden konnen.
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Auf dem gleichen Weg wie oben bekommt man fiir den zweiten Teil von (£

I = / & /hry X ( _hfl)di
£<0 i+1

hn

B 2\ 1/2
: 1— ZJrl ) ) dg )
o W\/_ £<0 ( 25hz+1 +

i+1/2

Und die entsprechende Fallunterscheidung fiir ay := —u',,/1/26h}, | liefert

fir ay < —1: IL=0,

fiir —1 <ap < 1: ]—_h”

9 3/2 1 , arcsin(az)
— -2 VB ) [ eoo)

—7/2
2 1 1 arcsin(az)
7r — (hu)i, [ix + 1 sm(Qx)} o

2

= V28 (W 1)*? cos®(arcsin(ay))
7r
2

) 2 /2
fir ap > 1: L == h?ﬂ/ (sin(x), [2Bh} + ugl) cos?(x) dx
Q w/2

= (hu)?—i—l .

Die zweite Komponente berechnet man analog zu

( 2‘11/2)2 = &2 M7 (€) d€ + &2 MJ,(€) de
§20 £<0
= & M(h}, € — u) dE + & M(hy, € — uifyy) dE
\520 J \£<O

J/

13 14

)1

arcsin(az)
ZJrl/ (sin(w), [2Bh}  + U?H) cos?(z) dx |
—7/2

1 1
+ - (hu)i, (g + ) arcsin(ag) + 1 sin(2 arcsin(ag))) ,
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Fiir die beiden Integrale I3 und I erhélt man mit derselben Fallunterscheidung wie oben

die folgenden Ergebnisse

) 2 [
fiir a; < —1: I3y = =h} sin(x) \/208h1 + u?)2 cos?(r) dx
™ —7/2

~B(h})?

(
= hp(up) + ;

) 2 /2 2
fir -1 <ay <1: I; == h?/ <sin(x) 28R} + uf) cos*(z) dx

™ resin(ar)

4 11 2
= —B(h"?| =2 — —=sin(4

m 6 ( ' ) [81. 32 Sln( x>:| arcsin(ay)
/2

- VB () VA [ o)

arcsin(a)
2 11 /2

+ = M ul)? {—:p + - sin(2x)}
s 2 4

arcsin(ay)
s

— 4 ﬁ (h”) <1_6 — %arcsm(al) + 3—12 sin(a1)>

— — /28 (hu)'/h} cos®(arcsin(a;))

1 1
+ - h?(uf) <% b arcsin(a;) — 7 sin(2 arcsin(aﬁ)) ,

ﬁiralzlz [3:0,

fir a, < —1: Iy =0,

) 2 arcsin(az) 9

fir -1 <ap, <1: Iy == h?ﬂ/ (sin(:p), [2Bh}, + U?H) cos?(x) dw |
m —7/2
4 " 1 L.

= - B (hlq)? [gx ~ 3 sm(4x)]

arcsin(az)

—7/2

arcsin(az)

4 V28 (hu)?, /by E cos?’@)]

Q —7/2

arcsin(az)

1 1 .
+ — hz+1( Z+1)2 {§x+ Zsm(Qx)]

—m/2
4 1

= p B (h?+1)2 (% arcsin(as) + 6 sin(4 ar(351n(a2))>

4
- — \/2 (hw)i' 4/ Dy cosg(arcsin(ag))

1 1
+ — hz+1( uly)? <% + 5 arcsin(ag) + 7 sin(2 arcsin(ag))> ,
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n n 1 n
fir as > 1: Iy = hz‘+1(uz‘ )2 + 55 (hi+1)2 :

Insgesamt erhilt man also:

Verfahren 1 ist fir U = (h?,q")" € R? gegeben durch (vgl. (4.8))

Uttt = U7 — A( it1/2 — Fz‘n—1/2) + ALS)!

mil
n _ n 1 n nT _ T
i+1/2 — i+1/2) » \Fit1/2 - ’ ’
o= ((Fy ) (L)) = (4 Iy Is + 1)
(
0 . n
(g."h’?*l ) fir ul =0
Sl =
0 t
sonst ,
L\ g(up) Bt
gl = min [sing + R, max (ﬁ((h?H — h} 1) /2Ax),sin ¢ — R)}
und

R =cos( tand .

Dieses Verfahren ist offensichtlich konservativ in der Hohe h, da es sich in der ersten

Komponente in Erhaltungsform

Wit =0 = M(Fliap)' — (Flyp)')

schreiben lasst. Weiter ist es konsistent, denn fiir die numerische Flussfunktion gilt

F;‘T—LH/Q = F(Uin7 Uﬁq)

mit

F(U’V):/po(;) §M(U1,§—%)d§+/£<o < 2 ) SM(\G,§—%)d£,

wobei U und V' € R? und die Indizes jeweils die erste bzw. zweite Komponente bezeichnen.
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Aus dieser Darstellung folgt sofort mit U = (h, hu)”

FUU) = A(i)&M(ﬁf—u)d&

B hu
 \ 2 ige? )

In Anlehnung an Satz 3 aus [12] kann man fiir das Verfahren 1 den folgenden Satz formu-

lieren, der eine Art Stabilitéit der ersten Komponente sicher stellt.

Satz 3 Unter der CFL-Bedingung

Ax
n ny < 20 _ 2 n .
max (Jul'| ++/26h7) < AT und ) #0 (4.9)

erhdlt das Verfahren 1 mit den eben berechneten Fliissen die Hohe h nichtnegativ, d.h. es
gilt h* > 0 Vi € Z ¥n € N, wenn hY > 0 Vi € Z.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion. Fiir den Induktionsschritt ist

folgende Implikation zu zeigen
>0 VieZ = h'>0 VieZ. (4.10)

Dazu verwendet man die Beziehungen

P+ = / fr(E)de = / e + At g(ul))de

und
e+ Atg(u})) = M) — /\g(MﬁH/Q(g) - Mﬁl/Q(g))

gemaf (4.7). Die mikroskopischen Fliisse waren dabei durch die Upwind-Formel (4.4) ge-
geben. Eine Fallunterscheidung in £ > 0 und £ < 0 liefert also

£>0:  fIU(E+ Atg(u]))

(1 =AM (&) + AEM;,(£)

<0 [ITHE+ Atg(u}))

(1+ A M (§) — MM, (€) -
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Wegen M(§) = \/h? X<(§ —ul)/ /h?) und der Nichtnegativitdt von x gilt offensichtlich
MME) >0V ieZ,dah? >0V i€ Z. Aulerdem hat x einen kompakten Tréger: es ist

MIE) =0 fir |¢—ul| > 2B .

Gilt also |§ —ul'| > /2BhT Vi € Z, so ist in beiden Fallen

fAYE+ Atgul) >0 YieZ.

Fir | — ul'| < \/2Bh} erhélt man

€] < 1€ —wi'| + |uf] < V28h7 + [uif| < 1/X,
also |A¢] < 1. Dann ist f""(¢ + At g(ul)) in beiden Fillen eine Konvexkombination aus

nichtnegativen Groflen, es ist also

fITHE+ Atg(uf)) 20 VEER, Vi€ Z,

woraus direkt der Schluss (4.10) und damit die Behauptung folgt.

OJ

Man sieht jedoch leicht, dass das oben vorgestellte Verfahren 1 Gleichgewichtslésungen
noch nicht erhélt. Betrachtet man namlich ein zuléssiges Hohenprofil h zur Zeit ¢, fiir das
die Geschwindigkeit u {iberall Null ist, also u! = 0 Vi € Z, so gilt fiir die Werte A" und
(hu)?*" der nichsten Zeitschicht nach Verfahren 1

h?“ =hi = A ( iT-li-l/2)1 - (Fz‘n—1/2)1}
r2 2
= = [ V/2B (W2 = (1)Y?) = o= V2B ((hi)¥? = ()2

r2
= B+ A [ V/28 ()2 = 2(00)2 + (i) )|

Da der zweite Term der rechten Seite i.d.R. ungleich Null sein wird, erhiilt man also A" #
h}' fir die meisten zuldssigen Profile h. Man beachte, dass die Uberpriifung, ob A ein
zuléssiges Profil ist, im diskretisierten Quellterm vorgenommen wird, welcher nur Einfluss

auf die zweite Komponente nimmt. Wiinschenswert wére ein Verfahren, fiir das

u! =0 VieZ = h"'=h! Vi€l
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gilt und das unzuléssige Profile iiber die Geschwindigkeit &ndert. Dies ist hier noch nicht
der Fall und erkléart die zunéchst recht unsinnig erscheinende Einschrénkung u} # 0 in
Satz 3.

Fiir das Moment gilt

()it = (hu)? = X |(Fiyjo)? = (Fypo)?] + At g bt
= (=X 2y + ) = Do - D] + aep (MR e
= () = A2 [(00)? — ()7 + A (ML e
=ty — e (M) (PR e (R

Ersetzt man also A" durch die Mittelung (hZ,; + h";)/2 zur Zeitschicht n, so gilt fiir
zuldssige Profile h tatséchlich:

u! =0 Yi€eZ = u'=0 Vi€Z.

7

Dagegen wird sich die Hohe i.A. &ndern.

4.3 Die verbesserten Verfahren: Verfahren 2, 3 und 4

Die obigen Ergebnisse fithren auf die Idee, die mikroskopischen Fliisse M} /2(§) SO zu

andern, dass sich bei geeigneter Approximation des Quellterms dasselbe Resultat wie vorher
beziiglich der Geschwindigkeit ergibt, zusétzlich aber die Hohen der Gleichgewichtsprofile
unverdndert bleiben, d.h. A" = h? Vi € Z, und unzulissige Profile iiber die Geschwin-
digkeit gedndert werden. Dieses Ziel kann durch die folgende Wahl der mikroskopischen

Fliisse erreicht werden

(B e ) fiir € > 0
Mﬁu 2=
! hi+hiy n .
L M(T,f—uiﬂ) fir £ <0

(4.11)

hP+hiy g—ul ) N
2 X( (1) 2 fiir & > 0

5 X CETE fiir £ < 0.
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Das eigentliche Upwinding geschieht also nur noch in w, fiir A wird in jedem Fall die
Mittelung (h} 4 h},,)/2 verwendet.

Die neuen makroskopischen Fliisse £ e = ((Fﬁrl /2)1, (ﬁ’[jrl /2)2)T lauten nun

(1’11/2)1 = /f z+1/2

:/ hn+hz+1 ( ¢ —ul >d§
£>0 (h7 +hi)/2

J/

I
/ h”wﬂ < € —uly, >d5.
£<0 (hi + hiy)/2
I

Mit der Substitution sin x := ((§ — u)//(h?* + h?;)3) erhélt man ganz analog zu oben

il_ hn+hz+l \/5 e (1= g_un 2 1/2d§
71-\/B £<0 (hn‘f‘hﬁ_l)ﬁ +

M/ﬁ@ <sin( ) A/ B(R} + Ry + ) cos?(z) dx

™

sowie die Fallunterscheidung in der Gréfe a := —uf/+/B(h + h?,,)

fiir a; < —1: I, = <%> ull
~ ~ hi + h}
fir -1 <a; < 1: I, = —\/ < i ZH) cos”(arcsin(ay))

h + P 1 1
4+ 2 - <%> ul <% b arcsin(a;) — 1 sin(2 arcsin(aﬂ)) ;

fﬁrdlzl: [120

Auf demselben Weg erhilt man fiir I und ay := —ull,,//BR} + R )

fir ay < —1: I, = 0,
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fir -1 <ag < 1:

fir as > 1:

9 RBP4 Bn N 32
= 5 /23 (%) cos®(arcsin(ay))
h? + h? 1 1
+ 2 - (%) (T (% + 3 arcsin(ag) + 1 sin(2 arCSin(ag))) ;

RN

Fiir die zweite Komponente des makroskopischen Flusses hat man

und

fir dl S —1:

fir-1<a <1:

fir dl Z 1:

fiir dg S —1:

fir -1 <ag < 1:

)’ / &M} 5 (8)

_/ £2 hn+hz+1 d¢
£>0 \/m

+/ £2
£<0

Nz

h + hz—f—l

- <hn +2hz+1> (u?)2 * 25<hn +2hz+1> ’

4 hl+ Al 1 1
= %5<%> (1% ~3 arcsin(a) + 3 sin(4 arcsin(aﬂ))

4 h + hl* N\ 3/2
+ 3_ V203 <%> ul! cos® (arcsin(ay))
1

4+ 2 - <%> (uf)2<% 3 arcsin(ay) — 1 sin(2 arcsin(aﬂ)) ,
— 0,

= 0,

AR 1 1 |
— ﬁ(f) <16 + g arcsin(ag) — e sin(4 arcsm(ag))>

__\/7(h +h’“) ul',; cos®(arcsin(az))

hp + by 1 1
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o T N W Ty
a2t do= (S (R

Die modifizierten Fliisse lauten also

rn rn rn T T T T F\T
i+1/2 = ((Fi-',-1/2>17 (Fz‘+1/2)2) = ([1 + Iy, I3 + ]4) (4.12)

mit den oben berechneten fl bis IN4.

Die genaue Diskretisierung des Quellterms S fiir den Fall u! = 0 soll erst durch die
folgende Uberlegung festgelegt werden. Betrachtet man namlich ein zulissiges Hohenprofil
h mit Geschwindigkeit Null zur Zeit ¢, d.h. «} = 0 Vi € Z, so soll dieses beim Ubergang

zur Zeit 1,11 unverdndert bleiben, d.h. es soll gelten

RItE=hr und W' =0VieZ.

Da fir ul =0Vi € Z

(ﬁﬁ-lﬂ)l =5 +1

R () 2 ()
=0

gilt, erhélt man

R =B — A [( NinH/Q)l - (Firilﬂ)l]
—

Das Profil bleibt also wie gewiinscht unverdndert. Diese Eigenschaft ist auch physikalisch
sinnvoll. Ist die Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt identisch Null, so kann sich auch das

Hohenprofil nicht veréndern. Fiir Verfahren 1 war dies nicht gegeben.

Nun gilt es, die Diskretisierung des Quellterms fiir ] = 0 so zu modifizieren, dass wei-
terhin v = 0 gilt fiir zuliissige Profile. Zuniichst berechnet sich fiir u} = 0 Vi € Z der

modifizierte Momentenfluss zu

(B = 28 (552) () + 2 (52) ()
Ay
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und schliefllich das Moment zu

()it = (hu)? = X | (Fiiajo)® = (Fo)?] + At g et

G [ (R ey

:(huﬁ‘—Atﬁ<h%;;;#1)<hﬂl+22?+h?1

) + Atgrhr

Approximiert man also die Gréfen (9,h)(z;,t,) und A7 aus dem Quellterm mittels

(0:h) (i, 1) = (%)

hity + 20 + h?l)
4 Y

(4.14)

n+1

so erhilt man fiir zulissige Hohenprofile (hu)?™' = (hu)? Vi € Z, also u}™ = u? Vi € Z.

Man beachte, dass fiir v = 0 die Hohe A} zumindest im nédchsten Schritt unveréndert
bleibt, also At = h? gilt, und deshalb obige Approximation fiir 2" sinnvoll ist.

Verfahren 2 ist fir U = (h?,q")" € R? definiert durch

Urtt = U = M (Flyye = Flypp) + ALS?

mit
mn [mn 1 /1m T T I 7 F\T
Fz‘+1/2 = (( i+1/2) ,( i+1/2) ) = (Il +I2>IB+I4> )
( 0
o (B2 ) | Sl wt =0
o ()
Sl =
U t
sonst ,
\ g(uft) ™!
g!" = min [sin{ + R, max (ﬁ((h:ﬂrl — hl')/2Az),sin¢ — Rﬂ
und

R =cos( tany .

Fiir dieses Verfahren ist nach den obigen Uberlegungen der folgende Satz bewiesen.
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Satz 4 Das Verfahren 2 erhdlt alle Gleichgewichtslosungen (h, hu) einer ruhenden granu-
laren Masse der Gleichungen (2.22).

Nun soll untersucht werden, ob das Verfahren 2 auch in der Lage ist, eine rutschende
granulare Masse anzuhalten. Fiir kleiner werdende Gradienten in der Hohe h und kleine
Geschwindigkeiten u soll das Verfahren also in den Zustand eines Gleichgewichts mit v = 0
ibergehen konnen. Betrachtet man nun aber fiir den Fall kleiner Geschwindigkeiten u] die

Momentengleichung
CI?H =q; — A [( ~z‘TJLrl/z)z - (ﬁﬁl/z)z] + At g(uy) h?“

mit
( z’TJLrl/Q)Q =13+ 1y,
so stellt man fest, dass die ersten Terme der rechten Seite i.d.R. klein sein werden, der

letzte jedoch hinreichend groff werden kann, um das Abklingen von ¢ und damit das von

u zu verhindern. Da aulerdem g = g(u}') fir ul # 0 gilt, wobei die Funktion g durch

g(u) =sin¢ —sgn (u) R =sin{ — sgn (u) cos( tand

gegeben ist (siehe Kapitel 2), wird g(u?) fiir tan { < tand immer ein " entgegen gesetztes
Vorzeichen haben. Da in den Groflen h und ¢ = hu statt in h und u gerechnet wird
und im Falle positiver Hohen sgn (q) = sgn (u) gilt, werden die folgenden Uberlegungen
fiir ¢ anstatt fiir v gemacht. Der Fall u = 0 ist dann auflerdem &quivalent zu ¢ = 0.
Ist ¢ also betragsméBig klein, so wiirde der Beitrag von g(u}) dazu fiihren, dass das
Moment evtl. im néchsten Schritt betragsméflig sogar noch kleiner wird, spétestens nach
einigen wenigen Schritten aber das Vorzeichen wechselt. Tatséchlich kann die Reibung
jedoch keinen Vorzeichenwechsel in dem Moment bzw. der Geschwindigkeit herbeifiihren. In
[8] und [9] wird fiir ein dhnliches Modell, basierend auf den Flachwassergleichungen, im Fall
kleiner Geschwindigkeiten ;' und tan ¢ < tand das Moment und damit die Geschwindigkeit
im néchsten Zeitpunkt auf Null gesetzt, was fiir die Simulation einer stoppenden granularen
Masse auch durchaus sinnvoll erscheint. Solche Verfahren diirften allerdings Probleme mit

der Simulation einer anrutschenden Masse haben.

Die Idee ist nun, die Approximationen (4.14) nicht nur fir u? = 0 bzw. ¢ = 0 zu
verwenden, sondern auch schon fiir betragsméfig kleine ¢'. Es wire numerisch wegen
Rechenungenauigkeiten ohnehin nicht moglich, sich auf den Fall ¢' = 0 zu beschrénken.
Eine sinnvolle obere Schranke fiir |¢7| ist sicherlich der Term |At g(ul) h?™|, da dieser fiir

den moglichen Vorzeichenwechsel verantwortlich wire.
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Im Fall
lg'| < |At g(ui) ™|

sollen also auch schon die Approximationen (4.14) verwendet werden.

Nach diesen Uberlegungen lautet das verbesserte Verfahren fiir U = (b, ¢7 = (hu)!)T €
R? wie folgt.

Verfahren 3 ist definiert als

Ut = U7 = MFiys = Fitap) + OS]

mat
( O . n n n+1
o (BT ARRTRD fiir gt < |Atg(qp) hi™|
~ g (M)
g =
Sons
\ g(ur) it
und

g = min [sin{ + R, max <B((h?+1 — h}",)/2Az),sin¢ — R)] :

Die Fliisse F™

172 haben sich gegeniiber denen aus Verfahren 2 nicht geéndert.

Eine weitere Verbesserung des zuletzt vorgestellten Verfahrens erreicht man, indem

man fiir den Fall |¢?| < |At g(¢?) h7™| eine Konvexkombination der Quellterme

At gl ((hiy + 207 + b ) /4)
und

At g(q) bt

mit den Koeffizienten
(1—p) = (1+q'/Atg(g?) h™)

und
p=—q'/Atg(q})h}T!
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verwendet. Je kleiner die Geschwindigkeit v} ist, desto stérker wird der Einfluss des Reib-
terms fiir ©} = 0, wihrend der Einfluss des Reibterms fiir sich bewegende Massen abnimmt.
Der Ubersicht halber wird das resultierende Verfahren 4 in den einzelnen Komponenten h?

und ¢ statt in vektorieller Form geschrieben.

Verfahren 4 lautet

B = B = X (o)t = (B0

7

(

—A ((311/2)2 - (Fin_1/2)2>

o) U ) A (- 2hr )Y i (g7 < |Arg(gh) I

7

[ @ = MF)? = (FLy0)?) + At g(qf) b sonst
mat

g;" = min [sin(’ + R, max <5((h?+1 — h;ll)/QAx),sing — R)] )

4.4 Ein gekoppeltes Verfahren: Verfahren 5

Fiir Verfahren 2, 3 und 4 lésst sich jedoch Satz 3 nicht mehr so leicht zeigen, wie dies fiir
Verfahren 1 moglich war. Auflerdem erzeugt das Verfahren bei stark unzuléssigen Anfangs-
profilen (d.h. Anfangsdaten mit sehr grofien Gradienten, wie z.B. Riemannanfangsdaten)
Oszillationen. Diese scheinen zwar recht klein und stabil zu bleiben, klingen aber zeitlich
auch nicht ab. Ein Grund fiir das Auftreten dieser Schwingungen koénnte in der Mittelung
fiir h liegen, die man bei der Berechnung fiir die numerischen Fliisse F;LL1 /9 der letzten drei
Verfahren benutzt. Im néchsten Kapitel findet sich fiir das klassische Riemannproblem ein
Vergleich der exakten Losung mit der numerischen, in der die Oszillationen deutlich zu
erkennen sind (sieche Abb. 5.4).

Die Modifikation der Fliisse gegeniiber denen aus Verfahren 1 hatte ihren Grund aber al-
lein in dem Wunsch, stationdre Losungen auch numerisch erhalten zu konnen. Befindet
sich das System in starker Bewegung, so ist es offensichtlich weit davon entfernt, die Be-
wegung der granularen Masse zu stoppen und in einen stationdren Zustand iiberzugehen.

Die Verwendung der modifizierten Fliisse F[jrl /2 erscheint in diesem Fall also unnétig, im
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Falle kleiner Geschwindigkeiten dagegen umso notwendiger. Das letzte Verfahren dieses
Kapitels, Verfahren 5, soll also eine Kombination aus Verfahren 4 zur Simulation des An-
rutschens und Anhaltens der Masse und Verfahren 1 fiir die Simulation der Dynamik sich

stark bewegender Massen sein. Das gekoppelte Verfahren lautet damit

Verfahren 5

W = = M) — (R ) )
M= AR - (FLp)P) fiir lg¢) < 1Atg(q) b
(1= ) At g7 ((hiyy + 207 + hiy)/4) )

)

B = B = M(F7 )t — (F20)")
sonst
P = q - ML ) - (B 0)%)

g = min [sin(’ + R, max <ﬁ((h?+1 — h?_l)/QAx),sing — R)] ,

~Z‘7jr1/2 - ((311/2)17 (Fﬁruz)z)T = (1:1 + L, I+ i4)T

und

e = ((Fy) (F )Y = (L + L I+ 1)

Dieses Verfahren ist nun in der Lage, den vollstdndigen Bewegungsablauf einer granularen
Masse vom Anrutschen bis zum Stehenbleiben zu simulieren, ohne Oszillationen zu erzeu-
gen. Da der Hauptteil dieser Methode aus Verfahren 1 besteht, gilt zumindest in diesem
Bereich der Stabilitidtssatz 3. In den Bereichen, in denen auf Verfahren 4 umgeschaltet
wird, dndert sich das Hohenprofil aber entweder gar nicht oder nur sehr schwach, so dass
man auch hier mit nichtnegativen Hohen rechnen kann. Die numerischen Ergebnisse lassen
zumindest nichts Gegenteiliges vermuten. Auflerdem bleiben Gleichgewichtslésungen

ruhender Massen erhalten.



Kapitel 5
Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt soll Verfahren 5 anhand einiger Beispiele getestet werden. Dabei sollen
die Schwerpunkte auf dem Erhalt von Gleichgewichtslésungen sowie dem Anrutschen bei
unzulédssigen Anfangsprofilen und schliellich dem Anhalten der betrachteten Masse liegen.
Im Falle eines Riemannproblems ohne Quellterm konnen die numerischen Ergebnisse sehr
gut mit der exakten Losung verglichen werden. Dariiber hinaus wird fiir stark unzuléssige
Anfangsprofile, wie z.B. bei Riemannproblemen, ein beispielhafter Vergleich der Ergebnisse
aus Verfahren 4 und 5 gegeben. Die in Kapitel 2 bei der Herleitung der SH-Gleichungen
erlauterte Grofle €, die das Verhéltnis von charakterischer Hohe zu charakteristischer Léange
angibt, betragt durchgehend e = 0.4, fiir die Ort- und Zeitschrittweite gilt Az = 0.05 sowie

At = 0.001, solange keine anderen Angaben gemacht werden.

5.1 Konstante Gleichgewichtslésungen

Als erstes soll untersucht werden, ob eine konstante Losung unter der Annahme ¢ < ¢

(Neigungswinkel < Reibwinkel) erhalten bleibt. Die Anfangsdaten seien also gegeben durch

Zusétzlich gelte ¢ = 0 und § = 7/8 als erste Wahl sowie ( = 7/16 und 6 = 7/8 als zweite.
Solange die Bedingung ¢ < ¢ erfiillt ist, lautet die exakte Losung fiir dieses konstante
Anfangsprofil natiirlich

h(z,t) = ho(z) und  wu(z,t) = up(z) .

Die numerischen Ergebnisse sind in beiden Féllen identisch und in Abbildung 5.1 nach
2000 Zeitschritten wiedergegeben. Abweichungen von der exakten Losung sind nicht zu

erkennen und zumindest bis auf Computergenauigkeit auch nicht vorhanden.
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15 !

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Héhe h

-1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Geschwindigkeit u

Abbildung 5.1: Bsp.1: Hohe h und Geschwindigkeit © nach 2000 Zeitschritten.

5.2 Klassisches Riemannproblem ohne Quellterm

Im folgenden Beispiel soll das klassische Riemannproblem ohne Quellterm,
d.h. ¢ =9 =0, mit den Anfangsdaten

10, 2) hy  fir x < xg
» L =

h ffll”l'>.’L’0
0,

u(0,z) =

mit h; = 1 und h, = 0.5 betrachtet werden. Fiir dieses Problem lautet die exakte Losung

hy fir = <A\ t+z
2
h(z,t) = %[(Ul —0—2\/ﬁhz) — (m—tzo)] fir AN t4+zo <z <A t+ 20
hm fir )\71nt+x0<x§$t+l'0
hy fir x>st+x,
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U fir = <\ t+
2 T—x 1 . 1 1
w(at) = 3 [(TO) ++/GBh; — Eul] fir Nt4+zo<ax <\, t+ 2
U, fir AL t+ a0 <2 <st+wg
Uy fir =z >st+xg .

Es handelt sich also um eine Verdiinnungswelle gefolgt von einer Sto3welle. Die verwendeten

Groflen sind

A= M (hw) , AL =M, um) , AL =AYb, u,)

wobei A'(h,u) = u — +/Bh der erste Eigenwert der SH-Gleichungen (2.22) in quasilinearer
Form ist. Die Grofle s bezeichnet die Geschwindigkeit der Stowelle. Fiir sie gilt nach den

Rankine-Hugoniot-Bedingungen

hmum - hrur

R — by

S =

Zur Konstruktion der Losung einer hyperbolischen Erhaltungsgleichung mit Riemann-
Anfangsdaten sei auf [6] und [7] verwiesen.

In Abbildung 5.2 sieht man die in 5000 Zeitschritten berechnete Losung in der Draufsicht.
Sowohl der Verdiinnungsficher als auch die Stofiwelle sind sehr gut zu erkennen. Einen
Vergleich mit der exakten Losung nach 5000 Zeitschritten findet man in Abbildung 5.3.
In Abbildung 5.4 sind zum Vergleich die entsprechenden Ergebnisse fiir das Verfahren 4

dargestellt. Die Oszillationen sind deutlich zu erkennen.
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Héhe h

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Geschwindigkeit u

Abbildung 5.2: Bsp.2: Numerische Losung des Riemannproblems mit ( = 6 = 0.

1 T T T T T
|
\ berechnete Héhe berechnete Geschwindigkeit
| exakte Hohe exakte Geschwindigkeit
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014 1
0.8 q
0.12 T
0.75 q
0.1 T
0.7 q
0.08- T
0.65 q
0.06 - T
0.6 T
0.04 1
055 N 0021 J
05 I I 0 I I
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
exakte und berechnete Hohe h exakte und berechnete Geschwindigkeit u

Abbildung 5.3: Bsp.2: Vergleich der exakten und der mit Verfahren 5 berechneten Losung.
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T T
berechnete Geschwindigkeit
exakte Geschwindigkeit
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Abbildung 5.4: Bsp.2: Vergleich der exakten und der mit Verfahren 4 berechneten Losung.

5.3 Riemannproblem mit Reibung

Als drittes Beispiel soll ein Riemannproblem mit den Anfangsdaten

hy fir oz <
h(0,x) = hpy  fiir 27 < z < x9

h, fir z > x
u(0,z) = 0,

mit h; = h, = 0.3 und h,, = 2.3 betrachtet werden. Weiter sollen 10000 Zeitschritte ge-
macht und ¢ = 0 sowie § = 7/10 gesetzt werden, die Reibung wird also beriicksichtigt.
Dieses Problem kann analog zum ,,Dam-Break-Problem* als ein eindimensionales auseinan-
der brechendes Getreidesilo angesehen werden. Man erwartet, dass das Profil symmetrisch
auseinander lauft und sich so lange verdndert, bis die Gradienten des Hohenprofils hin-
reichend klein sind, um vom Verfahren als Gradienten einer Gleichgewichtslosung erkannt
zu werden. Das Getreide wird also dhnlich dem vorherigen Beispiel anrutschen, nach einer
gewissen Zeit aber aufgrund der Reibung wieder stoppen. Die Draufsicht auf Hohe und
Geschwindigkeit ist in Abbildung 5.5 gegeben. Man erkennt sehr gut sowohl das Ausein-
anderflieen als auch das Anhalten der Masse. Eine dreidimensionale Ansicht sowie eine
Darstellung des Endprofils liefern Abbildung 5.6 und Abbildung 5.7.
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o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Geschwindigkeit u

Abbildung 5.5: Bsp.3: Hohe A und Geschwindigkeit u in der Draufsicht.

Geschwindigkeit u

Abbildung 5.6: Bsp.3: dreidimensionale Ansicht der Hohe A und Geschwindigkeit w.
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Abbildung 5.7: Bsp.3: berechnetes Endprofil

5.4 Geneigtes Riemannproblem mit Reibung

Als viertes Beispiel wird das vorherige Riemannproblem auf einer schiefen Ebene mit
einem Neigungswinkel ¢ = 7/15 und einem Reibwinkel § = /5 untersucht. Im Gegensatz
zu oben erwartet man, dass das Anfangsprofil nun nicht mehr symmetrisch auseinander
lauft, vielmehr sollte die Masse vermehrt nach rechts rutschen. Die Ergebnisse fiir 8000
Zeitschritte sicht man in Abbildung 5.8 in der Draufsicht und in Abbildung 5.9 in einer

dreidimensionalen Darstellung.
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0 5 10 15 20 25 30
Geschwindigkeit u

Abbildung 5.8: Bsp.4: Hohe h und Geschwindigkeit « in der Draufsicht.

Héhe h

Geschwindigkeit u

Abbildung 5.9: Bsp.4: dreidimensionale Ansicht der Hohe A und Geschwindigkeit w.
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5.5 Parabolisches Anfangsprofil mit Reibung

Das fiinfte Beispiel bildet das Anfangswertproblem
h(0,2) = max (K/10, K —(z — x0)?)

mit
einem Reibwinkel
und einem Neigungswinkel

Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.10 und 5.11 dargestellt. Wie in Beispiel 3 lauft das
Profil symmetrisch auseinander und bleibt nach einiger Zeit liegen. Dabei wurden 6000

Zeitschritte verwendet.

6
5
4
3
2
1
00 0.5 1 15 2 V 25 3 35 4 45 5

Héhe h

JL ‘
N f
3 1 15 2 25 3 35 4

0 0.5 45 5

Geschwindigkeit u

Abbildung 5.10: Bsp.5: Hohe A und Geschwindigkeit u in der Draufsicht.
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Hdohe h

Geschwindigkeit u

Abbildung 5.11: Bsp.5: dreidimensionale Ansicht der Hohe h und Geschwindigkeit wu.

5.6 Beschleunigung eines sinusférmigen Profils

Zum Schluss sollen die numerischen Ergebnisse fiir das Anfangswertproblem

o) max (0.9 sin[r(z — 0.6)] — 0.3 sin[27(x — 0.6)],0.1) fir 0.6 <z <1.6
T =
’ 0.1 sonst

u(0,2) = 0

mit £ = 0.3218, ( = 7/6 = 30° und 0 = 7/18 = 10° mit denen aus [14] fiir anndhernd das-
selbe Problem verglichen werden. Wegen ¢ > § kommt das Profil ins Ruschen, hélt aber im
Gegensatz zu den vorherigen Beispielen nicht an, sondern beschleunigt ungefdhr konstant.
Die Ergebnisse fiir 4000 Zeitschritte sind in Abbildung 5.12 dargestellt und denen aus [14]
sehr dhnlich. Dort wenden die Autoren ein Finite-Differenzen-Verfahren nach MacCormack
auf das Problem an. Die Aufteilung eines solchen hiigelformigen Anfangsprofils in zwei klei-
nere und das Auseinanderlaufen dieser beiden kleineren Hiigel scheinen charakteristisch fiir
Probleme der obigen Form zu sein und werden von dem hier vorgestellten Verfahren auch
fiir andere Anfangsprofile wiedergegeben. Die Autoren in [14] &uflern jedoch Zweifel an der
Richtigkeit der Ergebnisse.
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Abbildung 5.12: Bsp.6: Aufteilung und gleichméfige Beschleunigung eines sinusférmigen
Anfangsprofils.






Kapitel 6

Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Finite-Volumen-Verfahren in 1D fiir die SH-Gleichungen mit

konstantem [ vorgestellt, das die folgenden Eigenschaften besitzt:

e es erhilt die Gleichgewichtslosungen einer ruhenden granularen Masse, d.h. die
Losungen, fiir die gilt
Oh=0 und u=0,

e cs erhélt die Nichtnegativitdt der Hohe h zumindest in dem Bereich, in dem sich die

Masse stark bewegt,

e es ist in der Lage, den vollstindigen Bewegungsablauf einer granularen Masse vom

Anrutschen bis zum Stoppen zu simulieren.

Dieses Verfahren wurde aus der kinetischen Formulierung der SH-Gleichungen abgeleitet,
wobei sich gezeigt hat, dass gerade die Forderung nach Erhaltung der physikalisch sinn-
vollen stationdren Losungen von Modellen, die Reibeffekte beriicksichtigen, nichttrivial ist.
Der Grund dafiir liegt darin, dass fiir verschwindende Geschwindigkeiten der Quellterm
aufgrund der Haftreibung nicht eindeutig definiert ist.

Eine weitere Schwierigkeit zeigte sich in der Behandlung der Gleichungen fiir 5 = (), in
dem die SH-Gleichungen die Form

U + 0,F(U,z) = S

annehmen, also nicht mehr in Erhaltungsform geschrieben werden kénnen. Fiir diesen Fall
war es zwar moglich, eine kinetische Formulierung der SH-Gleichungen anzugeben (siehe
Abschnitt 3.3). Man konnte jedoch die Funktion x nicht auf dieselbe einfache Art wie fiir

den Fall # = const bestimmen. Fiir konstantes # konnte man die Bedingung
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Oh=0 und u=0

zusammen mit der im Gleichgewicht herrschenden Beziehung

ﬁazh:g

in die kinetische Formulierung der SH-Gleichungen einsetzten und anschliefend y als
eindeutige Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung bestimmen. Dieses Vorgehen
war fiir 5 = ((x) nicht moglich, weshalb das Verfahren lediglich fiir den Fall 8 = const
konstruiert wurde. Es zeigte sich aber in Kapitel 4, dass es nicht nur auf die Wahl der
Funktion y ankommt, um die gewiinschten Gleichgewichtslésungen erhalten zu koénnen,

sondern wesentlich auf die Diskretisierung des Quellterms.

Mogliche Weiterfiihrungen dieser Arbeit sind durch die folgenden Punkte gegeben:

e Konvergenzuntersuchungen fiir das hier vorgestellte Verfahren,
e die Erweiterung des Verfahrens auf den zweidimensionalen Fall,

e die Konstruktion eines Verfahrens mit den oben genannten Eigenschaften fiir den

Fall ¢ = ¢(x),

e weitere Genauigkeitsuntersuchungen sowie die Konstruktion eines Verfahrens héherer

Ordnung,

e die Konstruktion alternativer Verfahren durch eine andere Behandlung des Quell-

terms (z.B. konnte man die Reibung als Bodentopograhie interpretieren (siehe [10])),

e und schliellich die Konstruktion alternativer Verfahren durch die Verwendung ande-

rer Reibungsmodelle.
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