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11 Vokaouware uand  Strulduren

DOefintion Lin Vokoouar £ wird definiert durch
() &ine Menge T von Funktionssymoden und Zanlen
o ENVOE LG jedes fE€F
G Eine Menge R von Relationssymodlen und Zonlen
A €ENNOL LG jedes ReER
G Eine Menge C von \/(onshnjrensymbo\eﬁ
Vie Zoren N und 0g %e\oem on, doss £ ene Fuakiion

it ng Vosiodlen ist und R st eine  ngstelige Relation.



Octiation Sei L en Vokaouar Ene L-Strulkdiur M wied
definest duran:
(O Ene Menge M+ & genanat das Universum / die
Trogermenge von
(n)&ne\'\-—unw'@'nﬂ%“ M*>M £Gr jedes £€ T
(inine Menge R <M ™ far jedes j\léﬁ
(w) E‘\Q flement < eM e jedes ceC
£ A und < sind die \nrerpretationen von R und ¢
Sdhreoe M =(M, & R M Le€F RER und c€ )

L=£’(,%,€1
ﬂ_Q=4
c\s:l
ecC
(R, ,+,)
£ GH=-%



Deliation Seen M und N L-Strukdtucen . Eine

£-Einoetung st ene injeldive Adoldung

QM= N, sodoss:

M q (£ (@, ,0n))= £7(q (a),, n(aa) £ar dle £€F und
Q. Oy €M w

Wla,,, 0w ) €R_genau donn,enn (A (), (Omg ) €R
for e RER™ und a.,.,0m €M

() =" Lir dle ceC

Eine oyektve - &n\oe“umg et L-lsomorgnismus .

M st ene Untecstruldiur von N ozw. N ist ene

Erweterung von M, wenn MeN und die \aklusions-

oooldung ene L- E\n\:)e‘rkuns ist

(RA,0) Erweterusg von (Z,4,0)
(Z/-,*‘/Ow — (TQ/.//‘) L-_-Z—c/ez

n 2 ->R, <=>e

ty

Q dy) =€ =eT e’ = 0 y)

.7_(O)=eo=4



Defintion Sei V={v, v, § eine unendliche Menge von
VanQ\dQGSymbo\eﬁ Vie Mecxge der L-Terme ST die
Wenste Menge T, fGr die gt
() c€T £or 1'edes ceC
v, €T fir jedes v; cVv
@A, £ )ET S £, £ €T uad $€F

-I—: ZQ/&Q’&
‘(\Q =1

n =2
c3€c

- £_4 = 3(V¢|1Cw
-ﬁzz—Q(g(C,Q(Vﬂ)\)
~ta= g (£(glmr)), g lva £ G )



Definition Sei M eine £L-Steuldur . Set ¢ en /\erm,der
unter VerwendUng von Varioolen aus v=(v, ., Ve) Qu‘cae\ocxu“
ist. Sei s en Uaterterm von t und a=(a,, o)€M
Definere £°(8) induldiv: b y
(Olst s en Konstorfensymool ¢,so ist s (a)=c
st s die Voriode v, so st 43 =0,

(ilst s der Term (¢, £q) mt £ Fuakdionssymool von L
ud L, dn, Termen,so ist £(3) = £ (45 (a),., tae (3.

_éﬂza(v,.,c\
_{'Zz-(}(g(c/‘c(vﬂ\3
-¢3=9 (g, g (a £ ))

L0 (@) =a,tA
.y Q(g(c,\C(v;m

e

Aie™

Mo, A4er
(:-,_(oﬂze <

{3"6 (£ (&B\/ﬁ(w,ﬁ(vz\\\

Ount O et
et onte?t

M
'65 (&4/ 0\1') = ea4+Q1 ‘%(0\ 4+€'Qz>



Defliation ¢ ist ene otomore L - Formel, wenn ¢ eatweder
(ML, =%, ist et €, und £, Termen oder
(\\YR({: +..) oot "Ré? umd Tt Termen.
Ve Heﬁqe dec £-Formeln ist die Kenste Hen je W
die ole odomaren Formeln eathalt und for e g W
() Wena $EW), =0 auch "dEW
() Weon ¢ \\)6\/0 0o ouch (DAW) (dvV)EW
Gin Wean @6\/\) , 0 aAUCcn 3V ® VV,G? 6\10




DVeliation Cine Varioole v kommt n ener Formel ¢ {re
vor, wean Sie nidht innernolo enes Av- oder Vv -
Quoators et Aadernfols st v geounden

Eine formel ISt ene Aussoge, Wemn sie kewne freien
Varioolen ot

Scnreoe $(u, V), um die freien Voricolen in &
anzudeuten.

®:3V—¢_ Vo V2=V LZ i+ O/,\w

(o

K\) :VV4 (V4=O Vs\/z V‘L"”\ :43



Veliation Sei $ ene Formel mit {reien Vasioloen aus
V=i V) UDD SE &=(a, ,0m) €M Defliaere M=3(5)
ndubkdiv: N
MWean ¢ ¢, =t, ist, doon 8’\\* ME & (3) Lalls £, (8) =, (&)
M Wean & RE,,., tn.) st doon 9’\\* M= 0(a), fol\s
(53, to(a) €R™

(iWenn & "V sk, dann gt MES(E) falls M W ()

WWenn & (V+9) g doon 8'\\* M ES(B) fols MEV(E)
wnd M EO (&),

WWean & (Vo) ish, doon gt MES(E) fals M=P(B)
oder MEO ().

W Wean ® v P@v) ist doon g\\‘v MED(B) folls en
beM existiert sodoss MEV(a)D)

Wenn © Vv YT v) st donn gt M =050 fols fur e
vEM ME=V(G ) gt

Wenn MED() gilt, 0 soge M ecf It & (3) oder $(3)

st wone o M

(ba\\-) v
bV (C\)‘“*\\)\"(\P%dﬂ

— /:\\\_)\ =V, _ AWVq

_ \> P, =W, v v s



Progostion Sei M ene Uaterstrubdur voa NV, €M
wad P(P) eine Quantorea-freie Formel ©ana gt
Med(a) genon donn weon N & &(3)

Levweis Per lnduldion (oer den Formelaufoo.

a:: (0\4,.../Qﬂ\w € M
7= Wa v EVT



¢ lecnectare Aqx)(\vq\ec\% und somoronismus

Defintdion 2wei L-Steddurea . uand N sind
elementor ogquivolent wenn M & %eno\u donn wenn
Ned Lar alle l—AusSOgem O <rveoe M =N Whe
bezeidnnen mit Th (M) der vollstandigea Theorie von
M die Menge oler £-Aussogen ® {ur die M=

9‘1 \\




T\a'(eovdffm Gt es enen \somorpnismus 1 M-\ so 31\%

@ew—e\sl Zeige per \nduktion (Woer den Formelautoa,
doss M Ed(a.,on) genau donn, wean W= d( i (A, 4(a)
Lac e Formeln &

1‘({“(6\\= a (1)



12 Theorien

VOefiaton fire L-Theorie T st ene Meng@ von
L-Aussogen

M st ein”Model von T, wean Mrd fuc ole Aussagen
ST glt. Scoretoe dann M ET,

Eine Theorie st erfilloar wenn sie en Modell nat,
Eine Klasse von L-Struldturen K ist eine  elementare
Klosse, wean es en L-Theorie T gibt, sodass K={f M HET]

T={V=xx=0,dx =<FO3



Uaeadliche He\’\Qem
Se\ i o
Betradnte die 1-Theorie, m dec or L gedes 0
die AuSSOkee D =D Axe . A e X # >, Noboen.

Ene 4-Steuldur M ot Uaversien M st genou
dana Model von T wenn M unendlidn st

R, Z,N



CQ\"UQ@(\
Sei ﬁ?‘f ef cart a,oe\s\-e\\\gem Qe\oﬁv\oossymbo\ - nd
Kons r&QQSym\oo\ e

Vie Klosse der Gruppen wrd oxomatisiert durch
Vx ' X=x =X
VXVyV2 > (>/'23 =(x »y)-z
\7’><3>/ XY=y =

doelsche Gruppen:
\7’><V>/ > >/ = y X

(z,+,0)



Ricge und K’Or@@r
Sel L=+~ O eant zwesteligen Funkdhonssymoo-
\ea +,— und - und \/(O(\S\‘Clﬁ\‘eﬁsym\oo\Q(\ O und 1
Ve Axome fur Riage sind
die Axiome fur addifve Qoelsdne Gruppen
V><\/>/Vz (x-y =z2<>x=y+=2)
P <-O=0
V< 2 O (v-2)=0cy) 2)
Ve x 1=1x<=x
VXC//VZ < (vt 2)= (% y)+(x2)
<7y vz (xty) 2 =(x2)+ (y 2) CZ/*‘,—/',O/’Q

Vie Klasse der Korper:
Vo 7y >y =y
< (X#O%By X\ = 1) ((R,—k/-,-,O,D

Oe Klosse der alggoraisch oogeschlossenen Korper
Vo, Vo, Ix x"+H & ax' =0 {3 o421,
Sei ACE die Menge der Axiome e algebraisch

obogeschossece Korper. (g 4,501)

Sei WV, die L-Aussage <%+ .+ -0, die sagh dass
ein Korper Charolderistik oot Fur >0 Primzon)
sei ACFe=ACFulV.l uad es set ACF,=ACFui Vg
o>0§ die Theorien der algeoraisdn Q\ogesc\c\\ogsec\ec\
Korper it Charoldrerish Q O7wW. Charolkteristik O,



Peono Acithmetik
Sei L-1+,,5,08 mit zwesteligen Funlkdionssy moclen
+ und -, einsteligem Funkhionssymool s und Konstaaten-
symool O Betracnte s dls die NO\C\'\QOQQ("Q&L\'\\KHOQ

* ¥ x4

Vie Peono Arifhmetik wird oxiomahsiest dusrdn
Vx s(x)#0
Vx (x#0 >3y s(y) =)
Vxx+O:X
VxVy <+ ($(y)) e S(X+\/)
< <x0=0
\7’><\7’>/ < 30y = Gy )+
die Axiome W ($) fur jede Formel P(v,H),wWoe
lnd (®) die Aussoge
Vo LD (O, (D (1,D) > D)D) Db/x D))

st
(N, 5,0)




Deliotion Sel T ene L-Theorie und 9 ene L-Aussage
> Qo\g‘v idnaltlicn /secnantisdn aus T wenn KEd gl WORA
mmer MET gt Schreloe Te & |

L=1+<0}
T Thexe der gerdeeten ooeladnen Grugeen
Vs Ve (xay = >x¥2< vie)
& = Vx (cFO > x+x+0)

- x<O <Ot x = <O
x>0 Ocy =0tx e x¥X



Oefiation Sei T ene - Theorie und ¢ eine
L-Torme @ st ous T doledoar wean es ene
endlidhe Folge (V.. V) von \forme\n o P=w_ g'ot,
odoss LG 1ede3 = [4 03 %\

OV, €T odec
W, QS\\* durcn Aowec\o\em ener Rege\ QAus ener
Tel e voo V., V.5 \hervor

e
Schreloe T+ (¥, Yo \ et LBeweis von O,




Volstaadidkedtssatz Seil T ene - Theorie und ¢

cine L-Aussoge. és gt Teod genau doan wenny
T-0



175 Deloeroore Me(\qeﬂ wod ﬂ‘verorejv\eéoar\/(e&
Definecoare \-kec\qen

Deliation Sew M ene L-Steukdur, X eM™ igh
definiecoar | genau donn,wenn es ene L-Formel
SOV, Ve, 0, wf.) und ©€ M gioh sodass X= LaeEM™:
M e (5 \oﬂ Wic sagendass ®(v o) X deficert
X st A- deliqieroor/ dei@m\er‘oo\r Qoer A wemn es ene
Formel V(7 w.., ) und o EA g'ot, sodass W (7 )
\)< de‘; m\e\-\k




”\?:e\sg:\g\e

Ser M=®R + - 01 en Ring Sei o(X) €RLX).

D onn st yf {x €Q “Q(x\=01 -de@m'\e\-bom

Sei o(x)=&aX Sei 4w, w die Formel

Wa Vvt F 0, vt W, =0 Dann detiniert d(v,a.,,aa) 7.

a-may

Sei H=(R+,~, ,01) der Korper der redlen Zanlen
Sei #(x,y) die Formel Jz(2#0ry =x+2*).

Do oo geaau dann gu\)r/ wenn M ED(ao), st <
ant M & —geﬁﬁ'\eeook\‘.

Sei F en Kaeper und M=(FI[X]) ,+,-,,0 1) der

Paly momring Qoer T Doon st F i M defiaieroor
x=0v 3)/ Xy = 1



Proposton Ve vollstondge Theorie der natirlicnen
Zonlen st Unentsdnedioor.

onne bewes




Llemmal Se £, dos Vokoouar der geordneten Ringe
wd (R, +,- - <,0,1) der angerdnete Korper der reellen
Zonen Set XeR®™ A-defimertar Doan st audn der
topdogsdne Abscnluss von X A-deficveroar,

Vewes Sei ¥y, v,a) dlie Formel, die X definiert Se
Vv, va®) die Formel
Vel £€>0-3y, v (Q\)(y,u‘ﬁ" é(v‘.—yﬂz £l
Donn st © i Aosdiluss von X genau dann, tenn
Me¥(o,a). =



Propgostion Set M eine L-Struldur. Sev On ene
Sommlung von Teilmengen von M™ €or e n=1 uand
sel D =(Danz1) die Kenste Sommiung, sodass:

(HM™ €D

W Fure ale a- S%J‘e\\'\ger\ Fucktiorssymode £ von L ist der
Oroen von £ a O

(\'\-\)R&r ole - s+e\\\9e<\ Relodonssymoole R von L 8\\¥
R € O,

W Fac e 142018t Lk, %) EM™ % =%, 1 €D,

st XED, ,doan st Mx X €D a

() Jedes Da it clogescossen uster Komplementoildung,
\/ere'm‘\g;xﬁ wd Durdnsdnantt

(i) Wenn 6%3‘\*4 wad T M SMT die Qvoﬁe\d\onsoéob\dumg
Ok xon) 7> (¢4, %0) st daan gt 1w () €Dq

Wi Wean X € Dae tad €M™ ist, dann g\\‘r ta€M™ (a€ X
€D,

Doan st XeM® genou doon definedoor ean X €D

onne Lewels,




Propositicn Sei M ene L-Steuldturc Folls Kel™ A -
definieroor st dann fixiert jeder L- Automorgnismus
o von M, der A cunktweise fixiert, die Hec\ee Ped
Soentalls.

Beweis: Sel V(r,a) die L-Forme\ die X definert udoe
Q€A st Sel o_en Automorgnsmus von M it 5(2)=3,
und set v €M™
Aus dem Theorem in Kapite) 11 wissen wir,doss wenn
Mo N en \somorgniscrus ish gitt M ES(E) genau daon
1 SN N
wean N = S () Doner gilt
MEV(S,6)>MEFV(5(3)c(a) und somit
MEeEVY(o ) MEY (s(B), ).

Aso gt o€ X genoun dann wean o (€ X,

[]



DOeliation Sine L,-Shrulduc W ist in ener L-
Steukdtur M definierdoar ntecpretiert genou doan
weon wir ene definerocare Menge X SM™ LG en 0
{finden komnmen und die Symooé von £, ols
defineroare Te\\mengem aad Fuaktionen auf X

\oterpretieren konnen  sodass die resultierende
Lo- Strulctur isomorgn zu N ist

K Wodrger
G =6, K

X = {(ap.cd)eK 1 ad~oc +Qf
£x*=>X

(@, 04 ,<a, ), (Ou.(\Dz,Cz,O\L) L (OV\ Ozt C2, a ot o, T tdace,
C4b1'\'d4d7—3

o = ¢ 4,0,0,1)

(Gl (K - @) definieroar  inferpretiert in (K, 0)



\nterpretahion von Ordaungen in Graghen

Sei (A <) ene ineare Ordoung.

Wie \comren den Grognen G, Wie Qo\gk-

FGr jedes o€ A hot G, die Kacten o=, x5 und x4
und 6, envnalt den Telgrognea

Es Aot kene weiteren \/<Qﬂ‘\‘Q0,d\e I

X RS Knoten eatholren

(Wenn oo, £ Gge die Kacten y:’\’, yi'b wad y:‘\’ azu wnd
G ecrrolte donn den TQ\\grQQ\ﬁQﬂ

£s gt kene weiteren Koatren, die /\
die %Q\o*eﬁ vi® entnolten.

G. eatholt kene weteren Kanten als die eoen
oesanrieoenen.

Vie ‘/(\'\OJVQC\W\QYEQ st aun Vi = Aulsd x5 2 o€AS
LT T AT A ER und a<ol

Ve Reladion R, aut Wi sel die Keinste
symmetrisdne Relotion, die ale Koaten (o =),
(=22, (2, %3) (2, <3) fGr 0 €A sowie (a,v2™),
(e, yi‘”),(yﬁ“’,yj‘“’),(y?‘h,‘& Lar oo eanalt

Sew L=IR{ it R ene zwestelige Relotioa.

Wir ‘oescnreloen eine L Theorie Tsvoo Gragnen,
sodoss jedes Model\ von T gecau die Form Ga fur
cine ‘oestimmte lineore Oro\numg A ot Definiere
hierfur zwe Formen, die die ‘Seiden Viogramme
oeschreloen:

Sei dx,uv,w) die Formel , die ausdrudkt dass x u,
v und w rerschieden snd es die Kooten (W),
(L), (U,w) und (W) gor und dies die enzigen
Koaten sind, die die kaoten uv und w ecrhalren
£s gt G da,x? %2 x2) far dle a€A

Sei W (x,y,uv,w) die Formel,die ausdruckt, dass



XUV uad W versdhieden sod es die Kaaten
O ), (U ) (U, und () giot und dies die
enzigen Kaatea S0d die die Kaoten U,V und w
eathdalten £s gt GEY¥(a o yi" v, va ) wenn <o in A,
Velinere di€’ Formen 6,(2),. O.(2):

S,(2) st AnAvIw =z u,vw)

0.(2) st IxIvAw d(x,zUnw)

0, (2) ist Ix D Aw iU z,w)

0. (2) st 3x3\/‘ﬂv3w V(e v 2, v w)

O (2) st A< DYy DU Pk y U, 2,0)

Os (2) st IxALIUAV Yk vy u,v,2)
Wean o €A it a<oso gt

GaE9, ()10, (%) 128, (=)0, (=2
wnd ) N

GaF O, (v 20, (y.7) A es<>/: .
Dos rei®t es gilt {ir jeden Kaoten x in A dass
GO (%) £Gr en e'\('\dQUJ\‘SQS \=O/_../5.



Oeliation &ine £,- Stralduc N st o enec £-Steulkhue
M aterpretiedoar wemn es ene definiecdoore Men
XeH", ene detiniecoasre Aguivalenzrelation £ auk X

o uod wie S 1edes S\/m\oo\ voa Lo definiedoare

% -invarionte Mengea aut K Cinden konnen  sodass

/£ it der wnduziecten Struldar somoren zu WV
Sh

:f :%Ziie: oK™ (@, 040,008

5~ > DOFANEK: Na=o

>, = (W)

£ (Ko, %) romggeres Ry nom vose K
3 LO) =8 LR

Vedz€X £G)=0§
P () W) st intepretiesos in (Kt ,O1)



