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Was ist nochmal Prädikatenlogik ?

-J

Wofür brauchen wir die Prädikatenlogik?

Was sind formale Beweise?

Syntax vs. Semantik
+ F



1. 1 Vokabulare und Strukturen

Definition Ein Vokabular 2 wird definiert durch
(i) Eine Menge F von Funktionssymbolen und Zahlen
NEI-203 für jedes feF

(ii) Eine Menge ( von Relationssymbolen und Zahlen
NmEN203 für jedes RELR

(iii) Eine Menge C von Konstantensymbolen
Die Zahlen ne und nu geben an,das feine Funktion
mit ne Variablen ist und R ist eine ni stellige Relation .



Definition Sei 2 ein Vokabular
.

Eine Struktur M wird
definiert durch :

(i)Eine Menge M+, genannt das Universum/die
Trägermenge von M

(ii)Eine Funktion fu .Mr -> M für jedes feF
(iii)Eine MengeR M* für jedes REL

Ein Element M fürdeSehen von f
,
R und c

Schreibe M = (M
,
fu

,
R

,

:fEF
,
RER und cEC)

2 = Ef , g , e3

nf
= 1

ng
=2

etC

CR
,

-

,+,0

fu(x) = - X

gm(x ,y) = x+y
em = 0



Definition Seien M und N 1-Strukturen
.
Eine

2-Einbettung ist eine injektive Abbildung

MSd(n(a)nlan für alle fundie
an

, ...,an EM
(ii)(a

....,am) ER genau dann ,wenn (n(a .)...nama))Ei
für alle REC und an

...amiEM

(iii)n (cm) = c" für alle cEC
Eine bijektive 2-Einbettung heißt 2-Isomorphismus .
M ist eine Unterstruktur von N bzw

.

N ist eine

Erweiterung von M ,
wenn MEN und die Inklusions-

abbildung eine 2-Einbettung ist

(R
,
+,0) Erweiterung von (2, +,07

(2
, +,0) + (R,,1) 2 = Ef

,

e]

2 : ->R
,
x +>ex

n(x+y) =ex
+y
=e . eY = n(x) .n(y)

n(0) =e = 1



Definition Sei V= Ev, ,...3 eine unendliche Menge von
Variablensymbolen.Die Menge der 1-Terme ist die
kleinste Menge T, für die gilt :

(i) CET für jedes cEC
(ii)ViET für jedes Vier
(iii) f(t

.....the ET für turtreff und feF

2 = Ef , g,3

ny
= 1

ng =2
cEC

- tr = g(k ,c)
- tz = f(g(c , f)(k))
- ty = g (f(g(k ,vz)), g(rn ,

f)(vz))



Definition Sei M eine 2-Struktur
.

Seit ein Term
,
der

unter Verwendung von Variablen aus v = (V... m) aufgebaut
m

ist
.

Sei sein Unterterm von t und a= La
....,
am)EM

.

Definiere s"(ä) induktiv :

(i) Ist sein Konstantensymbol c ,so ist s() = ch
(ii) Ist s die Variable vi

,
so ist s(a) = ai

Willst s der Term flt
.....tre) mit Funktionssymbol von 2

und tutne Termen ,
so ist (a) = f(t(a)

, ...,
tr(a)) .

2 = Ef , g,3

ny
= 1

ng =2
cEC

- tr = g(k ,c)
- tz = f(g(c , f)(k))
- ty = g (f(g(k ,vz)), g(rn ,

f)(vz))

M= (R
,
exp,t, 1)

tu(a) = a, + 1

tu :

fil
tu(a) = e +ea

to:g (f (g(k ,vz)), g(un ,f(vz))
ma -

eaz
Lanm
e
antaz anteaz

tu (an
,
92) = parta Hante92)



Definition o ist eine atomare 2-Formel,wenn entweder

(i) t
,
=t ist mit t, und to Termen oder

(ii)R(t
-, ...,
tra) mit REC2 und t

..
tumTermen .

Die Menge der 1-Formeln ist die kleinste MengeW ,

die alle atomaren Formeln enthält
,
und für die gilt :

(i)Wenn PEW
,
so auch ~DEW

(ii)Wenn P
,
NEW

,
so auch (014)

.
(PrN) EW

(iii)Wenn DEW
,
so auch JViP

,
FvEW



Definition Eine Variable v kommt in einer Formel frei
vor

,
wenn sie nicht innerhalb eines Jr- oder Kv-

Quantors steht
.

Andernfalls ist v gebunden .

Eine Formel ist eine Aussage , wenn sie keine freien
Variablen hat.
Schreibe P(V..., ) , um die freien Variablen in d
anzudeuten

.

0 = JV2 kVz= Ve (4
,
+,, 0,1)

4 = Fm(v = 0 vJvzVzm = 1)



Definition Sei & eine Formel mit freien Variablen aus
↓ = (V

, ...,
Vm) und sei a= (an

...,
am) EMm

.

Definiere MFP(a)
induktivi
(i)Wenn t

,
=t ist

,
dann gilt MFP(ä) ,falls t(a) =tu(a).

(ii)Wenn PR(t
...
tra) ist

,
dann gilt MFP(a) , falls

It" (a),
..

,
tr(a)) ERm

(iii)Wenn &P ist
,
dann gilt MFP(a) , falls MIP(a)

(ir)Wenn (4-0) ist
,
dann gilt MFP(a) ,

falls MFP(a)
und MFO(ä)

.

()Wenn (Pr) ist
,
dann gilt MFP(ä) ,falls MFP(ä)

oder MFG(ä)
.

(vi)Wenn DJv P(
,
v) ist

,
dann gilt MFP(a) ,

falls ein
bEM existiert

,
sodass MFP(äb)

(vii)Wenn P Fv P(F
,
v) ist

,
dann gilt MFP(ä) , falls für alle

bEM MFP(a
,
b) gilt .

Wenn MFP(a) gilt , so sage Merfüllt P(a) oder Pla)
ist wahr in M

.

4 ->N + av4

P(+4(¢
->4)n(4 -> b)

- Pi = P. .. Pr

- Pi =Nr ...

Nr



Proposition Sei M eine Unterstruktur von W ,
EM

und P(r) eine Quantoren-freie Formel
.

Dann gilt
MFP(a) genau dann wenn NFP(ä)
Beweis Per Induktion über den Formelaufbau

.

:= (a 1 ,..,am)
Mi

V: = (Vn
, ...,
m)

&



Elementare Äquivalenz und Isomorphismus
Definition Zwei 1-Strukturen M und W sind
elementar äquivalent , wenn MFP genau dann wenn
NE für alle 2-Aussagen .

Schreibe MEN
.

Wir

bezeichnen mit Th(M)
,
der vollständigen Theorie von

M
,
die Menge aller 2-Aussagen ,

für die MFA

gilt .



Theorem Gibt es einen Isomorphismus : M+N ,
so gilt

M=N
.

Beweis : Zeige per Induktion über den Formelaufbau ,
das MFP (a

....,
an) genau dann, wenn NFD(i(a), ..., i)an)

für alle Formeln
.

i(t(a)) = t
W

(i(a))



1
.

2 Theorien

Definition Eine 1-Theorie T ist eine Menge von
2-Aussagen.
M ist ein Modell vonT

,
wenn MED für alle Aussagen

d)ET gilt .

Schreibe dann MFT
.

Eine Theorie ist erfüllbar
,
wenn sie ein Modell hat

.

Eine Klasse von 2-Strukturen k ist eine elementare
Klasse

,
wenn es ein 2-TheorieT gibt, sodass K=EM :MET3

T= EXxx=0 ,7xx+
03



Unendliche Mengen
Sei 2=
Betrachte die 1-Theorie

,
in der wir für jedes n

die Aussage Pr =Jx.7xz ... xn inXiX: haben .

Eine 1-Struktur M mit Universum M ist genau
dann Modell von T

,
wenn M unendlich ist

.

R
, ,
N



Gruppen
Sei 2 = E:,e] mit zweistelligem Relationssymbol - und

9

Konstantensymbol e .

Die Klasse der Gruppen wird axiomatisiert durch
Vxe . X = x . e = X

(x(yzx . (y . z) = (x - y) . z

(x]yx y = y - X = e

abelsche Gruppen :

(xXyx .

y
=

y X

(2
,
+
,
0)



Ringe und Körper
Sei 2r = Et

,

-

: ,
0
,
13 mit zweistelligen Funktionssymbo-

len +, - und und Konstantensymbolen 0 und 1.
.

Die Axiome für Ringe sind
die Axiome für additive abelsche Gruppen
(x(yyz(x- y =zx=y+z)
Xxx .0 =0

(x(yVz(x . (y .z) = (x y) .z)
(xx . 1 = 1 . x = x

(x(yyzx . (y+ z)= (x - y)+(xz)
(x(yfz(x+ y) . z = (x -z)+ (y -z) (4

,+, -:0, 1)

Die Klasse der Körper :

(xVyx y =y . X

vx(x+0=7yx y = 1) (R
,+, -, 0,1)

DieKassederalgebrach abgeschlossenen Körper
Sei ACF die Menge der Axiome für algebraisch chlossenen Körper

algebrais abgeschlossene Körper. (K
,+,- 0, 1)

p-mal

Sei Up die 2r-AussageKxX =O
,
die sagt,das

ein Körper Charakteristik phat .

Für psO Primzahl
sei ACFp =ACFulYp3 und es sei ACFo-ACFuStNp :

p>03 die Theorien der algebraisch abgeschlossenen
Körper mit Charakteristik p bzw .

Charakteristik O
.



Peano Arithmetik
Sei 1 = 2+,, S,03 mit zweistelligen Funktionssymbolen
+ und einstelligem Funktionssymbol s und Konstanten-
Symbol 0 .

Betrachte s als die Nachfolgerfunktion
x + x+ 1

Die Peano Arithmetik wird axiomatisiert durch
Vxs(x)+0
(x(x+0 =7ys(y) =x)
*xx+0 = X

(x(yx+ (s(y)) = s(x+y)
-xx .0 =0

(x(yx. s(y) = (xy)+x
die Axiome Ind(p) für jede Formel P(V,w) ,wobei
Ind(b) die Aussage
↓i[(P(0

,
()1Fr (P(v,)+P(s(v) ,w(l) +kxq(x,w)]

ist

(N
,+, i S,0)



Definition Sei T eine 1-Theorie und eine 1-Aussage .

↑ folgt inhaltlich/semantisch aus T ,
wenn MFP gilt ,wann

immer MFT gilt . Schreibe TFP .

2 = 2+, 4 , 83

T Theorie der geordneten abelschen Gruppen

(x(yyz(x(y + x+zy+z)

0 = kx(x+0 - x+x+0)

· x0 : x+x0+ X =y0

· x >0 : 0xx = 0+xx+Y



Definition Sei T eine 2-Theorie und eine
2- Formel. ist aus Tableitbar

,
wenn es eine

endliche Folge (4 ....,Pr) von Formeln mit P-Nn gibt ,
sodass für jedes i = [1 ...,n3 gilt :
(i)NiET oder
(ii)P; geht durch Anwenden einer Regel aus einer
Teilmenge von EM

....
Nr-3 hervor .

Schreibe TrP
.

(4
....,
Mn) heißtBeweis von D .



Vollständigkeitssatz SeiT eine 2-Theorie und I
eine 2-Aussage .

Es gilt TFP genau dann ,wenn
TrP

.



1.3 Definierbare Mengen und Interpretierbarkeit
Definierbare Mengen

Definition Sei M eine 2-Struktur
.

XEMr ist
definierbar

, genau dann ,wenn es eine 1-Formel
P) (V

, ...,
Vn
,
Wa

, ...,
Wm) und DEMm gibt ,sodass X= [EM2 :

MFP(ä
,
5)]

.
Wir sagen,das P(r ,5) X definiert .

* ist A-definierbar/definierbar über A
,
wenn es eine

Formel NCF
,
w.. ...We) und BEA" gibt , sodass P (5 ,

5)
X definiert.



Beispiele

Sei M = (R
,
+, -

,

:

,
0
,
1) ein Ring .

Sei p(X) ER(X) .

Dann definierbarBei
Wirt ..WirWo =0 .

Dann definiert PV
,Gan Y

Sei M= (R+, -, .,0,1) der Körper der reellen Zahlen .

Seid(X
,y) die Formel 7z(zfory = X+z4) .

Da a genau dann gilt, wenn MFPla ,
b)

,
ist

auf Mo-definierbar
.

Sei Fein Körper und M = (F(X]
,
+, -, 0, 1) der

Polynomring über F .

Dann ist F in M definierbar :

x =0-Jyxy = 1



Proposition Die vollständige Theorie der natürlichen
Zahlen ist unentscheidbar.

ohneBeweis



Lemma Sei Ir das Vokabular der geordneten Ringe
und (R

,
+

,

-:0, 1) der angeordnete Körper der reellen
Zahlen

.

Sei XER"A-definierbar
.

Dann ist auch der

topologische Abschluss von X A-definierbar .
Beweis : Sei P(V..n,a) die Formel , die X definiert .

Sei
P (V
, ...Un,
w) die Formel

Ve(20 + Jyx
...,Yn(p(y ,w)-(Vi -yi) < E] .

Dann ist 5 im Abschluss von X genau dann,wenn
MFY(5,)

.



Proposition Sei Meine 2-Struktur . SeiDn eine
Sammlung von Teilmengen von M2 für alle n21 und
seiD = (Dn : n21) die kleinste Sammlung ,

sodass :

(i)Mr EDn
(ii) Für alle n-stelligen Funktionssymbole f von 2 ist der
Graph von fü in Putz

(iii)Für alle n-stelligen Relationssymbole R von 2 gilt
REEDn

(in)Für alle i
, jen ,

ist [(x
...
Xn) EM" :

Xi =XiJEDn
(r) Ist XEDn

,
dann ist MxXEDntz

(ri)jedes Dn ist abgeschlossen unter Komplementbildung,
Vereinigung und Durchschnitt

(vii)Wenn XEDnt und H :Mr
*

+M2 die Projektionsabbildung
(X

.....
Xnt) # (X

...,
Xn) ist

,
dann gilt (X) EDn

(viii)Wenn XDn+m und DEM" ist , dann gilt EaEM" : (a,b) EX]
EDn

.

Dann ist XM" genau dann definierbar ,wenn XEDn .

ohne Beweis



Proposition Sei M eine 1-Struktur
.

Falls XCM
*

A-
definierbar ist

,
dann fixiert jeder 1-Automorphismus

· von M
,
der A punktweise fixiert, die Menge X

ebenfalls
.

Beweis : Sei P(v
,
al die 1-Formel

,
die X definiert

,
wobei

A ist
.

Sei w ein Automorphismus von M mit oläl= a,
und sei BEM"
Aus dem Theorem in Kapitel 1 .

1 wissen wir
,
das wenn

i M+N ein Isomorphismus ist, gilt MFP(ä) genau dann
wenn NFP(i(ä)) .

Daher gilt
M =P(5,) MFP(o(5)

,
(a)) und somit

M = (5
,
a)MEy(o(b),) .

Also gilt 5EX genau dann wenn (5) EX
.



Definition Eine 2-Struktur N ist in einer 2-
Struktur M definierbar interpretiert genau dann
wenn wir eine definierbare Menge XCM" für ein n
finden können und die Symbole von 2. als
definierbare Teilmengen und Funktionen auf X
interpretieren können

,
sodass die resultierende

10-Struktur isomorph zu N ist .

K Körper

6 =G(z(k)

X = &(ab, c,d) k "lad-bc
+03

fix2 >X

Labe, , de) , (aube,Cade)+ Lanaztbe Ca
,
anlatbide, artons,

Gebatdidal

idx = (1,0,0,1)

(Gz(k)
, .,
e) definierbar interpretiert in (Kit,;0,1)



Interpretation von Ordnungen in Graphen

Sei (A,) eine lineare Ordnung.
Wir bauen den Graphen G1 wie folgt :

Für jedes af A hat Ga die Knoten a,xix: und xi
und G. enthält den Teilgraphen · Xas

· Xa

Es gibt keine weiteren Kanten ,die ·a

Xi als Knoten enthalten
.

Wenn arb
, füge die Knoten und y hinzu und

Ga enthalte dann den Teilgraphen a

!. ya

Es gibt keine weiteren Kanten ,die ·b

die Knoten y enthalten
.

G. enthält keine weiteren Kanten als die eben
beschriebenen.
Die Knotenmenge ist nun V =Audi

,
x : aEA

~Ey,Y ,Ya ,
bEA und ab3

.

Die Relation Ra auf K sei die kleinste

symmetrische Relation ,die alle Kanten (a ,
xi)

,

(x:,xi) , (xi ,x) , (xi , x) für atA sowie (a ,y),
( )

,(b) für ab enthält

Sei 2= [R3 mit R eine zweistellige Relation .

-

Wir beschreiben eine 1-Theorie I von Graphen,
sodass jedes Modell vonT genau die Form Ga für
eine bestimmte lineare Ordnung A hat .

Definiere
hierfür zwei Formeln,die die beiden Diagramme
beschreiben :

Sei P(x
,
u
,
v
,
w) die Formel

,
die ausdrückt

,
das X

,
U
,

~ und w verschieden sind
,
es die Kanten (x

,
u)

,

(U
,
V)

,
(u

,
w) und (v

,
w) gibt und dies die einzigen

Kanten sind
,
die die Knoten u

,
v und wenthalten

.

Es gilt GaFPla ,Xi ,X ,
X) für alle atA

.

Sei N(X
,y, u,v,w) die Formel ,die ausdrückt , das



X Yu , V und W verschieden sind
,
es die Kanten

(u)
,
(n

,
v)

,
(n

,
w) und (V

,y) gibt und dies die
einzigen Kanten sind ,

die die Knoten u,r und w
enthalten

.

Es gilt GatPla,b,yyy) wenn ab in A.
Definiere die Formeln G(z)

, ..,
05(z) :

& (z) ist JuJrJw$/z
,
u
,
v
,
w)

& (2) ist Jx]v]w & (x
,
z
,
u

,
w)

& (z) ist JxZu zw ↑ (x
,
u
,
z
,
w)

Ös(z) ist 3x JyJvIw N(x
, y, z,v,

w)

O(z) ist 7xJyzuzwY(x,y, u ,z ,w)
85(z) ist 3x 7yzu]r ↑(x, y, 4 ,v, z)
Wenn a,bEA mit ach

,
so gilt

GaFr(a) 18. (xi)+Gz(x) G. (x)

und (v) -Op(y) -Gs(y) .

Das heißt es gilt für jeden Knoten X in A ,dass
G O;(x) für ein eindeutiges i =0

, ..,
5

.



Definition Eine 2-StrukturN ist in einer 1-Struktur
M interpretierbar ,wenn es eine definierbare Menge-

XM2
,
eine definierbare Aquivalenzrelation E auf X

gibt und wir für jedes Symbol von L definierbare
E-invariante Mengen auf X finden können ,

sodass
* mit der induzierten Struktur isomorph zuW
ist

.

K Körper
X = 9(a0, ...,an)

[Ktv : (ao
, ...,
an+ 10

, ...,
073

~b: -0XK : x=5

X(n =pu(k)

f(Xo
...,
Xn) homogenes Polynom über K

-d f(xz) =X +(z)

V= EXEX = f(x) =03

(P"(k)
,

Yn) ist interpretierbar in (K ,+,;0, 1)


