Zahlen und Spiele

Conwayspiele 11

Luna Block

nach H.-D. Ebbinghaus et al. " Zahlen", Springer-Verlag.
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Zur Theorie der Spiele
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Gewinnstrategien

Spiel x, Spieler A (A = L oder A = R)
Strategie o fiir A in x schreibt einen Zug eindeutig vor.

Definition 1.1. o heiBe eine Gewinnstrategie fiir L im Spiel x, falls R beginnt, genau
dann, wenn o eine Strategie fiir L in x ist und wenn L jede Partie gewinnt, bei der R
beginnt, falls L mit der Strategie o spielt.

Notation. LxR: L hat eine Gewinnstrategie im Spiel x, falls R beginnt.
LxL, RxL, RxR analog.
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Gewinnstrategien

Lemma 1.2. Sei x’ ein rechtes Vorgangerspiel von x. Es gelte Rx'L. Dann gilt RxR.
Beweis. (

Se ->0\So dann Geldwash ettt e 2L = 2R

Lemma 1.3. Fiir jedes rechte Vorgdngerspiel x' von x sei Lx'L. Dann gilt LxR.

Beweis.
Sa —>o\$ol , devn (o nShdegn s ('L =D (¢ A

Lemma 1.2 dual. Sei x ein linkes Vorgangerspiel von x. Es gelte Lx'R. Dann gilt LxL.
Lemma 1.3 dual. Fiir jedes linke Vorgangerspiel x’ von x sei Rx‘R. Dann gilt RxL.
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Gewinnstrategien

Satz 1.4. (LxR oder RxR) und (LxL oder RxL).

Beweis. Induktionsprinzip fiir Spiele. Wenn aus der Induktionsvoraussetzung, dass P fiir
jedes Vorgangerspiel x’ von x gilt, die Induktionsbehauptung Px folgt, dann hat jedes
Spiel x die Eigenschaft P.
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Positive und negative Spiele
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Definition 2.1. 0 < x genau dann, wenn LxR. "positiv”
Definition 2.2. x < 0 genau dann, wenn RxL. "negativ”

VA
Notation. x’: linkes Vorgingerspiel von x XVLZ_ O K?‘ L— |
xR rechtes Vorgangerspiel von x ) - .
niony o=X
Lemma 1.2°. Wenn ein x® < 0, dann nicht 0 < x. @3 WA L-‘ﬁ@

Lemma 1.3’. Wenn fiir alle x® nicht xf < 0, dann 0 < x.

& A
Lemma 1.2 dual’. Wenn ein 0 < x%, dann nicht x < 0.
Lemma 1.3 dual’. Wenn fiir alle xL nicht 0 < xt, dann x < 0.

Satz 2.3. 0 < x genau dann, wenn fiir alle xR nicht xR < 0.
Satz 2.4. x < 0 genau dann, wenn fiir alle xb nicht 0 < xL.
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Eine Einteilung der Spiele

Satz 1.4’. (LxR und LxL) oder (LxR und RxL) oder (RxR und LxL) oder (RxR und RxL).

&) i O&«rﬁxQ3 wndh (U L &Q»r R L

Definition 3.1.

(a) Spiel x gehort zur Klasse L, falls LxR und LxL.
(b) Spiel x gehort zur Klasse R, falls RxR und RxL.
(c) Spiel x gehort zur Klasse E, falls RxR und LxL.
(d) Spiel x gehort zur Klasse Z, falls LxR und RxL.

Bemerkung 3.2. Jedes Spiel liegt in genau einer der Klassen L, R, E, Z.
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Eine Einteilung der Spiele

Definition 3.3. Zwei Spiele sind gleichwertig, wenn sie in derselben Klasse liegen.
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Eine Einteilung der Spiele

Bemerkung 3.4. Lol (x2
(a) x € Z genau dann, wenn x < 0 und 0 < x.
(b) x € L genau dann, wenn 0 < x und x £ 0. "echt positive Spiele”
(c) x € R genau dann, wenn x < 0 und 0 £ x. "echt negative Spiele”
(d) x € E genau dann, wenn x £ 0 und 0 £ x.

Bemerkung 3.5. 0 € Z. %’ iy © Cx

Satz 3.6. 0 < 0. &C¢‘ (P\ ) WRTT L\fr& <z> Q'KK.
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Eine halbgeordnete Gruppe dquivalenter Spiele
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Das Negative eines Spiels

Definition 4.1. Sei x = (S, so, =1, —r) ein Spiel.
Dann sei das Negative des Spiels
-x= (S, s0, >R, L)

Bemerkung 4.2.

(@) - (- x) =x

b) -0=0.

(b) LfJZ —./> Y—C’X\ L
Bemerkung 4.3. Wenn 0 < x, dann - x < 0.
Bemerkung 4.3 dual. Wenn x < 0, dann 0 < - x.
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Die Summe zweier Spiele

Definition 5.1. Seien x; = (51,501, —)Ll,*)Rl),Xz = (52,502,*)1_2, —)RQ) Spiele.
Dann sei die Summe
x1+x2 = (5,5, =L, —R)
mit
S =51 x 52,5 = (s01, %02)
sowie
/ /
(s1,52) =1 (s1,5)
genau dann, wenn
(s1 —11 51 und sp = sb) oder (s; = s] und s, =2 S5)
und
/ /
(s1,52) —r (51, %)
genau dann, wenn
(s1 —r1 s; und s, = sb) oder (s; = s und s, — g2 S5).
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Die Summe zweier Spiele

Bemerkung 5.2. - (x +y) =-x-y (=-x+ (-y)).

Satz 5.3.

(@) 0 < x-xundx-x<0.

(b) Wenn 0 < xund 0 <y, dann 0 < x +.

(c) Wenn 0 < x+ yundy <0, dann 0 < x. e

Beweis. — « . [a)
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Eine Halbordnung der Spiele

Bemerkung Isomorphie 1. x + y ist isomorph zu y + x.
Bemerkung Isomorphie 2. (x + y) + z ist isomorph zu x + (y + z).

Bemerkung Isomorphie 3. Seien x und y isomorph.
(a) Wenn LxR, dann LyR.
(b) Wenn RxR, dann RyR.
(c) Wenn RxL, dann RyL.
(d) Wenn LxL, dann LyL.
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Eine Halbordnung der Spiele e ¢)
Vo y = O0£x

Definition 6.1. x <y genau dann, wenn 0 <y - x.

6d) -
Satz 6.2. 0 <y - 0 genau dann, wenn 0 <y.
Beweis.
Satz 3.6. 0 < 0.
Satz 4.2. (b) -0 =0.
Satz 5.3. (b) Wenn 0 < xund 0 <y, dann 0 < x +v.
Satz 5.3. (c) Wenn 0 < x + yundy <0, dann 0 < x.

« ¢ (¢ (XY

[,__( Oﬁ(:>7>“0$“(ako ’) 0< 3—0
A IR Y [\ ULk = “a
=) o< ;—o =) 0% T 3o =) 0% (;
Satz 6.3.

(@) Wenn x <y, dann -y < - x.

(b) Wenn x <y, dannx +z <y + z.
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Eine Halbordnung der Spiele

Satz 6.4. Nie x® < x und nie x < xL.

Beweis.

Lemma 1.2. Sei x' ein rechtes Vorgangersplel von x. Es gelte Rx'L. Dann gilt RxR.
wE.wl & v redtes Ve 5 <10 el don e wC

Xt o =) QCX'Z- ‘Z}L\ =) 2 Ce— “)K —=> il

R
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Eine Halbordnung der Spiele

Definition 6.6. x = y genau dann, wenn x < y und y < x.

Satz 6.7. < ist eine Halbordnung.

Beweis.

Satz 5.3. (a) 0 < x-xund x - x < 0.

Satz 5.3. (b) Wenn 0 < xund 0 <y, dann 0 < x +y.

Satz 5.3. ()Wenn0§x+yundy§0 dann 0 < x.
Isomorphie. Af\t 5\1 WM‘WQ

fekledonist: OZror = xerx O
\(mﬁx\/i\)\.\-dc XQ':S ’\a"

Nocy-x A 2=ETTY &16395

=l (Y + (y- -x)

=) O“Qc ¥+ (9=

=)0 & 2-X — X2
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Eine Halbordnung der Spiele

Satz 6.8. Die Klassen gleicher Spiele bilden eine halbgeordnete abelsche Gruppe mit dem
Nullelement Z. %<9 A 0&Xx =) X =O

Assopnaltodes
(LMZ\\.)F\“‘UJ(S’\\'
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Spiele und Conwayspiele
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Die grundlegenden Abbildungen

(ch)s und ()R = (cF)s.

Bemerkung 7.1. (c)t

Definition 7.2. x. = (Menge der (x%)., Menge der (x%).).

Bemerkung 7.3. (x.)t = (x})c und (x)F = (xF)..

Satz 7.4. Fiir jedes Conwayspiel c gilt csc = c.

Beweis.

Induktionsprinzip fiir Conwayspiele. Wenn aus der Induktionsvoraussetzung, dass Px’ fiir
jedes linke oder rechte Element x' eines beliebigen Conwayspiels x, die
Induktionsbehauptung Px folgt, dann hat jedes Conwayspiel x die Eigenschaft P.
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Die grundlegenden Abbildungen

Bemerkung 7.1. (c)t
Bemerkung 7.3. (x.)t

(ch)s und ()R = (cF)s.
(xE)e und (x)F = (xF)..

Satz 7.5. Fiir jedes Spiel x gilt x = xes. (=> X EXecs A Keg &%

Beweis.

Induktionsprinzip fiir Spiele.

Satz 6.5. x < y genau dann, wenn (a) nie y® < x und (b) nie y < x*.

Satz 6.4. Nie xR < x und nie x < xL. L
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Ubertragung der fiir Spiele definierten Relationen
und Operationen auf Conwayspiele

Definition 8.1. ¢ < ¢’ genau dann, wenn ¢s < cL.
Definition 8.2. ¢ = ¢’ genau dann, wennc < c'und ¢’ < c.
Definition 8.3. - ¢ = (- ¢)..

Definition 8.4. ¢; + ¢, = (c1s + 2s)e-

Satz 8.5. c < ¢’ genau dann, wenn (a) nie ¢’R < c und (b) nie ¢’ < ct.
Beweis.
Satz 6. 5 x <y genau dann wenn (a) nie y < x und (b) niey < xt

cec! Ercs=c's (—)Ca)mc S‘chs AG) na Ce & s”
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Ubertragung der fiir Spiele definierten Relationen
und Operationen auf Conwayspiele

Satz 8.6. - c = (Menge der - (cR), Menge der - (ct)).

Satz 8.7. ¢c; + ¢ = (Menge der (cl + ) U Menge der (c1 + c£), Menge der (cf + )
U Menge der (c1 + c§)).

Satz 8.8. Die Klassen gleicher Conwayspiele bilden in Bezug auf <, -, + eine
halbgeordnete abelsche Gruppe.
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Beispiele
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