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DIFFERENTIALGEOMETRIE

Ubungsaufgaben 6

. Analog zur Lieableitung von Vektorfeldern kann man auch die Lieableitung fiir Differential-
formen definieren: Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, X € T'(T'M) ein glattes Vektorfeld und
w € QF(M) eine glatte k-Form, so definieren wir
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wobei ¢, der Fluss des Vektorfelds X ist. Beweisen Sie die Cartan-Formel
Lxw= d(ixw) + ixdw,

wobei ix : Q*(M) — Q*~1(M) das Einsetzen des Vektorfeldes in die Differentialform bezeich-
net, indem Sie sich folgende Schritte iiberlegen. Fiir die Beschreibung bezeichnen wir mit L% w
die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung.

a) Sowohl Ly als auch L% sind Derivationen des A-Produktes von Differentialformen, d.h. es
gilt!
Lx(wl /\CUQ) = (Lle) Nwy +wi A (wag)

und analog fiir L%.
b) Sowohl L als auch L% kommutieren mit der &uferen Ableitung d : QF (M) — QFF1(M).
¢) Lx und L% stimmen auf Funktionen f € C*°(M) = Q%(M) iiberein.

d) Aus diesen drei Aussagen folgt die Behauptung.

. Beweisen Sie fiir 1-Formen n € Q'(M) die Beziehung
dn(X,Y) = X(n(Y)) = Y (n(X)) = n([X,Y]).
Hinweis: Fine funktionierende Beweisstrategie ist, zundchst
(Lxn)(Y) =X(n(Y)) —n(LxY)

zu beweisen und dann die Cartan-Formel anzuwenden. Es gibt jedoch auch andere.

. Welche der Bedingungen an eine kovariante Ableitung verletzt die Lieableitung (X,Y) — LxY?

IDas Einsetzen ix : Q*(M) — Q*~1(M) erfiillt fiir w1 € QF(M) und we € Q¢(M) die Relation ix (w1 A wa) =

(ixw1) Awa + (=1)Fwi A (ixws).

Bitte wenden!



4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

a)

b)

d)

Beweisen Sie, dass fiir jeden Zusammenhang V auf TM die Torsion
TX,Y)=VxY —-VyX — [X,)Y]
ein (2, 1)-Tensorfeld und die Krimmung
R(X,Y)Z =VxVyZ -NyVxZ -V xy|Z

ein (3, 1)-Tensorfeld auf M ist!

Driicken Sie in lokalen Koordinaten (z1,...,z,) die Komponenten TZ; und Rfjk in den
Ausdriicken
0 0 0 0 0 0 0
T(=—,— )= TF— und R(-—"—,—)=—=> R, —
<8xi’ ij) Xk: 7 9xy, b <8xi’ Ba:j) Oxi ZZ: ELGY

fiir Torsion und Kriimmung mit Hilfe der Christoffel-Symbole Ffj aus.

Bestimmen Sie die Christoffel-Symbole Ffj (beziiglich der Standardkoordinaten) des in der
Vorlesung definierten kanonischen Zusammenhangs V auf TIR"™, der durch

0 0
Vx (Z ﬁiam) = Z(Xﬁi)%
definiert ist.

Was sind die Christoffel-Symbole dieses kanonischen Zusammenhangs auf R? beziiglich der
Polarkoordinaten (r, ¢)?



