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DIFFERENTIALGEOMETRIE

Losung fiir Aufgabe (A33) c)

Hier ist eine korrekte Losung fiir die Aufgabe (A33) c¢) unter der Zusatzannahme, dass g eine
Riemannsche Metrik ist.

Sei also (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — R eine glatte Funktion mit
|l grad f|| = 1. Wir betrachten einen Punkt x € M und die (lokale) Integralkurve vy : (—€,¢) — M
von grad f mit v(0) = z. Offenbar gilt dann fiir alle 0 < s < ¢
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Im Folgenden ist noch wichtig, dass dies auch die Differenz der Funktionswerte f(v(s)) — f(v(0))
ist.

Wir wollen zeigen, dass der Abstand von z zu y = 7(s) mindestens f(y) — f(z) ist, so dass v|jo
eine kiirzeste Verbindung zwischen diesen Punkten und somit eine Geodétische sein muss. Dazu
betrachten wir eine beliebige andere Kurve ¢ : [0,1] — M mit §(0) = 2 und §(1) = y, und zeigen,
dass sie mindestens Lange s besitzt. Fiir jedes t € [0, 1] wissen wir einerseits

g(5(t), grads(py £) < [18(0)]] - [l gradse) £1| = 1),
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weil g Riemannsch ist und || grad f|| = 1 gilt, und andererseits

9(0(t), grads,) f) = df (5(1))
nach Definition des Gradientenvektorfeldes. Also folgt
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und dies war genau unsere Behauptung.



