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Die Lösungen der folgenden Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und handschriftlich abzugeben. Bei

diesem Aufgabenblatt können Sie zu zweit zusammenarbeiten und Lösungen abgeben. Dabei müssen

allerdings beide, die zusammen abgeben, derselben Übungsgruppe angehören, und jeder Abgabepartner

sollte erkenntlich bei der Abgabe mindestens eine Aufgabenlösung aufgeschrieben haben.

Aufgabe 1: (1+0 Punkte)
Überprüfen Sie, ob R ⊆ X ×X eine Äquivalenzrelation ist:

(a) X = 3Z = {3m | m ∈ Z}, R = {(x, y) | x+ y ist durch 6 teilbar}

(b) X = N \ {0}, R = {(x, y) | x ist nicht teilerfremd zu y}

Aufgabe 2: (1 Punkt)
Sei K ein Körper, V ein Vektorraum über K, und U ⊆ V ein Unterraum. In der Vorlesung
haben wir den Quotientenraum V/U als Menge der Äquivalenzklassen der Äquivalenzre-
lation

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ U

auf V definiert, und die Operationen

[x] + [y] := [x+ y] und λ · [x] := [λ · x]

für x, y ∈ V und λ ∈ K eingeführt.
Zeigen Sie, dass diese Operationen wohldefiniert sind, d.h. dass die Äquivalenzklasse rechts
nicht von der Wahl der jeweiligen Repräsentanten der Äquivalenzklassen links abhängt.

Aufgabe 3: (2+0 Punkte)
Wir betrachten die symmetrische Gruppe Sn, n ≥ 2. Für jedes σ ∈ Sn gibt es eine
eindeutige lineare Abbildung Pσ : Rn → Rn, welche durch Anwendung von σ auf die
Standardbasis (ei)i=1,...,n entsteht.

(a) Geben Sie für jedes σ ∈ Sn eine Formel für die Einträge dij der darstellende Matrix
von Pσ an.
Überprüfen Sie, dass mit Ihrer Definition für alle π, σ ∈ Sn das Matrixprodukt Pπ ·Pσ
mit der Matrix Pπ ◦σ zu π ◦ σ übereinstimmt.

(b) Überlegen Sie sich, ob (und warum)

detPσ = ε(σ)

gilt, wobei ε(σ) das Vorzeichen von σ ∈ Sn bezeichnet.
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Aufgabe 4: (3 Punkte)
Betrachten Sie die Basis

B :=

 1
1
0

 ,

 −1
1
2

 ,

 2
2
1


des R3. Drücken Sie die Elemente der zu B dualen Basis von (R3)∗ als Linearkombinationen
der Standardbasis (e∗1, e

∗
2, e
∗
3) von (R3)∗ aus.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass sich das Problem auf die Inversion einer Matrix redu-
ziert.

Aufgabe 5: (4 Punkte)
Sei K ein Körper, n ∈ N, n ≥ 1, und

M =

 1 x1 . . . xn−11
...

...
...

1 xn . . . xn−1n

 ∈ Mat(n,K).

Beweisen Sie mit vollständiger Induktion:

det(M) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

Aufgabe 6: (2 Punkte)
Berechnen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

A =


4 3 2 2
1 2 1 1
0 −2 1 −1
0 −1 0 −1

 .

Aufgabe 7: (3 Punkte)
Betrachten Sie den Vektorraum R[X] der reellen Polynome mit der linearen Abbildung
D : R[X] → R[X], D(f) = f ′′ (zweite Ableitung). Bestimmen Sie die Eigenwerte und
Eigenräume von D.
Hinweis: Da R[X] unendlichdimensional ist, verwenden Sie bitte nicht den Matrizenkalkül.
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