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1.

2.

M wird von zwei Karten iiberdeckt: Fiir die erste wihlen wir die in H*™! offene
Teilmenge

Wy o= {(a!,..., 2™ e 0|0 <a™! < f(z,...,2")} C H*!

und Ay @ W; — R™ als die Identitét, d.h. hy(x) = z. Fiir die zweite Karte
wahlen wir Wy = Wy, aber diesmal setzen wir

ho(z) = (2',..., 2", f(2', ..., a") — 2™,

Fiir beide Karten hat die Ableitung Dh; iiberall vollen Rang, sie sind offensicht-
lich injektiv, und ihre Bilder iiberdecken ganz M. Die Abbildungen setzen sich
mit, derselben Formel als Diffeomorphismus auf eine Umgebung von W = W5 in
R fort, z.B. auf

We={(. .. ,2""YeO|-1<a"" < f(z* ..., 2"} c R"™,

so dass die Bedingung (3R) erfiillt ist. Der Rand von M besteht aus den beiden
Komponenten {z"*! =0} und {z"*! = f(z!,... 2™)}.

Es ist wichtig dass O offen ist, damit die Menge W; = W, C H"*! offen ist. In
Randpunkten von O wiren die Abbildungen h; keine Karten. Dies macht man
sich zum Beispiel anhand der Funktion f : [0,1] — R, f(¢) = 1 klar.

a) Das Bild von h ist die Teilmenge R? \ {(x,0,2) |z >0,z € R}.
b) Die Ableitung von h im Punkt (r, 9, ¢) hat die Matrix

sind cosy rcosvcosy —rsindsing
Dh(r,9,¢p) = | sindsing rcosvsing rsindcosp |,
cos v —rsind 0



und die Bilder der Standardvektorfelder %, % und % sind die Spalten
dieser Matrix. Also gilt

) . o . .. 0 0
h, <E) = sin 9 cos goa—x 4 sin ¥ sin @a—y + cos 1(}&

0 0 ) 0 ) 0
h, (8_19) = rcosﬁcosgpa—x —i—rcosq?smgpa—y —rsmﬁa

P (%) = —rsinvsin goé% + rsin cos gp%.

Die Koeflizienten von h, (%) sind bis auf Division durch r die Komponenten
von h, also gilt

h 2 — 1 CL’Q + 3 + 2
\or) e+ yrt 2\ Oz yay V9. )
und dieses Vektorfeld setzt sich glatt auf R3\ {0} fort. Schreibt man auch

bei den anderen beiden Vektorfeldern die Komponenten als Funktionen von
x, y und z, so erhilt man

0 2T 0 zy 0 0
hel o) ==+ = — 22+ 12—
oY 1/3;'2—}—y2a$ ‘/$2+y26y 0z
h i = — 2 + 91:2
*\op/) Y or oy
Dabei setzt sich h, () auf das Komplement der z-Achse {(0,0,z) € R? |
z € R} fort, wihrend h, (%) sich auf ganz R? fortsetzt.

und

c¢) Dieser Teil wurde oben bereits diskutiert.

d) Um die Standardvektorfelder in den Polarkoordinaten auszudriicken, muss
man die Matrix der Ableitung Dh invertieren. Wir erhalten

sindcosp  sindsinp cos v
1 . .
(Dh(r,9,¢))" = | +cosdcosp =Lcostsing —isind |,
__1sing 1lcosyp 0
r sind 7 sin?d

so dass wir folgende Losung erhalten:

0 o 1 0 lsingp 0
Rt () = sind cos o= + = cos ¥ cos po — — 2P 9
* (395) S COS¢8T+TCOS P59 " Fsmo Op

0 0o 1 0 lcosp 0
_1 — . . - . _
h, (_8y) sin ¥ sin o + " cos ¥ sin Y59 +

0 0o 1 0
-1( Y _ v L v
h, (8,2) cosﬁar " smﬁaﬁ.

r sin v %



3.

a)

b)

Ist x € M\ OM, so gibt es eine offene Umgebung im R", die das Bild
einer Karte fiir M ist, so dass x ein innerer Punkt von M ist. Also gilt
Fr(M) C OM.

Ist umgekehrt © € OM, so ist es in einer geeigneten Karte A : W — R"
das Bild eines Punktes in R"! x {0} = 0H" C R". Somit enthilt jede
Umgebung sowohl Punkte von M (Bilder unter A von Punkten in W mit
z™ > 0) als auch Punkte von R"™\ M (Bilder unter h von Punkten in W mit
™ < 0). Also gilt = € Fr(M). Insgesamt folgt also die Behauptung.

Nach Bedingung (2) in Satz 1 hat jeder Punkt p € M eine Umgebung
U’ € R™, so dass ein Diffeomorphismus ® : U’ — V C R"™ existiert, welcher
U' N M auf VN (RF x {0}) abbildet. Wegen V' \ (RF x {0}) = V folgt
hieraus U’ \ M = U’. Also folgt R*\ M = R", so dass Fr(M) = M gilt.
Andererseits folgt aus der Kompaktheit von M dass M = M.

Beispiel: Die Teilmenge M = [0,1] x (0,1) C R? ist eine Untermannigfaltig-
keit mit Rand, aber Fr(M) ist grofer als OM, denn der topologische Rand
enthilt auch die Punkte in [0,1] x {0,1} C R

Die Motivation fiir die Voraussetzung der Kompaktheit von M lag darin, eine
intrinsische Bedingung an M zu formulieren. Natiirlich hatte man auch verlangen
konnen, dass M eine Untermannigfaltigkeit mit Rand und eine abgeschlossene
Teilmenge von R” ist, um die Aussagen a) und b) zu beweisen.



